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Introducere

Teoria geometrica a functiilor de o variabila complexa s-a conturat ca ramura aparte a
analizei complexe In secolul al XX-lea cand au aparut primele lucrari importante in acest
domeniu, datorate lui P. Koebe [58], . W. Alexander [2], L. Bieberbach [16].

Notiunea de functie univalentd ocupa un rol central in teoria geometrica a functiilor
analitice, prima lucrare datand din 1907 si se datoreaza lui Koebe [58]. Studiul functiilor
univalente a fost continuat de Plemelj [92], Gronwall [48] si Faber [31].

In prezent existd numeroase tratate si monografii dedicate studiului functiilor univa-
lente, dintre care amintim pe cele ale lui P. Montel [80], Z. Nehari [81], L.V. Ahlfors [1],
Ch. Pommerenke [95], A.W. Goodman [39], P.L. Duren [30], D.J. Hallenbeck, T.H. Mac
Gregor [50], S.S. Miller, P.T. Mocanu [75] si P.T. Mocanu, T. Bulboaca, Gr. St. Salagean
[79].

Problema extinderii rezultatelor din teoria geometrica a functiilor de o variabila com-
plexa la mai multe variabile complexe a fost formulata prima data de catre H. Cartan in
Apendixul la cartea lui P. Montel aparuta in anul 1933 [22].

Extinderea proprietatilor geometrice ale aplicatiilor biolomorfe a fost inceputa in anii
1960-1980 de catre matematicienii japonezi I. Ono [83], T. Higuchi [54], K. Kikuchi [57] si
a fost reluata In ultimii 20 de ani de cétre J.A. Pfaltzgraff, T.J. Suffridge, C. FitzGerald,
S. Gong, I. Graham, G. Kohr, H. Hamada, P. Liczberski, P. Curt, etc.

In aceastd tezd am introdus noi clase de functii univalente respectiv de aplicatii uni-
valente pe care le-am studiat folosind diverse metode.

In cele ce urmeaza, la fiecare capitol am selectat cele mai relevante rezultate, cu
precadere cele originale. Rezultatele din primele capitole sunt renumerotate. In final este
inclusa intreaga bibliografie.



Capitolul 1

Functii univalente de o variabila
complexa

In acest capitol sunt prezentate notiuni si rezultate elementare din teoria geometrica
a functiilor de o variabila complexa. Sunt tratate clase de functii univalente, metodele
subordonarilor si superordonarilor diferentiale, metoda lanturilor Loewner si operatori
integrali de tip Salagean.

1.1 Rezultate elementare din teoria functiilor univalente

1.2 Functii analitice cu partea reala pozitiva

Functiile analitice cu partea reala pozitiva au un rol important in caracterizarea unor
clase speciale de functii univalente.

Definitia 1.2.1 Prin clasa functiilor lui Charathéodory intelegem clasa

P={peHU):p(0)=1, Rep(z) >0, z€ U}.

1.3 Subordonare. Principiul subordonarii

Definitia 1.3.1 Fie f,g € H(U). Spunem ca functia f este subordonata functiei g si
vom scrie f < g sau f(z) < g(2) daca exista o functie w € H(U), cu w(0) = 0 si
lw(z)| <1, z € U astfel incat f(z) = g(w(z)), z € U.

1.4 Functii stelate. Functii convexe

Notiunea de functie stelata a fost introdusa de J. Alexander [2] in 1915.

Definitia 1.4.1 Fie functia f € H(U) cu f(0) = 0. Spunem ca functia f este stelatd
in raport cu originea (sau, pe scurt stelata) daca f este univalenta in U gi f(U) este un
domeniu stelat in raport cu originea.



Teorema 1.4.2 [79] Fie functia f € H(U) cu f(0) = 0. Functia f este stelata daca si
numai dacd f'(0) # 0 gi

2f'(2)
f(z)

Definitia 1.4.3 [79] Notam cu S* clasa functiilor f € A care sunt stelate (si normate)
in discul unitate, adica

(1.4.1) Re >0, zeU.

2f'(2)
f(2)

Notiunea de functie convexa a fost introdusa de E. Study [110] in 1913.

S*:{feA:Re >0,26U}.

Definitia 1.4.4 Functia f se numeste convexa in U (sau, pe scurt convexrd) dacd functia
f este univalenta in U gi f(U) este un domeniu convex.

Teorema 1.4.5 [79] Fie functia f € H(U). Atunci f este converd dacd gi numaii dacd

f'(0) #0 gi
2f"(2)

1.4.2 Re +1>0, z€U.
142 7
Definitia 1.4.6 Notam cu K clasa functiilor f € A care sunt convexe in discul unitate
1!
K:{feA:Rezf, 2) 1150, zEU}.
f'(z)

1.5 Functii a caror derivata are partea reala pozitiva

1.6 Subordonari diferentiale

Metoda subordonarilor diferentiale (sau a functiilor admisibile) este una din cele mai
noi metode folosite in teoria geometrica a functiilor analitice. Bazele aceste teorii au fost
puse de S.S. Miller gi P.T. Mocanu in lucrarile [73], [74].

Definitia 1.6.1 Vom nota cu Q mulfimea functiilor q care sunt olomorfe i injective pe

U\ E(q), unde
E(q) = {Q € U : limq(z) = oo} ,
z—(
si n plus ¢'(¢) # 0 pentru ¢ € OU \ E(q).
Lema 1.6.2 [56],[73] (lema lui I.S. Jack, S.S. Miller, P.T. Mocanu) Fie zg = roe'® cu
0 <1y <1 sifie f(2) =anz™ + ans12™ + -+ o functie continud in U,, si analiticd in

Ur, U{20} cu f(2) #0 sin > 1. Daca

|f (20)| = max{|f(2)| : 2 € Uy, }

atunci existd un numadr real m, m > n, astfel incat



20/'(20) _
f(z0)

o 20f"(20)

1) Re—————=4+1>m.
Teorema 1.6.3 [51] (D.J. Hallenbeck, St. Ruschweyh) Fie functia convexd h, cu h(0) = a
si fie v € C* astfel incat Rey > 0. Daca functia p € Hla,n| si

(1)

p(z) + flyzp’(z) < h(z)

atunct
p(2) < q(2) < h(z)
unde

q(z) = L /Z h(t)tn—tdt.

nzn Jo
Functia q este convexa si este cea mai buna (a,n) dominanta a subordondrii.

1.7 Superordonari diferentiale

Problema duala a subordonarilor diferentiale, cea a determinarii de subordonate pentru
superordonari diferentiale a fost initiata de S.S. Miller i P.T. Mocanu [76] in anul 2003.

Teorema 1.7.1 [76] Fie h o funclie convexd in U, cu h(0) = a, v # 0, Rey > 0 si

. zp/(2) , -

p € Hla,n] N Q. Dacad p(z) + o este univalenta in U,

/

(z) < plz) + 2

~y

atunci
q(z) < p(2),

unde

a(z) = L / T hti .

nzn Jo
Functia q este convexa si este cea mai buna subordonanta.

Teorema 1.7.2 [76] Fie q o functie convexa in U i h definita astfel

h(z) =q(z) + zqi:z)’ zeU

cuy #0, Rey > 0. Daca p € Hla,n] N Q, si p(z) + @ este o functie univalentd in U
cu

/
h(z) < p(z) + va(z), zeU
atunci
q(z) < p(2),
unde

a(z) = L / e,

nzn Jo
Functia q este cea mai buna subordonanta.



1.8 Lanturi de subordonare. Ecuatia diferentiala Loewner

Metoda lanturilor de subordonare sau a lanturilor Loewner a fost introdusa de Loewner
[70] in anul 1923 si dezvoltata apoi de catre alti matematicieni (P.P. Kufarev [66] 1943,
Ch. Pommerenke [96] 1965, G.S. Goodman [38] 1968).

Definitia 1.8.1 Functia f : U x [0,00) = C, cu f(z,t) de forma
f(zvt) - etz+a2(t)22 oy ‘Z‘ <1

este un lant de subordonare (sau lant Loewner) daca: f(-,t) este olomorfd si univalentd in
U, pentru orice t € [0,00) i

(1.8.1) f(z,8) < f(z,t)
pentru 0 < s <t < o0.

Teorema 1.8.2 [96] O familie de functii {f(z,t)}t>0 cu f(0,t) =0, f(0,t) = e’ este un
lant Loewner dacd si numai dacd urmdtoarele conditii sunt adevdrate:

(i) Existar € (0,1) si o constantd M > 0 astfel incat f(-,t) este olomorfa pe U, pentru
orice t > 0, local absolut continud in t > 0, local uniform in raport cu z € U,, §i

|f(z,0)] < Me", [z] <r, t>0.

(ii) Ezista o functie p(z,t) astfel incdat p(-,t) € P pentru orice t > 0, p(z,-) este
masurabild pe [0,00) pentru fiecare z € U, si pentru orice z € U,,

(1.8.2) —(z,t) = zf'(2,t)p(2,t), a.p.t. t > 0.

ot

(i7i) Pentru oricet > 0, f(-,t) este prelungirea continud a lui f(-,t) |y, la U, si mai mult
ea exista in conditiile (i) si (ii).

1.9 Operatori integrali

In 1983 Gr. St. Siligean [104] a definit doi operatori pe baza carora s-au obtinut de-
a lungul timpului rezultate remarcabile in teoria geometricd a functiilor univalente. Pe
parcursul tezei folosim operatorul integral definit astfel:

Definitia 1.9.1 Fie f € H(U), f(0) = 0. Definim operatorul integral I'™, m € N, prin
(i) I°f(2) = f(2)

(ii) I'f(z) = If(2) = [q ()t "dt

(idi) 1™ f(z) = I(I"™~ 1f( ))-



Capitolul 2

Functii univalente de mai multe
variabile complexe

Acest capitol este dedicat prezentarii unor rezultate din teoria geometrica a funtiilor
univalente de mai multe variabile complexe, astfel sunt tratate cateva clase de aplicatii
biolomorfe, automorfismele bilei unitate Euclidiene, metoda lanturilor Loewner, genera-
lizari ale operatorului extins Roper-Suffridge, respectiv Pfaltzgraff-Suffridge. In general,
sunt prezentate doar rezultate obtinute pe bila unitate Euclidiana din C™.

2.1 Functii olomorfe in C". Aplicatii biolomorfe
2.2 Automorfismele bilei unitate Euclidiene

2.3 Generalizari ale functiilor cu partea reala pozitiva

Fie C" spatiul n-dimensional complex inzestrat cu norma arbitrara || - ||. Pentru orice
z € C™"\ {0}, fie
T(z) = {l; € L(C*,C) = L(2) = |lz]l, [|L=]l = 1}

In cazul normei Euclidiene || - ||, dacd z € C* \ {0} si I, € T(z), atunci

ya
l.(w) = <w, > , weC™
)=\ T

Pe langa T'(z), un rol important il joaca urmatoarele clase:

Ny ={w:B" = C", weH(B"), w0) =0, Re(w(z),z) >0, z€ B"}
N={w:B" - C", weH(B"), w0)=0, Re(w(z),z) >0, z€ B"\ {0}}
M={weN: Dw(0) =1I,}.

2.4 Aplicatii stelate. Aplicatii convexe

In acest paragraf sunt prezentate aplicatii stelate si aplicatii convexe pe bila unitate
Euclidiana, dar rezultatele sunt valabile si in cazul normei arbitrare [36], [44].



Definitia 2.4.1 Fie f : B™ — C" o aplicatie olomorfa. Spunem ca f este o aplicatie
stelata daca f este biolomorfa, f(0) = 0 si f(B™) este un domeniu stelat in raport cu
originea (tf(z) C f(B™) pentru orice z € B™ gi t € [0,1]).

Notam cu S*(B"™) clasa aplicatiilor normate si stelate din B™.

Teorema de caracterizare pentru aplicatiile stelate este data de Matsuno in 1955 [72].
Teorema a fost generalizata pe bila unitate din C™ in raport cu norma arbitrara si respectiv
pe bila unitate din spatiul complex Banach de catre Suffridge [112], [113].

Teorema 2.4.2 Daca f : B™ — C" este o aplicatie local biolomorfa cu f(0) = 0, atunci
f este stelatd pe B™ dacd si numai dacd existd h € M astfel incat

f(z) =Df(2)h(z), ze€B"

i.e.

Re([Df(2)] 7 f(2),2) >0, =ze B"\{0}.

Definitia 2.4.3 Aplicatia f : B" — C" se numeste convexd daca f este biolomorfd pe
B" si f(B™) este un domeniu conver ((1 —t)f(z) +tf(w) € f(B™) pentru z,w € B™ si
telo,1]).

Notam K (B"™) clasa aplicatiilor normate si convexe din B™.

Teorema de caracterizare analiticid a convexititii in cazul aplicatiilor local biolomorfe
a fost obtinuta prin metode diferite de catre Kikuchi in 1973 [57] si de catre Gong, Wang,
Yu [37] in 1993.

Teorema 2.4.4 Fie f : B" — C™ o aplicatie local biolomorfd. Atunci f este convexa dacd
st numai dacd
1 =Re([Df(2)] "' D* f(2)(v,0), 2) > 0,

pentru orice z € B™ astfel incdt ||v|]| =1 si Re (z,v) = 0.

2.5 Lanturi Loewner si ecuatia diferentiala
Loewner in C"

Metoda lanturilor Loewner la mai multe variabile a fost generalizata de catre Pfaltz-
graff [89] in 1974. Poreda [99] a rafinat rezultatele astfel incat s-au obtinut generalizari
pe bila unitate a spatiului Banach. De asemenea, rezultate remarcabile privind teoria
lanturilor Loewner in C" se regasesc in lucrarile autorilor Graham, Hamada, Kohr [40],
Graham, Kohr, Kohr [45], Graham, Kohr [44].

Definitia 2.5.1 O aplicatie f : B™ x [0,00) — C" se numeste lan{ de subordonare dacd
satisface urmatoarele conditii:

(i) f(-,t) € H(B™) si Df(0,t) = @(t)I,, t > 0, unde ¢ : [0,00) — C este functie
continua pe [0,00) astfel incat p(t) # 0, t > 0, |p(-)| este strict crescatoare pe [0,00), si
lp(t)| — oo cand t — oo;

(i) f(-,s) < f(,t), cand 0 < s < t < oo, adica existd o aplicatie Schwarz
vs () = v(-, 8,t), numitd aplicatie de tranzitie asociata lui f(z,t), astfel incat f(z,s) =
f(v(z,s,t),t), 0<s<t<o0, z€ B™

10



Un lant de subordonare se numeste lant de subordonare univalent (sau lant Loewner)
dacé in plus f(-,t) este univalentd in B™ pentru orice ¢t > 0. Spunem ca f(z,t) este lant
Loewner normat dacid D f(0,t) = e€'l,,.

Teorema 2.5.2 Fie f(z,t) un lant Loewner. Atunci existd o aplicatie h = h(z,t) astfel
incat h(-,t) € M pentru orice t > 0, h(z,t) este masurabild in t pentru orice z € B™, si
pentru aproape toti t > 0,

%W) =Df(z,t)h(z,t), ¥ z € B".

(exista o mulfime de masura nula E C (0,00) astfel incat pentru orice t € [0,00) \ E,
0
a—{(~,t) exista si este olomorfa in B™). Pentru t € [0,00) \ E si z € B", (2.5.1) este
adevarata.

Mai mult, daca existda un sir {t;, }men astfel incadt ty, > 0, t,, — 0o §i

(2.5.2) lim e ' f(z,t,) = F(2)

m—00

(2.5.1)

local uniform in B™, atunci
f(z,5) = lim e'w(z,s,t)

t—o00

local uniform in B™ pentru orice s > 0, unde w(t) = w(z, s,t) este solutia problemei

ow

op = hw.t), aptt>s w(s) =z

pentru orice z € B™.

Ca si consecinta a Teoremei 2.5.2 avem ca aplicatiile de tranzitie genereaza lanturile
Loewner, astfel:

Corolar 2.5.3 [28], [40], [44] Fie f: B" x [0,00) — C" lan{ Loewner i fie v =v(z, s,t)
aplicatia de tranzitie asociatd lui f(z,t). Presupunem cd {e~'f(z,t)}i>0 este familie nor-
mald. Atunci pentru orice s > 0, are loc limita

— 1 t
f(Z, S) - th_gloe ’U(Z,S,t)
local uniform pe B™.

Corolar 2.5.4 [28], [40], [46] Fie f(z,t) un lant Loewner astfel incat {e~' f(z,t)}+>0 este

o familie normala. Atunci

=]

—t n
253) A+ e =l el = g 255 020
In particular, daci f(z) = f(z,0) atunci
B _ e .
e = WOl = gpe =€ 5%

Teorema 2.5.5 [/6] Orice gir de lanturi Loewner {fx(z,t)}ren, astfel incat
{e "t fr(2,t) 10 este o familie normald in B™ pentru orice k € N, contine un subsir care
converge local uniform in B™ catre un lant Loewner f(z,t) pentru orice t > 0 fizat, astfel
incat {e~tf(z,t)}+>0 este familie normald in B".

11



2.6 Aplicatii spiralate
Pentru un operator liniar A € L(C",C") introducem notatia
m(A) = min{Re (A(2),2) : ||z]| =1}
Definitia 2.6.1 Fie f : B" — C™ o aplicatie normata biolomorfa din B™. Fie A €

L(C",C") astfel incit m(A) > 0. Vom spune ca f este spiralata relativ la A dacd
et f(B™) C f(B™) pentru orice t > 0, unde

(2.6.1) et = i ﬂt’m’“.
i

Teorema 2.6.2 Fie A € L(C",C") astfel incit m(A) > 0 si fie f : B™ — C" o aplicatie
normata si biolomorfa. Atunci f este spiralatd relativ la A dacd si numai dacad
[Df(2)] ' Af(2) € N.

m™ T

In particular daci A = e~**],, pentru a € (—5, 5), Hamada si Kohr [52] au studiat

o clasa de aplicatii numite spiralate de tip .
In acest caz conditia (2.6.1) se reduce la

(2.6.2) e D) f(z) €N

Dacd A = e7™ o € (7/2,7/2) din Definitia 2.6.1 vom deduce notiunea uzuala de
spiralitate de tip a in discul unitate, notiune introdusa de L. Spacek in 1932 [107].

In teorema urmitoare dats de Pommerenke [95] este prezentatd o conditie necesara si
suficenta de spiraliate de tip a pentru functii olomorfe.

Teorema 2.6.3 Presupunem cd f este o fuctie olomorfa normata in U, o € (—g, g) st
a = tana. Atunci f este spiralatd de tip o dacd $i numai dacd

F(z,t) =17 f(e2), z € U, t >0,

este un lant Loewner. In particular, f este stelatd dacd si numai dacd F(z,t) = e'f(2)
este un lant Loewner.

Hamada si Kohr [52] au aratat ca si aplicatiile spiralate de tip a pot fi scufundate in
lanturi Loewner.

Teorema 2.6.4 Fie f : B" — C" o aplicatie local biolomorfa normata si fie « € R,
T
|| < 5 Atunci f este aplicatie spiralata de tip o daca f(z,t) datd prin

f(z,t) = e(l_w)tf(emtz), ze€ B™, t>0,

unde a = tan «, este lant Loewner.

12



2.7 Aplicatii aproape stelate de ordinul «

O notiune pe care o vom folosi pe parcursul lucrarii este cea de aproape stelaritate de
ordin a, unde «a € [0, 1). Urmatoarea definitie a fost introdusa de G. Kohr [59], [62] in cazul
bilei unitate Euclidiene gi o« = % si de Feng [32] in cazul bilei unitate a spatiului Banach
complex X si a € [0,1). Vom prezenta aceata notiune pentru cazul bilei Euclidiene.

Definitia 2.7.1 Presupunem 0 < a < 1. O aplicatie local biolomorfa normata f : B" —
C™ se numeste aproape stelata de ordin o daca

(2.7.1) Re([Df(2)] 7' f(2),2) > alz[*, = € B"\ {0}.
In cazul unei variabile complexe inegalitatea (2.7.1) devine

1)
2f'(2)
Q.H. Xu i T.S. Liu [68] au demonstrat urmatoarea caracterizare a aproape stelaritaii
de ordin « in termeni de lanturi Loewner.

R

>a, z€ U

Teorema 2.7.2 Presupunem ca f este o functie olomorfa normata in U si 0 < a < 1.
Atunci f este o functie aproape stelatda de ordin o dacd si numai dacad

F(z,t) = eﬁtf(eﬁtz), zeU, t>0,

este un lant Loewner. In particular, f este functie stelata (i.e., « = 0) daca si numai dacd
F(z,t) = e f(2) este un lant Loewner.

Urmatorul rezultat dat tot de Q.H. Xu gi T.S. Liu [68] este o generalizare a Teoremei
2.7.2 pentru cazul n-dimensional. Rezultatul original a fost obtinut pe bila unitate a lui
C™ in raport cu norma arbitrara.

Teorema 2.7.3 Presupunem ca f este o aplicatie local biolomorfa normata in B™ si 0 <
a < 1. Atunci f este aproape stelatd de ordin o dacd i numai dacd

F(z,t)= eﬁf(eﬁtz), z€ B", t>0,

este un lant Loewner. In particular, f este stelatd (i.e. o = 0) dacd si numai dacd F(z,t) =
el f(z) este lant Loewner.

2.8 Generalizari ale operatorului extins Roper-Suffridge.
Operatorul Pfaltzgraff-Suffridge
In spatiul euclidian n-dimensional C™, fie 7 = (22, -, 2n) astfel incat z = (21, 2).

Operatorul extins Roper-Suffridge este definit pentru functii local univalente normate
in discul unitate U prin

(2.8.1) u(f)(2) = F(2) = (f(20), VI G0)Z)
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Consideram ramura radicalului pentru care 4/ f’(0) = 1.

Acest operator a fost introdus de catre Roper si Suffridge in 1995 cu scopul de a
extinde o functie convexa arbitrara din discul unitate U la o aplicatie convexa din bila
unitate Euclidiana a lui C™.

I. Graham, G. Kohr, M. Kohr [45] au generalizat acest operator la

(2.8.2) Oy ()(2) = (f(20), (f'(21))7 ),
unde v € [0, %) si consideram ramura functiei putere astefel incat (f/(2))” |.,—0= 1.

Teorema 2.8.1 [/5] Presupunem ca f € S giy € [0, %], atunci @, ,(f) poate fi scufundat
intr-un lant Loewner, unde

©ny()(2) = (F(21), (f'(21)) 7)) 2= (21,2) € B"
siz1 €U, Z= (29, ,2,) € C""L. Ramura functiei putere este datd astfel incat
(f'(21))7 |s=0= 1.

In [42] 1. Graham gi G. Kohr au introdus un alt operator extins Roper-Suffridge

2 B
(2.83) Bos(f)(2) = <f<zl>, (f ( ”) z) ,

<1

B
unde S € [0, 1]. Consideram ramura functiei putere astfel incat (%‘?) |, =0= 1.

Teorema 2.8.2 [43] Presupunem ca f € S si § € [0,1], atunci @, o(f) poate fi scufundat
intr-un lant Loewner, unde

_ Fz)\’ - "
@, 5(f)(2) = | f(21), =) ) =€ (21,2) € B,
siz1 € U, Z = (20, ,2,) € C" L. Consideram ramura functiei putere astfel incat

(%ﬁl)f |n=0= 1.

In 2002, I. Graham, H. Hamada, G. Kohr si T. Suffridge [41] au dat o alti generalizare
a operatorului extins Roper-Suffridge de forma

. B
(2.8.4) B 5. (f)(2) = <f<21), (f(1)> (f/(zl))vz> ,

21

unde 5 € [0,1] si v € [0, %] astfel incat B + v < 1. Consideram ramurile functiei putere
B .
pentru care (%’?)) ly=0=1si (f'(21))7 |sy=0= 1.

Teorema 2.8.3 [/1] Presupunem ca f € S ¢i B € [0,1], v € [0, %} cu v+ B <1, atunci

21

P B
Do 5 ()(2) = (f(zn, (f”) (f’(zl)W) L= (a1.3) € B,

siz1 € U Z = (20,---,2n) € C" L. Consideram ramura functiei putere astfel incat
/B .
(£22)" imo=1 83 (F'(21))7 [rmo= 1.
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Pentru n > 1, multimea 2’ = (21, -+, 2,) € C" si 2 = (¢, z,41) € C*TL.
Un alt operator care extinde aplicatii (local) univalente din B™ la aplicatii (local)
univalente din B"*! este operatorul introdus de Pfaltzgraf si Suffridge [91].

Definitia 2.8.4 Operatorul extins Pfaltzgraff-Suffridge V,, : LS, — LS,11 este definit
prin

1

(2.8.5) Ca(f)(=) = (F() 20ntlI ()T 2= (2, 2001) € B
Consideram ramura functiei putere astfel incat

_1
()] |o= 1.
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Capitolul 3

Aplicatii ale metodelor
subordonarilor si superordonarilor
diferentiale

In acest capitol sunt definite clase de functii univalente pe discul unitate U al planului
complex. Pentru definirea unor clase s-a folosit operatorul integral I f prezentat in pa-
ragraful 1.9. Folosind metoda subordonarilor si superordonarilor diferentiale sunt puse in
evidenta proprietati ale acestor clase gi de asemenea sunt prezentate exemple concrete de
subordonante ale unor superordonari diferentiale.

Rezultatele acestui capitol sunt originale i sunt cuprinse in lucrarile [4], [5], [6], [7],
[8], [9], [10], [13].

3.1 Subordonari diferentiale definite cu operatorul integral

In acest paragraf este definitd o noua clasa de functii univalente, folosind operatorul
integral I™ f. Folosind metoda subordonarilor diferentiale sunt puse in evidenta proprietati
ale acestei clase.

Definitia 3.1.1 Daca0 < a <1sim €N, fie " («a) clasa functiilor f € A,, care satisfac
inegalitatea
Re[I™f(2)] > a.

Observatia 3.1.2 Pentru m = 0, se obfine
Ref'(2) > a, 2z € U.
In cazul in care f € A se obtine urmétoarea definitie.
Definitia 3.1.3 Daca 0 < a <1 sim €N, fie I™(«) clasa functiilor f € A care satisfac
inegalitatea

Re[I™f(2)] > a.

Se observa ca 1n acest caz pentru m = 0 se obtine clasa functiilor cu rotatie marginita.
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Teorema 3.1.4 [10] Daca 0 < a <1 gi m,n € N, atunci avem

I (a) € I (0),

unde
1 1
d(a,n) =2a—1+2(1— a)ﬁﬁ(ﬁ)
§i 1 a1

Rezultatul este exact.
Pentru clasa Z™(«) obtinem urmatorul rezultat.
Corolar 3.1.5 [}/ Daci 0 < a <1 gim € N, atunci au loc incluziunile
I"(a) C ITFH(9),

unde
d=0(a) =20 —14+2(1 —a)ln2

iar acest rezultat este exact.
Teorema 3.1.6 [10] Fie q o functie convexa cu q(0) =1 si fie h o functie astfel incat
h(z) = q(2) + nzd'(z), z € U.
Daca f € A, si verifica subordonarea diferentiald
(3.1.1) [ f(2)] < h(2)

atunct

[Imﬂf(z)], <q(z), z€U

iar acest rezultat este exact.
Pentru clasa A se obtine urmatorul corolar.

Teorema 3.1.7 [10] Fie h € H(U), cu h(0) =1, h'(0) # 0, care verifica

Re [1 n Z:,/;(ZZ))] > —%, €U, neN.
Daca f € A, si verifica subordonarea diferentiald
(3.1.2) ™ f(2)] < h(2),
atunci

[Im“f(z)], <q(z), zeU

unde
1

o(2) = / )t ldt, 2 e U
0

nzn

Functia q este convexd si este cea mai bunda dominantd.
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Teorema 3.1.8 [10] Fie q o functie conveza, q(0) =1, si
h(z) = q(z) + nzq(2).
Daca f € A, si verifica subordonarea diferentiala
(3.1.3) 1" f(2)]" < h(2)
atunci

I"f(z)

z

<q(z), z€ U,z #0.
Rezultatul este exact.
Teorema 3.1.9 [10] Fie h € H(U), h(0) =0, h'(0) # 0 care satisface inegalitatea

zh""(2)
e

Daca f € A, si verifica subordonarea diferentiald

1
Re[l—i— ]>—,26U.

2n

(3.1.4) [I™f(2)]" < h(z)
atunci -
! ﬁ(z) <q(z), z€ U, z#0,
unde ;
q(z) = 11/ h(t)tifldt, z e U.
nzn Jo

Functia q este convexd si este cea mai bunda dominantd.

Observatia 3.1.10 In cazul particular n = 1 aceste teoreme au fost studiate in [4] si sunt
incluse in teza ca st corolare.

Observatia 3.1.11 Pentru operatorul diferential rezultate similare au fost ob{inute in

lucrarile [85], [86], [88].

3.2 O clasa de functii univalente obtinuta cu ajutorul ope-
ratorului integral aplicat functiilor meromorfe

Pentru £ > 0, vom nota prin ¥ clasa functiilor meromorfe definite pe U §i care au
forma

f(z) = % + Z anz".
n==k

Definitia 3.2.1 Daca 0 < a < 1, k € Z; si m € N, vom nota Xi(a,m) clasa functiilor
f € Xy care satisfac inegalitatea

(3.2.1) Re [I™(22f(2))] > a, z € U.
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Teorema 3.2.2 [6] Fie0 < a <1, k€ Z; sim € N. Atunci au loc incluziunile

(3.2.2) Yr(a,m) C Xg(d,m + 1),
unde ! ,
o= bavm) =2 = 14201 ) ()
$t
z txfl
B(x) _/0 T

Teorema 3.2.3 [6] Fie q o functie convexd, q(0) = 1 si fie h o functie datd prin
urmatoarea egalitate
h(z) =q(z) + 2(k+ 1) (2), z € U.

Daca f € ¥g(a,m) i verifica subordonarea diferentiala
(3.2.3) [ (22 f(2)] < h(z), z€ U

atunci
[ f )] < az), 2 €T

tar acest rezultat este exact.
Teorema 3.2.4 [6] Fie q o functie convexa cu q(0) =1 gi
h(z) = q(2) + 2(k +1)¢' (), z € U.

Daca f € ¥g(a,n) si verifica subordonarea diferentiala

(3.2.4) (M2 f(2)] < h(z), z€ U
atunci
w < q(2)7 z € U

1ar rezultatul este exact.

Teorema 3.2.5 [6] Fie h € H(U), cu h(0) =1, si h'(0) # 0 care verifica inegalitatea

"
Re [1 + ZZ((ZZ))} > —%, zeU.
Daca f € (o, m) si verifica subordonarea diferentiala
(3.2.5) [ (22 f(2))] < h(z), z€ U
atunci

[Im+1(22f(z)]/ <q(z), z € U
unde

1 4
(3.2.6) oz) = — L / Wt e, 2 e UL
(k+ 1)z Jo

Functia q este convexa si este cea mai buna (1,k + 1) dominanta.
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Teorema 3.2.6 [6] Fie h € H(U) cu h(0) =1, h'(0) # 0, care verificd inegalitatea

zh"(2) 1
h/(z) :| > —5, zeU.

Re [1—1—

Daca f € 3(a, m) i verifica subordonarea diferentiald

(3.2.7) [ (2 f(2))] < h(z), z€U
atunci
7]’”(22]“(2)) <q(z), z € U
unde ;
o(z) = 11/ WO e, e U
(k4 1)z%1 Jo

Functia q este convexd si este cea mai bunda (1,k + 1) dominantd.

3.3 O clasa de functii stelate de ordinul «
Definitia 3.3.1 Fie0 < a <1 i f € A, astfel incat

F2F () 2f'(2)
e

Spunem ca functia f este din clasa Mg(a), B € R daca functia g : U — C data prin

i ()]

#0, zeU.

o) = 1) |
este stelata de ordinul «.
Observatia 3.3.2 Dacd 8 = L in Definitia 3.3.1 vom obtine clasa M"™(c) din [84].
Observatia 3.3.3 Daca 8 =0 atunci g(z) = f(z) st Mg(a) = S™.
Teorema 3.3.4 [13] Pentru orice o, 3 € R cu a € [0,1) §i f > 0 are loc incluziunea

Mg (a) C S*(a).

1
Pentru cazul particular g = 3 obtinem urmatorul corolar.

Corolar 3.3.5 [84] Pentru orice numar real o, 0 < av < 1 are loc incluziunea

M"(«) C S*(«).
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3.4 Superordonari diferentiale definite cu operatorul inte-
gral

Rezultatele acestui paragraf sunt obtinute cu ajutorul metodei superordonarilor
diferentiale.

Teorema 3.4.1 [9] Fie h € H(U) o functie convexd in U, cu h(0) =1 si f € Ay, n € N*.
Presupunem cd [I™f(z)] este univalentd cu I f(2)] € H[1,n] N Q.

Dacd

(3.4.1) h(z) < [I"f(2)], z€U

atunci

(3.4.2) q(z) = [I™T ()], z€U

e a(z) = / T hEE e,
nzn JO

Functia q este convexd si este cea mai bund subordonantd.

Teorema 3.4.2 [9] Fie h € H(U) o functie conveza in U, cu h(0) =1 si f € A,.
Presupunem cd [I"™ f(z)] este univalentd cu %ﬂz) € H[l,n]N Q.

Daci

(3.4.3) W) < [ ), 2 €U

atunci

(3.4.4) q(z) < Im'i(z), zeU

e a(z) = 1 / ChE .
nes Jo

Functia q este convexa si este cea mai bund subordonantd.
Teorema 3.4.3 [9] Fie q functie convexd in U gi h definita prin
h(z) = q(z) + 2¢'(2), 2 € U.

Dacd f € Ay, [I™F]) este univalentd in U, [I™ f(2)] € H[1,n] N Q si

(3.4.5) h(z) < 1™ f(2))
atunci
(3.4.6) q(z) < [ f(2))
unde 1 -
_ L
o) = — /0 Bt Ldt.

Functia q este cea mai buna subordonanta.
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Teorema 3.4.4 [9] Fie q o functie convexad in U gi h definita prin
h(2) = q(2) + 24/ (2).

Daca f € Ay, [If(2)]" este univalentd in U, "G ¢ H[L,n]NQ si

z

(3.4.7) h(z) = [I™ f(2)]
atunct

(3.4.8) q(z) < Im£<z)
unde

g(z) = - / T hEE e,

nzn J0
Functia q este cea mai buna subordonanta.

Observatia 3.4.5 In cazul particular n = 1 aceste teoreme sunt incluse in tezd ca $ii
corolare.

3.5 Subordonante ale unor superordonari diferentiale

In aceastd sectiune sunt stabilite cateva superordonari diferentiale utilizand operatorul
integral de tip Salagean si exemple concrete de functii convexe.

Teorema 3.5.1 [§] Fie R € (0,1] si fie h convexa in U, definita prin

Rz

(3.5.1) h(z) =1+ Rz + 3T Rs

cu h(0) = 1.
Fie f € A, pentru care presupunem cd [I™f(2)] este univalentd si [I™1f(2)] €
H[l,n]N Q.

Daca
(3.5.2) h(z) < [I™f(2)], €U
atunci
(3.5.3) a(z) < [ ()], 2 €,
unde
1 ? Rt 1
5.4 = 1+ Rt tnldt
(3.5.4) 9(2) nz;/o ( +R+2+Rt> ’
Rz 1 1
=1 -M
02) =14 S R M)

St

4 t;
M(z) = dt.
(2) /0 2 + Rt

Functia q este convexa si este cea mai buna subordonantd.
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Daca n =1, din Teorema 3.5.1 obtinem urmatorul corolar.

Corolar 3.5.2 [8] Fie R € (0,1] gi fie h o functie convexd in U, definita prin

Rz
h(z) =1+ Rz + T s
cu h(0) = 1.
Fie f € A si presupunem cd [I™ f(2)] este univalentd [I™ T f(2)] € H[1,1] N Q.
Daca
hz) < [IMf(2)], z€U
atunci
q(z) < [I"f(2)], z €T,
unde v Ri
= — 1 t dt
a(z) z/o ( A +2+Rt> ’
R 1
g(z) =1+ == + RM(z)~
2 z
St

2 2
M(z) == In(2 + Rz) + 52, z € U.

"R R
Functia q este convexa si este cea mai buna subordonantad.
Daca R =1, Teorema 3.5.1 devine:

Corolar 3.5.3 [5] Fie h convexa in U, definita prin

z
3.5.5 h(z)=1
( ) (2) tztg s
cu h(0) = 1.
Fie f € A, si presupunem cd [I™f(z)]" este univalentd si [I"™ 1 f(2)]' € H[1,n] N Q.
Daca
(3.5.6) h(z) < [I"f(2)], z€U
atunci
(3.5.7) q(2) < [T ()], z €T,
unde
(3.5.8) (z)l/z (1+t+i)tl—1dt
. = nzw Jo 2+t ’
z 1 1
=1 —M(z)—
() = 14 2+ M)
st

z t;
M(z) = dt.
(2) /0 2+t

Functia q este convexa si este cea mai buna subordonantd.

23



Pentrun =1 gi R =1 avem urmatorul corolar.

Corolar 3.5.4 [5] Fie h convezd in U, definitda prin

z
=1
h(z) + 2+ 312
cu h(0) = 1.
Fie f € A si presupunem cd [I"™f(2)] este univalentd si [I"™ 1 f(2)] € H[1,1] N Q.
Daca
W) < (M), 2 €U
atunci
q(z) < I f(2)), z €U,
unde 1 g .
q(Z):Z/O (1+t+m)dt,
() =142+ M(2)
q(z) = 5 2)-
st

M(z)=2z-2In(2+4+2)+1n2, z € U.

Functia q este convexa si este cea mai bunda subordonata.

Teorema 3.5.5 [8] Fie R € (0,1] si fie h convezxd in U, definita prin

Rz
h(z) =1
(2) R 2+ Rz
1P : L (] : - I ()
cu h(0) = 1. Fie f € A, si presupunem ca [I™ f(z)]" este univalenta si € H[L,nlN
z
Q.
Daca
(3.5.9) h(z) < [I"f(2)]', 2 €U,
atunci
Im
(3.5.10) q(z) < JZC(Z), zeU,
unde . B Ri
- 1+ Rt wldt =
a(z) ot /0 ( At 2+Rt)
Rz 1 1
-1 M (2)—
+ T + Rn (2)2%

5t

z tﬁ
M(z) = dt U.
(2) /0 24+ Rt z €

Functia q este convexa si este cea mai bunda subordonantd.
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Prin prticularizari pentru n =1 gi R = 1 se obtin urmatoarele corolare.

Corolar 3.5.6 [8] Fie R € (0,1] si h o functie convexd in U, definita prin

Rz
h(z) =14+ R
(2) Thed 2+ Rz
_ N N v m / - v Imf(’z)
cu h(0) = 1. Fie f € A si presupunem ca [I"™ f(z)]" este univalenta si ———= € H[1,1]NQ.
z
Daca
h(z) < [I"f(2)]', z €U,
atunci m
q(z) < i(z)) zeU,
unde 1 g s
a(z) z/o ( +H +2+Rt)
R 1
= 14—+ RM(2)-
%
M(z) = %fﬁln(QJrRz) R1n2, zeU.

Functia q este convexa si este cea mai buna subordonantd.

Corolar 3.5.7 [5] Fie h convexa in U, definita prin

h(z) =14z + 312
cu h(0) = 1. Fie f € A, si presupunem ca [I™ f(2)]" este univalentd si %(Z) € H[1,n|NQ.
Daca
(3.5.11) h(z) < [I"f(2)], z €U,
atunce
(3.5.12) q(z2) < Imﬁ(z), zeU,
unde

/ 1 T —t)trldt

~M
+1 e

TLZ”

5t

Functia q este convexa si este cea mai bunda subordonanta.
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Corolar 3.5.8 [5] Fie h convexa in U, definita prin

z
2+ z

h(z) =14z +

cu h(0) = 1. Fie f € A si presupunem cd [I"™ f(z)]" este univalentd si Imff(z) e H[1,1]NnQ.

Daca
hz) < [I"f(2)], z €U,
atunct m
o) < T8 e
unde e ;
= — 1+t4+ ——)dt =
a(2) Z/O (144 575)
z 1
=14+=-4+M(2)-
—|-2+ (z)z

$t
M(z)=2z-2In(2+2)+2In2, z€ U.

Functia q este convexa si este cea mai bund subordonantd.

Observatia 3.5.9 In cazul operatorului diferential, pentru functia

Rz

=1
h(z) +RZ+2+Rz

s-au obtinut rezultate similare in [24].

Teorema 3.5.10 [7] Fie functia converd

14+ (2a-1)z

h(z) 2

, zeU.

Fie f € T™(a), si presupunem cd [I™f(2)] este univalentd

[+ f(2)] e H[1, 11N Q.

Daca
(3.5.13) h(z) < [I"f(2)], z €U,
atunci
q(z) < [I™ T f(2)], z €U,
unde
(3.5.14) a(z) =20 —1+2(1 - a)log(ljz).

Functia q este convexa si este cea mai bund subordonantd.
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Teorema 3.5.11 [7] Fie functia converd

14+ (2a—1)z

h(z) T2

Fie f € T™(«), si presupunem ca [I™ f(2)] este univalentd si

Imﬁ(z) € H[1,1]n Q.
Daca
(3.5.15) h(z) < [I"f(2)], z€U
atunct
q(z) < Imﬁ(z), ceU
unde

q(z) =2 —1+2(1 — a)w.

Functia q este convexa si este cea mai bunda subordonantd.
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Capitolul 4

Aproape stelaritate de ordin
complex A

In acest capitol este abordata notiunea de aproape stelaritate de ordin complex A atat
in C™ cat si in C. Sunt prezentate teoreme de caracterizare a aproape stelaritatii de ordin
complex A cu ajutorul lanturilor Loewner, conditii suficiente de aproape stelaritate de
ordin complex A, rezultate de compactitate, exemple concrete precum si rezultate privind
pastrarea aproape stelaritatii de ordin complex A prin generalizari ale operatorului extins
Roper-Suffridge respectiv Pfaltzgraff-Suffridge.

Rezultatele sunt originale si sunt cuprinse in lucrarile [11], [12], [14], [15].

4.1 Functii si aplicatii aproape stelate de ordin complex .
Caracterizare prin lanturi Loewner

Definitia 4.1.1 Fie A € C cu ReX < 0. O aplicatie local biolomorfa normata
f:B™— C" se numeste aplicatie aproape stelata de ordin compler A dacd

(4.1.1) Re{(l — A)([Df(z)]_lf(z),z>} > —Rel\||z||?, z € B"\ {0}.

Este usor de vazut ca in cazul unei variabile inegalitatea (4.1.1) devine

f(z)
2f'(z)

Vom nota cu S3(B"™) multimea aplicatiilor aproape stelate de ordin complex A.

(4.1.2) Re [(1 - ) ] > —Re\, z € U.

Exemplu 4.1.2 Fie A € C astfel incat ReX < 0, si fie f : U — C data prin f(z) =

— 72 . A . . .
z(1+ %z) X, z € U, unde se ia in considerare ramura functiei putere pentru care

2
1+ 0\ T
<1—|— Z) |z=0: 1.

1-A

Atunci f este functie aproape stelatda de ordin complex A in discul unitate U.
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Exemplu 4.1.3 (i) Fie f; o functie aproape stelatd de ordin complex X in discul unitate
U pentru j = 1,...,n. Atunci f : B" — C" data prin f(z) = (fi(z1),..., fn(zn)) este
aplicatie aproape stelata de ordin complex \ in B™.

(ii) In particular, dacd fi(z;) este data ca si in Exemplul 4.1.2 pentru j = 1,...,n,
atunci f(z) = (f1(z1),- .., fu(2zn)) este aproape stelata de ordin complex \ in B™.

O conditie necesara si suficientd de aproape stelaritate de ordin complex A in U in
termeni de lanturi Loewner va fi prezentata in teorema urmatoare.

Teorema 4.1.4 [14] Fie f : U — C o functie olomorfa normata si fie X € C astfel incdt
ReX < 0. Atunci f este functie aproape stelata de ordin complex A dacd si numai dacd

F(zt) = NtpeMz), zeU, t>0,

este un lant Loewner. In particular, f este functie stelata (i. e. A = 0) daca si numai dacd
F(z,t) = €' f(z) este un lant Loewner.

Observatia 4.1.5 Din Teorem 4.1.1 obtinem Teorema 2.6.3 pentru A = itana, o €

(=5,%). De asemenea, daci A\ = o/(a — 1), unde a € [0,1), Teorema 4.1.1 se reduce la

Teorema 2.7.2.

Corolar 4.1.6 [14] Fie f(z) o functie aproape stelatd de ordin complex A. Atunci

2|

|2| —Xt gl At
<le " f(e"2)] < ——5s
2 (1 —12])?

e zeU, t>0.
(1+1z])

In particular, dacd t =0 atunci

kd 2|
Y O e
(1+ z[)? (1—z[)?
Teorema 4.1.7 [14] Fie f : B" — C" o aplicatie olomorfa normata si fie A € C astfel
incat ReA < 0. Atunci f este aplicatie aproape stelatd de ordin complex A dacd i numai

daca
F(zt) = e Ntf(eMz), ze B, >0,

este un lant Loewner. In particular, f este o aplicatie stelata (i. e. A =0) daca gi numai
dacd F(z,t) = el f(z) este lant Loewner.

Observatia 4.1.8 Awvdnd in vedere Teorema 4.1.7, vom obtine Teorema 2.6.4 pentru A\ =
itana §i o € (=5, 5). De asemenea, daca A = of(a — 1), unde o € [0,1), Teorema
4.1.7 se reduce la Teorema 2.7.3. De asemenea, daca X = 0 in Teorema 4.1.7, vom obtine
caracterizarea uzuald a stelaritatic in termeni de lanturi Loewner.

Din Teorema 4.1.7 si rezultatul de deformare pentru clasa tuturor lanturilor Loewner
F(z,t) astfel incat {e ' F(-,t)};>0 este o familie normald in B" (a se vedea [45]), obtinem
urmatorul corolar.

Corolar 4.1.9 [1}] Fie f : B"™ — C" o aplicatie aproape stelata de ordin complex .

Atunci

I ] I
@+ =2 = W= a e

Teorema 4.1.10 [11] Multimea S5(B™) este compacta.

z € B™.
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4.2 Aplicatii cu generalizari ale operatorului extins Roper-
Suffridge

In acest paragraf sunt obtinute cateva rezultate cu privire la pastrarea aproape stela-
ritatii de ordin complex A prin generalizari ale operatorului extins Roper-Suffridge. Aceste
rezultate constitue exemple concrete de aplicatii aproape stelate de ordin complex A in
bila unitate Euclidiana din C".

Teorema 4.2.1 [1}] Presupunem ca f este o functie aproape stelata de ordin complex A
in U si Fy(z) = ®ny(f)(2) este definita ca in Teorema 2.8.1. Atunci F, este o aplicatie
aproape stelata de ordin complex \ in B™.

Teorema 4.2.2 [1}] Presupunem ca f este o functie aproape stelata de ordin complex A
inU sica Fg(z) = @y p(f)(2) este definita ca in Teorema 2.8.2. Atunci Fg este o aplicatie
aproape stelata de ordin complex \ in B™.

Teorema 4.2.3 [14] Presupunem cd f este o aplicatie aproape stelatd de ordin complex
AinU si Fgo(z) = ®,8,(f)(2) este definita ca in Teorema 2.8.3. Atunci Fg, este o
aplicatie aproape stelata de ordin complex \ in B™.

Pastrarea aproape stelaritatii de ordin complex A prin generalizari ale operatorului
extins Roper-Suffridge se poate demonstra gi fara ajutorul lanturilor Loewner. Pentru
aceasta vom prezenta mai intai doua rezultate cunoscute.

Lema 4.2.4 [30] Fie f o functie olomorfa in U. Atunci Ref(z) > 0, Vz € U, daca si
numai daca ezistd o functie crescatoare, u, pe [0, 27], care satisface p(2m)—pu(0) = Ref(0),
astfel incat

2 14 ze .

Lema 4.2.5 [68],[106] Pentru w € C, avem
1. Re(1 —w?)(1 —w)? = (1 — |w|*)]1 — w|?;
2. Re(1 42w —w?)(1 —w)? = (1 — |w|*)? - 2Jw*|1 — w|?.

Teorema 4.2.6 [15] Daca f este o aplicatie aproape stelata de ordin complex A in discul
unitate U, atunci

p B
F(2) = By (f)(2) = <f<zl>, (f ( ”) <f'<zl>>”'z>

21

este o aplicatie apropae stelata de ordin complex A on B™, unde z = (z1,z) € B", z1 € U,
Z= (29, ,2n) €C"L B €0,1], sivy € [0, %] astfel incat B+~ < 1, f(z1) # 0 unde

B B
21 € UN{0} si (£22)7, (f/(20))7 satisface (£22) 7 1., —o= 1, respectiv ('(21))7 |z1=0= 1.

Daca A = 0, atunci Teorema 4.2.6 este rezultatul pentru aplicatii stelate.
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Corolar 4.2.7 [}1] Daca | este functie stelata in discul unitate U, atunci

21 g ~
F(2) = B (1)(2) = <f<zl>, (7)) (f’(21)>72>

este aplicatie stelatd in B™, unde z = (21,2) € B", 21 € U, Z = (29, ,2,) € C*"71

B
g e0,1], siy € [(), %] astfel incat B+ v < 1, f(z1) # 0 unde z; € U \ {0} si (%le)) ,
B
(f'(z1))7 satisface (%’?)) |.y=0= 1, respectiv (f'(21))7 |z,=0= 1.
Pentru 5 = 0, vom obtine urmatorul corolar.

Corolar 4.2.8 [15] Daca f este functie aproape stelata de ordin complex A\, A € C, ReA <
0 in discul unitate U, atunci

F(2) = Ony(f)(2) = (f(21), (f'(21))77)

este aplicatie aproape stelatda de ordin complex \ in B™, unde v € [0, %], si (f'(21))"
satisface (f'(21))7 | =0= 1.

Daca v = 0, din Teorema 4.2.6 se obtine urmatorul corolar.

Corolar 4.2.9 [15] Daca f este functie aproape stelata de ordin complex X\, Reh < 0,
A € C in discul unitate U, atunci

2\ P
F(2) = @, 5()(2) = (f<zl>, (7)) z)

B
este o aplicatie aproape stelatd de ordin complex X\ on B™, € [0,1], (f(zl)) |2y —0= 1.

21

4.3 Aproape stelaritate de ordin complex A si
operatorul extins Pfaltzgraff-Suffridge

In teorema urmitoare este demonstrat ci operatorul extins Pfaltzgraff-Suffridge
pastreaza aproape stelaritatea de ordin complex A.

Teorema 4.3.1 [11] Fie f o aplicatie aproape stelata de ordin complex X in B™. Atunci
F =, (f) definit in relatia (2.8.5) este de asemenea o aplicatie aproape stelatd de ordin
complex X in B"t1.

In cazul particular A = i tan « se obtine urmatorul corolar.

Corolar 4.3.2 [11] Fie f este o aplicatie spiralata de tip o in B™. Atunci F = U, (f)
este o aplicatie spiralatd de tip o in B™HL.

Pe de alta parte, daca in demonstratia Teoremei 4.3.1 luam A =

obtinem
o —
urmatorul corolar.

Corolar 4.3.3 [11] Fie f o aplicalie aproape stelata de ordin o in B". Atunci F' = W,,(f)
este o aplicatie aproape stelatd de ordin o in B™TT.
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O alta consecinta a Teoremei 4.3.1 este data de rezultatul urmator, care ne da un
raspuns pozitiv la intrebarea lui Pfaltzgraff si Suffridge privind pastrarea stelaritatii prin
operatorul ¥, si demonstrat de catre I. Graham, G. Kohr, J.A. Pfaltzgraff in [47].

Corolar 4.3.4 Fie f € S*(B"). Atunci F = VU, (f) € S*(B"™1).
Exemplu 4.3.5 Fie f;, j = 1,...,n functii aproape stelate de ordin complex \. Atunci

f: B" = C" data prin f(2') = (f1(21),- .., fn(zn)) este aproape stelata de ordin complex
X\ in B"™. Din Teorema 4.3.1, deducem cd F : B**1 — C"*! datd prin

F(2) = (A1) falzn) 2o [T 0]77), 2 = (2, 2n01) € B
j=1

este aproape stelatd de ordin complex \ on B"tL. Spre exemplu, aplicatia

1+X 1= 1+ \ =
- a1 771) ,
F(z) (z1(1+1—AZ1) e ? ( TN

n 1 _ 73:+>\
an [ [0 2 (14 1535)] )
j=1

este aproape stelatd de ordin complex \ in B"H1.

Teorema 4.3.6 [11] Multimea V,,[S5(B")] este compactd.

4.4 Conditii suficiente de aproape stelaritate de ordin com-
plex A\

In acest paragraf sunt prezentate conditii suficiente de aproape stelaritate de ordin
complex A atat in discul unitate U cat si in bila unitate Euclidiana B", conditii obtinute
cu ajutorul Lemei 1.6.2 (Jack-Miller si Mocanu) precum si de varianta n-dimensionala
data de P. Liczberski in cazul bilei unitate Euclidiene [62], [67].

Lema 4.4.1 Fie f € H(B") cu f(0) = 0. Daca

1f (z0)ll = max{[| f(2)[ : lz[| < l[z0ll}, 20 € B",

atunci existd numerele reale m, s, s > m > 1, astfel incat urmatoarele conditii sunt
adevarate

(4.4.1) (Df(20)(20), 20) = m|| f(z0)]I,

(4.4.2) 1D f(20)(20)[| = s f(20)l

st

(4.4.3) Re(D?f(20)(20, 20), 20) = m(m — 1)||f(z0)|*.

Mai mult, pentru n > 1, m = s daca $t numai daca

Df(20)(20) = mf(20)-
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Teorema 4.4.2 [12] Fie f : U — C functie olomorfa si normata i A € C cu ReX < 0,
astfel tncat
f"(z)

Py | S THa =]

Atunci f este o functie aproape stelatd de ordin complex .

zeU.

In cazul in care A = 0, vom obtine urmatoarea conditie suficienta de stelaritate din
discul unitate U.

Corolar 4.4.3 Fie f: U — C o functie olomorfa, cu f(0) = f'(0) — 1 =0, astfel incdt

‘f”(Z)
f'(2)

Atunci f este o functie stelata.

1
<—-,zelU
5 %

Versiunea n-dimensionala a Teoremei 4.4.2 este datd de urmatorul rezultat.
Teorema 4.4.4 [12] Fie f : B"™ — C" aplicatie local biolomorfa normata si A € C cu
ReX <0, astfel incat

DN D) e < p—y = € 5™

Atunci f este aplicatie aproape stelatd de ordin complex \.

Pentru valori particulare ale lui A din Teorema 4.4.4 se obtin cateva rezultate intere-
sante.
Daca A = 0, din Teorema 4.4.4 obtinem urmatorul rezultat pentru aplicatii stelate.

Corolar 4.4.5 Fie f: B™ — C™ aplicatie local biolomorfd normatd astfel incat

MDf@X@TUﬂf@X&)H<%,zeBW

Atunci f este o aplicatie stelata.

In cazul particular A = —1 vom obtine urmatorul rezultat pentru aplicatii aproape
stelate de ordin 1/2.

Corolar 4.4.6 Fie f: B™ — C™ aplicatie local biolomorfa normatd astfel incat

MDf@X@TUﬂf&X&JH<%,zeBW

Atunci f este o aplicatie aproape stelata de ordin 1/2.

Pentru A = ¢ tan a vom obtine o conditie suficienta de spiralitate de tip «, a € (—g,

).

B

Corolar 4.4.7 Fie f: B® — C™ aplicatie local biolomorfa normata astfel incat
_ 1 n
IIDf() ()7 D f(2)(=2,0)]l < 5, = € B

27
Atunci f este o aplicatie spiralata de tip o, o € (—g, )

NE
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