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3.4 Superordonări diferenţiale definite cu operatorul integral . . . . . . . . . . . 21
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Introducere

Teoria geometrică a funcţiilor de o variabilă complexă s-a conturat ca ramură aparte a
analizei complexe ı̂n secolul al XX-lea când au apărut primele lucrări importante ı̂n acest
domeniu, datorate lui P. Koebe [58], I.W. Alexander [2], L. Bieberbach [16].

Noţiunea de funcţie univalentă ocupă un rol central ı̂n teoria geometrică a funcţiilor
analitice, prima lucrare datând din 1907 şi se datorează lui Koebe [58]. Studiul funcţiilor
univalente a fost continuat de Plemelj [92], Gronwall [48] şi Faber [31].

În prezent există numeroase tratate şi monografii dedicate studiului funcţiilor univa-
lente, dintre care amintim pe cele ale lui P. Montel [80], Z. Nehari [81], L.V. Ahlfors [1],
Ch. Pommerenke [95], A.W. Goodman [39], P.L. Duren [30], D.J. Hallenbeck, T.H. Mac
Gregor [50], S.S. Miller, P.T. Mocanu [75] şi P.T. Mocanu, T. Bulboacă, Gr. Şt. Sălăgean
[79].

Problema extinderii rezultatelor din teoria geometrică a funcţiilor de o variabilă com-
plexă la mai multe variabile complexe a fost formulată prima dată de către H. Cartan ı̂n
Apendixul la cartea lui P. Montel apărută ı̂n anul 1933 [22].

Extinderea proprietăţilor geometrice ale aplicaţiilor biolomorfe a fost ı̂ncepută ı̂n anii
1960-1980 de către matematicienii japonezi I. Ono [83], T. Higuchi [54], K. Kikuchi [57] şi
a fost reluată ı̂n ultimii 20 de ani de către J.A. Pfaltzgraff, T.J. Suffridge, C. FitzGerald,
S. Gong, I. Graham, G. Kohr, H. Hamada, P. Liczberski, P. Curt, etc.

În această teză am introdus noi clase de funcţii univalente respectiv de aplicaţii uni-
valente pe care le-am studiat folosind diverse metode.

În cele ce urmează, la fiecare capitol am selectat cele mai relevante rezultate, cu
precădere cele originale. Rezultatele din primele capitole sunt renumerotate. In final este
inclusă ı̂ntreaga bibliografie.
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Capitolul 1

Funcţii univalente de o variabilă
complexă

În acest capitol sunt prezentate noţiuni si rezultate elementare din teoria geometrică
a funcţiilor de o variabilă complexă. Sunt tratate clase de funcţii univalente, metodele
subordonărilor şi superordonărilor diferenţiale, metoda lanţurilor Loewner şi operatori
integrali de tip Sălăgean.

1.1 Rezultate elementare din teoria funcţiilor univalente

1.2 Funcţii analitice cu partea reală pozitivă

Funcţiile analitice cu partea reală pozitivă au un rol important ı̂n caracterizarea unor
clase speciale de funcţii univalente.

Definiţia 1.2.1 Prin clasa funcţiilor lui Charathèodory ı̂nţelegem clasa

P = {p ∈ H(U) : p(0) = 1, Re p(z) > 0, z ∈ U}.

1.3 Subordonare. Principiul subordonării

Definiţia 1.3.1 Fie f, g ∈ H(U). Spunem că funcţia f este subordonată funcţiei g şi
vom scrie f ≺ g sau f(z) ≺ g(z) dacă există o funcţie w ∈ H(U), cu w(0) = 0 şi
|w(z)| < 1, z ∈ U astfel ı̂ncât f(z) = g(w(z)), z ∈ U .

1.4 Funcţii stelate. Funcţii convexe

Noţiunea de funcţie stelată a fost introdusă de J. Alexander [2] ı̂n 1915.

Definiţia 1.4.1 Fie funcţia f ∈ H(U) cu f(0) = 0. Spunem că funcţia f este stelată
ı̂n raport cu originea (sau, pe scurt stelată) dacă f este univalentă ı̂n U şi f(U) este un
domeniu stelat ı̂n raport cu originea.
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Teorema 1.4.2 [79] Fie funcţia f ∈ H(U) cu f(0) = 0. Funcţia f este stelată dacă şi
numai dacă f ′(0) 6= 0 şi

(1.4.1) Re
zf ′(z)

f(z)
> 0, z ∈ U.

Definiţia 1.4.3 [79] Notăm cu S∗ clasa funcţiilor f ∈ A care sunt stelate (şi normate)
ı̂n discul unitate, adică

S∗ =

{
f ∈ A : Re

zf ′(z)

f(z)
> 0, z ∈ U

}
.

Noţiunea de funcţie convexă a fost introdusă de E. Study [110] ı̂n 1913.

Definiţia 1.4.4 Funcţia f se numeşte convexă ı̂n U (sau, pe scurt convexă) dacă funcţia
f este univalentă ı̂n U şi f(U) este un domeniu convex.

Teorema 1.4.5 [79] Fie funcţia f ∈ H(U). Atunci f este convexă dacă şi numaii dacă
f ′(0) 6= 0 şi

(1.4.2) Re
zf ′′(z)

f ′(z)
+ 1 > 0, z ∈ U.

Definiţia 1.4.6 Notăm cu K clasa funcţiilor f ∈ A care sunt convexe ı̂n discul unitate

K =

{
f ∈ A : Re

zf ′′(z)

f ′(z)
+ 1 > 0, z ∈ U

}
.

1.5 Funcţii a căror derivată are partea reală pozitivă

1.6 Subordonări diferenţiale

Metoda subordonărilor diferenţiale (sau a funcţiilor admisibile) este una din cele mai
noi metode folosite ı̂n teoria geometrică a funcţiilor analitice. Bazele aceste teorii au fost
puse de S.S. Miller şi P.T. Mocanu ı̂n lucrările [73], [74].

Definiţia 1.6.1 Vom nota cu Q mulţimea funcţiilor q care sunt olomorfe şi injective pe
U \ E(q), unde

E(q) =

{
ζ ∈ ∂U : lim

z→ζ
q(z) =∞

}
,

şi ı̂n plus q′(ζ) 6= 0 pentru ζ ∈ ∂U \ E(q).

Lema 1.6.2 [56],[73] (lema lui I.S. Jack, S.S. Miller, P.T. Mocanu) Fie z0 = r0e
iθ0 cu

0 < r0 < 1 şi fie f(z) = anz
n + an+1z

n+1 + · · · o funcţie continuă ı̂n U r0 şi analitică ı̂n
Ur0 ∪ {z0} cu f(z) 6≡ 0 şi n ≥ 1. Dacă

|f(z0)| = max{|f(z)| : z ∈ U r0}

atunci există un număr real m, m ≥ n, astfel ı̂ncât
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(i)
z0f
′(z0)

f(z0)
= m

(ii) Re
z0f
′′(z0)

f ′(z0)
+ 1 ≥ m.

Teorema 1.6.3 [51] (D.J. Hallenbeck, St. Ruschweyh) Fie funcţia convexă h, cu h(0) = a
şi fie γ ∈ C∗ astfel ı̂ncât Re γ ≥ 0. Dacă funcţia p ∈ H[a, n] şi

p(z) +
1

γ
zp′(z) ≺ h(z)

atunci
p(z) ≺ q(z) ≺ h(z)

unde

q(z) =
γ

nz
γ
n

∫ z

0
h(t)t

γ
n
−1dt.

Funcţia q este convexă şi este cea mai bună (a, n) dominantă a subordonării.

1.7 Superordonări diferenţiale

Problema duală a subordonărilor diferenţiale, cea a determinării de subordonate pentru
superordonări diferenţiale a fost iniţiată de S.S. Miller şi P.T. Mocanu [76] ı̂n anul 2003.

Teorema 1.7.1 [76] Fie h o funcţie convexă ı̂n U , cu h(0) = a, γ 6= 0, Reγ ≥ 0 şi

p ∈ H[a, n] ∩Q. Dacă p(z) +
zp′(z)

γ
este univalentă ı̂n U ,

h(z) ≺ p(z) +
zp′(z)

γ

atunci
q(z) ≺ p(z),

unde

q(z) =
γ

nz
γ
n

∫ z

0
h(t)t

γ
n
−1dt.

Funcţia q este convexă şi este cea mai bună subordonantă.

Teorema 1.7.2 [76] Fie q o funcţie convexă ı̂n U şi h definită astfel

h(z) = q(z) +
zq′(z)

γ
, z ∈ U

cu γ 6= 0, Reγ ≥ 0. Dacă p ∈ H[a, n] ∩ Q, şi p(z) + zp′(z)
γ este o funcţie univalentă ı̂n U

cu

h(z) ≺ p(z) +
zp′(z)

γ
, z ∈ U

atunci
q(z) ≺ p(z),

unde

q(z) =
γ

nz
γ
n

∫ n

0
h(t)t

γ
n
−1dt.

Funcţia q este cea mai bună subordonantă.
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1.8 Lanţuri de subordonare. Ecuaţia diferenţială Loewner

Metoda lanţurilor de subordonare sau a lanţurilor Loewner a fost introdusă de Loewner
[70] ı̂n anul 1923 şi dezvoltată apoi de către alţi matematicieni (P.P. Kufarev [66] 1943,
Ch. Pommerenke [96] 1965, G.S. Goodman [38] 1968).

Definiţia 1.8.1 Funcţia f : U × [0,∞)→ C, cu f(z, t) de forma

f(z, t) = etz + a2(t)z
2 + · · · , |z| < 1

este un lanţ de subordonare (sau lanţ Loewner) dacă: f(·, t) este olomorfă şi univalentă ı̂n
U , pentru orice t ∈ [0,∞) şi

(1.8.1) f(z, s) ≺ f(z, t)

pentru 0 ≤ s ≤ t <∞.

Teorema 1.8.2 [96] O familie de funcţii {f(z, t)}t≥0 cu f(0, t) = 0, f ′(0, t) = et este un
lanţ Loewner dacă şi numai dacă următoarele condiţii sunt adevărate:

(i) Există r ∈ (0, 1) şi o constantă M ≥ 0 astfel ı̂ncât f(·, t) este olomorfă pe Ur pentru
orice t ≥ 0, local absolut continuă ı̂n t ≥ 0, local uniform ı̂n raport cu z ∈ Ur, şi

|f(z, t)| ≤Met, |z| ≤ r, t ≥ 0.

(ii) Există o funcţie p(z, t) astfel ı̂ncât p(·, t) ∈ P pentru orice t ≥ 0, p(z, ·) este
măsurabilă pe [0,∞) pentru fiecare z ∈ U , şi pentru orice z ∈ Ur,

(1.8.2)
∂f

∂t
(z, t) = zf ′(z, t)p(z, t), a.p.t. t ≥ 0.

(iii) Pentru orice t ≥ 0, f(·, t) este prelungirea continuă a lui f(·, t) |Ur la U , şi mai mult
ea există ı̂n condiţiile (i) şi (ii).

1.9 Operatori integrali

În 1983 Gr. Şt. Sălăgean [104] a definit doi operatori pe baza cărora s-au obţinut de-
a lungul timpului rezultate remarcabile ı̂n teoria geometrică a funcţiilor univalente. Pe
parcursul tezei folosim operatorul integral definit astfel:

Definiţia 1.9.1 Fie f ∈ H(U), f(0) = 0. Definim operatorul integral Im, m ∈ N, prin

(i) I0f(z) = f(z)

(ii) I1f(z) = If(z) =
∫ z
0 f(t)t−1dt

(iii) Imf(z) = I(Im−1f(z)).
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Capitolul 2

Funcţii univalente de mai multe
variabile complexe

Acest capitol este dedicat prezentării unor rezultate din teoria geometrică a funţiilor
univalente de mai multe variabile complexe, astfel sunt tratate câteva clase de aplicaţii
biolomorfe, automorfismele bilei unitate Euclidiene, metoda lanţurilor Loewner, genera-
lizări ale operatorului extins Roper-Suffridge, respectiv Pfaltzgraff-Suffridge. În general,
sunt prezentate doar rezultate obţinute pe bila unitate Euclidiană din Cn.

2.1 Funcţii olomorfe ı̂n Cn. Aplicaţii biolomorfe

2.2 Automorfismele bilei unitate Euclidiene

2.3 Generalizări ale funcţiilor cu partea reală pozitivă

Fie Cn spaţiul n-dimensional complex ı̂nzestrat cu norma arbitrară ‖ · ‖. Pentru orice
z ∈ Cn \ {0}, fie

T (z) = {lz ∈ L(Cn,C) : lz(z) = ‖z‖, ‖lz‖ = 1}.

În cazul normei Euclidiene ‖ · ‖, dacă z ∈ Cn \ {0} şi lz ∈ T (z), atunci

lz(w) =

〈
w,

z

‖z‖

〉
, w ∈ Cn.

Pe lângă T (z), un rol important ı̂l joacă următoarele clase:

N0 = {w : Bn → Cn, w ∈ H(Bn), w(0) = 0, Re 〈w(z), z〉 ≥ 0, z ∈ Bn}
N = {w : Bn → Cn, w ∈ H(Bn), w(0) = 0, Re 〈w(z), z〉 > 0, z ∈ Bn \ {0}}
M = {w ∈ N : Dw(0) = In}.

2.4 Aplicaţii stelate. Aplicaţii convexe

În acest paragraf sunt prezentate aplicaţii stelate şi aplicaţii convexe pe bila unitate
Euclidiană, dar rezultatele sunt valabile şi ı̂n cazul normei arbitrare [36], [44].
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Definiţia 2.4.1 Fie f : Bn → Cn o aplicaţie olomorfă. Spunem că f este o aplicaţie
stelată dacă f este biolomorfă, f(0) = 0 şi f(Bn) este un domeniu stelat ı̂n raport cu
originea (tf(z) ⊆ f(Bn) pentru orice z ∈ Bn şi t ∈ [0, 1]).

Notăm cu S∗(Bn) clasa aplicaţiilor normate şi stelate din Bn.
Teorema de caracterizare pentru aplicaţiile stelate este dată de Matsuno ı̂n 1955 [72].

Teorema a fost generalizată pe bila unitate din Cn ı̂n raport cu norma arbitrară şi respectiv
pe bila unitate din spaţiul complex Banach de către Suffridge [112], [113].

Teorema 2.4.2 Dacă f : Bn → Cn este o aplicaţie local biolomorfă cu f(0) = 0, atunci
f este stelată pe Bn dacă şi numai dacă există h ∈M astfel ı̂ncât

f(z) = Df(z)h(z), z ∈ Bn

i.e.
Re 〈[Df(z)]−1f(z), z〉 > 0, z ∈ Bn \ {0}.

Definiţia 2.4.3 Aplicaţia f : Bn → Cn se numeşte convexă dacă f este biolomorfă pe
Bn şi f(Bn) este un domeniu convex ((1 − t)f(z) + tf(w) ∈ f(Bn) pentru z, w ∈ Bn şi
t ∈ [0, 1]).

Notăm K(Bn) clasa aplicaţiilor normate şi convexe din Bn.
Teorema de caracterizare analitică a convexităţii ı̂n cazul aplicaţiilor local biolomorfe

a fost obţinută prin metode diferite de către Kikuchi ı̂n 1973 [57] si̧ de către Gong, Wang,
Yu [37] ı̂n 1993.

Teorema 2.4.4 Fie f : Bn → Cn o aplicaţie local biolomorfă. Atunci f este convexă dacă
şi numai dacă

1− Re 〈[Df(z)]−1D2f(z)(v, v), z〉 > 0,

pentru orice z ∈ Bn astfel ı̂ncât ‖v‖ = 1 şi Re 〈z, v〉 = 0.

2.5 Lanţuri Loewner şi ecuaţia diferenţială
Loewner ı̂n Cn

Metoda lanţurilor Loewner la mai multe variabile a fost generalizată de către Pfaltz-
graff [89] ı̂n 1974. Poreda [99] a rafinat rezultatele astfel ı̂ncât s-au obţinut generalizări
pe bila unitate a spaţiului Banach. De asemenea, rezultate remarcabile privind teoria
lanţurilor Loewner ı̂n Cn se regăsesc ı̂n lucrările autorilor Graham, Hamada, Kohr [40],
Graham, Kohr, Kohr [45], Graham, Kohr [44].

Definiţia 2.5.1 O aplicaţie f : Bn × [0,∞) → Cn se numeşte lanţ de subordonare dacă
satisface următoarele condiţii:

(i) f(·, t) ∈ H(Bn) şi Df(0, t) = ϕ(t)In, t ≥ 0, unde ϕ : [0,∞) → C este funcţie
continuă pe [0,∞) astfel ı̂ncât ϕ(t) 6= 0, t ≥ 0, |ϕ(·)| este strict crescătoare pe [0,∞), şi
|ϕ(t)| → ∞ când t→∞;

(ii) f(·, s) ≺ f(·, t), când 0 ≤ s ≤ t < ∞, adică există o aplicaţie Schwarz
vs,t(·) = v(·, s, t), numită aplicaţie de tranziţie asociată lui f(z, t), astfel ı̂ncât f(z, s) =
f(v(z, s, t), t), 0 ≤ s ≤ t <∞, z ∈ Bn.
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Un lanţ de subordonare se numeşte lanţ de subordonare univalent (sau lanţ Loewner)
dacă ı̂n plus f(·, t) este univalentă ı̂n Bn pentru orice t ≥ 0. Spunem că f(z, t) este lanţ
Loewner normat dacă Df(0, t) = etIn.

Teorema 2.5.2 Fie f(z, t) un lanţ Loewner. Atunci există o aplicaţie h = h(z, t) astfel
ı̂ncât h(·, t) ∈ M pentru orice t ≥ 0, h(z, t) este măsurabilă ı̂n t pentru orice z ∈ Bn, şi
pentru aproape toţi t ≥ 0,

(2.5.1)
∂f

∂t
(z, t) = Df(z, t)h(z, t), ∀ z ∈ Bn.

(există o mulţime de măsură nulă E ⊂ (0,∞) astfel ı̂ncât pentru orice t ∈ [0,∞) \ E,
∂f

∂t
(·, t) există şi este olomorfă ı̂n Bn). Pentru t ∈ [0,∞) \ E şi z ∈ Bn, (2.5.1) este

adevărată.
Mai mult, dacă există un şir {tm}m∈N astfel ı̂ncât tm > 0, tm →∞ şi

(2.5.2) lim
m→∞

e−tmf(z, tm) = F (z)

local uniform ı̂n Bn, atunci
f(z, s) = lim

t→∞
etw(z, s, t)

local uniform ı̂n Bn pentru orice s ≥ 0, unde w(t) = w(z, s, t) este soluţia problemei

∂w

∂t
= −h(w, t), a.p.t. t ≥ s, w(s) = z

pentru orice z ∈ Bn.

Ca şi consecinţă a Teoremei 2.5.2 avem că aplicaţiile de tranziţie generează lanţurile
Loewner, astfel:

Corolar 2.5.3 [28], [40], [44] Fie f : Bn × [0,∞)→ Cn lanţ Loewner şi fie v = v(z, s, t)
aplicaţia de tranziţie asociată lui f(z, t). Presupunem că {e−tf(z, t)}t≥0 este familie nor-
mală. Atunci pentru orice s ≥ 0, are loc limita

f(z, s) = lim
t→∞

etv(z, s, t)

local uniform pe Bn.

Corolar 2.5.4 [28], [40], [46] Fie f(z, t) un lanţ Loewner astfel ı̂ncât {e−tf(z, t)}t≥0 este
o familie normală. Atunci

(2.5.3)
‖z‖

(1 + ‖z‖)2
≤ ‖e−tf(z, t)‖ ≤ ‖z‖

(1− ‖z‖)2
, z ∈ Bn, t ≥ 0.

În particular, dacă f(z) = f(z, 0) atunci

‖z‖
(1 + ‖z‖)2

≤ ‖f(z)‖ ≤ ‖z‖
(1− ‖z‖)2

, z ∈ Bn.

Teorema 2.5.5 [46] Orice şir de lanţuri Loewner {fk(z, t)}k∈N, astfel ı̂ncât
{e−tfk(z, t)}t≥0 este o familie normală ı̂n Bn pentru orice k ∈ N, conţine un subşir care
converge local uniform ı̂n Bn către un lanţ Loewner f(z, t) pentru orice t ≥ 0 fixat, astfel
ı̂ncât {e−tf(z, t)}t≥0 este familie normală ı̂n Bn.
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2.6 Aplicaţii spiralate

Pentru un operator liniar A ∈ L(Cn,Cn) introducem notaţia

m(A) = min{Re 〈A(z), z〉 : ‖z‖ = 1}.

Definiţia 2.6.1 Fie f : Bn → Cn o aplicaţie normată biolomorfă din Bn. Fie A ∈
L(Cn,Cn) astfel ı̂ncât m(A) > 0. Vom spune că f este spiralată relativ la A dacă
e−tAf(Bn) ⊆ f(Bn) pentru orice t ≥ 0, unde

(2.6.1) e−tA =

∞∑
k=0

(−1)k

k!
tkAk.

Teorema 2.6.2 Fie A ∈ L(Cn,Cn) astfel ı̂ncât m(A) > 0 şi fie f : Bn → Cn o aplicaţie
normată şi biolomorfă. Atunci f este spiralată relativ la A dacă şi numai dacă

[Df(z)]−1Af(z) ∈ N .

În particular dacă A = e−iαIn pentru α ∈
(
−π

2
,
π

2

)
, Hamada şi Kohr [52] au studiat

o clasă de aplicaţii numite spiralate de tip α.
În acest caz condiţia (2.6.1) se reduce la

(2.6.2) e−iα[Df(z)]−1f(z) ∈ N .

Dacă A = e−iα, α ∈ (π/2, π/2) din Definiţia 2.6.1 vom deduce noţiunea uzuală de
spiralitate de tip α ı̂n discul unitate, noţiune introdusă de L. Špaček ı̂n 1932 [107].

În teorema următoare dată de Pommerenke [95] este prezentată o condiţie necesară şi
suficentă de spiraliate de tip α pentru funcţii olomorfe.

Teorema 2.6.3 Presupunem că f este o fucţie olomorfă normată ı̂n U , α ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
şi

a = tanα. Atunci f este spiralată de tip α dacă şi numai dacă

F (z, t) = e(1−ia)tf(eiatz), z ∈ U, t ≥ 0,

este un lanţ Loewner. În particular, f este stelată dacă şi numai dacă F (z, t) = etf(z)
este un lanţ Loewner.

Hamada şi Kohr [52] au arătat că şi aplicaţiile spiralate de tip α pot fi scufundate ı̂n
lanţuri Loewner.

Teorema 2.6.4 Fie f : Bn → Cn o aplicaţie local biolomorfă normată şi fie α ∈ R,

|α| < π

2
. Atunci f este aplicaţie spiralată de tip α dacă f(z, t) dată prin

f(z, t) = e(1−ia)tf(eiatz), z ∈ Bn, t ≥ 0,

unde a = tanα, este lanţ Loewner.
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2.7 Aplicaţii aproape stelate de ordinul α

O noţiune pe care o vom folosi pe parcursul lucrării este cea de aproape stelaritate de
ordin α, unde α ∈ [0, 1). Următoarea definiţie a fost introdusă de G. Kohr [59], [62] ı̂n cazul
bilei unitate Euclidiene şi α = 1

2 şi de Feng [32] ı̂n cazul bilei unitate a spaţiului Banach
complex X şi α ∈ [0, 1). Vom prezenta aceată noţiune pentru cazul bilei Euclidiene.

Definiţia 2.7.1 Presupunem 0 ≤ α < 1. O aplicaţie local biolomorfă normată f : Bn →
Cn se numeşte aproape stelată de ordin α dacă

(2.7.1) Re〈[Df(z)]−1f(z), z〉 > α‖z‖2, z ∈ Bn \ {0}.

În cazul unei variabile complexe inegalitatea (2.7.1) devine

Re
f(z)

zf ′(z)
> α, z ∈ U.

Q.H. Xu şi T.S. Liu [68] au demonstrat următoarea caracterizare a aproape stelarităţii
de ordin α ı̂n termeni de lanţuri Loewner.

Teorema 2.7.2 Presupunem că f este o funcţie olomorfă normată ı̂n U şi 0 ≤ α < 1.
Atunci f este o funcţie aproape stelată de ordin α dacă şi numai dacaă

F (z, t) = e
1

1−α tf(e
α
α−1

tz), z ∈ U, t ≥ 0,

este un lanţ Loewner. În particular, f este funcţie stelată (i.e., α = 0) dacă şi numai dacă
F (z, t) = etf(z) este un lanţ Loewner.

Următorul rezultat dat tot de Q.H. Xu şi T.S. Liu [68] este o generalizare a Teoremei
2.7.2 pentru cazul n-dimensional. Rezultatul original a fost obţinut pe bila unitate a lui
Cn ı̂n raport cu norma arbitrară.

Teorema 2.7.3 Presupunem că f este o aplicaţie local biolomorfă normată ı̂n Bn şi 0 ≤
α < 1. Atunci f este aproape stelată de ordin α dacă şi numai dacă

F (z, t) = e
t

1−α f(e
α
α−1

tz), z ∈ Bn, t ≥ 0,

este un lanţ Loewner. În particular, f este stelată (i.e. α = 0) dacă şi numai dacă F (z, t) =
etf(z) este lanţ Loewner.

2.8 Generalizări ale operatorului extins Roper-Suffridge.
Operatorul Pfaltzgraff-Suffridge

În spaţiul euclidian n-dimensional Cn, fie z̃ = (z2, · · · , zn) astfel ı̂ncât z = (z1, z̃).
Operatorul extins Roper-Suffridge este definit pentru funcţii local univalente normate

ı̂n discul unitate U prin

(2.8.1) Φn(f)(z) = F (z) =
(
f(z1),

√
f ′(z1)z̃

)
.
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Considerăm ramura radicalului pentru care
√
f ′(0) = 1.

Acest operator a fost introdus de către Roper şi Suffridge ı̂n 1995 cu scopul de a
extinde o funcţie convexă arbitrară din discul unitate U la o aplicaţie convexă din bila
unitate Euclidiană a lui Cn.

I. Graham, G. Kohr, M. Kohr [45] au generalizat acest operator la

(2.8.2) Φn,γ(f)(z) =
(
f(z1),

(
f ′(z1)

)γ
z̃
)
,

unde γ ∈ [0, 12) şi considerăm ramura funcţiei putere astefel ı̂ncât (f ′(z))γ |z1=0= 1.

Teorema 2.8.1 [45] Presupunem că f ∈ S şi γ ∈ [0, 12 ], atunci Φn,γ(f) poate fi scufundat
ı̂ntr-un lanţ Loewner, unde

Φn,γ(f)(z) =
(
f(z1),

(
f ′(z1)

)γ
z̃
)
, z = (z1, z̃) ∈ Bn

şi z1 ∈ U , z̃ = (z2, · · · , zn) ∈ Cn−1. Ramura funcţiei putere este dată astfel ı̂ncât(
f ′(z1)

)γ |z1=0= 1.

În [42] I. Graham şi G. Kohr au introdus un alt operator extins Roper-Suffridge

(2.8.3) Φn,β(f)(z) =

(
f(z1),

(
f(z1)

z1

)β
z̃

)
,

unde β ∈ [0, 1]. Considerăm ramura funcţiei putere astfel ı̂ncât
(
f(z1)
z1

)β
|z1=0= 1.

Teorema 2.8.2 [43] Presupunem că f ∈ S şi β ∈ [0, 1], atunci Φn,α(f) poate fi scufundat
ı̂ntr-un lanţ Loewner, unde

Φn,β(f)(z) =

(
f(z1),

(
f(z1)

z1

)β
z̃

)
, z ∈ (z1, z̃) ∈ Bn,

şi z1 ∈ U , z̃ = (z2, · · · , zn) ∈ Cn−1. Considerăm ramura funcţiei putere astfel ı̂ncât(
f(z1)
z1

)β
|z1=0= 1.

În 2002, I. Graham, H. Hamada, G. Kohr şi T. Suffridge [41] au dat o altă generalizare
a operatorului extins Roper-Suffridge de forma

(2.8.4) Φn,β,γ(f)(z) =

(
f(z1),

(
f(z1)

z1

)β
(f ′(z1))

γ z̃

)
,

unde β ∈ [0, 1] şi γ ∈ [0, 12 ] astfel ı̂ncât β + γ ≤ 1. Considerăm ramurile funcţiei putere

pentru care
(
f(z1)
z1

)β
|z1=0= 1 şi (f ′(z1))

γ |z1=0= 1.

Teorema 2.8.3 [41] Presupunem că f ∈ S şi β ∈ [0, 1], γ ∈ [0, 12 ] cu γ + β ≤ 1, atunci

Φn,β,γ(f)(z) =

(
f(z1),

(
f(z1)

z1

)β
(f ′(z1))

γ z̃

)
, z = (z1, z̃) ∈ Bn,

şi z1 ∈ U, z̃ = (z2, · · · , zn) ∈ Cn−1. Considerăm ramura funcţiei putere astfel ı̂ncât(
f(z1)
z1

)β
|z1=0= 1 şi (f ′(z1))

γ |z1=0= 1.
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Pentru n ≥ 1, mulţimea z′ = (z1, · · · , zn) ∈ Cn şi z = (z′, zn+1) ∈ Cn+1.
Un alt operator care extinde aplicaţii (local) univalente din Bn la aplicaţii (local)

univalente din Bn+1 este operatorul introdus de Pfaltzgraf şi Suffridge [91].

Definiţia 2.8.4 Operatorul extins Pfaltzgraff-Suffridge Ψn : LSn → LSn+1 este definit
prin

(2.8.5) Ψn(f)(z) =
(
f(z′), zn+1[J(z′)]

1
n+1

)
, z = (z′, zn+1) ∈ Bn+1.

Considerăm ramura funcţiei putere astfel ı̂ncât

[Jf (z′)]
1

n+1 |z′=0= 1.
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Capitolul 3

Aplicaţii ale metodelor
subordonărilor şi superordonărilor
diferenţiale

În acest capitol sunt definite clase de funcţii univalente pe discul unitate U al planului
complex. Pentru definirea unor clase s-a folosit operatorul integral Imf prezentat ı̂n pa-
ragraful 1.9. Folosind metoda subordonărilor şi superordonărilor diferenţiale sunt puse ı̂n
evidenţa proprietăţi ale acestor clase şi de asemenea sunt prezentate exemple concrete de
subordonante ale unor superordonări diferenţiale.

Rezultatele acestui capitol sunt originale şi sunt cuprinse ı̂n lucrările [4], [5], [6], [7],
[8], [9], [10], [13].

3.1 Subordonări diferenţiale definite cu operatorul integral

În acest paragraf este definită o nouă clasă de funcţii univalente, folosind operatorul
integral Imf . Folosind metoda subordonărilor diferenţiale sunt puse in evidenţă proprietăţi
ale acestei clase.

Definiţia 3.1.1 Dacă 0 ≤ α < 1 şi m ∈ N, fie Imn (α) clasa funcţiilor f ∈ An care satisfac
inegalitatea

Re[Imf(z)]′ > α.

Observaţia 3.1.2 Pentru m = 0, se obţine

Ref ′(z) > α, z ∈ U.

În cazul ı̂n care f ∈ A se obţine următoarea definiţie.

Definiţia 3.1.3 Dacă 0 ≤ α < 1 şi m ∈ N, fie Im(α) clasa funcţiilor f ∈ A care satisfac
inegalitatea

Re[Imf(z)]′ > α.

Se observă că ı̂n acest caz pentru m = 0 se obţine clasa funcţiilor cu rotaţie mărginită.
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Teorema 3.1.4 [10] Dacă 0 ≤ α < 1 şi m,n ∈ N, atunci avem

Imn (α) ⊂ Im+1
n (δ),

unde

δ(α, n) = 2α− 1 + 2(1− α)
1

n
β(

1

n
)

şi

β(x) =

∫ 1

0

tx−1

1 + t
dt.

Rezultatul este exact.

Pentru clasa Im(α) obţinem următorul rezultat.

Corolar 3.1.5 [4] Dacă 0 ≤ α < 1 şi m ∈ N, atunci au loc incluziunile

Im(α) ⊂ Im+1(δ),

unde
δ = δ(α) = 2α− 1 + 2(1− α) ln 2

iar acest rezultat este exact.

Teorema 3.1.6 [10] Fie q o funcţie convexă cu q(0) = 1 şi fie h o funcţie astfel ı̂ncât

h(z) = q(z) + nzq′(z), z ∈ U.

Dacă f ∈ An şi verifică subordonarea diferenţială

(3.1.1) [Imf(z)]′ ≺ h(z)

atunci [
Im+1f(z)

]′ ≺ q(z), z ∈ U
iar acest rezultat este exact.

Pentru clasa A se obţine următorul corolar.

Teorema 3.1.7 [10] Fie h ∈ H(U), cu h(0) = 1, h′(0) 6= 0, care verifică

Re

[
1 +

zh′′(z)

h′(z)

]
> − 1

2n
, z ∈ U, n ∈ N∗.

Dacă f ∈ An şi verifică subordonarea diferenţială

(3.1.2) [Imf(z)]′ ≺ h(z),

atunci [
Im+1f(z)

]′ ≺ q(z), z ∈ U
unde

q(z) =
1

nz
1
n

∫ z

0
h(t)t

1
n
−1dt, z ∈ U.

Funcţia q este convexă şi este cea mai bună dominantă.
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Teorema 3.1.8 [10] Fie q o funcţie convexă, q(0) = 1, şi

h(z) = q(z) + nzq(z).

Dacă f ∈ An şi verifică subordonarea diferenţială

(3.1.3) [Imf(z)]′ ≺ h(z)

atunci
Imf(z)

z
≺ q(z), z ∈ U, z 6= 0.

Rezultatul este exact.

Teorema 3.1.9 [10] Fie h ∈ H(U), h(0) = 0, h′(0) 6= 0 care satisface inegalitatea

Re

[
1 +

zh′′(z)

h′(z)

]
> − 1

2n
, z ∈ U.

Dacă f ∈ An şi verifică subordonarea diferenţială

(3.1.4) [Imf(z)]′ ≺ h(z)

atunci
Imf(z)

z
≺ q(z), z ∈ U, z 6= 0,

unde

q(z) =
1

nz
1
n

∫ z

0
h(t)t

1
n
−1dt, z ∈ U.

Funcţia q este convexă şi este cea mai bună dominantă.

Observaţia 3.1.10 În cazul particular n = 1 aceste teoreme au fost studiate ı̂n [4] şi sunt
incluse ı̂n teză ca şi corolare.

Observaţia 3.1.11 Pentru operatorul diferenţial rezultate similare au fost obţinute ı̂n
lucrările [85], [86], [88].

3.2 O clasă de funcţii univalente obţinută cu ajutorul ope-
ratorului integral aplicat funcţiilor meromorfe

Pentru k ≥ 0, vom nota prin Σk clasa funcţiilor meromorfe definite pe U̇ şi care au
forma

f(z) =
1

z
+
∞∑
n=k

anz
n.

Definiţia 3.2.1 Dacă 0 ≤ α < 1, k ∈ Z+ şi m ∈ N, vom nota Σk(α,m) clasa funcţiilor
f ∈ Σk care satisfac inegalitatea

(3.2.1) Re
[
Im(z2f(z))

]′
> α, z ∈ U̇ .
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Teorema 3.2.2 [6] Fie 0 ≤ α < 1, k ∈ Z+ şi m ∈ N. Atunci au loc incluziunile

(3.2.2) Σk(α,m) ⊂ Σk(δ,m+ 1),

unde

δ = δ(α,m) = 2α− 1 + 2(1− α)
1

k + 1
β

(
1

k + 1

)
şi

β(x) =

∫ z

0

tx−1

1 + t
dt.

Teorema 3.2.3 [6] Fie q o funcţie convexă, q(0) = 1 şi fie h o funcţie dată prin
următoarea egalitate

h(z) = q(z) + z(k + 1)q′(z), z ∈ U.

Dacă f ∈ Σk(α,m) şi verifică subordonarea diferenţială

(3.2.3)
[
Im(z2f(z))

]′ ≺ h(z), z ∈ U̇

atunci [
Im+1(z2f(z))

]′ ≺ q(z), z ∈ U̇
iar acest rezultat este exact.

Teorema 3.2.4 [6] Fie q o funcţie convexă cu q(0) = 1 şi

h(z) = q(z) + z(k + 1)q′(z), z ∈ U.

Dacă f ∈ Σk(α, n) şi verifică subordonarea diferenţială

(3.2.4)
[
Im(z2f(z))

]′ ≺ h(z), z ∈ U̇

atunci
Im(z2f(z))

z
≺ q(z), z ∈ U̇

iar rezultatul este exact.

Teorema 3.2.5 [6] Fie h ∈ H(U), cu h(0) = 1, şi h′(0) 6= 0 care verifică inegalitatea

Re

[
1 +

zh′′(z)

h′(z)

]
> −1

2
, z ∈ U.

Dacă f ∈ Σk(α,m) şi verifică subordonarea diferenţială

(3.2.5)
[
Im(z2f(z))

]′ ≺ h(z), z ∈ U̇

atunci [
Im+1(z2f(z)

]′ ≺ q(z), z ∈ U̇
unde

(3.2.6) q(z) =
1

(k + 1)z
1
k+1

∫ z

0
h(t)t

1
k+1
−1dt, z ∈ U.

Funcţia q este convexă şi este cea mai bună (1, k + 1) dominantă.
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Teorema 3.2.6 [6] Fie h ∈ H(U) cu h(0) = 1, h′(0) 6= 0, care verifică inegalitatea

Re

[
1 +

zh′′(z)

h′(z)

]
> −1

2
, z ∈ U.

Dacă f ∈ Σk(α,m) şi verifică subordonarea diferenţială

(3.2.7)
[
Im(z2f(z))

]′ ≺ h(z), z ∈ U̇

atunci
Im(z2f(z))

z
≺ q(z), z ∈ U̇

unde

q(z) =
1

(k + 1)z
1
k+1

∫ z

0
h(t)t

1
k+1
−1dt, z ∈ U.

Funcţia q este convexă şi este cea mai bună (1, k + 1) dominantă.

3.3 O clasă de funcţii stelate de ordinul α

Definiţia 3.3.1 Fie 0 ≤ α < 1 şi f ∈ An astfel ı̂ncât

f(z)f ′(z)

z
6= 0, 1 +

zf ′(z)

f(z)
6= 0, z ∈ U.

Spunem că funcţia f este din clasa Mn
β (α), β ∈ R dacă funcţia g : U → C dată prin

g(z) = f(z)

[
1

2

zf ′(z)

f(z)

(
1 +

zf ′(z)

f(z)

)]β
este stelată de ordinul α.

Observaţia 3.3.2 Dacă β = 1
2 ı̂n Definiţia 3.3.1 vom obţine clasa Mn(α) din [84].

Observaţia 3.3.3 Dacă β = 0 atunci g(z) = f(z) şi Mn
β (α) = S∗.

Teorema 3.3.4 [13] Pentru orice α, β ∈ R cu α ∈ [0, 1) şi β > 0 are loc incluziunea

Mn
β (α) ⊂ S∗(α).

Pentru cazul particular β =
1

2
obţinem următorul corolar.

Corolar 3.3.5 [84] Pentru orice număr real α, 0 ≤ α < 1 are loc incluziunea

Mn(α) ⊂ S∗(α).
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3.4 Superordonări diferenţiale definite cu operatorul inte-
gral

Rezultatele acestui paragraf sunt obţinute cu ajutorul metodei superordonărilor
diferenţiale.

Teorema 3.4.1 [9] Fie h ∈ H(U) o funcţie convexă ı̂n U , cu h(0) = 1 şi f ∈ An, n ∈ N∗.
Presupunem că [Imf(z)]′ este univalentă cu [Im+1f(z)] ∈ H[1, n] ∩Q.
Dacă

(3.4.1) h(z) ≺ [Imf(z)]′, z ∈ U

atunci

(3.4.2) q(z) ≺ [Im+1f(z)]′, z ∈ U

unde

q(z) =
1

nz
1
n

∫ z

0
h(t)t

1
n
−1dt.

Funcţia q este convexă şi este cea mai bună subordonantă.

Teorema 3.4.2 [9] Fie h ∈ H(U) o funcţie convexă ı̂n U , cu h(0) = 1 şi f ∈ An.

Presupunem că [Imf(z)]′ este univalentă cu Imf(z)
z ∈ H[1, n] ∩Q.

Dacă

(3.4.3) h(z) ≺ [Imf(z)]′, z ∈ U

atunci

(3.4.4) q(z) ≺ Imf(z)

z
, z ∈ U

unde

q(z) =
1

nz
1
n

∫ z

0
h(t)t

1
n
−1dt.

Funcţia q este convexă şi este cea mai bună subordonantă.

Teorema 3.4.3 [9] Fie q funcţie convexă ı̂n U şi h definită prin

h(z) = q(z) + zq′(z), z ∈ U.

Dacă f ∈ An, [Im+1]′ este univalentă ı̂n U , [Im+1f(z)]′ ∈ H[1, n] ∩Q şi

(3.4.5) h(z) ≺ [Im+1f(z)]′

atunci

(3.4.6) q(z) ≺ [Im+1f(z)]′

unde

q(z) =
1

nz
1
n

∫ z

0
h(t)t

1
n
−1dt.

Funcţia q este cea mai bună subordonantă.
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Teorema 3.4.4 [9] Fie q o funcţie convexă ı̂n U şi h definită prin

h(z) = q(z) + zq′(z).

Dacă f ∈ An, [Imf(z)]′ este univalentă ı̂n U , Imf(z)
z ∈ H[1, n] ∩Q şi

(3.4.7) h(z) ≺ [Imf(z)]′

atunci

(3.4.8) q(z) ≺ Imf(z)

z

unde

q(z) =
1

nz
1
n

∫ z

0
h(t)t

1
n
−1dt.

Funcţia q este cea mai bună subordonantă.

Observaţia 3.4.5 În cazul particular n = 1 aceste teoreme sunt incluse ı̂n teză ca şii
corolare.

3.5 Subordonante ale unor superordonări diferenţiale

În această secţiune sunt stabilite câteva superordonări diferenţiale utilizând operatorul
integral de tip Sălăgean şi exemple concrete de funcţii convexe.

Teorema 3.5.1 [8] Fie R ∈ (0, 1] şi fie h convexă ı̂n U , definită prin

(3.5.1) h(z) = 1 +Rz +
Rz

2 +Rz

cu h(0) = 1.
Fie f ∈ An pentru care presupunem că [Imf(z)]′ este univalentă şi [Im+1f(z)]′ ∈

H[1, n] ∩Q.
Dacă

(3.5.2) h(z) ≺ [Imf(z)]′, z ∈ U

atunci

(3.5.3) q(z) ≺ [Im+1f(z)]′, z ∈ U,

unde

(3.5.4) q(z) =
1

nz
1
n

∫ z

0

(
1 +Rt+

Rt

2 +Rt

)
t
1
n
−1dt,

q(z) = 1 +
Rz

n+ 1
+R

1

n
M(z)

1

z
1
n

şi

M(z) =

∫ z

0

t
1
n

2 +Rt
dt.

Funcţia q este convexă şi este cea mai bună subordonantă.
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Dacă n = 1, din Teorema 3.5.1 obţinem următorul corolar.

Corolar 3.5.2 [8] Fie R ∈ (0, 1] şi fie h o funcţie convexă ı̂n U , definită prin

h(z) = 1 +Rz +
Rz

2 +Rz

cu h(0) = 1.
Fie f ∈ A şi presupunem că [Imf(z)]′ este univalentă [Im+1f(z)]′ ∈ H[1, 1] ∩Q.
Dacă

h(z) ≺ [Imf(z)]′, z ∈ U

atunci
q(z) ≺ [Im+1f(z)]′, z ∈ U,

unde

q(z) =
1

z

∫ z

0

(
1 +Rt+

Rt

2 +Rt

)
dt,

q(z) = 1 +
Rz

2
+RM(z)

1

z

şi

M(z) =
z

R
− 2

R2
ln(2 +Rz) +

2

R
ln 2, z ∈ U.

Funcţia q este convexă şi este cea mai bună subordonantă.

Dacă R = 1, Teorema 3.5.1 devine:

Corolar 3.5.3 [5] Fie h convexă ı̂n U , definită prin

(3.5.5) h(z) = 1 + z +
z

2 + z

cu h(0) = 1.
Fie f ∈ An şi presupunem că [Imf(z)]′ este univalentă şi [Im+1f(z)]′ ∈ H[1, n] ∩Q.
Dacă

(3.5.6) h(z) ≺ [Imf(z)]′, z ∈ U

atunci

(3.5.7) q(z) ≺ [Im+1f(z)]′, z ∈ U,

unde

(3.5.8) q(z) =
1

nz
1
n

∫ z

0

(
1 + t+

t

2 + t

)
t
1
n
−1dt,

q(z) = 1 +
z

n+ 1
+

1

n
M(z)

1

z
1
n

şi

M(z) =

∫ z

0

t
1
n

2 + t
dt.

Funcţia q este convexă şi este cea mai bună subordonantă.
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Pentru n = 1 şi R = 1 avem următorul corolar.

Corolar 3.5.4 [5] Fie h convexă ı̂n U , definită prin

h(z) = 1 + z +
z

2 + z

cu h(0) = 1.
Fie f ∈ A şi presupunem că [Imf(z)]′ este univalentă şi [Im+1f(z)]′ ∈ H[1, 1] ∩Q.
Dacă

h(z) ≺ [Imf(z)]′, z ∈ U

atunci
q(z) ≺ [Im+1f(z)]′, z ∈ U,

unde

q(z) =
1

z

∫ z

0

(
1 + t+

t

2 + t

)
dt,

q(z) = 1 +
z

2
+M(z)

1

z

şi
M(z) = z − 2 ln(2 + z) + ln 2, z ∈ U.

Funcţia q este convexă şi este cea mai bună subordonată.

Teorema 3.5.5 [8] Fie R ∈ (0, 1] şi fie h convexă ı̂n U , definită prin

h(z) = 1 +Rz +
Rz

2 +Rz

cu h(0) = 1. Fie f ∈ An şi presupunem că [Imf(z)]′ este univalentă şi
Imf(z)

z
∈ H[1, n]∩

Q.
Dacă

(3.5.9) h(z) ≺ [Imf(z)]′, z ∈ U,

atunci

(3.5.10) q(z) ≺ Imf(z)

z
, z ∈ U,

unde

q(z) =
1

nz
1
n

∫ z

0

(
1 +Rt+

Rt

2 +Rt

)
t
1
n
−1dt =

= 1 +
Rz

n+ 1
+R

1

n
M(z)

1

z
1
n

şi

M(z) =

∫ z

0

t
1
n

2 +Rt
dt, z ∈ U.

Funcţia q este convexă şi este cea mai bună subordonantă.
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Prin prticularizări pentru n = 1 şi R = 1 se obţin următoarele corolare.

Corolar 3.5.6 [8] Fie R ∈ (0, 1] şi h o funcţie convexă ı̂n U , definită prin

h(z) = 1 +Rz +
Rz

2 +Rz

cu h(0) = 1. Fie f ∈ A şi presupunem că [Imf(z)]′ este univalentă şi
Imf(z)

z
∈ H[1, 1]∩Q.

Dacă
h(z) ≺ [Imf(z)]′, z ∈ U,

atunci

q(z) ≺ Imf(z)

z
, z ∈ U,

unde

q(z) =
1

z

∫ z

0

(
1 +Rt+

Rt

2 +Rt

)
dt =

= 1 +
Rz

2
+RM(z)

1

z

şi

M(z) =
z

R
− 2

R2
ln(2 +Rz) +

2

R
ln 2, z ∈ U.

Funcţia q este convexă şi este cea mai bună subordonantă.

Corolar 3.5.7 [5] Fie h convexă ı̂n U , definită prin

h(z) = 1 + z +
z

2 + z

cu h(0) = 1. Fie f ∈ An şi presupunem că [Imf(z)]′ este univalentă şi I
mf(z)
z ∈ H[1, n]∩Q.

Dacă

(3.5.11) h(z) ≺ [Imf(z)]′, z ∈ U,

atunci

(3.5.12) q(z) ≺ Imf(z)

z
, z ∈ U,

unde

q(z) =
1

nz
1
n

∫ z

0

(
1 + t+

t

2 + t

)
t
1
n
−1dt =

= 1 +
z

n+ 1
+

1

n
M(z)

1

z
1
n

şi

M(z) =

∫ z

0

t
1
n

2 + t
dt, z ∈ U.

Funcţia q este convexă şi este cea mai bună subordonantă.
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Corolar 3.5.8 [5] Fie h convexă ı̂n U , definită prin

h(z) = 1 + z +
z

2 + z

cu h(0) = 1. Fie f ∈ A şi presupunem că [Imf(z)]′ este univalentă şi Imf(z)
z ∈ H[1, 1]∩Q.

Dacă
h(z) ≺ [Imf(z)]′, z ∈ U,

atunci

q(z) ≺ Imf(z)

z
, z ∈ U,

unde

q(z) =
1

z

∫ z

0

(
1 + t+

t

2 + t

)
dt =

= 1 +
z

2
+M(z)

1

z

şi
M(z) = z − 2 ln(2 + z) + 2 ln 2, z ∈ U.

Funcţia q este convexă şi este cea mai bună subordonantă.

Observaţia 3.5.9 În cazul operatorului diferenţial, pentru funcţia

h(z) = 1 +Rz +
Rz

2 +Rz

s-au obţinut rezultate similare ı̂n [24].

Teorema 3.5.10 [7] Fie funcţia convexă

h(z) =
1 + (2α− 1)z

1 + z
, z ∈ U.

Fie f ∈ Im(α), şi presupunem că [Imf(z)]′ este univalentă[
Im+1f(z)

]′ ∈ H[1, 1] ∩Q.

Dacă

(3.5.13) h(z) ≺ [Imf(z)]′, z ∈ U,

atunci
q(z) ≺ [Im+1f(z)]′, z ∈ U,

unde

(3.5.14) q(z) = 2α− 1 + 2(1− α)
log(1 + z)

z
.

Funcţia q este convexă şi este cea mai bună subordonantă.
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Teorema 3.5.11 [7] Fie funcţia convexă

h(z) =
1 + (2α− 1)z

1 + z
.

Fie f ∈ Im(α), şi presupunem că [Imf(z)]′ este univalentă şi

Imf(z)

z
∈ H[1, 1] ∩Q.

Dacă

(3.5.15) h(z) ≺ [Imf(z)]′, z ∈ U

atunci

q(z) ≺ Imf(z)

z
, z ∈

·
U

unde

q(z) = 2α− 1 + 2(1− α)
log(1 + z)

z
.

Funcţia q este convexă şi este cea mai bună subordonantă.

27



Capitolul 4

Aproape stelaritate de ordin
complex λ

În acest capitol este abordată noţiunea de aproape stelaritate de ordin complex λ atât
ı̂n Cn cât şi ı̂n C. Sunt prezentate teoreme de caracterizare a aproape stelarităţii de ordin
complex λ cu ajutorul lanţurilor Loewner, condiţii suficiente de aproape stelaritate de
ordin complex λ, rezultate de compactitate, exemple concrete precum şi rezultate privind
păstrarea aproape stelarităţii de ordin complex λ prin generalizări ale operatorului extins
Roper-Suffridge respectiv Pfaltzgraff-Suffridge.

Rezultatele sunt originale şi sunt cuprinse ı̂n lucrările [11], [12], [14], [15].

4.1 Funcţii şi aplicaţii aproape stelate de ordin complex λ.
Caracterizare prin lanţuri Loewner

Definiţia 4.1.1 Fie λ ∈ C cu Reλ ≤ 0. O aplicaţie local biolomorfă normată
f : Bn → Cn se numeşte aplicaţie aproape stelată de ordin complex λ dacă

(4.1.1) Re
{

(1− λ)〈[Df(z)]−1f(z), z〉
}
> −Reλ‖z‖2, z ∈ Bn \ {0}.

Este uşor de văzut că ı̂n cazul unei variabile inegalitatea (4.1.1) devine

(4.1.2) Re

[
(1− λ)

f(z)

zf ′(z)

]
> −Reλ, z ∈ U.

Vom nota cu S∗λ(Bn) mulţimea aplicaţiilor aproape stelate de ordin complex λ.

Exemplu 4.1.2 Fie λ ∈ C astfel ı̂ncât Reλ ≤ 0, şi fie f : U → C dată prin f(z) =

z(1 + 1+λ
1−λz)

− 2
1+λ , z ∈ U , unde se ia ı̂n considerare ramura funcţiei putere pentru care

(
1 +

1 + λ

1− λ
z

)− 2
1+λ

|z=0= 1.

Atunci f este funcţie aproape stelată de ordin complex λ ı̂n discul unitate U .
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Exemplu 4.1.3 (i) Fie fj o funcţie aproape stelată de ordin complex λ ı̂n discul unitate
U pentru j = 1, . . . , n. Atunci f : Bn → Cn dată prin f(z) = (f1(z1), . . . , fn(zn)) este
aplicaţie aproape stelată de ordin complex λ ı̂n Bn.

(ii) În particular, dacă fj(zj) este dată ca şi ı̂n Exemplul 4.1.2 pentru j = 1, . . . , n,
atunci f(z) = (f1(z1), . . . , fn(zn)) este aproape stelată de ordin complex λ ı̂n Bn.

O condiţie necesară şi suficientă de aproape stelaritate de ordin complex λ ı̂n U ı̂n
termeni de lanţuri Loewner va fi prezentată ı̂n teorema următoare.

Teorema 4.1.4 [14] Fie f : U → C o funcţie olomorfă normată şi fie λ ∈ C astfel ı̂ncât
Reλ ≤ 0. Atunci f este funcţie aproape stelată de ordin complex λ dacă şi numai dacă

F (z, t) = e(1−λ)tf(eλtz), z ∈ U, t ≥ 0,

este un lanţ Loewner. În particular, f este funcţie stelată (i. e. λ = 0) dacă şi numai dacă
F (z, t) = etf(z) este un lanţ Loewner.

Observaţia 4.1.5 Din Teorem 4.1.1 obţinem Teorema 2.6.3 pentru λ = i tanα, α ∈
(−π

2 ,
π
2 ). De asemenea, dacă λ = α/(α − 1), unde α ∈ [0, 1), Teorema 4.1.1 se reduce la

Teorema 2.7.2.

Corolar 4.1.6 [14] Fie f(z) o funcţie aproape stelată de ordin complex λ. Atunci

|z|
(1 + |z|)2

≤ |e−λtf(eλtz)| ≤ |z|
(1− |z|)2

, z ∈ U, t ≥ 0.

În particular, dacă t = 0 atunci

|z|
(1 + |z|)2

≤ |f(z)| ≤ |z|
(1− |z|)2

, z ∈ U.

Teorema 4.1.7 [14] Fie f : Bn → Cn o aplicaţie olomorfă normată şi fie λ ∈ C astfel
ı̂ncât Reλ ≤ 0. Atunci f este aplicaţie aproape stelată de ordin complex λ dacă şi numai
dacă

F (z, t) = e(1−λ)tf(eλtz), z ∈ Bn, t ≥ 0,

este un lanţ Loewner. În particular, f este o aplicaţie stelată (i. e. λ = 0) dacă şi numai
dacă F (z, t) = etf(z) este lanţ Loewner.

Observaţia 4.1.8 Având ı̂n vedere Teorema 4.1.7, vom obţine Teorema 2.6.4 pentru λ =
i tanα şi α ∈ (−π

2 ,
π
2 ). De asemenea, dacă λ = α/(α − 1), unde α ∈ [0, 1), Teorema

4.1.7 se reduce la Teorema 2.7.3. De asemenea, dacă λ = 0 ı̂n Teorema 4.1.7, vom obţine
caracterizarea uzuală a stelarităţii ı̂n termeni de lanţuri Loewner.

Din Teorema 4.1.7 şi rezultatul de deformare pentru clasa tuturor lanţurilor Loewner
F (z, t) astfel ı̂ncât {e−tF (·, t)}t≥0 este o familie normală ı̂n Bn (a se vedea [45]), obţinem
următorul corolar.

Corolar 4.1.9 [14] Fie f : Bn → Cn o aplicaţie aproape stelată de ordin complex λ.
Atunci

‖z‖
(1 + ‖z‖)2

≤ ‖f(z)‖ ≤ ‖z‖
(1− ‖z‖)2

, z ∈ Bn.

Teorema 4.1.10 [11] Mulţimea S∗λ(Bn) este compactă.
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4.2 Aplicaţii cu generalizări ale operatorului extins Roper-
Suffridge

În acest paragraf sunt obţinute câteva rezultate cu privire la păstrarea aproape stela-
rităţii de ordin complex λ prin generalizări ale operatorului extins Roper-Suffridge. Aceste
rezultate constitue exemple concrete de aplicaţii aproape stelate de ordin complex λ ı̂n
bila unitate Euclidiană din Cn.

Teorema 4.2.1 [14] Presupunem că f este o funcţie aproape stelată de ordin complex λ
ı̂n U şi Fγ(z) = Φn,γ(f)(z) este definită ca ı̂n Teorema 2.8.1. Atunci Fγ este o aplicaţie
aproape stelată de ordin complex λ ı̂n Bn.

Teorema 4.2.2 [14] Presupunem că f este o funcţie aproape stelată de ordin complex λ
ı̂n U şi că Fβ(z) = Φn,β(f)(z) este definită ca ı̂n Teorema 2.8.2. Atunci Fβ este o aplicaţie
aproape stelată de ordin complex λ ı̂n Bn.

Teorema 4.2.3 [14] Presupunem că f este o aplicaţie aproape stelată de ordin complex
λ ı̂n U şi Fβ,γ(z) = Φn,β,γ(f)(z) este definită ca ı̂n Teorema 2.8.3. Atunci Fβ,γ este o
aplicaţie aproape stelată de ordin complex λ ı̂n Bn.

Păstrarea aproape stelarităţii de ordin complex λ prin generalizări ale operatorului
extins Roper-Suffridge se poate demonstra şi fără ajutorul lanţurilor Loewner. Pentru
aceasta vom prezenta mai ı̂ntâi două rezultate cunoscute.

Lema 4.2.4 [30] Fie f o funcţie olomorfă ı̂n U . Atunci Ref(z) ≥ 0, ∀z ∈ U , dacă şi
numai dacă există o funcţie crescătoare, µ, pe [0, 2π], care satisface µ(2π)−µ(0) = Ref(0),
astfel ı̂ncât

f(z) =

∫ 2

0
π

1 + ze−iθ

1− ze−iθ
dµ(θ) + iImf(0), z ∈ U.

Lema 4.2.5 [68],[106] Pentru w ∈ C, avem

1. Re(1− w2)(1− w)2 = (1− |w|2)|1− w|2;

2. Re(1 + 2w − w2)(1− w)2 = (1− |w|2)2 − 2|w|2|1− w|2.

Teorema 4.2.6 [15] Dacă f este o aplicaţie aproape stelată de ordin complex λ ı̂n discul
unitate U , atunci

F (z) = Φn,β,γ(f)(z) =

(
f(z1),

(
f(z1)

z1

)β
(f ′(z1))

γ z̃

)

este o aplicaţie apropae stelată de ordin complex λ on Bn, unde z = (z1, z̃) ∈ Bn, z1 ∈ U ,
z̃ = (z2, · · · , zn) ∈ Cn−1, β ∈ [0, 1], şi γ ∈

[
0, 12
]

astfel ı̂ncât β + γ ≤ 1, f(z1) 6= 0 unde

z1 ∈ U \{0} şi
(
f(z1)
z1

)β
, (f ′(z1))

γ satisface
(
f(z1)
z1

)β
|z1=0= 1, respectiv (f ′(z1))

γ |z1=0= 1.

Dacă λ = 0, atunci Teorema 4.2.6 este rezultatul pentru aplicaţii stelate.

30



Corolar 4.2.7 [41] Dacă f este funcţie stelată ı̂n discul unitate U , atunci

F (z) = Φn,β,γ(f)(z) =

(
f(z1),

(
f(z1)

z1

)β
(f ′(z1))

γ z̃

)

este aplicaţie stelată ı̂n Bn, unde z = (z1, z̃) ∈ Bn, z1 ∈ U , z̃ = (z2, · · · , zn) ∈ Cn−1,

β ∈ [0, 1], şi γ ∈
[
0, 12
]

astfel ı̂ncât β + γ ≤ 1, f(z1) 6= 0 unde z1 ∈ U \ {0} şi
(
f(z1)
z1

)β
,

(f ′(z1))
γ satisface

(
f(z1)
z1

)β
|z1=0= 1, respectiv (f ′(z1))

γ |z1=0= 1.

Pentru β = 0, vom obţine următorul corolar.

Corolar 4.2.8 [15] Dacă f este funcţie aproape stelată de ordin complex λ, λ ∈ C, Reλ ≤
0 ı̂n discul unitate U , atunci

F (z) = Φn,γ(f)(z) = (f(z1), (f
′(z1))

γ z̃)

este aplicaţie aproape stelată de ordin complex λ ı̂n Bn, unde γ ∈
[
0, 12
]
, şi (f ′(z1))

γ

satisface (f ′(z1))
γ |z1=0= 1.

Dacă γ = 0, din Teorema 4.2.6 se obţine următorul corolar.

Corolar 4.2.9 [15] Dacă f este funcţie aproape stelată de ordin complex λ, Reλ ≤ 0,
λ ∈ C ı̂n discul unitate U , atunci

F (z) = Φn,β(f)(z) =

(
f(z1),

(
f(z1)

z1

)β
z̃

)

este o aplicaţie aproape stelată de ordin complex λ on Bn, β ∈ [0, 1],
(
f(z1)
z1

)β
|z1=0= 1.

4.3 Aproape stelaritate de ordin complex λ şi
operatorul extins Pfaltzgraff-Suffridge

În teorema următoare este demonstrat că operatorul extins Pfaltzgraff-Suffridge
păstrează aproape stelaritatea de ordin complex λ.

Teorema 4.3.1 [11] Fie f o aplicaţie aproape stelată de ordin complex λ ı̂n Bn. Atunci
F = Ψn(f) definit ı̂n relaţia (2.8.5) este de asemenea o aplicaţie aproape stelată de ordin
complex λ ı̂n Bn+1.

În cazul particular λ = i tanα se obţine următorul corolar.

Corolar 4.3.2 [11] Fie f este o aplicaţie spiralată de tip α ı̂n Bn. Atunci F = Ψn(f)
este o aplicaţie spiralată de tip α ı̂n Bn+1.

Pe de altă parte, dacă ı̂n demonstraţia Teoremei 4.3.1 luăm λ =
α

α− 1
obţinem

următorul corolar.

Corolar 4.3.3 [11] Fie f o aplicaţie aproape stelată de ordin α ı̂n Bn. Atunci F = Ψn(f)
este o aplicaţie aproape stelată de ordin α ı̂n Bn+1.
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O altă consecinţă a Teoremei 4.3.1 este dată de rezultatul următor, care ne dă un
răspuns pozitiv la ı̂ntrebarea lui Pfaltzgraff şi Suffridge privind păstrarea stelarităţii prin
operatorul Ψn şi demonstrat de către I. Graham, G. Kohr, J.A. Pfaltzgraff ı̂n [47].

Corolar 4.3.4 Fie f ∈ S∗(Bn). Atunci F = Ψn(f) ∈ S∗(Bn+1).

Exemplu 4.3.5 Fie fj , j = 1, . . . , n funcţii aproape stelate de ordin complex λ. Atunci
f : Bn → Cn dată prin f(z′) = (f1(z1), . . . , fn(zn)) este aproape stelată de ordin complex
λ ı̂n Bn. Din Teorema 4.3.1, deducem că F : Bn+1 → Cn+1 dată prin

F (z) =
(
f1(z1), . . . , fn(zn), zn+1

n∏
j=1

[f ′j(zj)]
1

n+1

)
, z = (z′, zn+1) ∈ Bn

este aproape stelată de ordin complex λ on Bn+1. Spre exemplu, aplicaţia

F (z) =
(
z1

(
1 +

1 + λ

1− λ
z1

)− 2
1+λ

, . . . , zn

(
1 +

1 + λ

1− λ
zn

)− 2
1+λ

,

zn+1

n∏
j=1

[
(1− zj)

(
1 +

1 + λ

1− λ
zj

)]− 3+λ
(1+n)(1+λ)

)
este aproape stelată de ordin complex λ ı̂n Bn+1.

Teorema 4.3.6 [11] Mulţimea Ψn[S∗λ(Bn)] este compactă.

4.4 Condiţii suficiente de aproape stelaritate de ordin com-
plex λ

În acest paragraf sunt prezentate condiţii suficiente de aproape stelaritate de ordin
complex λ atât ı̂n discul unitate U cât şi ı̂n bila unitate Euclidiană Bn, condiţii obţinute
cu ajutorul Lemei 1.6.2 (Jack-Miller şi Mocanu) precum şi de varianta n-dimensională
dată de P. Liczberski ı̂n cazul bilei unitate Euclidiene [62], [67].

Lema 4.4.1 Fie f ∈ H(Bn) cu f(0) = 0. Dacă

‖f(z0)‖ = max{‖f(z)‖ : ‖z‖ ≤ ‖z0‖}, z0 ∈ Bn,

atunci există numerele reale m, s, s ≥ m ≥ 1, astfel ı̂ncât următoarele condiţii sunt
adevărate

(4.4.1) 〈Df(z0)(z0), z0〉 = m‖f(z0)‖2,

(4.4.2) ‖Df(z0)(z0)‖ = s‖f(z0)‖

şi

(4.4.3) Re〈D2f(z0)(z0, z0), z0〉 ≥ m(m− 1)‖f(z0)‖2.

Mai mult, pentru n > 1, m = s dacă şi numai dacă

Df(z0)(z0) = mf(z0).
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Teorema 4.4.2 [12] Fie f : U → C funcţie olomorfă şi normată şi λ ∈ C cu Reλ ≤ 0,
astfel ı̂ncât ∣∣∣∣f ′′(z)f ′(z)

∣∣∣∣ < 1

1 + |1− λ|
, z ∈ U.

Atunci f este o funcţie aproape stelată de ordin complex λ.

În cazul ı̂n care λ = 0, vom obţine următoarea condiţie suficientă de stelaritate din
discul unitate U .

Corolar 4.4.3 Fie f : U → C o funcţie olomorfă, cu f(0) = f ′(0)− 1 = 0, astfel ı̂ncât∣∣∣∣f ′′(z)f ′(z)

∣∣∣∣ < 1

2
, z ∈ U.

Atunci f este o funcţie stelată.

Versiunea n-dimensională a Teoremei 4.4.2 este dată de următorul rezultat.

Teorema 4.4.4 [12] Fie f : Bn → Cn aplicaţie local biolomorfă normată şi λ ∈ C cu
Reλ ≤ 0, astfel ı̂ncât

‖[Df(z)(z)]−1D2f(z)(z, ·)‖ < 1

1 + |1− λ|
, z ∈ Bn.

Atunci f este aplicaţie aproape stelată de ordin complex λ.

Pentru valori particulare ale lui λ din Teorema 4.4.4 se obţin câteva rezultate intere-
sante.

Dacă λ = 0, din Teorema 4.4.4 obţinem următorul rezultat pentru aplicaţii stelate.

Corolar 4.4.5 Fie f : Bn → Cn aplicaţie local biolomorfă normată astfel ı̂ncât

‖[Df(z)(z)]−1D2f(z)(z, ·)‖ < 1

2
, z ∈ Bn.

Atunci f este o aplicaţie stelată.

În cazul particular λ = −1 vom obţine următorul rezultat pentru aplicaţii aproape
stelate de ordin 1/2.

Corolar 4.4.6 Fie f : Bn → Cn aplicaţie local biolomorfă normată astfel ı̂ncât

‖[Df(z)(z)]−1D2f(z)(z, ·)‖ < 1

3
, z ∈ Bn.

Atunci f este o aplicaţie aproape stelată de ordin 1/2.

Pentru λ = i tanα vom obţine o condiţie suficientă de spiralitate de tip α, α ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
.

Corolar 4.4.7 Fie f : Bn → Cn aplicaţie local biolomorfă normată astfel ı̂ncât

‖[Df(z)(z)]−1D2f(z)(z, ·)‖ < 1

2
, z ∈ Bn.

Atunci f este o aplicaţie spiralată de tip α, α ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
.
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[19] C. Carathéodory, Über den Variabilitätsbereich der Koeffizienten von Potenzreihen, die
gegebene werte nicht annehmen, Math., Ann., 64(1907), 95-115.
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Did. şi Ped., Bucureşti, 1982.
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Acad. Şt. Rep. Moldova. Mat., 1(50), 2006, 101-104.

[88] Gh. Oros, G.I. Oros, A new class of holomorphic functions defined by Sălăgean differenţial
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[96] Ch. Pommerenke, Über die Subordination analytischer Funktionen, J. Reine Angew
Math., 218(1965), 159-173.

[97] T. Poreda, On the univalent holomorphic maps of the unit polydisc in Cn which
have parametric representation, I-the geometrical properties, Ann. Univ. Mariae Curie-
Sklodowska, Sect A, 41(1978), 105-113.

[98] T. Poreda, On the univalent holomorphic maps of the unit polydisc in Cn which have pa-
rametric representation, II-necessary and sufficient conditions, Ann. Univ. Mariae Curie-
Sklodowska, Sect A, 41(1978), 114-121.

[99] T. Poreda, On the univalent subordination chains of holomorphic mappings in Banach
spaces, Commentationes Math., 28(1989), 295-304.

[100] M.S. Robertson, On the theory of univalent functions, Ann. Math., 37(1936), 374-408.

[101] K. Roper, T.J. Suffridge, Convex mappings on the unit ball of Cn, J. Anal. Math.,
65(1995), 333-347.

[102] K. Roper, T.J. Suffridge, Convexity properties of holomorphic mappings in Cn, Trans.
Amer. Math. Soc., 351(1999), 1803-1833.

[103] W. Rudin, Function Theory in the Unit Ball of Cn, Springer-Verlag, New-York, 1980.
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