Universitatea ”Babes-Bolyai”, Cluj-Napoca

Facultatea de Matematica si Informatica

Rezumatul tezei de doctorat

Lema Abstracta Gronwall si Aplicatii

de

Cecilia-Florina Craciun

Coordonator stiintific
Prof. Dr. Ioan A. Rus

2010



Cuprins

[2.3  Operatori Picard si Operatori Slab Picard| . . . . . . ... ... ... ...

[2.5 Leme Abstracte de Comparatie| . . . . . . . . . ... ... ... ... ...

[2.6  Ecuatii si Inegalitati Integrale in Spatii Banachl . . . . . .. ... ... ..

Consecinte ale Lemei Abstracte Gronwall|

[3.1 Inegalitati Integrale Volterral . . . . . . . . . . ... ... ... ... ...,

B11

Spatiul C'(la, B],B)| . . . . . . . . oo

B12

]
Spatiul C'(la, BI,R)[. . . . . .o oo

B13

Spatiul C' (o, B, RP)| . . . . . ..o

B14d

Spatiile C([a, 8], I*(R)) si C(lo, B, s(R))| . . . .. . . ... .. ..

[3.2 Inegalitati Integrale Fredholm| . . . . . . . . ... ... ... ... ... ..

B21

B2.2

B23

B.2.4




[3.4 Inegalitati Integrale Multi-dimensionale| . . . . . . . . . . . ..

(3.5 Inegalitati Integrale Volterra-Fredholm| . . . . . .. .. . ...

[4  Aplicatii la Rezultate Optimale|

4.1 Rezultate Optimale in Forma Explicita] . . . . . . . ... ...

4.2 Rezultate Optimale in Forma Generica] . . . . ... . ... ..

[ Aplicatii la Studiul Solutiilor si la Stabilitate]

(5.1 Aplicatii la Studiul Solutiilor unor Inegalitati. . . . . . . . ..

[>.1.1 Inegalitati Hiperbolice de Ordinul Dol . . . . . . . ..

[5.1.2  Inegalitati Hiperbolice de Ordinul Trel| . . . . . . . ..

[>.1.3 Inegalitati Pseudoparabolice| . . . . . . . .. ... ...

[>.2  Aplicatii la Stabilitati de Tip Ulam ale Ecuatiilor Hiperbolice|

27
27
31

34
34
34
35
35
38

42



Abstract

In aceastd tezd se obtin majoranti optimali (explicit sau sub forma generica)
pentru solutiile unor inegalitati integrale ori diferentiale. Ecuatiile i inegalitatile au
fost rescrise cu ajutorul unor operatori integrali. Aplicand Lema Abstracta Gron-
wall acestor operatori se obtin majoranti optimali. De asemenea, se prezinta cateva
aplicatii ale Lemei Abstracte Gronwall la inegalitati pseudoparabolice si inegalitati
hiperbolice de ordinul doi si trei, precum si la studiul stabilitatilor Ulam pentru

ecuatii de tip hiperbolic de ordinul doi.

Cuvinte cheie:
Teoria punctului fix, operatori Picard, lema abstracta Gronwall, lema de comparatie,
ecuatii integrale, inegalitati integrale, inegalitati integrale Volterra, inegalitati in-
tegrale Fredholm, operatori triunghiulari, inegalitati hiperbolice, inegalitati pseu-

doparabolice, stabilitati de tip Ulam.
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Capitolul 1

Introducere

Ecuatiile integrale reprezinta o parte importanta atat a matematicii pure cat si a celei
aplicate, avand aplicatii in ecuatiile diferentiale, mecanica vibratiilor, inginerie, fizica,
analiza numerica si altele (a se vedea, de exemplu, [66] si [99]). Inceputul teoriei ecuatiilor
integrale poate fi atribuit lui N. H. Abel, care a formulat o ecuatie integrala in 1812 pe
cand studia o problema de mecanica. De atunci, multi alti mari matematicieni incluzandu-
i pe T. Lalescu (care a scris prima dizertatie de ecuatii integrale din lume in 1911, a se
vedea [42]), J. Liouville, J. Hadamard, V. Volterra, I. Fredholm, E. Goursat, D. Hilbert,
E Picard, H. Poincare au contribuit la dezvoltarea domeniului ecuatiilor integrale.

Lemele de tip Gronwall joaca un rol important in domeniul ecuatiilor integrale si
diferentiale, reprezentand o metoda de demonstrare a existentei si unicitatii solutiilor si
de a obtine diverse estimari ale acestora. Ele pot fi considerate ca un tip de rezultat
care identifica a priori majoranti pentru functiile care satisfac inegalitati diferentiale sau
integrale.

In aceastd tezd lemele de tip Gronwall sunt utilizate pentru a obtine majoranti (re-
spectiv minoranti) ai functiilor care satisfac diverse inegalitati integrale ori diferentiale,
precum si pentru a-i reprezenta ca puncte fixe ale operatorilor integrali corespunzatori.

Intr-o lucrare recentd [86], IA. Rus a formulat zece probleme de interes in teoria
lemelor Gronwall. Una din ele este de a gasi exemple de leme de tip Gronwall in care

majorantii sa fie puncte fixe ale operatorului corespunzator A (Problema 5). O alta



problema este de a afla care dintre aceste leme de tip Gronwall pot fi obtinute ca si
consecinte ale Lemei Abstracte Gronwall (Problema 6). Lema Abstracta Gronwall ne
da cel mai mic majorant dintre toti majorantii posibili (a se vedea [84]). Nu exista o
metodologie generala de a raspunde la aceste intrebari, de aceea ele trebuie analizate
pentru fiecare caz in parte. De-a lungul anilor multi matematicieni au obtinut astfel de
exemple (a se vedea, de exemplu, [8], [22], [25], [53], [57], [83], [84], [86]), iar aceasta lucrare
prezinta mai multe exemple de acest tip.

Capitolul al doilea este dedicat notatiilor, definitiilor, lemelor si teoremelor care vor fi
folosite pe parcursul tezei.

In capitolul al treilea se studiaza cateva consecinte ale Lemei Abstracte Gronwall in
cazul inegalitatilor de tip Volterra gi Fredholm in spatii Banach i non-Banach. In general
este dificil sa se gaseasca solutiile exacte ale ecuatiilor integrale ori majoranti ai functiilor
care satisfac inegalitati integrale; rezultatele din teoria punctului fix si tehnica operatorilor
Picard ofera aparatul matematic necesar pentru a demonstra existenta solutiilor ecuatiilor
si pentru a gasi majoranti ai solutiilor inegalitatilor. De asemenea se prezinta exemple de
inegalitati in spatiile Banach C([a, f],R) si C([a, 5], RP), si se studiaza sistemele infinite de
ecuatii integrale in spatiul C([a, 8], s(R)), si respectiv in spatiul Banach C([«, f], I*(R)).
Rezultatele din acest capitol au fost publicate in [22] si [25].

In cel de-al patrulea capitol se investigheaza cateva inegalitati integrale studiate in
[8], [41], [45], [57], pentru care autorii au obtinut prin diverse metode majoranti ai
solutiilor. Aplicand Lema Abstracta Gronwall identificam majorantii optimali: in unele
cazuri acegtia coincid cu cei obtinuti de ei, in altele sunt diferiti i 1i obtinem noi. Unii
majoranti sunt exprimati explicit, altii doar intr-o forma generica. Rezultatele acestui
capitol au fost publicate in [21], [22] si [25].

In ultimul capitol se aplica Lema Abstracta Gronwall la inegalitati pseudoparabolice
si la inegalitati hiperbolice de ordinul doi si trei. Considerarea ecuatiilor hiperbolice si
pseudoparabolice impreuna cu anumite conditii pe frontiera rezulta in formularea unor
probleme Darboux. Se utilizeaza tehnica operatorilor Picard pentru a demonstra existenta

si unicitatea solutiilor acestor probleme Darboux si se aplica Lema Abstracta Gronwall



functiilor ce satisfac inegalitatile corespunzatoare. De asemenea, pentru unele cazuri par-
ticulare de inegalitati pseudoparabolice solutiile problemelor Darboux pot fi reprezentate
cu ajutorul functiei Riemann, iar aceste reprezentari sunt prezentate in subsectiunea 5.1.3.
Acest capitol se incheie cu studiul stabilitatilor de tip Ulam pentru ecuatii de ordinul doi

de tip hiperbolic. Rezultatele acestui ultim capitol se regasesc, in mare, in articolele [23]

si [24].



Capitolul 2

Preliminarii

Scopul acestui capitol este de a prezenta cateva notiuni si rezultate care sunt necesare in
obtinerea rezultatelor originale din aceasta teza. Ele pot fi gasite in urmatoarele referinte
bibliografice: [20], [31], [55], [56], [66], [76], [79], [81], [83], [86], [91], [92], [99].

Teoremele metrice de punct fix garanteaza existenta si unicitatea punctelor fixe ale
unor operatori bine definiti in spatii metrice si, de obicei, sugereaza o metoda efectiva de
a gasi aceste puncte fixe. Rezultatele prezentate in aceasta sectiune pot fi gasite in: [12],
[26], [37], [39], [74], [78], [81], [82], [84], [85], [91] si altele.

Consideram normele Chebyshev si Bielecki, care sunt metric echivalente:

T ;= max |z(?)|, 2.0.1
el : = mas jo(t) (20.)
o, ¢ = ma (a(®)] exp(—r(t —)). 7 € R} (2.02)

In raport cu aceste norme C' ([e, 5], B) este un spatiu Banach.

Metoda standard de a demonstra existenta si unicitatea, dependenta de date si rezul-
tate de comparatie pentru solutiile ecuatiilor integrale este tehnica operatorilor Picard.
Urmand [83] prezentam cateva notiuni si rezultate de baza din teoria operatorilor Picard
si slab Picard (a se vedea, de asemenea, [22], [23], [25], [33], [64], [78], [81], [82], [84], [91]).

Lemele Gronwall sunt subiectul acestei teze si le utilizam sa marginim o functie care
satisface o anumita inegalitate diferentiala ori integrala cu solutia ecuatiei diferentiale

sau integrale corespunzatoare. Urmatoarele leme abstracte sunt principalele instrumente



in demonstrarea rezultatelor acestei teze.

Lema 2.0.1. (I.A. Rus [83]) Fie (X,—,<) un L-spatiu ordonat si A : X — X un
operator. Presupunem ca:

(i) A este operator slab Picard;

(i) A este crescator.

Atunca:

(a) v < Alx) = x < A®(x);

(b) x> A(z) = x> A>®(x).

Lema 2.0.2. (Lema Abstracta Gronwall, [853]) Fie (X,—,<) un L-spatiu ordonat si
A X — X un operator. Presupunem ca:

(i) A este operator Picard (Fa = {x%});

(ii) A este crescator.

Atunci:

Remarca 2.0.1. Lema Abstracta Gronwall[2.0.9 asigurd majoranti ai solufiei inegalitatii

integrale x < A(x) in termenii punctului fix al operatorului A.

Remarca 2.0.2. In conditiile Lemei Abstracte Gronwall avem:

Vy e (LF)a:y <zl §iVz € (UF)s: 2% < z.
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Capitolul 3

Consecinte ale Lemei Abstracte

Gronwall

Operatorii Picard si lemele de tip Gronwall au un rol semnificativ in teoria calitativa a
ecuatiilor integrale. In acest capitol studiem cateva consecinte ale Lemei Abstracte Gron-
wall in cazul inegalitatilor de tip Volterra si Fredholm in spatii Banach. De aseme-
nea, prezentam exemple de inegalitati integrale in C([«, 5], s(R)) si in spatiile Banach
C([a, B],R), C([e, B],RP), respectiv C([w, 8], 1*(R)).

Rezultatele originale din acest capitol au fost publicate in [22] si [25].

3.1 Inegalitati Integrale Volterra

Ecuatiile si inegalitatile Volterra au fost studiate de multi ani in matematica aplicata,
utilizand atat metode clasice cat si tehnica punctului fix.

In aceastd sectiune prezentam un rezultat general pentru operatori Volterra in spatii
Banach, iar mai apoi rezultate pentru cazurile particulare ale spatiilor Banach C([a, ], R),
C([e, B],RP) si C([e, B],12(R)), si, de asemenea, pentru operatori triunghiulari in spatiul
non-Banach C([«, 5], s(R)). In unele cazuri, punctele fixe ale operatorilor corespunzitori

pot fi determinate.
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3.1.1 Spatiul C([a, 4],B)

Fie spatiul Banach ordonat (B,+,R, ||, <), functionala K : [a, 8] X [o, ] x B — B si
functia g : [, 5] — B.

Consideram urmatoarele ecuatii i inegalitati de tip Volterra:

x(t) = g(t) + /t K(t,s,z(s))ds, Vt € [a, ], (3.1.1)
z(t) < g(t) + /tK(t, s,x(s))ds, Vt € |o, ], (3.1.2)
x(t) > g(t) + /tK(t, s,x(s))ds, V't € [a,f]. (3.1.3)

Utilizand Lema Abstracta Gronwall avem urmatorul rezultat general (a se vedea,
de exemplu, [78], [79], [83]):

Teorema 3.1.1. Presupunem ca:
(1) K € C(la, 5] x [, 5] x B, B), g € C([ev, f], B);

(i1) exista Lx > 0 astfel incat:
’K(t,S,’U/) _K(t7572})| < Lk |’U/—U|’

Vs, t€la,pl, VuuveB;
Avem:

(a) ecuatia are in C([a, 5], B) o solutie unica x*;
(b) operatorul A : C([a, 5], B) — C([e, 5], B) definit prin:

A(z)(t) :==g(t) + /t K(t,s,z(s))ds, ¥t € [a, ] (3.1.4)

este un operator Picard in <C’([a, A],B), uﬂf) , g1 Fy = {a*}.

Daca, in plus, avem ipoteza:

(iii) K(t,s, ) : B — B crescatoare, ¥ t,s € [a, ],

atunca:

(c) dacd v € C([ev, 8], B) satisface inegalitatea (3.1.9), atunci x(t) < z*(t), V ¢ €
[, B];

12



(d) dacd x € C(lo, 8], B) satisface inegalitatea (3.1.3), atunci z(t) > z*(t), V t €
[, B].

3.1.2 Spatiul C([a, ], R)

In aceastd subsectiune incepem prin a considera cazul particular al Teoremei cand
B := R. Pe urma aplicam aceasta teorema in cazul in care functionala K este liniara, i.e.
K(t,s,u) = k(t,s)u, Vt,s € [a,p], siuecR. In acest caz solutia x* este datd in termenii
nucleului rezolvant.

In general este destul de dificil sa se gaseasca o expresie explicita a nucleului rezolvant.
Pentru unele cazuri particulare ecuatia integrala poate fi rezolvata si, de aceea, o expresie
explicita a nucleului rezolvant poate fi determinata. Asemenea exemple sunt reprezentate

de Lema Clasica Gronwall si Teorema lui Filatov (a se vedea [§], [22], [51] si altii)

Ca si In cazul liniar al functionalei K, in cel neliniar este dificil sa rezolvam ecuatia
integrala corespunzatoare cu scopul de a margini solutiile inegalitatilor integrale. Exista
unele leme de tip Gronwall in care punctul fix al operatorului corespunzator poate fi

determinat. In ceea ce urmeaza prezentam un exemplu de astfel de lema.

Teorema 3.1.2. (Inegalitali de tip Bihari)([22], de asemenea [56]], [96]) Presupunem ca:

(i) ce R, pe C(la, B, Ry);
(ii) V este o functie continud, pozitiva, crescatoare si Lipschitz.
In aceste conditii, avem :

(a) daca z € Cla, f] este o solutie a inegalitatii:

z(t) <c+ /tp(s) V(z(s))ds, V1t € [a, ] (3.1.5)

atunci:

x(t) < x*(t), YVt € la,p]

unde x*(t) = F~Y(o(t) + F(c)).

13



(b) daca x € Cla, ] este o solutie a inegalitatii:
¢
z(t) > c+/ p(s) V(z(s))ds, Yt € |a, f] (3.1.6)

atunca:

x(t) > x*(t), YVt € [a,p]

unde z*(t) = F~1(¢(t) + F(c)).

o= [ vl o= [ p(s)ds,

iar F~1 este functia inversd a lui F.

In acest caz:

3.1.3 Spatiul C (o, 5], R?)

In aceasta subsectiune prezentam Teorema in cazul B := RP. In acest caz avem un

sistem de ecuatii.

3.1.4 Spatiile C([o, 8], 1*(R)) si C([a, 8], s(R))

Varianta Teoremei [3.1.1]in cazul particular
B:=*(R) = {(un)neN,un e R, Zui < —1—00}
neN
este prezentata la inceputul acestei subsectiuni. In acest caz avem un sistem infinit de
ecuatii.
In ceea ce urmeazi considerdm cazul in care z(t) € s(R).

Obtinem un sistem infinit de ecuatii:

2o(t) = go(t) + [L Ko(t, s, w0(s))ds

x1(t) = g1(t) + fof Ki(t,s,x0(s),z1(s))ds
(3.1.7)

2p(t) = gp(t) + [L Kyt 5,20(5), 21(8), ooy 2p(5))ds




Vitela, B, unde K, : [a, 8] X [a, 8] x R"™ - R, Vn € Nsig: [, ] = s(R).

Consideram X, := Cl«, 5], n € N gi operatorii

A, HXZ- — X,,, definiti prin:

1=0

Ag(x)(t) == go(t) + f; Ko(t,s,xo(s))ds,

(3.1.8)
Ap(xo, @1,y ey ) (t) := gn(t) + foi K,(t,s,20(8),21(8), ..., Tn(s))ds.
Notam X := [ [ X; si
ieN
AIX-)X, A= (A07A1;-'-,Ap7--->7 (319)

unde Ay, ..., A,, ... sunt dati de relatia (3.1.8).

Existenta si unicitatea solutiei sistemului infinit au fost obtinute de I. A. Rus
si M. A. Serban in [93]. Adaugand conditia de monotonie pentru functionalele K, n € N,
si aplicand Lema Abstracta Gronwall obtinem urmatoarea teorema:

Teorema 3.1.3. Presupunem ca:
(i) gn € Cla, B], Ky € C([e, B] % [, B] x R™1), m € N;

(ii) exista Ly, > 0 astfel incat:
|K0(t7 3761) - KO(t> 5752)| S LKO ’51 - 52' 5 (3110)

v t,S € [aaﬁLglaé‘Q € R;

(i1i) exista Lk, > 0 astfel incdt:
|Kn<t7 §, Ug, U1, '-'7un717£1) - Kn(tu §, Ug, U1, ...,Un,1,§2)| < LKn ’51 - £2| ) (3111)

YVt s € [a,f],ug, ury ..oy ttn_1,&1, € € R, p € N*.
Atunci:
(a) sistemul infinit are o solutie unica z* € C([a, f], s(R));
(b) operatorul A corespunzator definit prin este operator Picard in (C([a, f],
t

s(R)), =)

Daca, in plus, avem ipoteza:

15



(iv) K,(t,s,-,..., ) : R"™ — R este crescatoare V t,s € [, 8] si Vn € N,

atunci:

(c) daca x € C([a, B], s(R)) satisface inegalitatea corespunzatoare, atunci
x(t) < z*(t), Vi€, pbl;

(d) daca x € C([a, 5], s(R)) satisface inegalitatea corespunzatoare, atunci
z(t) > z*(t), V t € [a, B].

3.2 Inegalitati Integrale Fredholm

Alaturi de ecuatiile si inegalitatile integrale Volterra, inegalitatile integrale Fredholm joaca
un rol esential in analiza neliniara. Ecuatiile si inegalitatile Fredholm au fost studiate de
multi matematicieni de-a lungul anilor. Cateva tratate de ecuatii Fredholm au fost scrise
de D. Bainov si P. Simeonov (a se vedea [§]), C. Corduncanu (a se vedea [20]), D.S.
Mitrinovié¢, J.E. Pecari¢, A.M. Fink (a se vedea [51]). A se vedea de asemenea: S. Andrés
([, [2]), F. Calio, E. Marcchetti si V. Muresan ([I4]), C. Craciun si N. Lungu ([22]), V.
Muresan ([52]), B.G. Pachpatte ([56], [53]), I.A. Rus ([76], [78], [81], [84], [86],[85], [83]),
N. Taghizadeh and V. Khanbabai ([98]).

In aceasti sectiune prezentam o lema de tip Gronwall pentru operatori Fredholm in
spatii Banach, iar, mai apoi, rezultate particulare pentru spatiile Banach C(|«, 8], R),
C([a, B],RP) si C([a, B],12(R)), precum si pentru operatori triunghiulari in spatiul non-
Banach C([«, 5], s(R)).

3.2.1 Spatiul C([o, 4], B)

Fie (B, +,R,|-|, <) un spatiu Banach ordonat, H : [«, 5] x [a, 8] x B — B o functionala

i g: [a, 8] — B o functie.

16



Consideram urmatoarele ecuatii i inegalitati de tip Fredholm:

B

z(t) = g(t) +/ H(t,s,xz(s))ds, V€ l|a,f],
B

z(t) < g(t) —i—/ H(t,s,z(s))ds, Vt € [a, ],
aﬁ

z(t) > g(t) +/ H(t,s,xz(s))ds, YVt € [a,].

Teorema 3.2.1. Presupunem ca:

(1) H € C([a, 8] x |, 5] x B, B), g € C([e, ], B);

(i) ezista Ly > 0 astfel incat:
|H(ta87u) —H(t,S,U>| < Ly |U—U|,

Vs, tela,p], siu,veB;
(iii) Ly (B8 — o) < 1;
Atunci:

(a) ecuatia are in C([a, 5], B) o solutie unica x*;
(b) operatorul B : C([a, 5],B) — C(|e, 8] ,B), definit prin:

B
B(z)(t) := g(t) —i—/ H(t,s,z(s))ds, ¥t € [a,f]

este operator Picard in <C([a,ﬁ] ,B), —>> , 1 Fg = {x*}.
Daca, in plus, avem ipoteza:
(iv) H(t,s,-): B — B este crescatoare V t, s € [, 3],
atunci:

(¢) dacd = € C(|a, B], B) satisface inegalitatea (3.2.9), atunci:
x(t) <z*(t), Vtelnfl;
(d) dacd x € C([a,b], B) satisface inegalitatea (3.2.5), atunci:

x(t) > x*(t), YVt € la,p].

17
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3.2.2 Spatiul C([a, ], R)

Incepem acest caz considerand forma liniard a functionalei H, i.e. H(t,s,u) := h(t, s)u,
caz pentru care prezentam un rezultat de tip Gronwall.

p
Remarca 3.2.1. Daca ecuatia integrald are nucleu degenerat, i.e. h(t,s) = Z a;(t) bi(s),

=1

unde a §i b sunt functii continue pe |, 5], atunci solulia ecuatiei integrale este de fapt

solutia unui sistem algebric si poate fi gasita explicit.

3.2.3 Spatiul C([a, [],RP)

Daca B := RP ecuatia (3.2.1]) reprezinta, de fapt, un sistem de ecuatii. Un rezultat de tip

Gronwall este prezentat in aceasta subsectiune.

3.2.4 Spatiile C([a, 8],1*(R)) si C([a, 8], s(R))

Prima parte a acestei subsectiuni consta intr-un rezultat de tip Gronwall pentru ecuatii
si inegalitati Fredholm in cazul particular C([«, ], I*(R)).
Urmeaza cazul C([a, 5], s(R)). Aici avem urmatorul sistem infinit de ecuatii integrale:

(

zo(t) = go(t) + ff Ho(t,s,20(s))ds
z1(t) = g1(t) + ff Hi(t,s,20(s), x1(s))ds

...................................................... Vtela,f] (3.2.7)

unde H, : [o, 8] x [o, f] x R"™™ - R, Vn € Nsig: [a, 8] — s(R).

Pentru orice n € N, consideram X, := Cla«, /3] si operatorii

B, : HXi — X,,, definiti prin:

=0
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Bo(z0)(t) := go(t) + ff Ho(t, s, zo(s))ds,

(3.2.8)
Bp(xo, 21, .oy ) (t) == gn(t) + ff H,(t,s,20(8),21(8), ..., xn(s))ds.
Notam X := HXi si
ieN
B:X — X, B=(By,By,...B,,...), (3.2.9)

unde By, ..., B, ... sunt dati de (3.2.8).

Aplicand Teorema [3.2.1] obtinem existenta majorantilor functiilor care satisfac ine-

galitati de tipul (3.2.2) si (3.2.3) in cazul operatorilor triunghiulari. Acegti majoranti sunt

chiar punctele fixe ale operatorilor corespunzatori.

Teorema 3.2.2. Presupunem ca:
(i) gn € Clav, 8], Hy € C([ev, B] X [a, f] x R*™), ¥n € N;

(ii) exista Ly, > 0 astfel incat:
|H0<t7 3751) - Ho(t, 3752)‘ S LHO ‘51 - £2| y (3210)

v t,S € [a76]751>€2 € R;
(iii) Ly, (8 —a) < 1;

(iv) exista Ly, > 0 astfel incat:
|Hn(t7 S, Ug, U1, “’7“71—1751) - Hn<t’ 8, Uo, U1, ...,Un_1,§2)| < LHn |§1 - €2| ) (3211)

YVt s € [a,f],ug, ury ..oy ttn_1,&1, €9 € R, n € N¥;

(v) Ly, (8 —a) <1, Vn € N*;

Avem:

(a) sistemul infinit are o solutie unica x* € C([a, 8], s(R));

(b) operatorul B corespunzator, definit prin este operatorPicard in (C([a, ],
s(R)), ), si Fp = {z*}.

Daca, in plus, avem ipoteza:

(vi) Hp(t, s, ...,-) : R"™ — R este crescatoare V t,s € [, 8] i Vn € N,

atunci:
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(c) daca x € C(|lo, ], s(R)) satisface inegalitatea corespunzatoare, atunci
x(t) < z*(t), YV t € [, 5];

(d) daca © € C(lo, 8], s(R)) satisface inegalitatea corespunzatoare, atunci
x(t) > 2*(t), Vt € |a, ).

3.3 Inegalitati Integrale cu Argument Modificat

Inegalitatile integrale cu argument modificat sunt folosite in descrierea multor fenomene
in stiinta, economie, dinamica populatiilor, fizica, medicina etc. Ele au fost studiate de
multi cercetatori: D. Bainov si P. Simeonov [§], T.A. Burton [13], M. Dobritoiu [27], [2§],
M. Dobritoiu, I.A. Rus si M.A. Serban [29], D. Guo, V. Lakshmikantham gi X. Liu [33],
N. Lungu [46], D.S. Mitrinovié¢, J.E. Pecari¢ si A.M. Fink [51], V. Muresan [53], B.G.
Pachpatte [56], R. Precup si E. Kirr [71] si alti.

In aceasti sectiune sunt prezentate rezultate de tip Gronwall in cazul ecuatiilor si

inegalitatilor cu argument modificat, atat de tip Volterra, cat si de tip Fredholm.

3.4 Inegalitati Integrale Multi-dimensionale

Rezultate similare cu cele prezentate in Sectiunile 3.1 si 3.2 pot fi obtinute si in cazul
inegalitatilor integrale multi-dimensionale (a se vedea, de exemplu, [§], [9], [56]). Aceste
inegalitati pot fi folosite in studiul unor probleme din teoria ecuatiilor diferentiale, inte-

grale, ori integro-diferentiale, in special in studiul comportamentului calitativ al solutiilor.

3.5 Inegalitati Integrale Volterra-Fredholm

In aceasta sectiune consideram urmatoarele ecuatii si inegalitati integrale neliniare, de tip

mixt Volterra-Fredholm:

(1) :F(t,x(t),le...Lj K(t,s,x(s))ds,/jl.../aim H(t,s,x(s))ds), (3.5.1)
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IN

F t,x(t),/:.../o;m K(t,5,2(s))ds, /jl/oim Ht, s,w(s))ds), (3.5.2)

(
F(m(t)/;/: K(t, s, 2(s))ds, /jﬁm Hit, S,x(s))ds>, (3.5.3)

unde [aq; B1] X ... X [a; B,,) este un interval in R™, K, H : [aq; B1] X ... X [am; By X

x(t)
z (t)

Y

[a1; B1] % . X [t B,,] X R — R sunt functii continue gi F : [ag; B1]X. .. X [ B,,] xR3— R
este o functionala oarecare. Ecuatiile integrale de tip mixt Volterra-Fredholm au fost
studiate de multi autori (a se vedea [2], [55], [63], [94], [95] si altii).

Noi demonstram existenta i unicitatea solutiei ecuatiei integrale utilizand
metode standard ca in [2], [14], [22], [47], ecuatia noastra integrala fiind mai gen-
erala decat cele considerate in lucrarile mai sus mentionate. De asemenea, stabilim o lema

de tip Gronwall pentru inegalitati. Rezultatele acestei sectiuni sunt publicate in [25].

Teorema 3.5.1. ([25]) Presupunem ca:
(Z) K, He C([abﬁl] X X [amaﬁm] X [ahﬁl] X X [Oérmﬂm] X ]R)f
(ZZ) Fe C([alvﬁl] X X [amyﬁm] X Rg));

(#1) exista constantele nenegative a, b, c astfel incat:
|F(t, ur,v1,w1) — F(L, ug, va,ws)| < aluy — ug| 4 blvy — va| + clwy — wy,

Vie [&17ﬁ1] X X [Oémaﬁm]au17u2>vlav2aw17w2 € R;

(iv) exista constantele nenegative Ly si Ly astfel incat:

|K(t7$au) —K(t,S,U)| < LK|U_U|7

|H(t,s,u) —H(t,S,U>| < LH|U_U|7

Vtas € [al?ﬁl] Xoere X [amaﬂm] §iVU,'U GR;
(v) a+ (bLkg +cLy) (B, — a1) ... (B,, — am) < 1.

Atunci:

(a) ecuatia are o solutie unica x* € C([ay, B1] X =+ X [am, Bnl);
(b) operatorul

A= Clan, Bi] x -+ X am, B,,]) = Cllen, Bi] X -+ X [aum, B,,])
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definit prin:

Az) (1) :F(t,x(t),/:.../: K(t,s,x(s))ds,/:l.../aim H(t,s,x(s))ds) (3.5.4)

este operator Picard gi Fa = {x*};

Daca, in plus, avem urmatoarele ipoteze:

(vi) K(t,s,-), H(t,s,) : R — R sunt crescatoare ¥V t,s € [ay, 51] X -+ X [Qm, Bnl;

(vii) F(t,-,-,-) : R® = R este crescdtoare, ¥ t € [ay, B1] X+ X [, Byl

atunca:

(c) daci x € C([ay, By] X -+ X [am, B,,]) satisface inegalitatea (3.5.9), atunci z(t) <
a*(t), YVt € [ay, fi] X -+ X o, By,

(d) dacd x € C([on, By] X -+ X [am, B,,]) satisface inegalitatea (3.5.5), atunci z(t) >
o (t), V 1 € [ar, By] X -+ X [am, By,

Propozitia 3.5.1. Concluziile Teoremes raman valabile daca inlocuim conditia (v)
cu

(V") exista T > 0 astfel incat:

bL L
a+ K (& cn H@T(ﬁ —ai)

In cazul special cand F este liniara in raport cu ultimele doua variabile obtinem

urmatorul rezultat.

Propozitia 3.5.2. Consideram ecuatia si inegalitatile integrale:

z(t)=f(t,z(t)) —l—/tl / K(t, s, x(s d8+/ﬁ1 / H(t,s,xz(s))ds, (3.5.5)

«aq

t1 B1 Bm
z(t) < f(t,x(t))+/ / K(t,s,x(s ))ds+/ H(t, s, x(s))ds, (3.5.6)

aq 1

z (1) 2f(t,x(t))+/t1.../a: K(t, s,a:(s))ds—i—/jl.../oim H(t,s,2(s))ds. (3.5.7)

a1 1

Presupunem ca:

(i) K, H € C([ay, B,] x -+ X [om, ] X [0, B1] X -+ X [oum, B,)] X R);
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(i) f & Cllar, Bi] X -+ X [am, B,] X R);

(i11) exista a > 0 astfel incat:
[f(t,un) = f(E u2)| < aluy — usl,

Vit € [alyﬁl] X X [amaﬁm]; U1, U2 € R;

(iv) exista constantele nenegative Ly si Ly astfel incat:

|K(t73au) —K(t,S,U>| < LK|U_U|7

|H(t787u) —H(t,S,U)’ < LH|U_U|7

Vit seapf] siVuveR;
(v) a+ (Lg+ Ly)(By — a1) ... (By — ) < 1 sau existd T > 0 astfel incat: a + £ +
L_TI;*: . ﬁ eT(Bifai) < 1.

=1
Atunci:

(a) ecuatia are o solutie unica x* € C([ay, B1] X -+ X [am, B,n]);
(b) operatorul A : C([a, Bq] X -+ X [am, Byn]) = C([an, B1] X -+ X [am, B,,]) definit

PrIn:

A(x)@)_f(t,x(t))+/:.../: K(t,s,x(s))ds—k/jl.../(lim Ht, s, 2(s))ds

este operator Picard si Fa = {x*}.

Daca, in plus, avem urmatoarele ipoteze:

(vi) f(t,-) : R — R este crescatoare, V t € [aq, f1] X +++ X [am, Bonl;

(vii) K(t,s,-), H(t,s,-) : R — R sunt crescatoare, V t,s € [a, ],

atunca:

(¢) dacd x € C([ax, By] X -+ X [am, B,,]) satisface inegalitatea (3.5.6), atunci z(t) <
2 (t), V1€ lon, Bi] X - X [am, B,,];

(d) dacd x € C([on, By] X +++ X [am, B,,]) satisface inegalitatea (3.5.7), atunci z(t) >
a(t), VT € lon, By] X -+ X [, B,];
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Exemplul 3.5.1. Consideram problema Darboux:

o (ty,t) = f(tita,x (f, 1)), (tte) € [aas By] X [a; By)
z (tb a2) = (t1), t € [CV1§ 51] (3~5~8)
T (ath) = w (tQ) ) ty € [052; ﬁQ] y P (al) = ¢ (OCQ)

cu urmatoarele ipoteze:

(1) | € Cllar; 1] X [ Bo] X R), 0 € C(len; 51]), ¢ € C([az; Bo);
(11) exista Ly > 0 astfel incat:

|f(t1,ta,u1) — f(t1,ta,u2)| < Ly - Jur — g,

V (t1,12) € [a1; By] X [ag; By], ui,us € R.
Functia x € C([ay, 5] X [ag, By este solutie a problemei Darboux daca i

numai daca este solufie a ecuatier integrale:
t1 to
st =p )+ o) - v+ [ [ feGoEa)dds  (359)
a1 Jas
Asadar, aplicam Teorema (a) si (b) in cazul particular m = 2 gi
F :[on, By] X [ag, By] x R® = R, definit prin:

F(t1,to,u,v,w) = ¢ (t1) + ¢ (t2) — ¢ (1) + 0.

In acest caz avema =0,b=1,c=0, Lx = Ly si Ly = 0. De asemenea, conditia (V')
a Propozities este satisfacuta: exista T > 0 astfel incat % < 1 (de exemplu putem
alege T = Ly +1).

Atunci, problema Darboux are o solutie unica x* € C([aq; 1] X [aa; By)), dar
operatorul A corespunzator definit de membrul drept al relatiei este un operator
Picard.

Remarca 3.5.1. Teorema|53.5.1 ramane adevarata daca consideram tipul mixt Volterra-
Fredholm de ecuatie integrala neliniara intr-un spatiu Banach general B in locul
spatiulur Banach R.
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In continuare consideram un exemplu de sistem infinit de ecuatii integrale. Aplicam
varianta Teoremei intr-un spatiu Banach pentru a obtine existenta si unicitatea

solutiei.

Exemplul 3.5.2. Consideram urmatorul sistem infinit de ecuatii integrale:

o (1) = fo (1) + /a t /a t: k(t, $)2m s (5)ds + /a 6 /a i h(t, $)ensa(s)ds,  (3.5.10)

V n €N, cu urmatoarele ipoteze:

(i) fn € C(lag,By] X -+ X [am, B]); n € N, f,(t) = 0, n — +o0, pentru fiecare
t € fon, S] X - X o, By

(ii) k, h € Clar, B1] X -+ X [am, By] X [, B1] X -+ X [aum, B,])

(iii) (my +mp)(By — 1) ... (B, — am) < 1 sau exista 7 > 0 astfel incat: T 4 S -

[Te =) < 1, unde
i=1

my = max k(t,s)|,
k t,se[a1,B1]><-~~><[am,ﬂm]| ( )|

my = max |h(t, s)].
t,s€lar,B1]X X [am,Bm]

Fie (B, ||-||) un spativ Banach, unde
B=co={u=(up,us,...,un,...) €s(R):u, — 0}
§t
= ma

Fie u = (ug,uy,...,Uy,,...) € B. Notam

f - (f())fl)"')f?’“"')’
K = (K07K17"'7K”7"'>7

H = (Ho,Hl,...,Hn,...),
unde

K, (t,s,u) = k(t,s)uys1,

H, (t,s,u) = h(t,s)upie,



Vit s € lay, B X X[am,B,,). Din (i) si(it) avem ca f € C([ay, f1] X -+ X [am, By), B)
si K.H € C([aq, By] X -+ X [am, Byl X [a1, 81] X -+ X [am, B,,],B). De asemenea,

||K<t787u)_K(t7S7V)H < mkHu_VHv

HH <t7 S, U.) —H (tv SvV)H < my Hu - V” )

Vit s € lar, By X X [am, B, st u,v eB. Conditiile (i)-(v) din Teorema (cazul
spatiului Banach general) sunt satisfacute, de unde obfinem ca ecuatia are o

solutie unica x* = (zf, x3,...,x%,...) € C([ag, B1] X -+ X [am, B,n), B).

In acest capitol am redus studiul diverselor ecuatii si inegalitati integrale la studiul
unor probleme de punct fix. Am studiat existenta si unicitatea solutiilor ecuatiilor inte-
grale ca puncte fixe ale operatorilor corespunzatori. De asemenea, am prezentat cateva
rezultate generale de tip Gronwall pentru inegalitatile integrale si am dat exemple de

astfel de rezultate pentru cazuri particulare de spatii Banach gi non-Banach.
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Capitolul 4

Aplicatii la Rezultate Optimale

In cazul unor operatori A (a se vedea [§], [41], [57]) s-au obtinut limite ”a priori” y* ale

solutiilor inegalitatilor integrale de tipul z < A(x):

z <y .

Utilizand teoria punctului fix gi Lema Abstracta Gronwall aratam ca acesti majoranti
sunt optimali (a se vedea Remark [2.0.2)), sau obtinem noi majoranti (respectiv minoranti)
optimali. Astfel, in aceste cazuri, punctul fix 2% al operatorului A este majorant optimal
in urmatorul sens:

r<ahsiVy:x<y=2a, <uy.

Rezultatele acestui capitol au fost publicate in [21], [22] si [25].

4.1 Rezultate Optimale in Forma Explicita

In aceastd sectiune consideram cateva inegalitati integrale de tipul
r < A(x)

pentru care prezentam expresii explicite ale majorantilor optimali z%.

In lucrarea [57] B.G. Pachpatte considers urmatoarea inegalitate:

B8
£(t) < F(t) + /

t

g(s)x(s)ds —|—/ h(s)x(s)ds, V¥t € [a, f]. (4.1.1)

« «
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Consideram, de asemenea, inegalitatea:

t B

x(t) > f(t) +/ g(s)x(s)ds +/ h(s)x(s)ds, ¥t € [a, f]. (4.1.2)
Remarca 4.1.1. Prin metode directe B. G. Pachpatte obfine majoranti ai functiilor ce
satisfac inegalitatea . In teorema urmdtoare demonstram cd majorantul gasit de

Pachpatte este punct fix al operatorului corespunzator

-l I
A (C([o, 8], Ry), =, <) = (O, B, Ry ), =, <),
t B
Ax)(t) = f(t) +/ g(s)z(s)ds +/ h(s)z(s)ds, ¥ t € [, ], (4.1.3)
unde ||-|| este norma Chebyshev definita prin , de unde deducem ca este optimall.
In plus, gasim i minoranti optimali pentru functile ce satisfac inegalitatea .

Teorema 4.1.1. Presupunem ca:

(i) f9.h € Cllov 6], R.);
(ii) f este continuu diferentiabila pe [a, 5] si f(t) >0,V t € [a, f];
(iii)

(B —a)(My + M) <1,

unde My = max l9(t)| 1 M), = Jnax h(0)];
B

(iv) pp = /h(s) exp([° g(r)dr)ds < 1.
Avem: "

(a) dacd x € C(|a, B],Ry) satisface inegalitatea ({{.1.1), atunci:
x(t) < M exp(/ g(s)ds) +/ f'(s) exp(/ g(r)dr)ds, ¥Vt € o, (], (4.1.4)

unde
1

B s S
s [Cuo [ e [ ananas)
(b) daca x € C([a, B] ,Ry) satisface inegalitatea , atunci:

M, =
x(t) > M exp(/ g(s)ds) —I—/ f'(s) exp(/ g(r)ydr)ds, ¥Vt € o, (], (4.1.5)
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unde
1

B 1—m

M, {f(a) + /a ’ h(s)( /a " () expl / 5 g(r)dr)dT)dS] . (4.1.6)

In continuare prezentim majorantul optimal al solutiilor inegalitatii considerate de
Chandirov (a se vedea [§]). Majorantul obtinut de el nu este punct fix al operatorului A

corespunzator.

Teorema 4.1.2. Presupunem ca:
(i) f,q,h sunt functii continue pe J = [«, 5] ;
(i) g(t) >0,Vted
Avem:
(a) daca x € C|a, (] satisface inegalitatea:
t

z(t) < f(¢) —I—/ [g(s)x(s) + h(s)]ds, YVt € J, (4.1.7)

«

atunci:

t t

o) < s(@)expl [ g(s)ds) + [ 1£)+ b)) exp [ gls)dsyar (4.18)

« «

(b) daca x € C'|a, B] satisface inegalitatea:
t

() > () + / (9(s)2(s) + h(s)] ds, Vit € J. (4.1.9)

«

atunca:

t t

x(t)Zf(a)eXp(/ g(s)ds)+/ [f’(r)+h(r)]exp(/ g(s)ds)dr. (4.1.10)

« -

Remarca 4.1.2. Teorema ne da majoranti optimali pentru x(t), deoarece membrul

drept al inegalitatii este unicul punct fix al operatorului A corespunzdator.

Un alt exemplu este inegalitatea integrala de tip Bernoulli. Un majorant al solutiilor
inegalitatii integrale a fost obtinut de N. Lungu (a se vedea [44]). Noi obtinem un rezultat

similar prin tehnica operatorilor Picard.
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Teorema 4.1.3. ([21]) Presupunem ca:
(i) z € C([o, B, Ry), frg € Clo, B :
(ii) £(8) > 0, g(t) > 0, t € [o, 3]
(7ii) [(R+ ¢) My 4+ (R+ ¢)PMs] (B — ) < R, unde My, My, R sunt astfel incat:

St

x € B(ce,R) C (O]

Avem:

[F(B)] < My, [g(t)] < My, Vi € [ov, 5]

(a) existd o solutie unicd v* € B(c,R) a ecuatiei:

z(t)=c +/ [f(s)z(s) + g(s)xP(s)]ds, ¥V t € |o, B];

(b) dacd v € B(c,R) satisface inegalitatea:

atunci:

s <essl [ s9s) [+ 1-9) [ oty [p-1) [ rar] o

Vitelaf.

x(t) <c+ / [f(s)z(s) + g(s)xP(s)]ds, ¥V t € |, B];

(c) daci x € B(c,R) satisface inegalitatea:

atunca:

o) 2 el [ 151 ey [ gls) exp -1 [ s a

Vitela,pl.

£(t) > e+ / F(8)a(s) + g(s)2%(s)] ds, ¥ ¢ € [, 8]

30

-

-
bS]

75] 7]R+>7 HHT) = ‘T(t) S R-F:\V/t € [Oé,ﬂ] va € R*\{l}

(4.1.11)

(4.1.12)

. (4.1.13)

(4.1.14)

(4.1.15)



4.2 Rezultate Optimale in Forma Generica

In aceastd sectiune avem o inegalitate de tipul z < A(x) pentru care majorantul optimal
x% nu poate fi exprimat explicit, dar este prezentat intr-o forma generica. In unele cazuri
particulare exista expresii explicite ale lui % (a se vedea [22]), iar noi prezentam unele

dintre ele.

Teorema 4.2.1. (Inegalitate de tip Wendroff, [{1], a se vedea de asemenea [§], [40],
151, [56]) Presupunem ca:

(1) ¢ € C([0,a] x [0, 5], Ry), a € Ry;

(ii) ¢ este crescatoare.

Daca x € C([0,a] x [0, 5]) este o solulie a inegalitatii:

x(t,t2) <a+ / 1 / 2 (s, t)x(s,t)dsdt, t, €[0,a], t2 € [0, 0], (4.2.1)
o Jo

2t ts) < aexp (/Ot /Otz go(s,t)dsdt) | (4.2.2)

|w>7—7§)7 unde D = [0,0é] X [076]7 si || ) ||T este norma

atuncai:

Consideram (X, —, <) := C(D,
Bielecki in C'(D):

|||, = mgx(|x(t1,t2)| exp(—7(t1 +12))), TeRL. (4.2.3)
Operatorul A : X — X corespunzator este definit prin:
t1 to
A(z)(t1,t2) == a —l—/ / (s, t)x(s,t)dsdt, (t1,t2) € D. (4.2.4)
o Jo
Acest operator este un operator Picard crescator, dar functia:

(b, 12) — aexp ( /0 ! /0 § <p(s,t)dsdt) (4.2.5)

nu este punct fix al operatorului A. Astfel am demonstrat urmatoarea remarca:

Remarca 4.2.1. Membrul drept al relatiei nu este punct fiz al operatorului A,
deci Teorema [4.2.1] nu este o consecinta a Lemei Abstracte Gronwall[2.0.2,
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Pe de alta parte, Lema Abstracta Gronwall ne permite sa gasim un majorant
optimal teoretic, de tipul membrului drept al relatiei (4.2.2)), fara insa sa gasim o forma

explicita a acestuia.

Teorema 4.2.2. (a se vedea [22]) Presupunem ca:

(i) € C([0,0] (0,6, Ry), a € R,

(ii) ¢ este crescatoare.

Daca x € C([0,a] x [0,8]) este o solutie a inegalitatii (4.2.1]), atunci x(t1,ts) <
% (t1,t2), unde % (t1,t2) este unicul punct fix al operatorului A corespunzator definit

prIin .

In cele ce urmeaza prezentam cazuri particulare ale inegalitatii (4.2.1]), pentru care

deducem majoranti optimali ai solutiilor. Unul dintre ele este urmatorul:

Exemplul 4.2.1. (Inegalitatea Wendroff pentru p(ti,t2) = 1, a se vedea [22])
Fiea € Ry sic € R. Daca x € C(D,R,) este o solutie a inegalitatii:

t1 to
x(ty,te) < a-+ 62/0 /0 x(s,t)dsdt, (4.2.6)

cu conditiile:

IL’(thO) = ZL‘(O,tQ) =a, t€ [O’a]v o € [O,B],

atunca:

2(ty,ts) < aexp(c®tity), ¥ty € [0,0],t5 € [0, B]. (4.2.7)
In acest caz operatorul corespunzator A : X — X este dat de:
t1 to
A(x)(t1,t2) == a + 02/ / x(s,t)dsdt, t; €10,a], t2 € 0,0]. (4.2.8)
o Jo
Acest operator este operator Picard crescator, dar functia:
(tl, tg) — anp(Cztth)

nu este punct fix al operatorului A.

Utilizand Teorema obtinem:

l’(tl,tg) S l’;(tl,tg), (429)
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unde punctul fix % (t1,t2) este (a se vedea [£6], [49]):
qu@lu tz) =a Jo(QC\/ tltg). (4210)
Aici Jo(2¢v/T1t2) este functia Bessel.

In acest capitol am utilizat Lema Abstracta Gronwall ca sa gasim majoranti optimali ai
solutiilor unor inegalitati specifice. Pentru cateva solutii majorantii au fost gasiti explicit,
in timp ce pentru altele a fost demonstrata doar existenta acestora. Sunt prezentate
si unele exemple de inegalitati Wendroff pentru care majorantii solutiilor au fost dati
explicit, chiar daca pentru forma generala a inegalitatilor Wendroff majorantii nu pot fi

gasiti efectiv.
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Capitolul 5

Aplicatii la Studiul Solutiilor si la
Stabilitate

In acest capitol prezentam cateva aplicatii ale Lemei Abstracte Gronwall la diverse ine-
galitati diferentiale. Aplicam, de asemenea, o lema Gronwall specifica la studiul diferitelor
tipuri de stabilitati Ulam pentru ecuatii hiperbolice de ordinul doi. Rezultatele acestui

capitol pot fi gasite in [23] si [24].

5.1 Aplicatii la Studiul Solutiilor unor Inegalitati

In aceasti sectiune consideram diferite tipuri de ecuatii diferentiale la care adaugam
conditii pe frontiera. Rezulta astfel probleme Darboux. Demonstram existenta si unic-
itatea solutiilor acestor probleme. Utilizand Lema Abstracta Gronwall demonstram de
asemenea ca solutiile acestor probleme Darboux sunt majoranti optimali pentru functiile

care satisfac inegalitatile diferentiale corespunzatoare.

5.1.1 Inegalitati Hiperbolice de Ordinul Doi

Ecuatiile si inegalitatile hiperbolice reprezinta un vast domeniu al Ecuatiilor cu Derivate

Partiale, avand multe aplicatii practice. Ele au fost studiate de multi autori ( a se vedea
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[26], [35], [46], [49], [75] si altele).

In aceasti subsectiune studiem comportamentul calitativ al solutiilor unor ecuatii
hiperbolice de ordinul doi.

Fie a > 0, 8 > 0, D := [0,a] x [0,3] si B un spatiu Banach real sau complex.

Consideram urmatoarea inegalitate hiperbolica:

62 8 @ .
8t1§t2(t17t2> S f(t17t27x(t17t2)7a_z(t17t2)7a_z(tl,tQ))7 \V/ <t17t2) - D (511)
si problema Darboux:
62 6 8 .
8t1§t2 (tlth) = f(tlatan<t1;t2>;a__i(tlgt2>,a_j;(t1,t2>)7 v (t17t2) - D (512)

(

z(t1,0) = ¢(t1), ¥V t1 € [0,q];
 2(0,t5) = ¥(ta), V ta € [0, 5] ; (5.1.3)
| #(0) = %(0),

unde f: D x B3 — B, ¢ € C([0,a],B), v € C'([0,4],B), z € CY(D,B) si ;T c
C(D,B).

Demonstram existenta si unicitatea solutiei problemei Darboux ((5.1.2) + ([5.1.3)) prin

metoda operatorilor Picard si, de asemenea, dam un rezultat de tip Gronwall pentru
inegalitatea (5.1.1). In cazul B:=R aceast inegalitate a fost studiati in [49], [46] s.a.m.d.

Aici prezentam rezultatul in cazul general al unui spatiu Banach oarecare.

5.1.2 Inegalitati Hiperbolice de Ordinul Trei

In aceasta subsectiune generalizam rezultatele obtinute in sectiunea precedenta pentru

ecuatii hiperbolice de ordinul doi pentru ecuatii hiperbolice de ordinul trei.

5.1.3 Inegalitati Pseudoparabolice

Ecuatiile si inegalitatile pseudoparabolice reprezinta un capitol important al Ecuatiilor
cu Derivate Partiale, cu multe aplicatii practice in electromagnetism, conducerea caldurii

etc (a se vedea [43], [46], [49], [73] etc).
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In aceasta subsectiune consideram urmatoarea inegalitate pseudoparabolica:

Pz Oz 0*x

at28t2 (t1,t2) < F(ty,te, x(tq,t2), ot —(t1, t2), 8t2 (t1,t2)), (t1,t2) € D, (5.1.4)
si problema Darboux corespunzatoare:
Px O 9%z B
8t2(9t2 (t1,t2) = F(t1,ta, x(t1,ta), ot — (1, t2), (%2 (t1,t2)), (t1,t2) € D, (5.1.5)

.

2(t1,0) = h(t)), ¥ t1 € [0,q]
2(0,t2) = g1(t2), V t2 € [0, A] (5.1.6)
82(0,t2) = ga(t2), ¥ 2 € [0, 4],

unde D :=[0,a] x [0,8], F € C(D x R3R), h € C*[0,a], g1, g2 € C*[0, 8], x € C*(D),
5. sz € C(D), h(0) = 1'(0) = g1(0) = g2(0) = 0.

Aphcam tehnica operatorilor Picard ca sa demonstram existenta si unicitatea solutiei

problemei Darboux ((5.1.5)+(5.1.6) si dam un rezultat de tip Gronwall pentru inegali-

tatea 1) Mai mult, utilizam functia Riemann ca sa reprezentam solutia problemei

Darboux (5 + 6f) in cazul unor ecuatii pseudoparabolice specifice. Rezultatele sunt

prezentate in [23].

Pe parcursul acestei subsectiuni presupunem ca:

a>0,8>0siD:=1[0,a] x[0,8].
Teorema 5.1.1. (a se vedea [23]) Presupunem ca:

(i) F € C(D x R%,R);

(i1) exista Ly > 0 astfel incat:
|F(t17t2,U1,U1,w1) - F(t17t2)u27v27w2>| S LF maX(|U1 - U2| ; |U1 - U?l ) |w1 - w2|)7

Y (t1,t3) € D siug, v, w; € R, 6 € {1,2);
(1ii) h € C*[0,a], g1,92 € C1[0, 5] ;
(iv) F(ti,ta,,-,-) : R® = R este crescitoare, ¥ (t1,t3) € D.
Atunci:

(a) problema Darbouz (5.1.5)+(5.1.6) are o solutie unicd x*(t1,t2);
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(b) daca x(t1,t5) satisface inegalitatea cu conditiile pe frontierd , atunci:
.ZC(tl, tg) S x*(tl, tg)

In ultima parte a acestei subsectiuni consideram cateva exemple de inegalitati de
tipul (5.1.4). Din Teorema rezulta ca orice solutie a unei astfel de inegalitati este
marginita de solutia problemei Darboux corespunzatoare, pe care o rezolvam explicit in

termenii functiei Riemann. In acest rezumat prezentam un astfel de exemplu.

Exemplul 5.1.1. Consideram inegalitatea (5.1.4) in cazul
F=2r— ?927% (a se vedea [23], [19], de asemenea [73]):

Px ox Px
Ot20t, < o - . .
9801, (b t2) < 5 (81, 12) o (t1, t2), (5.1.7)

st problema Darbouz corespunzatoare:

P ox 0*x
02015 (t1,t2) a_tg(tl’tz) + a—ﬁ(th ty) =0, (5.1.8)
cu condituile pe frontiera ((5.1.6)) .
Cu notatia
Px o 0*x

L = - i

( x)(t17t2) (%%8152 <t17t2) 8t2 (tlatQ) + at% <t17t2)
ecuatia devine:

Lz = 0.

Din Teorema rezulta cd problema (5.1.8) + (5.1.6) are o solutie unica x*(t1,ta), iar
daca x(ty,ty) este o solutie a problemei (5.1.7) + (5.1.0), atunci:

$(t1,t2) S l‘*(tl,tg). (519)

In acest caz solutia x*(t1,t2) poate fi reprezentata cu ajutorul functiei Riemann v(ty,ts),

care este solutie a ecuatiei adiacente (a se vedea [49], [73], [46]) :

. D3v dv 0*v
(L ’U)(tl,t2> = M(tl,tg) — a-@(?ﬁ,tg) — a—t%(tl,t2> =0.
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Solutia x*(t1,ts) este:
t1
a*(t1,12) = h(t) —/ W (s)vs(s, 0;t1, ta)ds

to ‘

+/ (g5 (8)ve (0,85 81, t2) — g7 (£)vse (0, 85 81, 82)] dt
0
to

+ [ mOu.60.0) - gOu0. 60 L)
0

unde v(t1,t2) este functia Riemann corespunzatoare ecuatiei L*v = 0.

5.2 Aplicatii la Stabilitati de Tip Ulam ale Ecuatiilor
Hiperbolice

In aceasti sectiune aplicam urmatoarea lema de tip Gronwall pentru a obtine rezultate
de stabilitate Ulam-Hyers si stabilitate Ulam-Hyers-Rassias generalizata pentru ecuatia

cu derivate partiale de tip hiperbolic studiata in subsectiunea 5.1.1 a acestui capitol.

Lema 5.2.1. (a se vedea [{1], also [56]) Presupunem ca:
(7’) T,¢,9 € C(Rﬁ—aR-ﬁ-)a

(i) pentru fiecare t > to avem:
t
o0 <g0)+ [ pls)als)ds
to
(7i) g(t) este pozitiva si crescatoare.
Atunci:

z(t) < g(t) exp/ o(r)dr, ¥t > t.

Rezultate de stabilitati Ulam pentru ecuatii functionale sunt bine cunoscute (a se
vedea, de exemplu, [15], [34], [38], [67], [68]).
incepem prin a prezenta cateva definitii si rezultate de stabilitati de tip Ulam.

Pe parcursul acestei sectiuni consideram:
>0, o, € (0,00], ¢ € C([0,) x [0,8),Ry),
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unde (B, |-|) este un spatiu Banach real sau complex.

Consideram urmatoarea ecuatie cu derivate partiale de tip hiperbolic:

821' a a
8t18t2 (t17t2) - f(tht?a CC(tth) 3t1 (tlatQ) 8t2 (tl; tg))

pentru 0 <t < a, 0 <ty < B, unde f € C ([0,a) x [0, 3) x B? B).

De asemenea, consideram urmatoarele inegalitati:

v t € [0,&)7 ty € [0,6)

&y dy dy
<
atlatQ <t17t2) f(t17t27y(t17t2) atl (tlth) 8t2 (t17t2>) < g,
62 a a
8t1gt2 (t1:t2) = f(t1 t2, y(tr, t2), 83 (t1,t2), atyQ (t1,t2))| < (t1,ta),
62 8 8
S o 12) = F(tn (b, 1), 22 (10, 0), 52 (0, 12))] < gl ),

(5.2.1)

(5.2.2)
(5.2.3)

(5.2.4)

Avem nevoie de urmatoarele definitii si rezultate (a se vedea [87], [90] si [89])

Definitia 5.2.1. Spunem ca o functie x este solufie a ecuafiei daca © €

C((0,0) % [0,6) N C([0,0) X [0,)), 722 € C([0,0) x [0, 5)) si @ satisface

5.2.1).

Definitia 5.2.2. Spunem ca ecuatia este Ulam-Hyers stabila daca exista numerele

reale C}, C’% st C’;’ > 0 astfel incat pentru orice € > 0 si pentru orice solutie y a inegalitatii

, existd o solufie x a ecuatiei cu:

¢

|y(t17t2> - $(t17t2>| S C}gv v tl S [0,0(), v t2 S [07/6)7

2 (1) — 22 (11, 12)| < Ce, Yt € [0,0), ¥ 12 € [0,),

0 x
sty t2) — g—b(tl,b)

< Cfe, Vit €[0,a), Vi, €0,0).

(5.2.5)

Definitia 5.2.3. Spunem ca ecuatia este Ulam-Hyers-Rassias generalizat stabila

daca exista numerele reale C’}W C]%#p St C?#p > 0 astfel incat pentru orice € > 0 si pentru

orice solutie y a inegalitatii exista o solutie T a ecuatiel cu:
(
|y<t1at2> - x(tlat2>| < O},¢<P(t17t2)7 v i1 € [0,(1), v ly € [07/3)7
0 z
st t2) — g—tl(tl,b)

0 x
e (t,t2) — g—b(tlytz)

< CFp(th ), Vi €0,a), Vi, €|0,p),

< C}O),gpgp(tlth)y v t € [0,0é), A to € [076)
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Introducem urmatoarele notatii:

ox ox

z1(t1,t2) = a—tl(thtz), To(ty, ty) = 8_152(t1’t2)7
0 0
yl(tlth) = a_tyl(tlatQ)v y2(t17t2) = a_tgi(tlth)'

In ceea ce urmeazi dim un rezultat de existenta si unicitate a solutiei ecuatiei ((5.2.1)
si, de asemenea, un rezultat de stabilitate Ulam-Hyers pentru aceeasi ecuatie in cazul

a < oosif < oo.

Teorema 5.2.1. Presupunem ca:
(i) a < o0, < o0;
(ii) f € C([0,a] x [0, 8] x B, B);

(111) exista Ly > 0 astfel incat:
| f(t1,ta, 21, 20, 23) — f(t1,ta, ta, o, t3)| < Lymax{]z; — ] i =1,2,3}, (5.2.7)

v l € [0704], o € [076] §Z 217Z27Z37t17t2at3 € B.
Atunci:

(a) pentru ¢ € CH([0,a],B) si ¢ € C([0, 8], B) ecuatia are o solufie unicd care

satisface:

$(t1,0) = ¢(t1), Vi € [0,0é], (528)

§t

(b) ecuatia este Ulam-Hyers stabila.

Remarca 5.2.1. Daca o = oo sau [ = oo, atunci ecuafia nu este Ulam-Hyers

stabila.

In urméitoarele consideriim ecuatia hiperbolicd l} si inegalitatea 1D in cazul

a = o0 gl B = 00, si demonstram stabilitatea Ulam-Hyers-Rassias generalizata a ecuatiei

(5.2.1).
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Teorema 5.2.2. Presupunem ca:
(i) f € C([0,00) x [0,00) x B®, B);
(ii) exista Iy € C*([0,00) x [0,00),Ry) astfel incat:

|f(t1,ta, 21, 22, 23) — f(t1, ta, ta, Lo, t3)| < lp(ty, te) max{|z; — t;| i = 1,2,3},  (5.2.10)

v t1,t9 € [0,00);

(i) exista )\30, )\i, )\i > 0 astfel incat:

(
t1 i

0 Jo

L2 (b, t)dt < N2p(tr, 1), Y t, b € [0, 00), (5.2.11)

(s, t)dsdt < A(lpgo(tl,tg), V t1,ts € [0,00),

\ gl (s, t)ds < )\igo(tl,tg), Y ty,ty € [0,00);

(i) ¢ : Ry x Ry — Ry este crescatoare.
Atunci ecuatia cu o = 0o §i B = oo este Ulam-Hyers-Rassias generalizat

stabila.
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