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Introducere

Una dintre cele mai utilizate tehnici de investigare a existentei solutiilor
pentru ecuatiile neliniare este data de metodele de continuare. Acestea au
la baza teoremele de tip Leray-Schauder, numite si teoreme de continuare si
reprezinta un instrument deosebit de puternic de studiu al ecuatiilor opera-
toriale, in particular al ecuatiilor functional-diferentiale neliniare. In esenta,
metodele de continuare garanteaza existenta unei solutii pentru o ecuatie
data plecand de la solutia unei ecuatii mai simple. Astfel, daca A i A sunt
doua multimi astfel incat A C A, si F': A — A este o aplicatie, pentru a
rezolva ecuatia de punct fix

F(r) =z, (*)
vom asocia acestei ecuatii o alta ecuatie, "mai simpla”
G(z) = . (**)

Folosindu-ne de o omotopie, adica de o aplicatie H : A x [0,1] — A care face
legatura intre F' si G prin egalitatile

teoremele de continuare contin conditii prin care se garanteaza ca o solutie a
ecuatiei mai simple (**) poate fi ”continuata” la o solutie a ecuatiei initiale
().

Metodele de continuare au fost abordate pentru prima data de catre
H. Poincaré [64],[65] la inceputul secolului XX pentru a studia existenta
solutiilor periodice pentru un sistem dinamic si concomitent de catre S.
Bernstein[3] pentru a studia existenta solutiilor unor ecuatii diferentiale de
ordinul doi prin tehnica marginirii ”a priori”. O formulare abstracta a prin-
cipiului de continuare a fost data pentru prima data de catre J. Leray si J.
Schauder[37] in termenii teoriei gradului topologic.

Teorema 1 [37] Fie (X, |-|) un spatiu Banach, U C X o submultime marginitd,
deschisd, cu 0 € U si fie H : U x [0,1] — X o aplicatie complet continud.
Presupunem ca urmatoarele conditii sunt indeplinite:

(a) H(x,\) # x pentru orice x € OU gi orice A € [0, 1];

(b) VLS(J - H(a 0)7 U’ O) 7£ 0.
Atunci, exista cel putin un x € U astfel incat H(x,1) = x. Mai mult,

vis(J — H(-,0),U,0) = vs(J — H(-,1),U,0).



Aici, am notat cu J : X — X aplicatia identica si prin vy ¢(F, U, 0) intelegem
gradul Leray-Schauder al aplicatiei F' in raport cu multimea U si originea 0.

Ulterior, A. Granas|21]|, a formulat o versiune fara notiunea de grad,
versiune cunoscuta sub numele de Principiul de Transversalitate Topologica.
In locul conditjiei (b) se cere in schimb ca H(-,0) sa fie o aplicatie esentiald.
Se spune ci o aplicatie F': U — C este esentiald daca ea nu are puncte fixe
pe OU si orice aplicatie G : U — C complet continua cu care este egali pe
OU are cel putin un punct fix in U.

Teorema 2 [21] Fie (X, |-|) un spatiu Banach, U C X o submultime mdrginitda,
deschisd, cu 0 € U si fie H : U x [0,1] — X o aplicatie complet continud.
Presupunem ca urmatoarele conditii sunt indeplinite:

(a) H(x,\) # x pentru orice x € OU gi orice t € |0, 1];

(b) H(-,0) este esentiala.
Atunci, exista cel putin un x € U astfel incat H(xz,1) = x. Mai mult, H(-,1)
este de asemenea esentiald.

Principiul lui Leray-Schauder si Principiul de Transversalitate Topologica
sunt doua instrumente puternice de lucru in cazul in care se doreste lo-
calizarea solutiei intr-o multime convexa, inchisa (de obicei o bila inchisa
de o raza R data).

In cazul in care se doreste o mai bund localizare a solutiei intr-o coroans
circulara delimitata de doua numere reale 0 < r < R, sau existenta mai
multor solutii, se poate utiliza un alt instrument de lucru, Teoremele de tip
Krasnoselskii in conuri. Introduse pentru prima data in anul 1960 de catre M.
Krasnoselskii[35], aceste rezultate asigura existenta unei solutii intr-o coroana
circulara pentru o clasa larga de ecuatii neliniare, in conditiile in care K este
un con intr-un spatiu liniar normat iar operatorul implicat F': K — K este
de tip compresiv

{ || £ ()

sau de tip expansiv

{ || F ()] < [|]| pentru |[z]]
| ()] = [[«]| pentru [|z[| = R.

Dupa cum se observa mai sus, conditiile de tip compresiv-expansiv sunt
impuse aplicatiei F' doar in punctele de pe frontiera coroanei circulare K, g
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in timp ce punctelor din interiorul coroanei li se impune doar sa ramana in
interiorul conului K prin aplicatia F.

Aceste rezultate au fost extinse de catre R. Precup[66](vezi de asemenea
R. Precup[67]) sub forma unei versiuni vectoriale a Teoremei lui Krasnoselskii
pentru sisteme de ecuatii. Aceasta permite ca termenii neliniari ai sistemului
sa aiba comportari diferite atat pe componente cat gi in raport cu variabilele,
independent una de cealalta.

Tehnica conventionala de aplicare a principiilor de tip Leray-Schauder,
de Transversalitate Topologica si a teoremelor de tip Krasnoselskii pentru
a obtine localizarea ”a priori” a solutiilor este de a rescrie problema ca si
o ecuatie integrala, de obicei folosind o functie Green. Desi functiile Green
sunt specifice ecuatiilor de ordinul doi, este posibil sa se construiasca o astfel
de functie si in cazul ecuatiilor de ordinul intai de forma

2 (1) = a(t)x(t) — f(2).

Acest tip de ecuatii este des intalnit in literatura de specialitate (a se vedea
(2], [7], [8], [19], [24], [25], [30], [31], [32], [34], [38], [39], [43], [44], [45],
[49], [50], [51], [52], [53], [63], [76], [77], [79], [80], [81], [82], [85], [87], [89)],
91], [90], [92]), diferite forme particulare ale lor modeland fenomenele de
dinamica populatiilor. Cel mai simplu exemplu in acest sens, este dat de

ecuatia logistica
2 () = r(®)a(t) (1 - ;((tt))) |

ecuatie ce reprezinta un model comun pentru evolutia in timp a populatiilor.
Aici

x(t) reprezinta numarul de indivizi din populatie la momentul ¢,

r(t) reprezinta rata nasterilor( numarul de nou nascuti) la momentul ¢,

K (t) reprezinta capacitatea de sustinere a mediului.
Aceeasi ecuatie poate fi folosita si pentru a modela cresterea tumorilor in
medicina, evolutia retelelor neuronale, evolutia reactiilor autocatalitice si alte
fenomene.

In cazul sistemelor de ecuatii, ecuatia logistica este implicata in modelul
Lotka-Volterra

_ QT(t) + Oélg(t)
Ki(t)

_y(@) + o (2)
Ks(1)



Aici

x(t),y(t) reprezintda numarul de indivizi din cele doua populatii la mo-
mentul ¢,

r;(t) reprezinta rata de crestere a speciei ¢ la momentul ¢,

K;(t) reprezinta capacitatea de sustinere de catre mediu a speciei i,

«; ; reprezinta efectul pe care specia j il are asupra speciei ¢.
In functie de semnul coeficientilor «;; se disting doua situatii:

a;; > 0, caz in care spunem ca avem un model de competitie (de tip
prada-pradator),

a;; <0, caz In care spunem ca avem un model de convietuire (mutual-
ism).

Scopul acestei teze este de a studia existenta solutiilor periodice pozitive
pentru ecuatii functional-diferentiale neliniare de ordinul unu de forma
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z (t) = at)x(t) — F(x)(t),

si pentru ecuatii de ordinul doi de forma

precum si pentru sistemele de ecuatii corespunzatoare.
Vom rescrie ecuatiile, respectiv sistemele, sub forma unor probleme de punct
fix sau, alternativ, ca si probleme de coincidenta. Acestor probleme le vom
aplica teoremele de punct fix ale lui Leray-Schauder si Krasnoselskii, precum
si variante ale acestor rezultate abstracte pentru ecuatii de coincidenta.
Aceasta teza este structurata pe 3 capitole, iar fiecare capitol in parte
contine mai multe sectiuni.
Capitolul 1: Preliminarii.
In acest capitol sunt prezentate cele doua rezultate abstracte din teoria punc-
tului fix care sunt folosite in demonstratiile de pe parcursul lucrarii: Prin-
cipiul lui Leray-Schauder si Teorema lui Krasnoselskii in conuri, precum si
diferite variante i extinderi ale acestora.

Capitolul 2: Solutii periodice pentru ecuatii functional-diferentiale.
In acest capitol se dezvolta o teorie unitara asupra problemei existentei
solutiilor periodice pozitive pentru ecuatii functional-diferentiale de ordinul
intai.
Pentru inceput, in prima sectiune sunt prezentate rezultate de existenta a
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solutiilor pozitive obtinute folosind Principiul lui Leray-Schauder; rezultate
preluate din lucrarea [58]. Acestea vor constitui punctul de plecare in dez-
voltarea rezultatelor prezentate in sectiunea 3.1

In urméitoarele dous sectiuni este introdusa functia lui Green si se con-
struieste problema de punct fix echivalenta, pentru ca in sectiunea a treia sa
se localizeze solutiile periodice prin intermediul Teoremei lui Krasnoselskii in
conuri. De asemenea sunt prezentate mai multe aplicatii ale rezultatelor
obtinute, inclusiv la ecuatia logistica. Contributiile personale in aceasta
sectiune sunt date prin 4 leme si 5 teoreme. Aceste rezultate sunt continute
in lucrarea V. Dincuta [14].

In sectiunea 4, este demonstrata o versiune a Teoremei lui Krasnosel-
skii pentru ecuatii de coincidenta, iar in sectiunea urmatoare se aplica acest
rezultat abstract la cazul ecuatiilor de ordinul intai studiate in sectiunile an-
terioare. Se va observa la final, ca indiferent de metoda aplicata, rezultatele
obtinute sunt asemanatoare. Contributiile in aceasta sectiune sunt date in
6 leme si Teoremele 2.5.1, 2.6.1; rezultatele fiind continute in lucrarea V.
Dincuta [11].

Capitolul 3: Solutii periodice pentru sisteme functional-diferentiale.
In acest capitol se extind rezultatele din capitolul 2 la sisteme de ecuatii.

Pentru inceput, este studiata existenta solutiilor prin intermediul Prin-
cipiului lui Leray-Schauder. Rezultatele de aici extind pe cele datorate lui D.
O’Regan si M. Meehan [58]. Construim pentru inceput un principiu general
de existenta iar mai apoi aplicam acest principiu la un operator integral cu
intarzieri. La final, sunt prezentate mai multe cazuri particulare ale acestui
operator, precum si o aplicatie la ecuatii de ordin superior ce se reduc la
sisteme de ecuatii de ordinul intai. Contributiile noastre in aceasta sectiune
sunt Teoremele 3.1.1, 3.1.2 si alte 5 forme ale acestora in diferite cazuri par-
ticulare. Aceste rezultate sunt continute in lucrarea V. Dincuta [13].

Sectiunea 2 a acestui capitol trateaza sistemele de ecuatii de ordinul intai
prin intermediul Teoremei vectoriale a lui Krasnoselskii. Rezultatele prezen-
tate le extind in mod natural pe cele obtinute in sectiunea 3 din capitolul 2,
permitand termenilor neliniari sa aiba comportari subliniare si supraliniare
diferite in argumente. La final, dam cateva aplicatii ale acestor rezultate,
inclusiv la sisteme de tip Lotka-Volterra. Contributiile noastre in aceasta
sectiune sunt date prin 8 leme si 3 teoreme.

In sectiunea 3 prezentam rezultate de existenta pentru sisteme de ecuatii
de ordinul doi obtinute prin intermediul Teoremei vectoriale a lui Krasnosel-



skii. Pentru inceput solutiile se cauta intr-o coroana circulara data, pentru ca
mai apoi sa se construiasca un rezultat de existenta in conditii asimptotice.
Rezultatele din aceasta sectiune le extind pe cele din lucrarea lui D. O’Regan
si H. Wang [61]. Contributiile personale in aceasta sectiune sunt date prin
13 leme si Teoremele 3.3.1, 3.3.2, 3.3.3. Aceste rezultate sunt continute in
lucrarea V. Dincuta [16].

In sectiunea 4, este demonstrata o versiune abstracta a Teoremei vec-
toriale a lui Krasnoselskii pentru sisteme de ecuatii de coincidenta, iar in
sectiunea urmatoare se aplica acest rezultat abstract la cazul sistemelor de
ecuatii de ordinul intai studiate in sectiunile anterioare. Aceste rezultate le
extind pe cele din sectiunile 4 si 5 din capitolul 2, gi se observa din nou,
ca indiferent ca aplicam Teorema lui Krasnoselskii sau privim problema din
perspectiva sistemelor de ecuatii de coincidenta, rezultatele obtinute sunt
asemanatoare. Contributiile noastre in aceste sectiuni sunt date prin 10
leme si Teoremele 3.4.1, 3.5.1. Aceste rezultate sunt continute in lucrarea V.
Dincuta [12].



1 Preliminarii

Acest capitol contine principalele rezultate abstracte utilizate pe parcursul
acestei lucrari in demonstratii.

2 Solutii periodice pentru ecuatii functional-
diferentiale

Scopul acestui capitol este de a dezvolta o teorie unitara asupra problemei
existentei solutiilor periodice pentru ecuatii functional-diferentiale de forma

7 (1) = aft)e(t) — F@)(t), 2.1)
unde a € Cr(R,R;) este neidentic nula si F' : Cr(R) — Cp(R) este un

operator continuu.

2.1 Solutii periodice via principiul lui Leray-Schauder

Rezultatele din acest paragraf sunt prezentate pe larg in lucrarea lui M.
Meehan si D. O’Regan[58] si constituie sursa de inspiratie pentru rezultatele
construite in paragraful 3.1.

Consideram ecuatia

x (t) = a(t)y(t) + N(y)(t),a.p.t. t € [0,T]. (2.2)

Printr-o solutie a acestei ecuatii vom intelege o functie y € AC[0,T] cu
y(0) = y(T) si care satisface ecuatia (2.2) aproape peste tot in [0, 7.

Teorema 2.1.1 [58]] Presupunem ca
N : C[0,T] — L'0,T] este un operator continuu, (2.3)

pentru orice constantd A > 0 existd ha € L0, T] astfel incat
pentru orice y € C[0,T] cu |ly||, = sup |ly(t)]] < A (2.4)
t€[0,T]

avem ||N(y)(t)|| < ha(t) a.p.t. t €[0,T],



St

T
—/ a(s)ds
a € L'0,T] astfel incit e Jo # 1. (2.5)

In plus, presupunem cd existd o constantd M independentd de \ cu lyll, #
M pentru orice solutie y € AC[0,T] a problemei

{ y'(t) —a(t)y(t) = AN(y)(t) a.p.t. t € [0,T]
y(0) = y(T)

si orice A € (0,1).
Atunci ecuatia (2.2) are cel putin o solutie y € AC[0,T] astfel incat
lylly < M.

Folosind acest principiu, se obtine urmatorul rezultat general de existenta.

Teorema 2.1.2 [58]] Presupunem cd sunt indeplinite (2.3), (2.4) si (2.5).
In plus, presupunem ca sunt satisfacute urmatoarele conditii

{ existd o functie continud 1 : [0,00) — (0,00) s1 ¢ € L0, T] cu
IN(y)(@)]| < é(@)e(lyly) a.p-t. x €[0,T] si orice y € C[0,T],

§l .
cES(ldl,Izo) w ~ ko’
unde
= ; Ssu @ t S S S L ' S S S
TG ] te[o?}]{ 7, v+ g [ b0 }
St

b(t) = - /Ot a(x)d:c'

Atunci ecuatia (2.2) are cel putin o solutie in AC[0,T].

In continuare, este dat un rezultat de existenta a solutiilor ecuatiei



unde operatorul NV este dat prin
N(y)(t) = r(t)+y(t)g(t,y)) + bt y(t)) (2.7)
+ [t s) il p(s)as

+/O ka(t, 8) fa(s, y(s))ds, apt. ¢t €[0,T].

2.2 Functia lui Green pentru problema periodica

Desi, in general, functia lui Green este specifica ecuatiilor diferentiale de
ordinul doi, o asemenea functie se poate construi si in cazul ecuatiei de ordinul
intai (2.1).

In cele ce urmeaza, consideram functia lui Green, data prin relatia

G(t,s) = ¢! -
/a(T)dT
l1—e ©
Daca notam
T
- [ a(r)dr
0=e O <1,

este evident ca functia lui Green este marginita si satisface inegalitatile

O<L§G(t,s)§

T3 , pentru orice s € [t,t + 1. (2.8)

1—-9¢

2.3 Reducerea problemei periodice la o problema de
punct fix

Lema 2.3.1 O functie x € Cp(R) este solutie a problemei

£ (t) = a(t)(t) — £
{ £(0) = «(T) (2:9)
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daca st numai daca
t+T

x(t) = /G(t, s) f(s)ds, (2.10)

unde f € Cp(R) este o functie arbitrard.

Observatie 2.3.1 Folosind lema de mai sus este evident ca o functie x €
Cr(R) este solutie pentru ecuatia (2.1) dacd si numai daca este solufie a
ecuatier integrale

4T

z(t) = /G(t,s)F(x)(s)ds. (2.11)

t

2.4 Localizarea solutiilor periodice pozitive cu ajutorul
teoremei lui Krasnoselskii

In aceasti sectiune vom studia existenta solutiilor periodice pozitive, pentru
ecuatia (2.1), ce satisfac conditia r < ||z|| < R, unde 0 < 7 < R sunt numere
reale date. Rezultatul principal al acestui paragraf este urmatorul.

Teorema 2.4.1 [V. Dincuta [14]] Presupunem ca pentru doud numere r
st R cu 0 <r < R, este satisfacuta una dintre relatiile:
[ F este crescatoare,

1—90
<
(@) "=
1—
in F' > _—R:
| i, (OR)(t) 2 —=&;
[ F este crescatoare,
1—-9
1 >
(a.2) { i EONE) 2 "
1—
F < ——R:
| B (R)(t) < —— R
[ F este descrescatoare,
1—9
<
(@) T = T
1—
min F(R)(t) > ——R;

t€[0,7] oT
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I este descrescatoare,

1-9
in F t) >
(ag) § EoH T2
1-9
F(OR)(t) < ——R.
ax FOR)(t) < ——R
Atunci exista cel putin o solulie periodica pozitiva x a ecuatiei (2.1) astfel

incat r < ||z|| < R.

T,

In continuare sunt prezentate 4 exemple, printre care se regasesc gi doua
aplicatii la modelul logistic.

Exemplu 2.4.1

Consideram modelul logistic in forma sa clasica

(2.12)

unde a, K sunt functii continue pozitive, nenule si 7" > 0.
Folosind Teorema 2.4.1 se obtine urmatorul rezultat.

Teorema 2.4.2 Daca exista doua numere r si R astfel incat

1= 1=

rs @y < oy = F
T — 03T min ——*
o) K (1) o) K (1)

atunci ezista o solufie periodicd pozitiva x a problemei (2.12) ce satisface
r < [lzf] < R.

Exemplu 2.4.2

Consideram modelul logistic generalizat pentru o singura specie

2 (t) = x(t)[a(t) — b(t)z(t) — c(t)(t — 7(1))]
{ +(0) = 2(T) (2.13)

unde a, b, ¢, 7 sunt functii continue pozitive gi T' > 0.
Folosind Teorema 2.4.1 se obtine urmatorul rezultat.
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Teorema 2.4.3 Daca exista doua numere r si R astfel incat

1—90 1—96
r < < <
< 3 . <
Ttrer%éa%] b(t) +c(t)] o Ttg[lolg] [b(t) + c(1)]

atunci exista o solutie periodica pozitiva x a problemei (2.18) ce satisface
r<|lz]| < R.

2.5 Teorema lui Krasnoselskii pentru ecuatii de coincidenta

Pentru inceput se construieste o versiune a teoremei lui Krasnoselskii pentru
probleme de coincidenta. Studiem existenta solutiilor periodice pozitive, intr-

un con, pentru ecuatia
Lz =T(x), (2.14)

unde L este o aplicatie liniara iar 7' este un operator neliniar. Aici L, T :
X — Y, unde X este un spatiu Banach iar Y este un spatiu normat.

Teorema 2.5.1 [V. Dincuta [11]] Fie K C X un con, r,Re R, 0<r <
R, T: K —Y o aplicatiec complet continua si J : X — 'Y o aplicatie liniara
astfel incat
(a) L+ J:X —Y este inversabila
(b) (T + J)(K)C (L+J)K):=K.
Presupunem ca una dintre afirmatiile urmadatoare este satisfacuta:
(1) { Lz —T(x) ¢ [E pentru ||z|| =,
T(x) — Lz ¢ K pentru ||z|| = R;
(c.2) { T(x)— Lx ¢ [:( pentru ||x|| =,
Lz —T(x) ¢ K pentru ||z|| = R.
Atunci exista x € K, g astfel incat Lv = T(x).

2.6 Aplicatii ale Teoremei lui Krasnoselskii pentru ecuatii
de coincidenta la problema periodica

In ceea ce urmeazi vom aplica Teorema 2.5.1 pentru a obtine un rezultat de
existenta a solutiilor periodice pentru ecuatia (2.1).
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Daca luam

atunci ecuatia (2.1) este echivalenta cu ecuatia
Lz =T(x).
Rezultatul principal al acestui paragraf este urmatorul.

Teorema 2.6.1 [V. Dincuta [11]] Presupunem ca pentru doud numere r
st R cu 0 <r < R, este satisfacuta una dintre urmatoarele conditii:
F este crescatoare,

max F(r)(t) < =

(a.1) § seloT) 172
\ tg[loig] F(6R)(t) > 5—TR;
[ F este crescatoare,
(0.2) té?&,r%]F(dr)(t) > 15;TT’
JE)
tg}&};} F(R)(t) < TR;

~\/~

F' este descrescatoare,

max F(Or)() < 2=

(¢:3) q telo.] , T5 "
\ tg[loig]F(R)(t) > 5—TR;
[ F este descrescatoare,
(a.g) { in F)(#) > 15;Tr,
1—-94§
tren[ggp{]F(éR)(t) < TR.

\
Atunci exista cel putin o solutie x a ecuatiei (2.1) astfel incat r < ||z|| < R.
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3 Solutii periodice pentru sisteme functional-
diferentiale

3.1 Solutii periodice via principiul lui Leray-Schauder

In acest paragraf, motivat de capitolul 12 din [58], prezentam un rezultat de
existenta pentru sistemele de ecuatii:

y(t) — At)y(t) = Ny(t) apt. t €[0,T]
s B

Aici N : C([0,T],R") — C([0,T],R"™), N = (Ny, Ny, ..., N,,) este un operator
continuu.

Rezultatele prezentate In continuare extind pe cele din [58] in doua directii:
la cazul sistemelor de ecuatii, si la cazul ecuatiilor cu intarziere. In plus,
rezultatele pot fi aplicate si la ecuatii de ordin superior, prin reducerea lor la
sisteme de ecuatii de ordinul intai.

3.1.1 Un principiu general de existenta

Pentru inceput prezentam un principiu general de existenta a solutiilor pentru
sistemul (3.1) care in particular, pentru n = 1, se reduce la Teorema 12.1.1
din [58].

Teorema 3.1.1 [V. Dincuta [13]] Presupunem ca
N : C([0,T],R™) — L([0,T],R™) este un operator continuu, (3.2)

pentru orice constantd B > 0 existd hp € L'(0,T)] astfel incat

pentruorice y € C(0.T) B eu [y = s Iv(Dlle B35
te[o,T
avem ||Ny(t)||gn < hp(t) a.p.t. t € 0,17,

$t

T
—/ A(s)ds
A e LY[0,T), My, (R)) astfel incit I, —e Jo este inversabil. (3.4)

Aici I, este matricea unitate din M,,(R), si pentru o matrice D €

o0
M, (R) prin e? intelegem suma seriei Y D"
k=0

14



In plus, presupunem cd existd o constantd M independentd de \ cu ylly #
M pentru orice solutie y € AC([0,T],R"™) a problemei

{ y' (t) — A()y(t) = ANy(t) a.p.t. t € [0,T]
y(0) = y(T)

si orice A € (0,1).
Atunci sistemul (3.1) are cel putin o solutie y € AC([0,T],R™) astfel
incat ||yl|, < M.

(3.5)

3.1.2 Existenta solutiilor periodice pozitive

Consideram problema

{ y' (t) = Ny(t) a.p.t. t €[0,T] (3.6)
y(0) = y(T).
Vom discuta cazul particular cand operatorul N are forma

Ny(t) = r(t)+g(t,y(t —00)y(t — 1) + h(t,y(t — 02)) (3.7)

+/0 kl(t,s)fl(s,y(s))ds+/0 ko(t,s) fo(s,y(s))ds.

Teorema 3.1.2 [V. Dincuta [13]] Presupunem ca sunt satisfacute conditiile
(3.2) i (5.3) pentru N dal de (5.7).
In plus, presupunem ca:

r(t) + h(t,0) <0 a.p.t. t €[0,T]; (3.8)
Al < @10 e+ 2al0) 0t 1€ DTy 20, o0
unde 0 < o < 1gi @1, Py € L0, T); ’
eaistii § € L([0, 7], R)si 7 € L\([0, T), R.) cu 5(2) < g(t, v}y
$i |19t Y)yllgn < 7(0) |[Yllgn ap-t. ¢ €[0,T]si orice y > 0;
unde T(t) > 0 pe o submultime de masura pozitiva a lui [0, T,
(3.10)

existd p € L*([0,T],R™) cu h(t,y) > p(t) a.p.t. t €[0,T]siy >0; (3.11)

15



t T

/kl(t, s)fl(s,y(8>>d8+/k2(ta $)fa(s,y(s))ds < 0 (3.12)

0 0
a.p.t. t € [0,T]si orice y € C([0,T],R"™);

ezistd py € L']0,T)si po € L'([0,T],R™) astfel incdt
ki(t,s) f1(s,y) > pi(s)p2(t) a.p.t. t €[0,T], a.p.t. s € [0,t] (3.13)
st orice y > 0;

existd p3 € L']0,T)si ps € L' ([0, T),R™) astfel incat

ko(t, ) f2(s,y) > p3(s)pa(t) a.p.t. t €[0,T], a.p.t. s €[0,T] (3.14)
s1 orice y > 0;

(||t

/h@@hwy®Ms < 0y(0) Iy} + @0
. (3.15)
ap t. t € [0,Tsi pentru orice y € C([0,T],R%);

unde ®3,®, € L'([0,T],R)si 0 < v < 1;
(|| T

/b@ﬁh@w@ﬂs < D5 (1) y][E + Do (1)

0 R™
a.p.t. t € [0,T]si pentru orice y € C([0,T],R"});
unde @5, € L'([0,T],R)si 0 <w < 1;

(3.16)

§t

T—00 T—00

[—r(t)]dt < /liminf[f(t w)x]dt—i—/liminf[h(t s)|dt+

\’ﬂ

T
lim inf[k; (¢, s) f1(s, x)]dsdt + //hmmf [ka(t, 8) fa(s, x)]dsdt.

r—00 r—00

[e=]
~ O

0

g
(3.17)

Atunci sistemul (3.6) are cel putin o solutie y € AC([0,T],R™) astfel incat
y(x) > 0 pentru orice x € [0,T].
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3.2 Teorema lui Krasnoselskii vectoriala si solutii peri-
odice pentru sisteme de ecuatii functional-diferentiale

In acest paragraf, inspirat de [61], vom studia existenta solutiilor T periodice
pozitive pentru sistemul de ecuatii functional-diferentiale

pas

y (1) = aa(t)y(t) — Fa(x,y)(t

2(0) = 2(T) (3.18)
y(0) = y(T).

Aici a1,a0 € Cr(R,Ry) si Fy, Fy : C3(R,Ry) — Cr(R,R,) sunt operatori
continui.
Pe baza Lemei 2.3.1, acest sistem de ecuatii este echivalent cu sistemul

de ecuatii
{ z(t) = Ni(z, y)(t)
y(t) = No(z,y)(t)
unde operatorii Ni, Ny : C2(R,R;) — Cp(R, R, ) sunt dati prin
t4+T
Niwa)t) = [ Gult. B
t

t+T
No(a,y)(t) = / Go(t, 5) Fy(, y)(t)ds:

functiile lui Green asociate sunt

iar

T
—/ai(T)dT
dj=e 0 ci=1,2.

Rezultatul principal al acestui paragraf este urmatoarea teorema de existenta.
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Teorema 3.2.1 Presupunem ca sunt date doud perechi de numere (ry, Ry)
i (ro, Ro) cu 0 <r; < Ry 510 <ry < Ry, astfel incat:
(a) pentru orice y € Ry are loc una dintre urmatoarele conditii:
(

Fi(-,y) este crescator,
1—0y
(Cl. 1) tIEI%Oa,% Fl (7"1, y) (t) S T T1,
1—46;
in F1(61R t) > Ry;
K tIer[lDI,Iil“] 1(61 Ry, y)(t) > 5T 15
( Fi(-,y) este crescitor,
1—0y
in F7(0 t) >
(612) tIEI[l()l,ITl“] 1( 1T17y>( ) = 51(%? T1,
1—o0
F t) < :
B 1(R1,y)(t) < Ry;
[ Fy(-,y) este descrescdtor,
1—0y
(ag) tg%&%] Fl (61T17 y) (t) S T T1,
1—06;
in Fi(R t) > ——Ry;
| (B y)(t) 2 =5 B
[ Fy(-,y) este descrescitor,
1—0y
in F; t) >
(a4) § (Ei OO0 =T
Fi(6,Ry1,y)(t) < ——Ry;
k tgf&;(] 1( 1 173/)( ) = L
(b) pentru orice x € Ry are loc una dintre urmatoarele conditii:
( Fy(x,-) este crescator,
1 -4
(h1)d Bex Fy(w,r2)(t) < ——=ra,
1 — 0y
in Fy(x, t) > :
\ tg[lol’l%} 2(% 2R2)( ) = 5,7 Ry;
[ Fy(x,-) este crescdtor,
1 -4
in F: 0 t) >
(b.2) tg[lol,l%} b(z, dara)(t) > 25 T2,
1—
max Fy(z, Ry)(t) < 2 Ry;
te(0,7)
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Fy(x,-) este descrescator,

1— 09
<
(b.3) tIG%% Fy(x,09m0)(t) < T

1 — 4y
in F: t) >
ity Pl 0 = T

o,

Ry;

\/”

Fy(x,-) este descrescator,

. 1—9
>
(h4) 4 S b 2(w,72)(t) 2 5,1

1-9¢
max FQ(ZE, (52R2)(t) S 2
L te[0,7)
Atunci ezista o solutie (x*,y*) a sistemului (3.18) astfel incat ry < ||z*|] <
Ry siry < |ly*]| < Re.

ra,

Rs.

Observatie 3.2.1 In teorema anterioard sunt posibile nu mai putin de 16
cazuri pentru functiile Fy si Fy. Aceasta permite ca cele doud neliniaritati
Fi(z,y) si Fy(z,y) sa admita comportari subliniare gi supraliniare in x $i vy,
independent una de cealalta.

In continuare sunt prezentate doua exemple, dintre care unul la modelul
Lotka-Volterra

Y (0) = alt)y(v)|1- a5 i .19
z(0) = z(T)
[ 9(0) = y(T)

unde aq, as, K1, K5 sunt functii continue pozitive, nenule, T-periodice si T >
0.

Folosind Teorema 3.2.1 se obtine urmatorul rezultat.

Teorema 3.2.2 Presupunem cd functiile f,g : R — [0,00) sunt continue
astfel incat
0< mi%&lf(u) < max f(u) < oo,
ue

u€R
0< Ilflelgk}g(u) < rggﬂicg(u) < 0.
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De asemenea, presupunem ca exista numerele r, ro, Ry st Ry astfel incat

1 1- 4,
< - |- - _
™ > o R a (t) 12 rggﬁi f(u) )
max
tel0,7] K4 (t)
1 1—-96
Ry > : appmin f(u) |,
107 01T min a1(t)
! tef0,1] K ()
1 1—-6
ro < 2 gy max g(u) | ,
Q99 CLQ(f) ueR
T max
tefo,7] Ko(t)
1 1— 9 .
> _
i I min g(u)
min
27 reioT) Ko(t)

Atunci ezista o solutie (z*,y*) a sistemului (3.19) ce satisface ry < ||z*|| <
Ry siry < |[y*]| < Ra.

3.3 Teorema lui Krasnoselskii vectoriala si solutii pe-
riodice pentru sisteme de ecuatii diferentiale de
ordinul doi

Scopul acestui paragraf este sa studieze existenta solutiilor pozitive pentru
problema periodica

(@ (1) + mia(t) = MG ()i (@) (1)
y((’;) + ”(L%y()t) = MG (t) Fy(z,y)(t)
z(0) = z(27
y(0) = y(2n) (3.20)
z'(0) = 2 (27)

L ¥'(0) =y (2m)

) sunt constante, A, Ay > 0 parametrii pozitivi, iar

iaglg} (1), Gh(0), - 4,(1)], |
= [ 1(1} y) fZ(x y) fé(x’y)]T , 1€ {1,2}

20
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Cazul unei singure ecuatii a fost tratat pe larg in [61], rezultatele noastre
fiind inspirate din acest articol, si se regasesc in lucrarea [16].
In ceea ce urmeaza, vom considera ca au loc urmatoarele conditii:

(H1) f; : R%* — [0,00) este continua, pentru j =1,...,nsi1=1,2;

(H2) g} : [0,27] — [0,00) este continua si neidentic nuld, pentru j =
1,.,nsgii=1,2.

3.3.1 Solutii periodice pozitive intr-o coroana circulara data
Consideram urmatoarele functii Green:

sinm;(t — s) + sinm;(2m —t + s)
Gilt,s) = 2mi(>1 — cos 2my;)
(

, daca 0 < s <t <2m

sinm;(s — t) + sinm; (27 — s + 1) =12

2m;(1 — cos 2m;m)

, daca 0 <t <s<2m

=~ sin(m;x) + sinm; (27 — x)

€ |0,2m],2=1,2.
2m;(1 — cos 2m;m) @ €0,2n,i=1,

si fie 0; = cosm;m,i =1, 2.
De asemenea, consideram urmatoarele notatii:

=

N; = \Gy(m) i /0 7Tgjzi(s)ds,

7j=1

2m
M; = X\;0;G;(0) min / g (s)ds,
0

j=1ln

pentru ¢ = 1, 2.
Rezultatul principal al acestei sectiuni este urmatorul.

Teorema 3.3.1 [V. Dincuta [16]] Fie 0 < r; < Ry $1 0 < 1y < Ry. Pre-
supunem ca (H1) si (H2) sunt satisfacute si ca are loc una dintre urmdtoarele
conditii:
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(H3.1)

(H3.2)

(H3.3)

\

pentru x,y € R cury < |yl < Ry avem:

(D) f}(x,y) < %J =1,...,n daca o1ry < ) xp <1y,
1 kle .
(2)35* € {1,...,n} astfel incat f}.(z,y) > Jlﬁl dacd o1 Ry < Y xp < Ry.

1 k=1

pentru x,y € RY cury < |z] < Ry avem:
n

(3)fF (z,y) < r—z,j =1,..,n dacd oor3 < > yr, < 19,

N =1
R n
(4)35* € {1,...,n} astfel incat f]?*(x,y) > UZVZ dacd o9Ry < > yp < Ra.
2 =1

pentru x,y € R cury < |yl < Ry avem:

r n
(D f} (2, y) < i =10 dacd oy <Yy <1,
N k:lR
(2)35* € {1,...,n} astfel incat fjl*(a:,y) > O'lﬁl dacd o1Ry < Y xp < Ry.
1 k=1
pentru x,y € R cur < |z] < Ry avem:

(3)35* € {1,...,n} astfel incat ff*(x,y) > 02% dacd ooy < Y yp < 19,
2 k=1

n

R
(4)f]2(x,y) < FZ’j =1,....,n dacd 02Rs < > yr. < Ry.
k=1

pentru x,y € R’ cury < ly| < Ry avem:
(1)35* € {1,...,n} astfel incdt f}.(x,y) > 01% daca o1y < Y xp <1,
1 k=1

R n
(2)f]1(x,y) < ﬁi,j =1,..,n daca o1 Ry < > o < Ry.
k=1

pentru x,y € RY cur < |z] < Ry avem:

(3)f2(x,y) < %,j —1,..,n dacd o3rs < 3" yp < 7o,

N: i=1
R n
(4)35* € {1,...,n} astfel incat ff*(x,y) > JQMQ dacd o9Ry < 3 yp < Ra.
2 k=1
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(pentru x,y € R} cury < |yl < Ry avem:

(1)35* € {1,...,n} astfel incat fjl*(x,y) > 01% daca o1y < Y xp <1,
1 k=1
R n
(2)fj1(a:,y) < Fl,j =1,...,n daca o1 Ry < > o, < Ry.
1 k=1
pentru x,y € RY cur < |z] < Ry avem:

(H3.4)
(3)35* € {1,...,n} astfel incat f7(z,y) > 02% dacd oare < > yp < 19,
2 k=1

R n
(4) f7(z,y) < Fz’j =1,..,n dacd 03Ry < Yy, < Ry
k=1

\
Atunci exista o solutie (z*,y*) a problemei (3.20) astfel incatry < ||z*|| < Ry
si 2 < ||y*]] < Ry

In continuare este prezentata o aplicatie la sistemul

2 8) + 7 (t) = (h((r)
) (3.21)
' (8)+ u(0) =ty (Ok(a(t).

Teorema 3.3.2 [V. Dincuta [16]] Fie 0 < 1 < Ry, 0 < ry < Ry si
presupunem cd functiile h,k : R — [0, 00) sunt continue astfel incat

0 < min h(t) < max h(t) < oo,

ro<t< Ry ro<t<Ra
0< min k() < max k(t) < oco.
r1<t<R; r1<t<R;

De asemenea, presupunem ca este satisfacuta una dintre urmatoarele conditii
(

1 1 1
max h(t)-ro! < i min h(t) - R¢! > C—
(a.1) o225, M) T w2m * nsigh, (0)- Hi 2212 o
‘ max k(t) . 7‘6—1 < ; $¢ min k(t) . Rﬁ_l > L . L
\ r1<t<Rip 6\/§7T2 r1<t<R; 2 \/§7r2 05_17
( 1 1 1
max h(t)-ro! < i min h(t)- R > . ,
(a 2) T2§t§)1(%2 ( ) ! 4\é§7r2 § 17‘2§t1§R2 ( ) ! 2\/5’/’?2 0(1)‘_1
’ . 8—1 . 8—1 .
min k(t) -r > — - 1 max k(t) - R, < ———;
\ r1<t<R; ( ) \/37‘(‘2 o'g_l $ r1<t<Ri ( ) 2 6\/57'('2
( 1 1 1
; a—1 . : . pa—1
) min A(t)-riT > NN ) h(t) - RY! < W
‘ 1 2 1
max k(t) . Tﬁil < —2 §Z min k(t) . Rgil > 2 . ?,
\ r1<t<Ri 6\/§77 r1<t<Ry \/§7T 09
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. 1 1

i a— ) : . pa-—1
(a.4) r2r§1§nR2 h(t)- i > 20212 ot o 7"2%%2 h)- A< 4/272
’ 1
in k() rPt > P i k(t) - RZ! < .
,min k(t) 7y ant o1 LB () By <o N

Atunci sistemul (3.21) are o solutie (x*,y*) astfel incat r < ||z|] < Ry si
r2 < |[lyl] < Ro.

3.3.2 Solutii pozitive periodice in conditii asimptotice

In sectiunea anterioara am demonstrat existenta solutiilor periodice pozitive
intr-o coroand circulard datd. In ceea ce urmeazd vom preciza conditii su-
ficiente asupra neliniaritatilor f!(x,y), f*(z,y) pentru a garanta existenta
unei asemenea coroane circulare.

Pentru y € R’} si orice j = 1, ..., n consideram urmatoarele notatii:

1
Floly) = Jim m % i;’y) §i Fio(y) = max fio(y),
foly) = 1 . 4 sz) s Floo(y) = max fi (),
fl(t.y) = max{f}(x,y) : v € RY si || <1},

](t y) Aty

§i Sy ) = lim

t—o0o t

ffo(y) = hH& !

Similar, pentru x € RY} si orice j = 1, ..., n considerdm urmatoarele notatii:

2 )
fzo( ) ‘y|_>0 f (‘;y) s F20($) :jg}f}ffnf%o(x)a
flale) = Tim. ffﬁy)  Fa(e) = mox (@),
E(m) maX{F( y) iy €RLsi [y| <t
Foe) =t 220 5 ) = i BY)

Rezultatul principal al acestui paragraf este urmatorul.

Teorema 3.3.3 [V. Dincuta [16]] Presupunem ca (H1) si (H2) sunt sat-
isfacute. In plus, presupunem ca este indeplinita una dintre urmatoarele
conditii:
i) { Fio(y) = 0 si Fioa(y) = 00 pentru y € R,
' Fy(x) =0 §i Fooo(x) = 00 pentru x € R’}
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) =0 si Fioo(y) = 00 pentru y € R,

) =00 §i Fyoolx )—OpentruxeR”.

) =00 $i Fioo(y) = 0 pentru y € R,

) = oo pentru x € R.

) =00 si Fioo(y) = 0 pentru y € R,

Fy(x) = 00 §i Fooo(x) = 0 pentru x € R},

Atunci exista 0 < r < Ry$1 0 < r9 < Ry astfel incat problema (8.20) are o
solutie (z*,y*) € K, g.

~
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S
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3.4 Teorema lui Krasnoselskii vectoriala pentru ecuatii
de coincidenta

Pentru inceput vom da versiunea vectoriala pentru probleme de coincidenta
a teoremei lui Krasnoselskii in conuri. Studiem existenta solutiilor periodice
pozitive, pentru sistemul

Lz =Ti(x,y)
{ Loy —Ti(on) (3.22)

unde Ly, Ly : X — Y sunt aplicatii liniare iar 77,7, : X x X — Y sunt
doi operatori neliniari. Aici X este un spatiu Banach iar Y este un spatiu
normat.

Teorema 3.4.1 [V. Dincuta [12]] Fie Ky, Ky doud conuriin X; (r;, R;) €
Ri astfel incat 0 < r; < R; pentru v = 1,2; T1,Ty : K1 X Ky — Y doua
aplicatii complet continue si Jy,Jo : X — Y aplicatii liniare astfel incat
(a) L + J; : X — Y este inversabil pentru i = 1,2,
) { (Ly + Jl):l[Tl(Kl,KQ) + Ji(K,)] C Ky,
(Lg + JQ) 1[T2(K1, Kg) + JQ(KQ)] C K.
Presupunem, in plus, ca una dintre afirmatiile urmatoare este satisfacuta:
( Liz —Ti(z,y) ¢ (L1 + J1)(Ky) pentru z € O(K,),, siy € Ko,
(c.1) Ty(z,y) — Lix ¢ (Ly + J1)(K4) pentru x € (K1 )g, sty € Ko,
' Loy — To(z,y) ¢ (Lo + Jo)(Ka2) pentru y € O(Ks),, six € Ky,
To(x,y) — Loy & (Lo + Jo)(K3) pentruy € O(Ks)g, si v € K.
Lz — Tl(x y) & (L1 + J1)(K1) pentru o € O(Ky),, siy € Ko,
12 & ( )(K1) (£3)
( )(K2) (£)
( )(K2) (K2)

\ 7

K K
(c.2) Ti(z,y) — Ly + J1)(Ky) pentru x € O(K4)g, siy € Ko,
’ To(x,y) — Loy & (Lo + Jo)(K3) pentru y € O(Ks),, st v € Ky,
| Loy — To(x,y) ¢ (Lo + J2)(K3) pentru y € O(Ky

sirz € K.
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( Ty(x,y) — Ly + J1)(K,) pentru x € O
(c.3) le—Tl(:L’ y) Li+ J1)(Ky) pentru x € O(Kq)g, siy € Ky,
' Loy — TQ(x y) & (Lo + Jo)(K3) pentruy € O(Ks),, stz € Ky,

r ¢ ( )(1) (K1)
¢ ( )(£) (K1)
¢ ( )(K2) (K>)
| T2(z,y) — Loy & (Lo + Jo)(K3) pentru y € O(Ky)g, six € K.
r ¢ )(1) (K1)
¢ ( )(K7) (K1)
2y & ( )(K2) (K>)

K Kl r1 §Zy€K27
K K
K K

( Ty(x,y) — Lix & (L + J1) (K1) pentru x € O(K,),, siy € Ko,
(c.4) le—Tl(:); y) & (L1 + J1)(Ky) pentru x € O(K1)g, sty € Ko,

’ To(z,y) — Lo+ J5)(K3) pentruy € 0(Ks),, six € Ky,
| Loy — T2(x,y) ¢ (Ly + Jo)(Ky) pentruy € O(Ky)r, six € K;.

Atunci exista (x*,y*) € K solutie a sistemului (3.22) astfel incatry < ||z*|] <
Ry siry <|ly*|| < Ry.

3.5 Aplicatii ale Teoremei lui Krasnoselskii vectoriale
pentru ecuatii de coincidenta la sisteme functional-
diferentiale

In ceea ce urmeazi vom aplica Teorema 3.4.1 pentru a obtine un rezultat de

existenta a solutiilor periodice pentru problema (3.18).

Intr-o maniera similara celei din paragraful 2.6 sistemul (3.18) este echiva-
lent cu sistemul de ecuatii de coincidenta:

Lz = Ty(z,y),
L2y = TQ(I’,Q)

Se obtine urmatoarea teorema de existenta.

Teorema 3.5.1 [V. Dincuta [12]] Presupunem ca sunt date doud perechi
de numere (r1, Ry) si (ro, Re) cu 0 <r; < Ry 510 < ry < Ry, astfel incat:
(a) pentru orice y € Ry are loc una dintre urmatoarele conditii:
(

Fi(-,y) este crescator,
oy { g0 <
\ tlg[ll%% Fi(61 Ry, y)(t) > 15:1§IR1;
[ Fy(-,y) este crescitor,
(0.2) trr[un] Fy (6171, y)(t) > 15:,;1 r1,
\ max Fi(Ry,y)(t) < ! _T(;IRD
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Fi(-,y) este descrescator,

1—6,
F (8 t
(0.9) 22X (011, y)(t) < T

1—46&
in F; t —_—
i (R, y)(t) > 5T

Fi(-,y) este descrescator,

1-6;
in F t
(a.g) d in Falr,y)(#) > =,

1—06
tg%(?:?] Fl (51R17 y) (t) < T

\
(b) pentru orice x € Ry are loc una dintre urmatoarele conditii:
(

ri,

Ry;

\/7~

R;.

Fy(x,-) este crescator,

1— 4y
(b.1) tgﬁ% Fy(z,re)(t) < e ra,
1— 69
in Fh(x,02R0)(t) > Ry;
\ tg[lol,l%} 5(z, 0912) (1) 5T 2
( Fy(x,) este crescdtor,
1 -4
in Fy(x, o t) >
(b,?) tér[lol,l'}} 2('17; QTQ)() 52T T2,
1— 4y
E: t ;
B 2(2, Bo)(t) < ——Ra;
[ Fy(x,) este descrescdtor,
1 -4
(b.3) tgﬁ}T{} Fy(x,69m9)(t) < 72
1 -4y
in Fo(x, Ry)(t) > Ry;
| S >(x, Re)(t) T
[ Fy(x,) este descrescdtor,
1 -6y
in F: t) >
(4) § (Bl 0> T
1-9¢
max Fy(x,0oRy)(t) < ’Rs.

L te(0,7)
Atunci ezista o solutie (x*,y*) a sistemului (3.18) astfel incat ry < ||z*|] <
Ry siry < |ly*]| < Re.
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