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Introducere

Una dintre cele mai utilizate tehnici de investigare a existenţei soluţiilor
pentru ecuaţiile neliniare este dată de metodele de continuare. Acestea au
la bază teoremele de tip Leray-Schauder, numite şi teoreme de continuare şi
reprezintă un instrument deosebit de puternic de studiu al ecuaţiilor opera-
toriale, ı̂n particular al ecuaţiilor funcţional-diferenţiale neliniare. În esenţă,
metodele de continuare garantează existenţa unei soluţii pentru o ecuaţie
dată plecând de la soluţia unei ecuaţii mai simple. Astfel, dacă Λ şi ∆ sunt
două mulţimi astfel ı̂ncât Λ ⊆ ∆, şi F : Λ → ∆ este o aplicaţie, pentru a
rezolva ecuaţia de punct fix

F (x) = x, (*)

vom asocia acestei ecuaţii o altă ecuaţie, ”mai simplă”

G(x) = x. (**)

Folosindu-ne de o omotopie, adică de o aplicaţie H : Λ× [0, 1]→ ∆ care face
legătura ı̂ntre F şi G prin egalităţile

H(·, 0) = G şi H(·, 1) = F,

teoremele de continuare conţin condiţii prin care se garantează că o soluţie a
ecuaţiei mai simple (**) poate fi ”continuată” la o soluţie a ecuaţiei iniţiale
(*).

Metodele de continuare au fost abordate pentru prima dată de către
H. Poincaré [64],[65] la ı̂nceputul secolului XX pentru a studia existenţa
soluţiilor periodice pentru un sistem dinamic şi concomitent de către S.
Bernstein[3] pentru a studia existenţa soluţiilor unor ecuaţii diferenţiale de
ordinul doi prin tehnica mărginirii ”a priori”. O formulare abstractă a prin-
cipiului de continuare a fost dată pentru prima dată de către J. Leray şi J.
Schauder[37] ı̂n termenii teoriei gradului topologic.

Teorema 1 [37] Fie (X, |·|) un spaţiu Banach, U ⊂ X o submulţime mărginită,
deschisă, cu 0 ∈ U şi fie H : U × [0, 1] → X o aplicaţie complet continuă.
Presupunem că următoarele condiţii sunt ı̂ndeplinite:

(a) H(x, λ) 6= x pentru orice x ∈ ∂U şi orice λ ∈ [0, 1];
(b) νLS(J −H(·, 0), U, 0) 6= 0.

Atunci, există cel puţin un x ∈ U astfel ı̂ncât H(x, 1) = x. Mai mult,

νLS(J −H(·, 0), U, 0) = νLS(J −H(·, 1), U, 0).
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Aici, am notat cu J : X → X aplicaţia identică şi prin νLS(F,U, 0) ı̂nţelegem
gradul Leray-Schauder al aplicaţiei F ı̂n raport cu mulţimea U şi originea 0.

Ulterior, A. Granas[21], a formulat o versiune fără noţiunea de grad,
versiune cunoscută sub numele de Principiul de Transversalitate Topologică.
În locul condiţiei (b) se cere ı̂n schimb ca H(·, 0) să fie o aplicaţie esenţială.
Se spune că o aplicaţie F : U → C este esenţială dacă ea nu are puncte fixe
pe ∂U şi orice aplicaţie G : U → C complet continuă cu care este egală pe
∂U are cel puţin un punct fix ı̂n U .

Teorema 2 [21] Fie (X, |·|) un spaţiu Banach, U ⊂ X o submulţime mărginită,
deschisă, cu 0 ∈ U şi fie H : U × [0, 1] → X o aplicaţie complet continuă.
Presupunem că următoarele condiţii sunt ı̂ndeplinite:

(a) H(x, λ) 6= x pentru orice x ∈ ∂U şi orice t ∈ [0, 1];
(b) H(·, 0) este esenţială.

Atunci, există cel puţin un x ∈ U astfel ı̂ncât H(x, 1) = x. Mai mult, H(·, 1)
este de asemenea esenţială.

Principiul lui Leray-Schauder şi Principiul de Transversalitate Topologică
sunt două instrumente puternice de lucru ı̂n cazul ı̂n care se doreşte lo-
calizarea soluţiei ı̂ntr-o mulţime convexă, ı̂nchisă (de obicei o bilă ı̂nchisă
de o rază R dată).

În cazul ı̂n care se doreşte o mai bună localizare a soluţiei ı̂ntr-o coroană
circulară delimitată de două numere reale 0 < r < R, sau existenţa mai
multor soluţii, se poate utiliza un alt instrument de lucru, Teoremele de tip
Krasnoselskii ı̂n conuri. Introduse pentru prima dată ı̂n anul 1960 de către M.
Krasnoselskii[35], aceste rezultate asigură existenţa unei soluţii ı̂ntr-o coroană
circulară pentru o clasă largă de ecuaţii neliniare, ı̂n condiţiile ı̂n care K este
un con ı̂ntr-un spaţiu liniar normat iar operatorul implicat F : K → K este
de tip compresiv {

||F (x)|| ≥ ||x|| pentru ||x|| = r,
||F (x)|| ≤ ||x|| pentru ||x|| = R;

sau de tip expansiv{
||F (x)|| ≤ ||x|| pentru ||x|| = r,
||F (x)|| ≥ ||x|| pentru ||x|| = R.

După cum se observă mai sus, condiţiile de tip compresiv-expansiv sunt
impuse aplicaţiei F doar ı̂n punctele de pe frontiera coroanei circulare Kr,R
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ı̂n timp ce punctelor din interiorul coroanei li se impune doar să rămână ı̂n
interiorul conului K prin aplicaţia F.

Aceste rezultate au fost extinse de către R. Precup[66](vezi de asemenea
R. Precup[67]) sub forma unei versiuni vectoriale a Teoremei lui Krasnoselskii
pentru sisteme de ecuaţii. Aceasta permite ca termenii neliniari ai sistemului
să aibă comportări diferite atât pe componente cât şi ı̂n raport cu variabilele,
independent una de cealaltă.

Tehnica convenţională de aplicare a principiilor de tip Leray-Schauder,
de Transversalitate Topologică şi a teoremelor de tip Krasnoselskii pentru
a obţine localizarea ”a priori” a soluţiilor este de a rescrie problema ca şi
o ecuaţie integrală, de obicei folosind o funcţie Green. Deşi funcţiile Green
sunt specifice ecuaţiilor de ordinul doi, este posibil să se construiască o astfel
de funcţie şi ı̂n cazul ecuaţiilor de ordinul ı̂ntâi de forma

x
′
(t) = a(t)x(t)− f(t).

Acest tip de ecuaţii este des ı̂ntâlnit ı̂n literatura de specialitate (a se vedea
[2], [7], [8], [19], [24], [25], [30], [31], [32], [34], [38], [39], [43], [44], [45],
[49], [50], [51], [52], [53], [63], [76], [77], [79], [80], [81], [82], [85], [87], [89],
[91], [90], [92]), diferite forme particulare ale lor modelând fenomenele de
dinamica populaţiilor. Cel mai simplu exemplu ı̂n acest sens, este dat de
ecuaţia logistică

x
′
(t) = r(t)x(t)

(
1− x(t)

K(t)

)
,

ecuaţie ce reprezintă un model comun pentru evoluţia ı̂n timp a populaţiilor.
Aici

x(t) reprezintă numărul de indivizi din populaţie la momentul t,
r(t) reprezintă rata naşterilor( numărul de nou născuţi) la momentul t,
K(t) reprezintă capacitatea de susţinere a mediului.

Aceeaşi ecuaţie poate fi folosită şi pentru a modela creşterea tumorilor ı̂n
medicină, evoluţia reţelelor neuronale, evoluţia reacţiilor autocatalitice şi alte
fenomene.

În cazul sistemelor de ecuaţii, ecuaţia logistică este implicată ı̂n modelul
Lotka-Volterra 

x
′
(t) = r1(t)x(t)

[
1− x(t) + α12(t)

K1(t)

]
y
′
(t) = r2(t)y(t)

[
1− y(t) + α21(t)

K2(t)

] .
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Aici
x(t), y(t) reprezintă numărul de indivizi din cele două populaţii la mo-

mentul t,
ri(t) reprezintă rata de creştere a speciei i la momentul t,
Ki(t) reprezintă capacitatea de susţinere de către mediu a speciei i,
αi,j reprezintă efectul pe care specia j ı̂l are asupra speciei i.

În funcţie de semnul coeficienţilor αij se disting două situaţii:
αij ≥ 0, caz ı̂n care spunem că avem un model de competiţie (de tip

pradă-prădător),
αi,j ≤ 0, caz ı̂n care spunem că avem un model de convieţuire (mutual-

ism).

Scopul acestei teze este de a studia existenţa soluţiilor periodice pozitive
pentru ecuaţii funcţional-diferenţiale neliniare de ordinul unu de forma

x
′
(t) = a(t)x(t)− F (x)(t),

şi pentru ecuaţii de ordinul doi de forma

x
′′
(t) = a(t)x(t)− F (x)(t);

precum şi pentru sistemele de ecuaţii corespunzătoare.
Vom rescrie ecuaţiile, respectiv sistemele, sub forma unor probleme de punct
fix sau, alternativ, ca şi probleme de coincidenţă. Acestor probleme le vom
aplica teoremele de punct fix ale lui Leray-Schauder şi Krasnoselskii, precum
şi variante ale acestor rezultate abstracte pentru ecuaţii de coincidenţă.

Această teză este structurată pe 3 capitole, iar fiecare capitol ı̂n parte
conţine mai multe secţiuni.

Capitolul 1: Preliminarii.
În acest capitol sunt prezentate cele două rezultate abstracte din teoria punc-
tului fix care sunt folosite ı̂n demonstraţiile de pe parcursul lucrării: Prin-
cipiul lui Leray-Schauder şi Teorema lui Krasnoselskii ı̂n conuri, precum şi
diferite variante şi extinderi ale acestora.

Capitolul 2: Soluţii periodice pentru ecuaţii funcţional-diferenţiale.
În acest capitol se dezvoltă o teorie unitară asupra problemei existenţei
soluţiilor periodice pozitive pentru ecuaţii funcţional-diferenţiale de ordinul
ı̂ntâi.
Pentru ı̂nceput, ı̂n prima secţiune sunt prezentate rezultate de existenţă a
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soluţiilor pozitive obţinute folosind Principiul lui Leray-Schauder; rezultate
preluate din lucrarea [58]. Acestea vor constitui punctul de plecare ı̂n dez-
voltarea rezultatelor prezentate in secţiunea 3.1
În următoarele două secţiuni este introdusă funcţia lui Green şi se con-
struieşte problema de punct fix echivalentă, pentru ca ı̂n secţiunea a treia să
se localizeze soluţiile periodice prin intermediul Teoremei lui Krasnoselskii ı̂n
conuri. De asemenea sunt prezentate mai multe aplicaţii ale rezultatelor
obţinute, inclusiv la ecuaţia logistică. Contribuţiile personale ı̂n această
secţiune sunt date prin 4 leme şi 5 teoreme. Aceste rezultate sunt conţinute
ı̂n lucrarea V. Dincuţă [14].

În secţiunea 4, este demonstrată o versiune a Teoremei lui Krasnosel-
skii pentru ecuaţii de coincidenţă, iar ı̂n secţiunea următoare se aplică acest
rezultat abstract la cazul ecuaţiilor de ordinul ı̂ntâi studiate ı̂n secţiunile an-
terioare. Se va observa la final, că indiferent de metoda aplicată, rezultatele
obţinute sunt asemănătoare. Contribuţiile ı̂n aceasta secţiune sunt date ı̂n
6 leme şi Teoremele 2.5.1, 2.6.1; rezultatele fiind conţinute ı̂n lucrarea V.
Dincuţă [11].

Capitolul 3: Soluţii periodice pentru sisteme funcţional-diferenţiale.
În acest capitol se extind rezultatele din capitolul 2 la sisteme de ecuaţii.

Pentru ı̂nceput, este studiată existenţa soluţiilor prin intermediul Prin-
cipiului lui Leray-Schauder. Rezultatele de aici extind pe cele datorate lui D.
O’Regan şi M. Meehan [58]. Construim pentru ı̂nceput un principiu general
de existenţă iar mai apoi aplicăm acest principiu la un operator integral cu
ı̂ntârzieri. La final, sunt prezentate mai multe cazuri particulare ale acestui
operator, precum şi o aplicaţie la ecuaţii de ordin superior ce se reduc la
sisteme de ecuaţii de ordinul ı̂ntâi. Contribuţiile noastre ı̂n această secţiune
sunt Teoremele 3.1.1, 3.1.2 şi alte 5 forme ale acestora ı̂n diferite cazuri par-
ticulare. Aceste rezultate sunt conţinute ı̂n lucrarea V. Dincuţă [13].

Secţiunea 2 a acestui capitol tratează sistemele de ecuaţii de ordinul ı̂ntâi
prin intermediul Teoremei vectoriale a lui Krasnoselskii. Rezultatele prezen-
tate le extind ı̂n mod natural pe cele obţinute ı̂n secţiunea 3 din capitolul 2,
permiţând termenilor neliniari să aibă comportări subliniare şi supraliniare
diferite ı̂n argumente. La final, dăm câteva aplicaţii ale acestor rezultate,
inclusiv la sisteme de tip Lotka-Volterra. Contribuţiile noastre ı̂n această
secţiune sunt date prin 8 leme şi 3 teoreme.

În secţiunea 3 prezentăm rezultate de existenţă pentru sisteme de ecuaţii
de ordinul doi obţinute prin intermediul Teoremei vectoriale a lui Krasnosel-
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skii. Pentru ı̂nceput soluţiile se caută ı̂ntr-o coroană circulară dată, pentru ca
mai apoi să se construiască un rezultat de existenţă ı̂n condiţii asimptotice.
Rezultatele din această secţiune le extind pe cele din lucrarea lui D. O’Regan
şi H. Wang [61]. Contribuţiile personale ı̂n această secţiune sunt date prin
13 leme şi Teoremele 3.3.1, 3.3.2, 3.3.3. Aceste rezultate sunt conţinute ı̂n
lucrarea V. Dincuţă [16].

În secţiunea 4, este demonstrată o versiune abstractă a Teoremei vec-
toriale a lui Krasnoselskii pentru sisteme de ecuaţii de coincidenţă, iar ı̂n
secţiunea următoare se aplică acest rezultat abstract la cazul sistemelor de
ecuaţii de ordinul ı̂ntâi studiate ı̂n secţiunile anterioare. Aceste rezultate le
extind pe cele din secţiunile 4 şi 5 din capitolul 2, şi se observă din nou,
că indiferent că aplicăm Teorema lui Krasnoselskii sau privim problema din
perspectiva sistemelor de ecuaţii de coincidenţă, rezultatele obţinute sunt
asemănătoare. Contribuţiile noastre ı̂n aceste secţiuni sunt date prin 10
leme şi Teoremele 3.4.1, 3.5.1. Aceste rezultate sunt conţinute ı̂n lucrarea V.
Dincuţă [12].
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1 Preliminarii

Acest capitol conţine principalele rezultate abstracte utilizate pe parcursul
acestei lucrări ı̂n demonstraţii.

2 Soluţii periodice pentru ecuaţii funcţional-

diferenţiale

Scopul acestui capitol este de a dezvolta o teorie unitară asupra problemei
existenţei soluţiilor periodice pentru ecuaţii funcţional-diferenţiale de forma

x
′
(t) = a(t)x(t)− F (x)(t), (2.1)

unde a ∈ CT (R,R+) este neidentic nulă şi F : CT (R) → CT (R) este un
operator continuu.

2.1 Soluţii periodice via principiul lui Leray-Schauder

Rezultatele din acest paragraf sunt prezentate pe larg ı̂n lucrarea lui M.
Meehan şi D. O’Regan[58] şi constituie sursa de inspiraţie pentru rezultatele
construite ı̂n paragraful 3.1.

Considerăm ecuaţia

x
′
(t) = a(t)y(t) +N(y)(t), a.p.t. t ∈ [0, T ]. (2.2)

Printr-o soluţie a acestei ecuaţii vom ı̂nţelege o funcţie y ∈ AC[0, T ] cu
y(0) = y(T ) şi care satisface ecuaţia (2.2) aproape peste tot ı̂n [0, T ].

Teorema 2.1.1 [58]] Presupunem că

N : C[0, T ]→ L1[0, T ] este un operator continuu, (2.3)


pentru orice constantă A ≥ 0 există hA ∈ L1[0, T ] astfel ı̂ncât
pentru orice y ∈ C[0, T ] cu ||y||0 = sup

t∈[0,T ]

||y(t)|| ≤ A

avem ||N(y)(t)|| ≤ hA(t) a.p.t. t ∈ [0, T ],

(2.4)
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şi

a ∈ L1[0, T ] astfel ı̂ncât e
−

∫ T

0

a(s)ds
6= 1. (2.5)

În plus, presupunem că există o constantă M independentă de λ cu ||y||0 6=
M pentru orice soluţie y ∈ AC[0, T ] a problemei{

y
′
(t)− a(t)y(t) = λN(y)(t) a.p.t. t ∈ [0, T ]

y(0) = y(T )

şi orice λ ∈ (0, 1).
Atunci ecuaţia (2.2) are cel puţin o soluţie y ∈ AC[0, T ] astfel ı̂ncât

||y||0 ≤M .

Folosind acest principiu, se obţine următorul rezultat general de existenţă.

Teorema 2.1.2 [58]] Presupunem că sunt ı̂ndeplinite (2.3), (2.4) şi (2.5).
În plus, presupunem că sunt satisfăcute următoarele condiţii{

există o funcţie continuă ψ : [0,∞)→ (0,∞) şi φ ∈ L1[0, T ] cu
||N(y)(x)|| ≤ φ(x)ψ(|y|0) a.p.t. x ∈ [0, T ] şi orice y ∈ C[0, T ],

şi

sup
c∈(0,∞)

c

ψ(c)
> k0;

unde

k0 =
1

|1− b(T )|
sup
t∈[0,T ]

{
b(T )

b(t)

∫ t

0

b(s)φ(s)ds+
1

b(t)

∫ T

t

b(s)φ(s)ds

}
şi

b(t) = e
−

∫ t

0

a(x)dx
.

Atunci ecuaţia (2.2) are cel puţin o soluţie ı̂n AC[0, T ].

În continuare, este dat un rezultat de existenţă a soluţiilor ecuaţiei{
y
′
(t) = N(y)(t) a.p.t. t ∈ [0, T ]

y(0) = y(T ),
(2.6)
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unde operatorul N este dat prin

N(y)(t) = r(t) + y(t)g(t, y(t)) + h(t, y(t)) (2.7)

+

∫ t

0

k1(t, s)f1(s, y(s))ds

+

∫ T

0

k2(t, s)f2(s, y(s))ds, a.p.t. t ∈ [0, T ].

2.2 Funcţia lui Green pentru problema periodică

Deşi, ı̂n general, funcţia lui Green este specifică ecuaţiilor diferenţiale de
ordinul doi, o asemenea funcţie se poate construi şi ı̂n cazul ecuaţiei de ordinul
ı̂ntâi (2.1).

În cele ce urmează, considerăm funcţia lui Green, dată prin relaţia

G(t, s) =
e

−

s∫
t

a(τ)dτ

1− e
−

T∫
0

a(τ)dτ

.

Dacă notăm

δ = e

−

T∫
0

a(τ)dτ

< 1,

este evident că funcţia lui Green este mărginită şi satisface inegalităţile

0 <
δ

1− δ
≤ G(t, s) ≤ 1

1− δ
, pentru orice s ∈ [t, t+ T ]. (2.8)

2.3 Reducerea problemei periodice la o problemă de
punct fix

Lema 2.3.1 O funcţie x ∈ CT (R) este soluţie a problemei{
x
′
(t) = a(t)x(t)− f(t)

x(0) = x(T )
(2.9)
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dacă şi numai dacă

x(t) =

t+T∫
t

G(t, s)f(s)ds, (2.10)

unde f ∈ CT (R) este o funcţie arbitrară.

Observaţie 2.3.1 Folosind lema de mai sus este evident că o funcţie x ∈
CT (R) este soluţie pentru ecuaţia (2.1) dacă şi numai dacă este soluţie a
ecuaţiei integrale

x(t) =

t+T∫
t

G(t, s)F (x)(s)ds. (2.11)

2.4 Localizarea soluţiilor periodice pozitive cu ajutorul
teoremei lui Krasnoselskii

În această secţiune vom studia existenţa soluţiilor periodice pozitive, pentru
ecuaţia (2.1), ce satisfac condiţia r ≤ ||x|| ≤ R, unde 0 < r < R sunt numere
reale date. Rezultatul principal al acestui paragraf este următorul.

Teorema 2.4.1 [V. Dincuţă [14]] Presupunem că pentru două numere r
şi R cu 0 < r < R, este satisfăcută una dintre relaţiile:

(a.1)


F este crescătoare,

max
t∈[0,T ]

F (r)(t) ≤ 1− δ
T

r,

min
t∈[0,T ]

F (δR)(t) ≥ 1− δ
δT

R;

(a.2)


F este crescătoare,

min
t∈[0,T ]

F (δr)(t) ≥ 1− δ
δT

r,

max
t∈[0,T ]

F (R)(t) ≤ 1− δ
T

R;

(a.3)


F este descrescătoare,

max
t∈[0,T ]

F (δr)(t) ≤ 1− δ
T

r,

min
t∈[0,T ]

F (R)(t) ≥ 1− δ
δT

R;
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(a.4)


F este descrescătoare,

min
t∈[0,T ]

F (r)(t) ≥ 1− δ
δT

r,

max
t∈[0,T ]

F (δR)(t) ≤ 1− δ
T

R.

Atunci există cel puţin o soluţie periodică pozitivă x a ecuaţiei (2.1) astfel
ı̂ncât r ≤ ||x|| ≤ R.

În continuare sunt prezentate 4 exemple, printre care se regăsesc şi două
aplicaţii la modelul logistic.

Exemplu 2.4.1

Considerăm modelul logistic ı̂n forma sa clasică x
′
(t) = a(t)x(t)

[
1− x(t)

K(t)

]
x(0) = x(T )

(2.12)

unde a,K sunt funcţii continue pozitive, nenule şi T > 0.
Folosind Teorema 2.4.1 se obţine următorul rezultat.

Teorema 2.4.2 Dacă există două numere r şi R astfel ı̂ncât

r ≤ 1− δ

T max
t∈[0,T ]

a(t)

K(t)

<
1− δ

δ3T min
t∈[0,T ]

a(t)

K(t)

≤ R

atunci există o soluţie periodică pozitivă x a problemei (2.12) ce satisface
r ≤ ||x|| ≤ R.

Exemplu 2.4.2

Considerăm modelul logistic generalizat pentru o singură specie{
x
′
(t) = x(t)[a(t)− b(t)x(t)− c(t)x(t− τ(t))]

x(0) = x(T )
(2.13)

unde a, b, c, τ sunt funcţii continue pozitive şi T > 0.
Folosind Teorema 2.4.1 se obţine următorul rezultat.
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Teorema 2.4.3 Dacă există două numere r şi R astfel ı̂ncât

r ≤ 1− δ
T max
t∈[0,T ]

[b(t) + c(t)]
<

1− δ
δ3T min

t∈[0,T ]
[b(t) + c(t)]

≤ R

atunci există o soluţie periodică pozitivă x a problemei (2.13) ce satisface
r ≤ ||x|| ≤ R.

2.5 Teorema lui Krasnoselskii pentru ecuaţii de coincidenţă

Pentru ı̂nceput se construieşte o versiune a teoremei lui Krasnoselskii pentru
probleme de coincidenţă. Studiem existenţa soluţiilor periodice pozitive, ı̂ntr-
un con, pentru ecuaţia

Lx = T (x), (2.14)

unde L este o aplicaţie liniară iar T este un operator neliniar. Aici L, T :
X → Y , unde X este un spaţiu Banach iar Y este un spaţiu normat.

Teorema 2.5.1 [V. Dincuţă [11]] Fie K ⊂ X un con, r, R ∈ R+, 0 < r <
R, T : K → Y o aplicaţie complet continuă şi J : X → Y o aplicaţie liniară
astfel ı̂ncât

(a) L+ J : X → Y este inversabilă

(b) (T + J)(K) ⊆ (L+ J)(K) := K̃.
Presupunem că una dintre afirmaţiile următoare este satisfăcută:

(c.1)

{
Lx− T (x) /∈ K̃ pentru ||x|| = r,

T (x)− Lx /∈ K̃ pentru ||x|| = R;

(c.2)

{
T (x)− Lx /∈ K̃ pentru ||x|| = r,

Lx− T (x) /∈ K̃ pentru ||x|| = R.

Atunci există x ∈ Kr,R astfel ı̂ncât Lx = T (x).

2.6 Aplicaţii ale Teoremei lui Krasnoselskii pentru ecuaţii
de coincidenţă la problema periodică

În ceea ce urmează vom aplica Teorema 2.5.1 pentru a obţine un rezultat de
existenţă a soluţiilor periodice pentru ecuaţia (2.1).
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Dacă luăm
X = Y = CT (R),

Lx(t) = x(t)− x(0),

T (x)(t) =

t∫
0

[a(s)x(s)− F (x)(s)]ds;

atunci ecuaţia (2.1) este echivalentă cu ecuaţia

Lx = T (x).

Rezultatul principal al acestui paragraf este următorul.

Teorema 2.6.1 [V. Dincuţă [11]] Presupunem că pentru două numere r
şi R cu 0 < r < R, este satisfăcută una dintre următoarele condiţii:

(a.1)


F este crescătoare,

max
t∈[0,T ]

F (r)(t) <
1− δ
T

r,

min
t∈[0,T ]

F (δR)(t) >
1− δ
δT

R;

(a.2)


F este crescătoare,

min
t∈[0,T ]

F (δr)(t) >
1− δ
δT

r,

max
t∈[0,T ]

F (R)(t) <
1− δ
T

R;

(a.3)


F este descrescătoare,

max
t∈[0,T ]

F (δr)(t) <
1− δ
T

r,

min
t∈[0,T ]

F (R)(t) >
1− δ
δT

R;

(a.4)


F este descrescătoare,

min
t∈[0,T ]

F (r)(t) >
1− δ
δT

r,

max
t∈[0,T ]

F (δR)(t) <
1− δ
T

R.

Atunci există cel puţin o soluţie x a ecuaţiei (2.1) astfel ı̂ncât r ≤ ||x|| ≤ R.
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3 Soluţii periodice pentru sisteme funcţional-

diferenţiale

3.1 Soluţii periodice via principiul lui Leray-Schauder

În acest paragraf, motivat de capitolul 12 din [58], prezentăm un rezultat de
existenţă pentru sistemele de ecuaţii:{

y
′
(t)− A(t)y(t) = Ny(t) a.p.t. t ∈ [0, T ]

y(0) = y(T ).
(3.1)

Aici N : C([0, T ],Rn)→ C([0, T ],Rn), N = (N1, N2, ..., Nn) este un operator
continuu.

Rezultatele prezentate ı̂n continuare extind pe cele din [58] ı̂n două direcţii:
la cazul sistemelor de ecuaţii, şi la cazul ecuaţiilor cu ı̂ntârziere. În plus,
rezultatele pot fi aplicate şi la ecuaţii de ordin superior, prin reducerea lor la
sisteme de ecuaţii de ordinul ı̂ntâi.

3.1.1 Un principiu general de existenţă

Pentru ı̂nceput prezentăm un principiu general de existenţă a soluţiilor pentru
sistemul (3.1) care ı̂n particular, pentru n = 1, se reduce la Teorema 12.1.1
din [58].

Teorema 3.1.1 [V. Dincuţă [13]] Presupunem că

N : C([0, T ],Rn)→ L1([0, T ],Rn) este un operator continuu, (3.2)
pentru orice constantă B ≥ 0 există hB ∈ L1[0, T ] astfel ı̂ncât
pentru orice y ∈ C([0, T ],Rn) cu ||y||0 = sup

t∈[0,T ]

||y(t)||Rn ≤ B

avem ||Ny(t)||Rn ≤ hB(t) a.p.t. t ∈ [0, T ],

(3.3)

şi

A ∈ L1([0, T ],Mnn(R)) astfel ı̂ncât In−e
−

∫ T

0

A(s)ds
este inversabil. (3.4)

Aici In este matricea unitate din Mnn(R), şi pentru o matrice D ∈
Mnn(R) prin eD ı̂ntelegem suma seriei

∞∑
k=0

1
k!
Dk.
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În plus, presupunem că există o constantă M independentă de λ cu ||y||0 6=
M pentru orice soluţie y ∈ AC([0, T ],Rn) a problemei{

y
′
(t)− A(t)y(t) = λNy(t) a.p.t. t ∈ [0, T ]

y(0) = y(T )
(3.5)

şi orice λ ∈ (0, 1).
Atunci sistemul (3.1) are cel puţin o soluţie y ∈ AC([0, T ],Rn) astfel

ı̂ncât ||y||0 ≤M .

3.1.2 Existenţa soluţiilor periodice pozitive

Considerăm problema{
y
′
(t) = Ny(t) a.p.t. t ∈ [0, T ]

y(0) = y(T ).
(3.6)

Vom discuta cazul particular când operatorul N are forma

Ny(t) = r(t) + g(t, y(t− θ1))y(t− θ1) + h(t, y(t− θ2)) (3.7)

+

∫ t

0

k1(t, s)f1(s, y(s))ds+

∫ T

0

k2(t, s)f2(s, y(s))ds.

.

Teorema 3.1.2 [V. Dincuţă [13]] Presupunem că sunt satisfăcute condiţiile
(3.2) şi (3.3) pentru N dat de (3.7).

În plus, presupunem că:

r(t) + h(t, 0) ≤ 0 a.p.t. t ∈ [0, T ]; (3.8){
||h(t, y)||Rn ≤ Φ1(t) ||y||αRn + Φ2(t) a.p.t. t ∈ [0, T ]şi y ≥ 0,
unde 0 ≤ α < 1şi Φ1,Φ2 ∈ L1[0, T ];

(3.9)
există β ∈ L1([0, T ],Rn)şi τ ∈ L1([0, T ],R+) cu β(t) ≤ g(t, y)y

şi ||g(t, y)y||Rn ≤ τ(t) ||y||Rn a.p.t. t ∈ [0, T ]şi orice y ≥ 0;
unde τ(t) > 0 pe o submulţime de măsură pozitivă a lui [0, T ];

(3.10)
există ρ ∈ L1([0, T ],Rn) cu h(t, y) ≥ ρ(t) a.p.t. t ∈ [0, T ]şi y ≥ 0; (3.11)
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
t∫

0

k1(t, s)f1(s, y(s))ds+

T∫
0

k2(t, s)f2(s, y(s))ds ≤ 0

a.p.t. t ∈ [0, T ]şi orice y ∈ C([0, T ],Rn);

(3.12)


există ρ1 ∈ L1[0, T ]şi ρ2 ∈ L1([0, T ],Rn) astfel ı̂ncât
k1(t, s)f1(s, y) ≥ ρ1(s)ρ2(t) a.p.t. t ∈ [0, T ], a.p.t. s ∈ [0, t]
şi orice y ≥ 0;

(3.13)


există ρ3 ∈ L1[0, T ]şi ρ4 ∈ L1([0, T ],Rn) astfel ı̂ncât
k2(t, s)f2(s, y) ≥ ρ3(s)ρ4(t) a.p.t. t ∈ [0, T ], a.p.t. s ∈ [0, T ]
şi orice y ≥ 0;

(3.14)



∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

t∫
0

k1(t, s)f1(s, y(s))ds

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
Rn

≤ Φ3(t) ||y||γ0 + Φ4(t)

a.p.t. t ∈ [0, T ]şi pentru orice y ∈ C([0, T ],Rn
+);

unde Φ3,Φ4 ∈ L1([0, T ],R)şi 0 ≤ γ < 1;

(3.15)



∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
T∫

0

k2(t, s)f2(s, y(s))ds

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
Rn

≤ Φ5(t) ||y||ω0 + Φ6(t)

a.p.t. t ∈ [0, T ]şi pentru orice y ∈ C([0, T ],Rn
+);

unde Φ5,Φ6 ∈ L1([0, T ],R)şi 0 ≤ ω < 1;

(3.16)

şi

T∫
0

[−r(t)]dt <
T∫

0

lim inf
x→∞

[f(t, x)x]dt+

T∫
0

lim inf
x→∞

[h(t, s)]dt+

+

T∫
0

t∫
0

lim inf
x→∞

[k1(t, s)f1(s, x)]dsdt+

T∫
0

T∫
0

lim inf
x→∞

[k2(t, s)f2(s, x)]dsdt.

(3.17)
Atunci sistemul (3.6) are cel puţin o soluţie y ∈ AC([0, T ],Rn) astfel ı̂ncât
y(x) ≥ 0 pentru orice x ∈ [0, T ].
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3.2 Teorema lui Krasnoselskii vectorială şi soluţii peri-
odice pentru sisteme de ecuaţii funcţional-diferenţiale

În acest paragraf, inspirat de [61], vom studia existenţa soluţiilor T periodice
pozitive pentru sistemul de ecuaţii funcţional-diferenţiale

x
′
(t) = a1(t)x(t)− F1(x, y)(t)

y
′
(t) = a2(t)y(t)− F2(x, y)(t)

x(0) = x(T )
y(0) = y(T ).

(3.18)

Aici a1, a2 ∈ CT (R,R+) şi F1, F2 : C2
T (R,R+) → CT (R,R+) sunt operatori

continui.
Pe baza Lemei 2.3.1, acest sistem de ecuaţii este echivalent cu sistemul

de ecuaţii {
x(t) = N1(x, y)(t)
y(t) = N2(x, y)(t)

unde operatorii N1, N2 : C2
T (R,R+)→ CT (R,R+) sunt daţi prin

N1(x, y)(t) =

∫ t+T

t

G1(t, s)F1(x, y)(t)ds,

N2(x, y)(t) =

∫ t+T

t

G2(t, s)F2(x, y)(t)ds;

funcţiile lui Green asociate sunt

Gi(t, s) =
e

−

s∫
t

ai(τ)dτ

1− e
−

T∫
0

ai(τ)dτ

, i = 1, 2;

iar

δi = e

−

T∫
0

ai(τ)dτ

, i = 1, 2.

Rezultatul principal al acestui paragraf este următoarea teoremă de existenţă.
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Teorema 3.2.1 Presupunem că sunt date două perechi de numere (r1, R1)
şi (r2, R2) cu 0 < r1 < R1 şi 0 < r2 < R2, astfel ı̂ncât:

(a) pentru orice y ∈ R+ are loc una dintre următoarele condiţii:

(a.1)


F1(·, y) este crescător,

max
t∈[0,T ]

F1(r1, y)(t) ≤ 1− δ1
T

r1,

min
t∈[0,T ]

F1(δ1R1, y)(t) ≥ 1− δ1
δ1T

R1;

(a.2)


F1(·, y) este crescător,

min
t∈[0,T ]

F1(δ1r1, y)(t) ≥ 1− δ1
δ1T

r1,

max
t∈[0,T ]

F1(R1, y)(t) ≤ 1− δ1
T

R1;

(a.3)


F1(·, y) este descrescător,

max
t∈[0,T ]

F1(δ1r1, y)(t) ≤ 1− δ1
T

r1,

min
t∈[0,T ]

F1(R1, y)(t) ≥ 1− δ1
δ1T

R1;

(a.4)


F1(·, y) este descrescător,

min
t∈[0,T ]

F1(r1, y)(t) ≥ 1− δ1
δ1T

r1,

max
t∈[0,T ]

F1(δ1R1, y)(t) ≤ 1− δ1
T

R1;

(b) pentru orice x ∈ R+ are loc una dintre următoarele condiţii:

(b.1)


F2(x, ·) este crescător,

max
t∈[0,T ]

F2(x, r2)(t) ≤
1− δ2
T

r2,

min
t∈[0,T ]

F2(x, δ2R2)(t) ≥
1− δ2
δ2T

R2;

(b.2)


F2(x, ·) este crescător,

min
t∈[0,T ]

F2(x, δ2r2)(t) ≥
1− δ2
δ2T

r2,

max
t∈[0,T ]

F2(x,R2)(t) ≤
1− δ2
T

R2;
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(b.3)


F2(x, ·) este descrescător,

max
t∈[0,T ]

F2(x, δ2r2)(t) ≤
1− δ2
T

r2,

min
t∈[0,T ]

F2(x,R2)(t) ≥
1− δ2
δ2T

R2;

(b.4)


F2(x, ·) este descrescător,

min
t∈[0,T ]

F2(x, r2)(t) ≥
1− δ2
δ2T

r2,

max
t∈[0,T ]

F2(x, δ2R2)(t) ≤
1− δ2
T

R2.

Atunci există o soluţie (x∗, y∗) a sistemului (3.18) astfel ı̂ncât r1 ≤ ||x∗|| ≤
R1 şi r2 ≤ ||y∗|| ≤ R2.

Observaţie 3.2.1 În teorema anterioară sunt posibile nu mai puţin de 16
cazuri pentru funcţiile F1 şi F2. Aceasta permite ca cele două neliniarităţi
F1(x, y) şi F2(x, y) să admită comportări subliniare şi supraliniare ı̂n x şi y,
independent una de cealaltă.

În continuare sunt prezentate două exemple, dintre care unul la modelul
Lotka-Volterra

x
′
(t) = a1(t)x(t)

[
1− α11

x(t)

K1(t)
− α12

f(y(t))

K1(t)

]
y
′
(t) = a2(t)y(t)

[
1− α21

g(x(t))

K2(t)
− α22

y(t)

K2(t)

]
x(0) = x(T )
y(0) = y(T )

(3.19)

unde a1, a2, K1, K2 sunt funcţii continue pozitive, nenule, T -periodice şi T >
0.

Folosind Teorema 3.2.1 se obţine următorul rezultat.

Teorema 3.2.2 Presupunem că funcţiile f, g : R → [0,∞) sunt continue
astfel ı̂ncât

0 < min
u∈R

f(u) < max
u∈R

f(u) <∞,
0 < min

u∈R
g(u) < max

u∈R
g(u) <∞.
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De asemenea, presupunem că există numerele r1, r2, R1 şi R2 astfel ı̂ncât

r1 ≤
1

α11

 1− δ1

T max
t∈[0,T ]

a1(t)

K1(t)

− α12 max
u∈R

f(u)

 ,

R1 ≥
1

α11δ2
1

 1− δ1

δ1T min
t∈[0,T ]

a1(t)

K1(t)

− α12 min
u∈R

f(u)

 ,

r2 ≤
1

α22

 1− δ2

T max
t∈[0,T ]

a2(t)

K2(t)

− α21 max
u∈R

g(u)

 ,

R2 ≥
1

α22δ2
2

 1− δ2

δ2T min
t∈[0,T ]

a2(t)

K2(t)

− α21 min
u∈R

g(u)

 .

Atunci există o soluţie (x∗, y∗) a sistemului (3.19) ce satisface r1 ≤ ||x∗|| ≤
R1 şi r2 ≤ ||y∗|| ≤ R2.

3.3 Teorema lui Krasnoselskii vectorială şi soluţii pe-
riodice pentru sisteme de ecuaţii diferenţiale de
ordinul doi

Scopul acestui paragraf este să studieze existenţa soluţiilor pozitive pentru
problema periodică

x
′′
(t) +m2

1x(t) = λ1G1(t)F1(x, y)(t)
y
′′
(t) +m2

2y(t) = λ2G2(t)F2(x, y)(t)
x(0) = x(2π)
y(0) = y(2π)
x
′
(0) = x

′
(2π)

y
′
(0) = y

′
(2π)

(3.20)

unde m1,m2 ∈ (0, 1
2
) sunt constante, λ1, λ2 > 0 parametrii pozitivi, iar

Gi(t) = diag[gi1(t), g
i
2(t), ..., g

i
n(t)],

Fi(x, y) = [f i1(x, y), f i2(x, y), ..., f in(x, y)]T
, i ∈ {1, 2}.
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Cazul unei singure ecuaţii a fost tratat pe larg ı̂n [61], rezultatele noastre
fiind inspirate din acest articol, şi se regăsesc ı̂n lucrarea [16].
În ceea ce urmează, vom considera că au loc următoarele condiţii:

(H1) f ij : R2n
+ → [0,∞) este continuă, pentru j = 1, ..., n şi i = 1, 2;

(H2) gij : [0, 2π] → [0,∞) este continuă şi neidentic nulă, pentru j =
1, ..., n şi i = 1, 2.

3.3.1 Soluţii periodice pozitive ı̂ntr-o coroană circulară dată

Considerăm următoarele funcţii Green:

Gi(t, s) =


sinmi(t− s) + sinmi(2π − t+ s)

2mi(1− cos 2miπ)
, dacă 0 ≤ s ≤ t ≤ 2π

sinmi(s− t) + sinmi(2π − s+ t)

2mi(1− cos 2miπ)
, dacă 0 ≤ t ≤ s ≤ 2π

, i = 1, 2.

Notam cu

G̃i(x) =
sin(mix) + sinmi(2π − x)

2mi(1− cos 2miπ)
, x ∈ [0, 2π], i = 1, 2.

şi fie σi = cosmiπ, i = 1, 2.
De asemenea, considerăm următoarele notaţii:

Ni = λiG̃i(π)
n∑
j=1

∫ 2π

0

gij(s)ds,

Mi = λiσiG̃i(0) min
j=1,n

∫ 2π

0

gij(s)ds,

pentru i = 1, 2.
Rezultatul principal al acestei secţiuni este următorul.

Teorema 3.3.1 [V. Dincuţă [16]] Fie 0 < r1 < R1 şi 0 < r2 < R2. Pre-
supunem că (H1) şi (H2) sunt satisfăcute şi că are loc una dintre următoarele
condiţii:
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(H3.1)



pentru x, y ∈ Rn
+ cu r2 ≤ |y| ≤ R2 avem:

(1)f 1
j (x, y) <

r1
N1

, j = 1, ..., n dacă σ1r1 ≤
n∑
k=1

xk ≤ r1,

(2)∃j∗ ∈ {1, ..., n} astfel ı̂ncât f 1
j∗(x, y) > σ1

R1

M1

dacă σ1R1 ≤
n∑
k=1

xk ≤ R1.

pentru x, y ∈ Rn
+ cu r1 ≤ |x| ≤ R1 avem:

(3)f 2
j (x, y) <

r2
N2

, j = 1, ..., n dacă σ2r2 ≤
n∑
k=1

yk ≤ r2,

(4)∃j∗ ∈ {1, ..., n} astfel ı̂ncât f 2
j∗(x, y) > σ2

R2

M2

dacă σ2R2 ≤
n∑
k=1

yk ≤ R2.

(H3.2)



pentru x, y ∈ Rn
+ cu r2 ≤ |y| ≤ R2 avem:

(1)f 1
j (x, y) <

r1
N1

, j = 1, ..., n dacă σ1r1 ≤
n∑
k=1

xk ≤ r1,

(2)∃j∗ ∈ {1, ..., n} astfel ı̂ncât f 1
j∗(x, y) > σ1

R1

M1

dacă σ1R1 ≤
n∑
k=1

xk ≤ R1.

pentru x, y ∈ Rn
+ cu r1 ≤ |x| ≤ R1 avem:

(3)∃j∗ ∈ {1, ..., n} astfel ı̂ncât f 2
j∗(x, y) > σ2

r2
M2

dacă σ2r2 ≤
n∑
k=1

yk ≤ r2,

(4)f 2
j (x, y) <

R2

N2

, j = 1, ..., n dacă σ2R2 ≤
n∑
k=1

yk ≤ R2.

(H3.3)



pentru x, y ∈ Rn
+ cu r2 ≤ |y| ≤ R2 avem:

(1)∃j∗ ∈ {1, ..., n} astfel ı̂ncât f 1
j∗(x, y) > σ1

r1
M1

dacă σ1r1 ≤
n∑
k=1

xk ≤ r1,

(2)f 1
j (x, y) <

R1

N1

, j = 1, ..., n dacă σ1R1 ≤
n∑
k=1

xk ≤ R1.

pentru x, y ∈ Rn
+ cu r1 ≤ |x| ≤ R1 avem:

(3)f 2
j (x, y) <

r2
N2

, j = 1, ..., n dacă σ2r2 ≤
n∑
k=1

yk ≤ r2,

(4)∃j∗ ∈ {1, ..., n} astfel ı̂ncât f 2
j∗(x, y) > σ2

R2

M2

dacă σ2R2 ≤
n∑
k=1

yk ≤ R2.
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(H3.4)



pentru x, y ∈ Rn
+ cu r2 ≤ |y| ≤ R2 avem:

(1)∃j∗ ∈ {1, ..., n} astfel ı̂ncât f 1
j∗(x, y) > σ1

r1
M1

dacă σ1r1 ≤
n∑
k=1

xk ≤ r1,

(2)f 1
j (x, y) <

R1

N1

, j = 1, ..., n dacă σ1R1 ≤
n∑
k=1

xk ≤ R1.

pentru x, y ∈ Rn
+ cu r1 ≤ |x| ≤ R1 avem:

(3)∃j∗ ∈ {1, ..., n} astfel ı̂ncât f 2
j∗(x, y) > σ2

r2
M2

dacă σ2r2 ≤
n∑
k=1

yk ≤ r2,

(4)f 2
j (x, y) <

R2

N2

, j = 1, ..., n dacă σ2R2 ≤
n∑
k=1

yk ≤ R2.

Atunci exista o soluţie (x∗, y∗) a problemei (3.20) astfel ı̂ncât r1 ≤ ||x∗|| ≤ R1

şi r2 ≤ ||y∗|| ≤ R2.

În continuare este prezentată o aplicaţie la sistemul
x
′′
(t) +

1

16
x(t) = txα(t)h(y(t))

y
′′
(t) +

1

9
y(t) = tyβ(t)k(x(t)).

(3.21)

Teorema 3.3.2 [V. Dincuţă [16]] Fie 0 < r1 < R1, 0 < r2 < R2 şi
presupunem că funcţiile h, k : R→ [0,∞) sunt continue astfel ı̂ncât

0 < min
r2≤t≤R2

h(t) < max
r2≤t≤R2

h(t) <∞,
0 < min

r1≤t≤R1

k(t) < max
r1≤t≤R1

k(t) <∞.

De asemenea, presupunem că este satisfăcută una dintre următoarele condiţii

(a.1)


max

r2≤t≤R2

h(t) · rα−1
1 <

1

4
√

2π2
şi min

r2≤t≤R2

h(t) ·Rα−1
1 >

1

2
√

2π2
· 1

σα−1
1

,

max
r1≤t≤R1

k(t) · rβ−1
2 <

1

6
√

3π2
şi min

r1≤t≤R1

k(t) ·Rβ−1
2 >

2√
3π2
· 1

σβ−1
2

;

(a.2)


max

r2≤t≤R2

h(t) · rα−1
1 <

1

4
√

2π2
şi min

r2≤t≤R2

h(t) ·Rα−1
1 >

1

2
√

2π2
· 1

σα−1
1

,

min
r1≤t≤R1

k(t) · rβ−1
2 >

2√
3π2
· 1

σβ−1
2

şi max
r1≤t≤R1

k(t) ·Rβ−1
2 <

1

6
√

3π2
;

(a.3)


min

r2≤t≤R2

h(t) · rα−1
1 >

1

2
√

2π2
· 1

σα−1
1

şi max
r2≤t≤R2

h(t) ·Rα−1
1 <

1

4
√

2π2
,

max
r1≤t≤R1

k(t) · rβ−1
2 <

1

6
√

3π2
şi min

r1≤t≤R1

k(t) ·Rβ−1
2 >

2√
3π2
· 1

σβ−1
2

;
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(a.4)


min

r2≤t≤R2

h(t) · rα−1
1 >

1

2
√

2π2
· 1

σα−1
1

şi max
r2≤t≤R2

h(t) ·Rα−1
1 <

1

4
√

2π2
,

min
r1≤t≤R1

k(t) · rβ−1
2 >

2√
3π2
· 1

σβ−1
2

şi max
r1≤t≤R1

k(t) ·Rβ−1
2 <

1

6
√

3π2
.

Atunci sistemul (3.21) are o soluţie (x∗, y∗) astfel ı̂ncât r1 ≤ ||x|| ≤ R1 şi
r2 ≤ ||y|| ≤ R2.

3.3.2 Soluţii pozitive periodice ı̂n condiţii asimptotice

În secţiunea anterioară am demonstrat existenţa soluţiilor periodice pozitive
ı̂ntr-o coroană circulară dată. În ceea ce urmează vom preciza condiţii su-
ficiente asupra neliniarităţilor f 1(x, y), f 2(x, y) pentru a garanta existenţa
unei asemenea coroane circulare.

Pentru y ∈ Rn
+ şi orice j = 1, ..., n considerăm următoarele notaţii:

f j10(y) = lim
|x|→0

f 1
j (x, y)

|x|
şi F10(y) = max

j=1,...,n
f j10(y),

f j1∞(y) = lim
|x|→∞

f 1
j (x, y)

|x|
şi F1∞(y) = max

j=1,...,n
f j1∞(y),

f̂ j1 (t, y) = max{f 1
j (x, y) : x ∈ Rn

+ şi |x| ≤ t},

f̂ j10(y) = lim
t→0

f̂ j1 (t, y)

t
şi f̂ j1∞(y) = lim

t→∞

f̂ j1 (t, y)

t
.

Similar, pentru x ∈ Rn
+ şi orice j = 1, ..., n considerăm următoarele notaţii:

f j20(x) = lim
|y|→0

f 2
j (x, y)

|y|
şi F20(x) = max

j=1,...,n
f j20(x),

f j2∞(x) = lim
|y|→∞

f 2
j (x, y)

|y|
şi F2∞(x) = max

j=1,...,n
f j2∞(x),

f̂ j2 (x, t) = max{f 2
j (x, y) : y ∈ Rn

+ şi |y| ≤ t},

f̂ j20(x) = lim
t→0

f̂ j2 (x, t)

t
şi f̂ j2∞(x) = lim

t→∞

f̂ j2 (x, t)

t
.

Rezultatul principal al acestui paragraf este următorul.

Teorema 3.3.3 [V. Dincuţă [16]] Presupunem că (H1) şi (H2) sunt sat-
isfăcute. În plus, presupunem că este ı̂ndeplinită una dintre următoarele
condiţii:

(H4.1)

{
F10(y) = 0 şi F1∞(y) =∞ pentru y ∈ Rn

+,
F20(x) = 0 şi F2∞(x) =∞ pentru x ∈ Rn

+.
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(H4.2)

{
F10(y) = 0 şi F1∞(y) =∞ pentru y ∈ Rn

+,
F20(x) =∞ şi F2∞(x) = 0 pentru x ∈ Rn

+.

(H4.3)

{
F10(y) =∞ şi F1∞(y) = 0 pentru y ∈ Rn

+,
F20(x) = 0 şi F2∞(x) =∞ pentru x ∈ Rn

+.

(H4.4)

{
F10(y) =∞ şi F1∞(y) = 0 pentru y ∈ Rn

+,
F20(x) =∞ şi F2∞(x) = 0 pentru x ∈ Rn

+.
Atunci există 0 < r1 < R1şi 0 < r2 < R2 astfel ı̂ncât problema (3.20) are o
soluţie (x∗, y∗) ∈ Kr,R.

3.4 Teorema lui Krasnoselskii vectorială pentru ecuaţii
de coincidenţă

Pentru ı̂nceput vom da versiunea vectorială pentru probleme de coincidenţă
a teoremei lui Krasnoselskii ı̂n conuri. Studiem existenţa soluţiilor periodice
pozitive, pentru sistemul {

L1x = T1(x, y)
L2y = T2(x, y)

, (3.22)

unde L1, L2 : X → Y sunt aplicaţii liniare iar T1, T2 : X × X → Y sunt
doi operatori neliniari. Aici X este un spaţiu Banach iar Y este un spaţiu
normat.

Teorema 3.4.1 [V. Dincuţă [12]] Fie K1, K2 două conuri ı̂n X; (ri, Ri) ∈
R2

+ astfel ı̂ncât 0 < ri < Ri pentru i = 1, 2; T1, T2 : K1 × K2 → Y două
aplicaţii complet continue şi J1, J2 : X → Y aplicaţii liniare astfel ı̂ncât

(a) Li + Ji : X → Y este inversabil pentru i = 1, 2,

(b)

{
(L1 + J1)

−1[T1(K1, K2) + J1(K1)] ⊂ K1,
(L2 + J2)

−1[T2(K1, K2) + J2(K2)] ⊂ K2.
Presupunem, ı̂n plus, că una dintre afirmaţiile următoare este satisfăcută:

(c.1)


L1x− T1(x, y) /∈ (L1 + J1)(K1) pentru x ∈ ∂(K1)r1 şi y ∈ K2,
T1(x, y)− L1x /∈ (L1 + J1)(K1) pentru x ∈ ∂(K1)R1 şi y ∈ K2,
L2y − T2(x, y) /∈ (L2 + J2)(K2) pentru y ∈ ∂(K2)r2 şi x ∈ K1,
T2(x, y)− L2y /∈ (L2 + J2)(K2) pentru y ∈ ∂(K2)R2 şi x ∈ K1.

(c.2)


L1x− T1(x, y) /∈ (L1 + J1)(K1) pentru x ∈ ∂(K1)r1 şi y ∈ K2,
T1(x, y)− L1x /∈ (L1 + J1)(K1) pentru x ∈ ∂(K1)R1 şi y ∈ K2,
T2(x, y)− L2y /∈ (L2 + J2)(K2) pentru y ∈ ∂(K2)r2 şi x ∈ K1,
L2y − T2(x, y) /∈ (L2 + J2)(K2) pentru y ∈ ∂(K2)R2 şi x ∈ K1.
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(c.3)


T1(x, y)− L1x /∈ (L1 + J1)(K1) pentru x ∈ ∂(K1)r1 şi y ∈ K2,
L1x− T1(x, y) /∈ (L1 + J1)(K1) pentru x ∈ ∂(K1)R1 şi y ∈ K2,
L2y − T2(x, y) /∈ (L2 + J2)(K2) pentru y ∈ ∂(K2)r2 şi x ∈ K1,
T2(x, y)− L2y /∈ (L2 + J2)(K2) pentru y ∈ ∂(K2)R2 şi x ∈ K1.

(c.4)


T1(x, y)− L1x /∈ (L1 + J1)(K1) pentru x ∈ ∂(K1)r1 şi y ∈ K2,
L1x− T1(x, y) /∈ (L1 + J1)(K1) pentru x ∈ ∂(K1)R1 şi y ∈ K2,
T2(x, y)− L2y /∈ (L2 + J2)(K2) pentru y ∈ ∂(K2)r2 şi x ∈ K1,
L2y − T2(x, y) /∈ (L2 + J2)(K2) pentru y ∈ ∂(K2)R2 şi x ∈ K1.

Atunci există (x∗, y∗) ∈ K soluţie a sistemului (3.22) astfel ı̂ncât r1 ≤ ||x∗|| ≤
R1 şi r2 ≤ ||y∗|| ≤ R2.

3.5 Aplicaţii ale Teoremei lui Krasnoselskii vectoriale
pentru ecuaţii de coincidenţă la sisteme funcţional-
diferenţiale

În ceea ce urmează vom aplica Teorema 3.4.1 pentru a obţine un rezultat de
existenţă a soluţiilor periodice pentru problema (3.18).

Într-o manieră similară celei din paragraful 2.6 sistemul (3.18) este echiva-
lent cu sistemul de ecuaţii de coincidenţă:{

L1x = T1(x, y),
L2y = T2(x, y).

Se obţine următoarea teoremă de existenţă.

Teorema 3.5.1 [V. Dincuţă [12]] Presupunem că sunt date două perechi
de numere (r1, R1) şi (r2, R2) cu 0 < r1 < R1 şi 0 < r2 < R2, astfel ı̂ncât:

(a) pentru orice y ∈ R+ are loc una dintre următoarele condiţii:

(a.1)


F1(·, y) este crescător,

max
t∈[0,T ]

F1(r1, y)(t) <
1− δ1
T

r1,

min
t∈[0,T ]

F1(δ1R1, y)(t) >
1− δ1
δ1T

R1;

(a.2)


F1(·, y) este crescător,

min
t∈[0,T ]

F1(δ1r1, y)(t) >
1− δ1
δ1T

r1,

max
t∈[0,T ]

F1(R1, y)(t) <
1− δ1
T

R1;
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(a.3)


F1(·, y) este descrescător,

max
t∈[0,T ]

F1(δ1r1, y)(t) <
1− δ1
T

r1,

min
t∈[0,T ]

F1(R1, y)(t) >
1− δ1
δ1T

R1;

(a.4)


F1(·, y) este descrescător,

min
t∈[0,T ]

F1(r1, y)(t) >
1− δ1
δ1T

r1,

max
t∈[0,T ]

F1(δ1R1, y)(t) <
1− δ1
T

R1.

(b) pentru orice x ∈ R+ are loc una dintre următoarele condiţii:

(b.1)


F2(x, ·) este crescător,

max
t∈[0,T ]

F2(x, r2)(t) <
1− δ2
T

r2,

min
t∈[0,T ]

F2(x, δ2R2)(t) >
1− δ2
δ2T

R2;

(b.2)


F2(x, ·) este crescător,

min
t∈[0,T ]

F2(x, δ2r2)(t) >
1− δ2
δ2T

r2,

max
t∈[0,T ]

F2(x,R2)(t) <
1− δ2
T

R2;

(b.3)


F2(x, ·) este descrescător,

max
t∈[0,T ]

F2(x, δ2r2)(t) <
1− δ2
T

r2,

min
t∈[0,T ]

F2(x,R2)(t) >
1− δ2
δ2T

R2;

(b.4)


F2(x, ·) este descrescător,

min
t∈[0,T ]

F2(x, r2)(t) >
1− δ2
δ2T

r2,

max
t∈[0,T ]

F2(x, δ2R2)(t) <
1− δ2
T

R2.

Atunci există o soluţie (x∗, y∗) a sistemului (3.18) astfel ı̂ncât r1 ≤ ||x∗|| ≤
R1 şi r2 ≤ ||y∗|| ≤ R2.
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