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1.2.2 Funcţii vectoriale cu valori extinse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2 Optimizare scalară 9
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Introducere

Teoria optimizării ocupă un loc de seamă printre domeniile de cercetare ı̂n matematică, loc datorat
ı̂n principal nenumăratelor sale aplicaţii ı̂n aproape toate domeniile practice. Oportunitatea de
a efectua cercetări ı̂ntr-un domeniu atât de atractiv reprezintă un real privilegiu. Această teză
conţine rezultatele proprii ale autoarei, obţinute ı̂n zece lucrări (trei din reviste cotate ISI, şase din
reviste recenzate ı̂n baze de date internaţionale şi un articol ı̂n curs de publicare), individuale sau ı̂n
colaborare, şi se referă la diferite probleme de optimizare scalară, vectorială şi multivocă. Întregul
conţinut este divizat ı̂n patru capitole, a căror descriere este făcută ı̂n cele ce urmează.

Capitolul 1 conţine prezentarea noţiunilor şi rezultatelor luate din literatura de specialitate, care
vor fi folosite ı̂n demonstraţii. De asemenea, familiarizează cititorii cu notaţiile adoptate. Realizările
proprii din acest capitol sunt: Propoziţia 1.1.7, care descrie o nouă relaţie ı̂ntre interiorul cvasi-relativ
şi cvasi-interiorul unui con convex, şi Propoziţia 1.1.8, care, relativ la un con convex C, asigură strict
pozitivitatea ı̂n orice punct din cvasi-interiorul lui C a valorilor unei funcţionale liniare continue
diferite de 0, luate din conul dual al lui C.

Capitolul 2 se ocupă cu optimizarea scalară. Rezultatele din această parte pot fi considerate ca
aparţinând la două mari categorii, cele privind condiţii secvenţiale de optim, şi cele privind condiţii
de regularitate de tip interior cvasi-relativ pentru dualitatea tare Lagrange. Contribuţiile proprii
relaţionate cu aceste subiecte au fost publicate ı̂n Grad A. [60], [62], [64], precum şi ı̂n lucrările ı̂n
colaborare Boţ R. I., Grad A. şi Wanka G. [21], [22].

Pentru ı̂nceput, ı̂n Subsecţiunea 2.1.1, analizăm ı̂n condiţiile (2.1) următoarea problemă de opti-
mizare convexă scalară cu restricţii exprimate cu ajutorul unui con convex C:

(PC) inf
g(x)∈−C

f(x).

Pentru o funcţie perturbatoare ΦC , definită prin (2.2), Lema 2.1.3 relevă anumite proprietăţi, ı̂n
timp ce Lema 2.1.4 ı̂i caracterizează subdiferenţiala. Primele condiţii secvenţiale de optim relative
la (PC) sunt date ı̂n Teorema 2.1.5. Cu ajutorul Lemei 2.1.6 ele sunt ulterior ı̂mbunătăţite, ı̂n ceea
ce priveşte o mai bună separare a şirurilor (a se vedea Teorema 2.1.7).

Continuăm cu analizarea problemei de optimizare convexă scalară, cu restricţii exprimate cu
ajutorul unei mulţimi convexe M şi al unui con convex C

(PCM) inf
x∈M

g(x)∈−C

f(x),

ı̂n ipotezele (2.1) şi (2.9). Primele condiţii secvenţiale de optim pentru (PCM) sunt date ı̂n Teorema
2.1.9, care foloseşte Lema 2.1.8. În contrast cu Teoremele 4.10 şi 4.11 din Boţ R. I., Csetnek
E. R. şi Wanka G. [17], Teorema 2.1.9 are un număr mai mic de şiruri implicate ı̂n formularea
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condiţiilor de optim, ı̂n timp ce funcţia g este C-epi ı̂nchisă, nu continuă. Folosind Teorema 2.1.7,
obţinem o formulare echivalentă a Teoremei 2.1.9, prezentată ı̂n Teorema 2.1.10.

În cadrul Subsecţiunii 2.1.2 ne concentrăm pe problema de optimizare convexă compusă, cu
restricţii exprimate cu ajutorul unei mulţimi convexe M şi al unui con convex C

(P s◦f
CM) inf

x∈M
g(x)∈−C

(s ◦ f)(x),

ı̂n ipotezele (2.14). Considerăm pentru ı̂nceput cazul ı̂n care f este stea K-inferior semicontinuă.
O funcţie perturbatoare Φs◦f , dată prin (2.16), este aleasă şi apoi caracterizată ı̂n Lemele 2.1.11 şi
2.1.12. Teoremele 2.1.13 şi 2.1.15 conţin formulări echivalente pentru condiţiile secvenţiale relative
la (P s◦f

CM). Echivalenţa lor este asigurată de Lema 2.1.14. Cazul ı̂n care K este ı̂nchis şi f este
K-epi ı̂nchisă este analizat ı̂n Teoremele 2.1.18 şi 2.1.20, care folosesc ı̂n demonstraţii Lemele 2.1.16
şi 2.1.17.

Considerând dom f = dom g = X şi cerând ca f şi g să fie continue, obţinem ı̂n Teorema 2.1.21
condiţii de optim pentru (P s◦f

CM) cu un număr redus de şiruri. Acest număr poate fi scăzut şi mai
mult prin considerarea lui g ≡ 0, caz tratat ı̂n Corolarul 2.1.23. Prezentăm ı̂n continuare o condiţie
secvenţială a multiplicatorilor lui Lagrange (a se vedea Teorema 2.1.24), când f(x) := x pentru orice
x ∈ X şi K := {0}, care este o ı̂mbunătăţire a unui rezultat dat de Boţ R. I., Csetnek E. R. şi
Wanka G. [17, Teorema 4.10]. Mai mult, Teorema 2.1.28, o generalizare secvenţială a binecunoscutei
Leme a lui Pshenichnyi-Rockafellar, este o extindere a Corolarului 4.8 din Boţ R. I., Csetnek E.
R. şi Wanka G. [17] şi, ı̂n consecinţă, o generalizare a Corolarului 3.5 din Jeyakumar V. şi Wu
Z. Y. [83].

Exemplul 2.1.27 valideză căutarea de condiţii secvenţiale, prezentând o problemă de optimizare
pentru care clasicele condiţii Karush-Kuhn-Tucker nu sunt ı̂ndeplinite, ı̂n timp ce condiţiile secvenţiale
din Teorema 2.1.24 se verifică.

Secţiunea 2.2 se ocupă cu condiţii suficiente pentru dualitatea tare relativă la o problemă de
optimizare convexă cu restricţii exprimate cu ajutorul unei mulţimi convexe, al unui con convex şi al
unei funcţii afine, ı̂n spaţii infinit dimensionale, şi duala sa Lagrange. Condiţiile de optim sunt spe-
cificate cu ajutorul interiorului cvasi-relativ şi cvasi-interiorului unor mulţimi convexe. Contribuţiile
autoarei au fost publicate ı̂n Grad A. [64].

Perechea primală-duală investigată este formată din problemele

(PCMA) inf
x∈M

g(x)∈−C
h(x)=0

f(x)

şi

(DL
CMA) sup

z∗∈C+,w∗∈W ∗
inf
x∈M

{
f(x) + 〈z∗, g(x)〉+ 〈w∗, h(x)〉

}
,

ı̂n ipotezele (2.34). Teorema 2.2.2 prezintă o afirmaţie de dualitate slabă. În Observaţia 2.2.3 com-
parăm perechea primală-duală (PCMA, D

L
CMA) considerată mai sus cu perechea analizată de Daniele

P. şi Giuffré S. [45, Teorema 3.1], subliniind erorile acestor autori şi argumentând abordarea
noastră.
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Teorema 2.2.6 este rezultatul principal al Secţiunii 2.2 şi prezintă condiţii suficiente pentru duali-
tatea tare dintre (PCMA, D

L
CMA). Versiuni mai tari, dar ı̂n acelaşi timp mai uşor de validat ı̂n practică

ale acestei teoreme se găsesc ı̂n Teoremele 2.2.13 şi 2.2.19. Toate rezultatele de dualitate tare din
această secţiune, ı̂n cazul particular când (PCMA) admite soluţii optime, sunt tratate ı̂n Corolarele
2.2.7, 2.2.14 şi 2.2.20. Este de remarcat faptul că, condiţiile Corolarului 2.2.20 seamănă cu cele din
Daniele P. şi Giuffré S. [45, Teorema 3.1], dar, sunt mai puţin restrictive şi, ı̂n acelaşi timp,
corecte.

În demonstrarea Teoremei 2.2.6 s-au folosit Lemele 2.2.4 şi 2.2.5 care caracterizează mulţimea
E . Propoziţia 2.2.9 dă o formulare echivalentă pentru (2.36), ı̂n timp ce Lema 2.2.11 relevă condiţii
suficiente care asigură (2.35). Lema 2.2.16 abordează cazul ı̂n care mulţimea M este afină, iar Lema
2.2.18 tratează situaţia când funcţia h este continuă.

Teorema 2.2.21 prezintă condiţii necesare şi suficiente de optim cu ajutorul punctelor şa ale
funcţiei lui Lagrange asociate cu (PCMA). Capitolul 2 se ı̂ncheie cu o subsecţiune dedicată unei prob-
leme de optimizare ı̂n L2([0, T ],R2), pentru care aplicăm rezultatul de dualitate tare din Corolarul
2.2.14.

Capitolul 3 relevă aspecte din optimizarea vectorială privind atât condiţii secvenţiale de optim,
cât şi o nouă duală Fenchel. Contribuţiile autoarei cu privire la aceste subiecte au fost publicate
ı̂n Grad A. [60], [61], [63], [65] şi ı̂n articolele ı̂n colaborare Boţ R. I., Dumitru (Grad) A. şi
Wanka G. [20], Boţ R. I., Grad A. şi Wanka G. [21], [22].

Din câte cunoaştem, condiţii secvenţiale de optim pentru probleme de optimizare vectorială au
fost considerate pentru prima dată ı̂n literatura de specialitate de Boţ R. I., Grad A. şi Wanka
G. [21]. Rezultatele din această lucrare au fost ulterior ı̂mbunătăţite de Boţ R. I., Grad A. şi
Wanka G. [22], şi Grad A. [63].

În Secţiunea 3.1 considerăm problema generală de optimizare vectorială cu restricţii exprimate
cu ajutorul unei mulţimi convexe M şi al unui con convex C

(P v
CM) v-min

x∈M
g(x)∈−C

f(x),

ı̂n ipotezele (3.1). Teorema 3.1.7 prezintă condiţii secvenţiale suficiente pentru soluţii S-propriu
eficiente ale lui (P v

CM), atunci când f este stea K-inferior semicontinuă, ı̂n timp ce Teorema 3.1.8
indică condiţii secvenţiale suficiente pentru soluţii T -slab eficiente ale lui (P v

CM), atunci când f este
K-epi ı̂nchisă.

Admiţând că funcţiile f şi g sunt continue, se stabilesc ı̂n Subsecţiunea 3.1.2 condiţii secvenţiale
de optim necesare şi suficiente pentru soluţii S-propriu eficiente şi T -slab eficiente ale lui (P v

CM). Se
tratează două cazuri particulare semnificative. Scalarizarea liniară este considerată pentru ı̂nceput.
Teorema 3.1.9 conţine condiţii secvenţiale de optim necesare şi suficiente pentru soluţii SK+0-propriu
eficiente ale lui (P v

CM). A două scalarizare abordată le este atribuită lui Gerstewitz C. şi Iwanow
[54]. Teorema 3.1.12 prezintă condiţii secvenţiale de optim necesare şi suficiente pentru soluţii TintK-
slab eficiente ale lui (P v

CM).

Observaţia 3.1.10 şi Exemplul 3.1.11 vin ı̂n sprijinul cercetărilor prezentate ı̂n Secţiunea 3.1,
prezentând un caz paricular de problemă de optimizare vectorială pentru care clasicele condiţii de
optim Karush-Kuhn-Tucker nu sunt stisfăcute, ı̂n timp ce cele secvenţiale se validează.

Noi descoperiri relaţionate cu probleme duale vectoriale de tip Fenchel se găsesc ı̂n Secţiunea 3.2.
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Ele au fost publicate ı̂n Grad A. [61]. Problema primală studiată este

(P v
A) v-min

x∈X
(f + g ◦ A)(x),

ı̂n ipotezele (3.8). Prima problemă duală vectorială de tip Fenchel asociată lui (P v
A) şi analizată ı̂n

Subsecţiunea 3.2.1 este

(Dv≤
A ) v-max

(y∗,z∗,y)∈A
D

v≤
A

h≤(y∗, z∗, y).

O afirmaţie de dualitate slabă pentru perechea primală-duală (P v
A, D

v≤
A ) este dată ı̂n Teorema 3.2.3.

Demonstraţia teoremei de dualitate tare, i.e. Teorema 3.2.5, se bazează pe impunerea unor condiţii
de regularitate care asigură de fapt dualitatea tare pentru problemele scalarizate ataşate perechii
(P v

A, D
v≤
A ). Facem o trecere ı̂n revistă a principalelor condiţii de regularitate apărute ı̂n literatura

de specialitate cu privire la situaţia studiată. Teorema 3.2.6 ajută la demonstrarea dualităţii inverse
din Teorema 3.2.7.

În Subsecţiunea 3.2.2 comparăm (Dv≤
A ) cu o altă duală vectorială de tip Fenchel asociată lui (P v

A),
a cărei formulare a fost inspirată din Breckner W. W. şi Kolumbán I. [36]. Ea este

(DvBK
A ) v-max

(y∗,z∗,y)∈A
DvBK
A

hBK(y∗, z∗, y).

Din Observaţia 3.2.9 aflăm că hBK(ADvBK
A

) ⊆ h≤(A
Dv≤

A
), ı̂n timp ce Teorema 3.2.10 afirmă că

v-maxhBK(ADvBK
A

) = v-maxh≤(A
Dv≤

A
). Folosind teoremele de dualitate slabă, tare şi inversă, sta-

bilite pentru perechea primală-duală (P v
A, D

v≤
A ), putem da acelaşi tip de rezultate pentru perechea

primală (P v
A, D

vBK
A ) (a se vedea Teorema 3.2.12). Atunci când particularizăm spaţiile X, Y şi Z,

dualele vectoriale de tip Fenchel (Dv≤
A ) şi (DvBK

A ) devin clasica duală Fenchel din optimizarea scalară
(a se vedea Rockafellar R. T. [103]).

Pentru cazul când Y := Rm şi K := Rm
+ , introducem pe lângă dualele vectoriale (Dv≤

A ) şi (DvBK
A ),

una nouă, a cărei formulare a fost inspirată din Boţ R. I., Dumitru(Grad) A. şi Wanka G. [20].
Ea este

(DvBGW
A ) v-max

(p,q,λ,t)∈A
DvBGW
A

hBGW (p, q, λ, t).

Sub condiţii de regularitate corespunzătoare, nu numai incluziunea

hBK
(
ADvBK

A

)
⊆ hBGW

(
ADvBGW

A

)
∩ Rm

are loc, dar şi

hBGW
(
ADvBGW

A

)
∩ Rm ⊆ h≤

(
A
Dv≤

A

)
(a se vedea Propoziţia 3.2.15). După cum se observă din Exemplele 3.2.17 şi 3.2.18, incluziunile
de mai sus pot fi stricte. Totuşi, ı̂n Teorema 3.2.19 se demonstrează că mulţimile de soluţii optime
asociate dualelor (DvBGW

A ) şi (Dv≤
A ) coincid, i.e.

v-max
[
hBGW

(
ADvBGW

A

)
∩ Rm

]
= v-maxh≤

(
A
Dv≤

A

)
.
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Afirmaţii de dualitate slabă, tare şi inversă, pentru perechea primală-duală (P v
A, D

vBGW
A ) sunt spec-

ificate ı̂n Teorema 3.2.21. Folosind Exemplul 3.2.22, ajungem la concluzia că o abordare directă a
dualităţii inverse pentru problema (DvBGW

A ) ar fi mai dificilă, dacă nu s-ar folosi relaţia dintre ea şi
(Dv≤

A ), dată ı̂n Teorema 3.2.19.

Secţiunea 3.3 cuprinde rezultate publicate ı̂n Boţ R. I., Dumitru (Grad) A. şi Wanka
G. [20], şi Grad A. [65]. Ea propune o abordare directă a dualităţii slabe, tari şi inverse, pentru
o duală vectorială de tip Fenchel, asemănătoare lui (DvBGW

A ) din Subsecţiunea 3.2.2, exprimate de
această dată ı̂ntr-un context finit dimensional. Pentru ı̂nceput, analizăm ı̂n Secţiunea 3.3.1 problema
scalară asociată lui (P !v

A ) şi duala sa Fenchel. Principalele rezultate din această parte sunt Teorema
3.3.4 (dualitate slabă), Teorema 3.3.6 (dualitate tare) şi Teorema 3.3.7 (condiţii de optim). Apoi
extindem ı̂n Subsecţiunea 3.3.2 rezultatele scalare la cazul vectorial, după definirea unei noi duale
vectoriale de tip Fenchel pentru (P !v

A ) ı̂n acest context finit dimensional. Duala este

(D!vBGW
A ) v-max

(p,q,λ,t)∈A
D!vBGW
A

h!BGW (p, q, λ, t) .

Teorema 3.3.9 ţinteşte dualitatea slabă, ı̂n timp ce Teorema 3.3.12 atacă dualitatea tare. Propoziţiile
3.3.15 şi 3.3.16 ajută ı̂n demonstarea unei afirmaţii directe de dualitate inversă pentru perechea
primală-duală (P !v

A , D
!vBGW
A ) din Teorema 3.3.17.

Capitolul 4 se adresează unei noi abordări de dualitate ı̂n optimizarea multivocă, cu ajutorul
cvasi-interiorului unui con convex, conţinând rezultatele autoarei din Grad A. [66].

Secţiunea 4.1 este centrată pe definirea şi specificarea unor proprietăţi pentru două noi relaţii
pentru mulţimi. Considerând un con convex punctat K, al cărui cvasi-interior este nevid şi care
este o submulţime strictă a unui spaţiu local convex separat, introducem prin Definiţia 4.1.3 două
noi relaţii ElqiK şi EuqiK . Ele sunt tranzitive. Propoziţia 4.1.5 conţine anumite proprietăti ale noilor
relaţii. Definiţia 4.1.7 specifică patru noi noţiuni de eficienţă pentru S ⊆ P0(Y ). Notaţiile adoptate
pentru mulţimile noilor soluţii eficiente sunt

l-Minqi S, l-Maxqi S, u-Minqi S şi u-Maxqi S.

Propoziţia 4.1.10 arată că l-Minqi(−S) = − u-Maxqi S.
În Secţiunea 4.2 introducem pentru o funcţie multivocă F : X → P(Y ) qi-conjugata şi qi-

subdiferenţiala ı̂ntr-un punct x ∈ X cu F (x) 6= ∅. Aceste noţiuni sunt ı̂n analogie cu cele scalare.

Secţiunea 4.3 se ocupă cu o abordare prin perturbare a optimizării multivoce. Pentru ı̂nceput, ı̂n
Subsecţiunea 4.3.1, tratăm cazul fără restricţii. Considerăm problema multivocă

(P sv
qi ) l-Minqi

x∈X
F (x),

căreia ı̂i ataşam o funcţie perturbatoare Φ. Folosind qi-conjugata a lui Φ, demonstrăm că

(Dsv
qi ) l-Maxqi

T∈L(W,Y )

[
−Φ∗qiK(0, T )

]
este o duală validă pentru (P sv

qi ). Teorema de dualitate slabă, i.e. Teorema 4.3.4, este ı̂nsoţită de
Teorema 4.3.5 care conţine condiţii de optim pentru perechea primală-duală (P sv

qi , D
sv
qi ). Mai mult,

Teorema 4.3.6 prezintă condiţii de optim pentru duala (Dsv
qi ).
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În continuare, ı̂n Subsecţiunea 4.3.2, ne concentrăm pe problema multivocă cu restricţii

(CP sv
qi ) l-Minqi

G(x)∩(−C)6=∅
F (x),

când Z este un spaţiu separat local convex şi G : X → P(Z) este o funcţie multivocă proprie.
Teorema 4.3.10 conţine un rezultat de dualitate slabă, ı̂n timp ce Teoremele 4.3.11 şi 4.3.12 prezintă
condiţii de optim.

Prin alegerea, ı̂n Subsecţiunea 4.3.3, a unei funcţii perturbatoare de tip Lagrange, putem demon-
stra o teoremă de dualitate tare, de acelaşi tip Lagrange (a se vedea Teorema 4.3.15). Este de remarcat
că acest rezultat generalizează Corolarul 4.7 din Boţ R. I., Csetnek E. R. şi Moldovan A. [16]
din cazul scalar.

Capitolul 4 se ı̂ncheie cu Secţiunea 4.4, care furnizează un exemplu, formulat ı̂n spaţiul `2(R),
căruia Teorema 4.3.15 de dualitate tare i se poate aplica cu succes.
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Din punct de vedere profesional ı̂i suntem profund recunoscători lui P. D. Dr. habil. Radu Ioan
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Capitolul 1

Preliminarii

Pentru lecturarea mai facilă a tezei, prezentăm câteva noţiuni, rezultate şi notaţii referitoare la funcţii
reale şi vectoriale. De asemenea, mai menţionăm câteva elemente de analiză convexă.

1.1 Submulţimi speciale ale unui spaţiu vectorial

Fie X un spaţiu vectorial şi M ⊆ X o mulţime. Reamintim definiţiile pentru: ı̂nvelitoarea liniară
(linM), ı̂nvelitoarea afină (aff M), ı̂nvelitoarea convexă (coM), ı̂nvelitoarea conică (coneM) şi
ı̂nvelitoarea convexă conică (cone coM), asociate lui M . Menţionăm de asemenea definiţia conu-
lui normal asociat lui M , notat prin NM , şi definiţiile pentru conul dual al unui con nevid C ⊆ X,
notat prin C+, şi pentru cvasi-interiorul conului C, notat prin C+0.

1.1.1 Interioare generalizate ale mulţimilor

Fie X un spaţiu vectorial netrivial şi M ⊆ X o mulţime. Reamintim definiţii ale interiorului algebric
(coreM) al lui M şi nucleului intrinsec (icrM) al lui M . Prezentăm anumite proprietăţi ale lor ı̂n
cazul când M este o mulţime convexă. Pentru cazul ı̂n care X este un spaţiu vectorial topologic mai
definim interiorul (intM) şi ı̂nchiderea (clM) lui M .

În ipotezele ı̂n care X este un spaţiu vectorial topologic separat (Hausdorff) şi M ⊆ X este o
mulţime, menţionăm interiorul cvasi-relativ tare al luiM (sqriM), iar cândM este convexă, interiorul
cvasi-relativ (qriM) şi cvasi-interiorul (qiM).

Rezultatele autoarei sunt următoarele două.

Propoziţia 1.1.7 (Grad A. [64]) Fie M o submulţime convexă a unui spaţiu local convex separat
X şi fie x ∈M. Atunci

x ∈ qiM ⇐⇒
{

0 ∈ qi(M −M)
x ∈ qriM.

Propoziţia 1.1.8 Fie C un con convex nevid al unui spaţiu local convex separat X. Atunci, pentru
orice x∗ ∈ C+\{0} şi orice x ∈ qiC, următoarea inegalitate este validă:

(1.1) 〈x∗, x〉 > 0.
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1.1.2 Teoreme de separare

În demonstrarea teoremelor de dualitate tare, teoremele de separare sunt mereu implicate. Menţionăm
ı̂n această subsecţiune nu numai câteva rezultate binecunoscute din literatura de specialitate (date de
Eidelheit M., Tukey J. W.), ci şi câteva teoreme recent publicate (date de Boţ R. I., Csetnek
E. R. şi Wanka G. [19], Cammaroto F. şi Di Bella B. [38]), care folosesc noţiunile de interior
cvasi-relativ şi cvasi-interior ale unui con convex.

1.2 Noţiuni şi rezultate privitoare la funcţii

1.2.1 Funcţii reale cu valori extinse

Fie X un spaţiu local convex şi X∗ dualul său topologic. Se notează R := R ∪ {±∞}. Având o
mulţimeM ⊆ X, funcţia sa indicatoare este δM : X → R, iar funcţionala sa suport este σM : X∗ → R.

Fie f : X → R o funcţie. Reamintim domeniul (dom f) şi epigraficul (epi f) lui f . Fiind dat
un punct x ∈ X, notăm prin ∂f(x) subdiferenţiala lui f ı̂n x. Funcţia conjugată a lui f ı̂n raport
cu mulţimea M ⊆ X este f ∗M : X∗ → R, iar atunci când M = X descoperim clasica conjugată
Fenchel-Moreau a lui f , notată prin f ∗. Aşa-numita inegalitate Fenchel-Young, utilă ı̂n aplicaţii,
este specificată. Funcţia conjugată f ∗∗ : X → R a lui f ∗ se numeşte biconjugata lui f .

Fie f1 : X → R,..., fm : X → R funcţii proprii, unde m ∈ N. Convoluţia infimală a lui f1, ..., fm
este funcţia f1�...�fm : X → R. Precizăm anumite proprietăţi ale ei.

Fie X şi Y spaţii vectorial topologice. Pentru un operator linar continuu T ∈ L(X, Y ), operatorul
său adjunct este notat prin T ∗, iar funcţia infimală a unei funcţii f : X → R prin T este Tf : Y → R.

1.2.2 Funcţii vectoriale cu valori extinse

Considerăm un spaţiu local convex Y , parţial ordonat de un con convex nevid C ⊆ Y . Lui Y ı̂i
ataşam un cel mai mare element ı̂n raport cu ≤C , care nu aparţine lui Y şi care este notat prin ∞Y .
Punem Y • := Y ∪ {∞Y }. Atunci, pentru orice y ∈ Y •, avem y ≤C ∞Y . Mai mult, definim pe Y •

următoarele operaţii:

y +∞Y :=∞Y ,∞Y + y :=∞Y , λ · ∞Y :=∞Y şi 〈y∗,∞Y 〉 := +∞

pentru orice y ∈ Y , orice λ ≥ 0 şi orice y∗ ∈ C+.

Având o funcţie f : X → Y •, reamintim domeniul (dom f) şi con-epigraficul (epiC f) său. Mai
mult, reamintim diferite generalizări ale noţiunii de convexitate pentru funcţii vectoriale. O sinteză a
principalelor extensii ale semicontinuităţii inferioare (con-inferior semicontinuitate, stea con-inferior
semicontinuitate, con-epi ı̂nchidere) la cazul vectorial ı̂ncheie acest prim capitol.
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Capitolul 2

Optimizare scalară

Prezentul capitol conţine numeroase rezultate originale privind condiţii de optim şi dualitate pentru
diverse tipuri de probleme de optimizare scalară. Ele au fost publicate de către autoare ı̂n lucrările
individuale Grad A. [60], [62], [64], şi ı̂n lucrările ı̂n colaborare Boţ R. I., Grad A. şi Wanka
G. [21], [22]. Majoritatea teoremelor şi corolarelor reprezintă generalizări şi/sau ı̂mbunătăţiri ale
altor rezultate date de către diverşi autori.

Din punct de vedere istoric, primele realizări majore obţinute ı̂n optimizare s-au referit la pro-
blemele scalare. Deşi acestea au reprezentat un important subiect de interes pentru comunitatea
ştiinţifică de-a lungul deceniilor trecute, această temă ı̂ncă prezintă provocări, care sunt bazate
ı̂n principal pe lărgirea mulţimii de probleme pentru care condiţii de optim din ce ı̂n ce mai puţin
restrictive pot fi aplicate. Numeroase monografii au fost tipărite pe acest subiect ı̂ncepând cu mijlocul
secolului trecut. Menţionăm dintre acestea Barbu V. şi Precupanu T. [5], Blaga L. şi Lupşa
L. [6], Boţ R. I., Grad S. M. şi Wanka G. [26], Breckner W. W. [33], Rockafellar R.
T. [103] şi Zălinescu C. [121].

2.1 Condiţii secvenţiale de optim pentru probleme de

optimizare convexă cu restriţii exprimate cu mulţimi şi

conuri convexe

Această secţiune conţine condiţii secvenţiale de optim pentru diverse tipuri de probleme de optimizare
convexă scalară, simple sau compuse, condiţii care, după cunoştinţele noastre, sunt cele mai generale
publicate până ı̂n acest moment pentru această temă.

Boţ R. I., Csetnek E. R. şi Wanka G. [17], [18], au dat recent condiţii secvenţiale de
optim ı̂n optimizarea convexă, folosind o abordare cu funcţii perturbatoare, ı̂mbunătăţind rezultate
anterioare. Noi extindem rezultatele din aceste lucrări, cât şi din Grad A. [60], pentru probleme
de optimizare convexă scalară, cu restricţii exprimate cu mulţimi şi conuri convexe, definite cu
ajutorul unor funcţii vectoriale con-epi ı̂nchise. Mai mult, redescoperim ca şi cazuri particulare
câteva rezultate din lucrările mai sus amintite.

Fie (X, ‖·‖) un spaţiu Banach reflexiv şi fie (X∗, ‖·‖∗), dualul topologic al acestuia. De asemenea,

fie (x∗n)n∈N un şir ı̂n X∗. Folosim notaţia x∗n
ω∗−→ 0 (x∗n

‖·‖∗−→ 0) pentru situaţia ı̂n care (x∗n)n∈N converge
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către 0 ı̂n topologia slabă∗(tare).

Teorema 2.1.1 (Boţ R. I., Csetnek E. R., Wanka G. [17]) Fie X un spaţiu Banach reflexiv,
iar Y un spaţiu Banach. Fie de asemenea Φ : X × Y → R o funcţie proprie, convexă şi inferior
semicontinuă astfel ı̂ncât infx∈X Φ(x, 0) < +∞, iar x ∈ dom Φ(·, 0). Atunci următoarele afirmaţii
sunt echivalente:

(a) x este un punct de minim al lui Φ(·, 0) pe X.

(b) Există două şiruri, ((xn, yn))n∈N ı̂n dom Φ şi ((x∗n, y
∗
n))n∈N ı̂n X∗ × Y ∗, astfel ı̂ncât{

∀n ∈ N : (x∗n, y
∗
n) ∈ ∂Φ(xn, yn);

xn → x, yn → 0, x∗n → 0, 〈y∗n, yn〉 → 0,Φ(xn, yn)− Φ(x, 0)→ 0.

Observaţia 2.1.2 Teorema 2.1.1 poate fi de asemenea obţinută din Zălinescu C. [121, Teorema
3.1.6], unde trebuie făcute următoarele particularizări: operatorul liniar continuu A : X → X × Y
trebuie definit prin Ax := (x, 0), iar funcţia f este definită prin f := Φ ◦ A.

2.1.1 Probleme de optimizare convexă

Prezentăm ı̂n această subsecţiune ı̂mbunătăţiri ale unor rezultate din Boţ R. I., Csetnek E. R.
şi Wanka G. [18] pentru o clasă generală de probleme de optimizare convexă scalară, având funcţia
care defineşte restricţiile con-convexă şi con-epi ı̂nchisă.

Considerăm problema generală de optimizare convexă scalară cu restricţii exprimate cu ajutorul
unui con convex

(PC) inf
g(x)∈−C

f(x),

formulată ı̂n următoarele ipoteze:

(2.1)


X este un spaţiu Banach reflexiv, Z este un spaţiu Banach;
C ⊆ Z este un con nevid, ı̂nchis şi convex;

f : X → R e o funcţie proprie, convexă şi inferior semicontinuă;
g : X → Z• este o funcţie proprie, C-convexă şi C-epi ı̂nchisă;
g−1(−C) ∩ dom f 6= ∅.

Notăm mulţimea soluţiilor admisibile ale lui (PC) prin

APC
:= g−1(−C) ∩ dom f.

Considerăm o funcţie perturbatoare ΦC : X ×X × Z → R, definită prin

(2.2) ΦC(x, p, q) :=

{
f(x+ p) dacă g(x)− q ∈ −C
+∞ ı̂n rest.

Lema 2.1.3 (Grad A. [62]) Fie ipotezele (2.1) satisfăcute. Atunci funcţia ΦC este proprie, convexă
şi inferior semicontinuă. Mai mult, este adevărat că

(2.3) dom ΦC(·, 0, 0) = APC
,

şi, ı̂n consecinţă, următoarea inegalitate este validă:

(2.4) inf
x∈X

ΦC(x, 0, 0) < +∞.
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Lema 2.1.4 (Grad A. [62]) Fie ipotezele (2.1) satisfăcute. Dacă (x, p, q) ∈ dom ΦC, atunci

(2.5) ∂ΦC(x, p, q) =

{
(x∗, p∗,−q∗) ∈ X∗ ×X∗ ×−C+ : p∗ ∈ ∂f(x+ p),

x∗ − p∗ ∈ ∂(q∗ ◦ g)(x), 〈q∗, g(x)− q〉 = 0

}
.

Următoarea teoremă conţine condiţii secvenţiale de optim pentru (PC).

Teorema 2.1.5 (Grad A. [62]) Fie ipotezele (2.1) satisfăcute. Un element x ∈ APC
este o soluţie

optimă a problemei (PC) dacă şi numai dacă există două şiruri,

(2.6) ((xn, pn, qn))n∈N ı̂n X × (dom f)× C şi ((x∗n, p
∗
n, q
∗
n))n∈N ı̂n X∗ ×X∗ × C+,

astfel ı̂ncât

(2.7)


∀n ∈ N : p∗n ∈ ∂f(pn), x∗n ∈ ∂(q∗n ◦ g)(xn), 〈q∗n, qn〉 = 0;
xn → x, pn → x, g(xn) + qn → 0, x∗n + p∗n → 0;
〈p∗n, pn − xn〉 − 〈q∗n, g(xn)〉 → 0, f(pn)− f(x)→ 0.

Lema 2.1.6 Fie ipotezele (2.1) satisfăcute, iar x ∈ APC
. Mai mult, fie şirurile ((xn, pn, qn))n∈N ı̂n

X × (dom f)× C şi ((x∗n, p
∗
n, q
∗
n))n∈N ı̂n X∗ ×X∗ × C+ astfel ı̂ncât{
∀n ∈ N : p∗n ∈ ∂f(pn), x∗n ∈ ∂(q∗n ◦ g)(xn);
xn → x, pn → x, x∗n + p∗n → 0.

Dacă şirurile (an)n∈N, (bn)n∈N şi (cn)n∈N sunt definite prin

an := 〈p∗n, pn − xn〉 − 〈q∗n, g(xn)〉, bn := 〈p∗n, pn − x〉 − 〈q∗n, g(x)〉 şi

cn := −〈p∗n, xn − x〉 − 〈q∗n, g(xn)− g(x)〉,

atunci

an → 0 dacă şi numai dacă bn → 0 şi cn → 0.

Aplicând Lema 2.1.6, obţinem următoarea formulare echivalentă a Teoremei 2.1.5.

Teorema 2.1.7 Fie ipotezele (2.1) satisfăcute. Un element x ∈ APC
este o soluţie optimă a problemei

(PC) dacă şi numai dacă există două şiruri,

((xn, pn, qn))n∈N ı̂n X × (dom f)× C şi ((x∗n, p
∗
n, q
∗
n))n∈N ı̂n X∗ ×X∗ × C+,

astfel ı̂ncât

(2.8)


∀n ∈ N : p∗n ∈ ∂f(pn), x∗n ∈ ∂(q∗n ◦ g)(xn), 〈q∗n, qn〉 = 0;
xn → x, pn → x, g(xn) + qn → 0, x∗n + p∗n → 0;
〈p∗n, pn − x〉 − 〈q∗n, g(x)〉 → 0, 〈p∗n, xn − x〉+ 〈q∗n, g(xn)− g(x)〉 → 0;
f(pn)− f(x)→ 0.
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În continuare analizăm problema de optimizare convexă cu restricţii exprimate cu o mulţime
convexă şi un con convex

(PCM) inf
x∈M

g(x)∈−C

f(x).

În acest scop, presupunem ı̂ndeplinite ipotezele (2.1), cât şi următoarele prezumţii:

(2.9)

{
M ⊆ X este o mulţime nevidă, ı̂nchisă şi convexă;
M ∩ (dom f) ∩ g−1(−C) 6= ∅.

Notăm mulţimea soluţiilor admisibile ale lui (PCM) prin

APCM
:= M ∩ (dom f) ∩ g−1(−C).

Problema (PCM) poate fi considerată a fi de tip (PC), după cum se argumentează ı̂n cele ce urmează.

Considerăm funcţia f̃ : X → R definită prin f̃ := f + δM , i.e.

(2.10) f̃(x) =

{
f(x) dacă x ∈M
+∞ ı̂n rest.

Lema 2.1.8 Fie ipotezele (2.1) şi (2.9) satisfăcute. Atunci funcţia f̃ este proprie, convexă şi inferior
semicontinuă.

Problema (PCM) poate fi rescrisă ca

(2.11) inf
g(x)∈−C

f̃(x).

Aplicând Teorema 2.1.5 acestei probleme, obţinem condiţii secvenţiale de optim pentru (PCM).

Teorema 2.1.9 (Grad A. [62]) Fie ipotezele (2.1) şi (2.9) satisfăcute. Un element x ∈ APCM
este

o soluţie optimă a problemei (PCM) dacă şi numai dacă există două şiruri,

((xn, pn, qn))n∈N ı̂n X × (dom f ∩M)× C şi ((x∗n, p
∗
n, q
∗
n))n∈N ı̂n X∗ ×X∗ × C+,

astfel ı̂ncât

(2.12)


∀n ∈ N : p∗n ∈ ∂(f + δM)(pn), x∗n ∈ ∂(q∗n ◦ g)(xn), 〈q∗n, qn〉 = 0;
xn → x, pn → x, g(xn) + qn → 0, x∗n + p∗n → 0;
〈p∗n, pn − xn〉 − 〈q∗n, g(xn)〉 → 0, f(pn)− f(x)→ 0.

Teorema 2.1.9 are un număr mai mic de şiruri ı̂n exprimarea condiţiilor secvenţiale, ı̂n contrast
cu Teoremele 4.10 şi 4.11 din Boţ R. I., Csetnek E. R. şi Wanka G. [17], ı̂n timp ce funcţia g
este C-epi ı̂nchisă, nu doar continuă. Dacă considerăm dom f = X şi funcţiile f şi g continue, atunci
sistemul (2.12) ne dă o condiţie secvenţială a multiplicatorilor lui Lagrange pentru (PCM). În acest
caz particular obţinem o ı̂mbunătăţire a Teoremei 4.1 din Thibault L. [114], după cum reiese din
Teorema 2.1.21.

Folosind Teorema 2.1.7 obţinem următoarea formulare echivalentă a Teoremei 2.1.9.
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Teorema 2.1.10 Fie ipotezele (2.1) şi (2.9) satisfăcute. Un element x ∈ APCM
este o soluţie optimă

a problemei (PCM) dacă şi numai dacă există două şiruri,

((xn, pn, qn))n∈N ı̂n X × (dom f ∩M)× C şi ((x∗n, p
∗
n, q
∗
n))n∈N ı̂n X∗ ×X∗ × C+,

astfel ı̂ncât

(2.13)


∀n ∈ N : p∗n ∈ ∂(f + δM)(pn), x∗n ∈ ∂(q∗n ◦ g)(xn), 〈q∗n, qn〉 = 0;
xn → x, pn → x, g(xn) + qn → 0, x∗n + p∗n → 0;
〈p∗n, pn − x〉 − 〈q∗n, g(x)〉 → 0, 〈p∗n, xn − x〉+ 〈q∗n, g(xn)− g(x)〉 → 0,
f(pn)− f(x)→ 0.

2.1.2 Probleme de optimizare convexă compusă

În această subsecţiune prezentăm rezultate privind condiţii secvenţiale de optim pentru următoarea
problemă de optimizare sclară convexă compusă, cu restricţii exprimate cu o mulţime convexă şi un
con convex:

(P s◦f
CM) inf

x∈M,
g(x)∈−C

(s ◦ f)(x),

considerată sub ipotezele

(2.14)



X este un spaţiu Banach reflexiv, Y şi Z sunt spaţii Banach;
K ⊆ Y şi C ⊆ Z sunt conuri nevide şi convexe;
M ⊆ X este o mulţime nevidă, ı̂nchisă şi convexă;
f : X → Y • este o funcţie proprie şi K-convexă;
g : X → Z• este o funcţie proprie şi C-convexă;

s : Y • → R este o funcţie proprie, convexă, inferior semicontinuă,
şi K-crescătoare cu s(∞Y ) = +∞;

{x ∈M ∩ (dom f) ∩ g−1(−C) : f(x) ∈ dom s} 6= ∅.

Facem următoarea notaţie:

As◦f := {x ∈M ∩ (dom f) ∩ g−1(−C) : f(x) ∈ dom s}.

Este de remarcat că, ı̂n ipotezele (2.14), avem s∗(y∗) = +∞ pentru orice y∗ 6∈ K+, deoarece s este o
funcţie K-crescătoare pe Y .

Cazul ı̂n care f este stea K-inferior semicontinuă

Formulăm condiţii secvenţiale de optim pentru (P s◦f
CM), presupunând că sunt ı̂ndeplinite ipotezele

(2.14), cât şi următoarele prezumţii:

(2.15)

{
f este stea K-inferior semicontinuă;
C este ı̂nchisă, g este C-epi ı̂nchisă.
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Considerăm funcţia perturbatoare Φs◦f : X × Y × Z → R definită prin

(2.16) Φs◦f (x, y, z) :=

{
s(f(x) + y) dacă x ∈M, g(x)− z ∈ −C
+∞ ı̂n rest.

Lema 2.1.11 (Boţ R. I., Grad A., Wanka G. [22]) Fie ipotezele (2.14) şi (2.15) satisfăcute.
Atunci funcţia Φs◦f este proprie, convexă şi inferior semicontinuă. Mai mult, este adevărat că

(2.17) dom Φs◦f (·, 0, 0) = As◦f ,

şi, ı̂n consecinţă, următoarea inegalitate este validă:

(2.18) inf
x∈X

Φs◦f (x, 0, 0) < +∞.

Lema 2.1.12 Fie ipotezele (2.14) şi (2.15) satisfăcute. Dacă (x, p, q) ∈ dom Φs◦f , atunci

(2.19) ∂Φs◦f (x, p, q) =


(x∗, p∗,−q∗) ∈ X∗ ×K+ ×−C+ :
x∗ ∈ ∂ ((p∗ ◦ f) + (q∗ ◦ g) + δM) (x),
p∗ ∈ ∂s (f(x) + p) , 〈q∗, g(x)− q〉 = 0

 .

Următoarea teoremă prezintă condiţii secvenţiale de optim pentru (P s◦f
CM).

Teorema 2.1.13 Fie ipotezele (2.14) şi (2.15) satisfăcute. Un element x ∈ As◦f este o soluţie

optimă a problemei (P s◦f
CM) dacă şi numai dacă există două şiruri,

((xn, yn, zn))n∈N ı̂n (M ∩ dom f)× (dom s)× (−C) şi ((x∗n, y
∗
n, z
∗
n))n∈N ı̂n X∗ ×K+ × C+,

astfel ı̂ncât

(2.20)


∀n ∈ N : x∗n ∈ ∂ ((y∗n ◦ f) + (z∗n ◦ g) + δM) (xn), y∗n ∈ ∂s(yn), 〈z∗n, zn〉 = 0;
xn → x, yn − f(xn)→ 0, zn − g(xn)→ 0, x∗n → 0;
〈y∗n, yn − f(xn)〉 − 〈z∗n, g(xn)〉 → 0, s(yn)− s(f(x))→ 0.

Lema 2.1.14 Fie ipotezele (2.14) şi (2.15) satisfăcute, iar x ∈ As◦f . Considerăm două şiruri,
((xn, yn, zn))n∈N ı̂n (M ∩dom f)× (dom s)× (−C) şi ((x∗n, y

∗
n, z
∗
n))n∈N ı̂n X∗×K+×C+, astfel ı̂ncât

(2.21)

{
∀n ∈ N : x∗n ∈ ∂ ((y∗n ◦ f) + (z∗n ◦ g) + δM) (xn), y∗n ∈ ∂s(yn);
xn → x, x∗n → 0, s(yn)− s(f(x))→ 0.

Dacă şirurile (an)n∈N, (bn)n∈N şi (cn)n∈N sunt definite prin

an := 〈y∗n, yn − f(xn)〉 − 〈z∗n, g(xn)〉, bn := 〈y∗n, yn − f(x)〉+ 〈z∗n,−g(x)〉, şi

cn := 〈y∗n, f(xn)− f(x)〉+ 〈z∗n, g(xn)− g(x)〉,

atunci
an → 0 dacă şi numai dacă bn → 0 şi cn → 0.

Folosind Lema 2.1.14, dăm următoarea formulare echivalentă a Teoremei 2.1.13.

14



Teorema 2.1.15 Fie ipotezele (2.14) şi (2.15) satisfăcute. Un element x ∈ As◦f este o soluţie

optimă a problemei (P s◦f
CM) dacă şi numai dacă există două şiruri,

((xn, yn, zn))n∈N ı̂n (M ∩ dom f)× (dom s)× (−C) şi ((x∗n, y
∗
n, z
∗
n))n∈N ı̂n X∗ ×K+ × C+,

astfel ı̂ncât

(2.22)


∀n ∈ N : x∗n ∈ ∂ ((y∗n ◦ f) + (z∗n ◦ g) + δM) (xn), y∗n ∈ ∂s(yn), 〈z∗n, zn〉 = 0;
xn → x, yn − f(xn)→ 0, zn − g(xn)→ 0, x∗n → 0;
〈y∗n, yn − f(x)〉 − 〈z∗n, g(x)〉 → 0,
〈y∗n, f(xn)− f(x)〉+ 〈z∗n, g(xn)− g(x)〉 → 0, s(yn)− s(f(x))→ 0.

Cazul ı̂n care f este K-epi ı̂nchisă

Formulăm condiţii secvenţiale de optim pentru (P s◦f
CM), când sunt satisfăcute atât ipotezele (2.14),

cât şi următoarele prezumţii:

(2.23)


C şi K sunt ı̂nchise;
f este K-epi ı̂nchisă;
g este C-epi ı̂nchisă.

Folosim următoarea problemă intermediară:

(Ps̃) inf
H(x,y)≤K×C(0,0)

s̃(x, y),

unde funcţia s̃ : X × Y → R este definită prin s̃(x, y) := s(y) + δM(x) pentru oricare (x, y) ∈ X × Y.
Funcţia H : X × Y → (Y × Z)•, care generează restricţiile lui (Ps̃) este definită prin

H(x, y) := (f(x)− y, g(x)) pentru oricare (x, y) ∈ X × Y.

Lema 2.1.16 (Grad A. [62]) Fie ipotezele (2.14) şi (2.23) satisfăcute. Atunci următoarele afirmaţii
sunt adevărate:

(a) Funcţia s̃ este proprie, convexă şi inferior semicontinuă.

(b) Funcţia H este proprie, K × C-convexă şi K × C-epi ı̂nchisă.

(c) (Ps̃) este o problemă de optimizare de tip (PC).

Următoarea lemă precizează o legătură ı̂ntre problemele (P s◦f
CM) şi (Ps̃).

Lema 2.1.17 (Grad A. [62]) Fie ipotezele (2.14) şi (2.23) satisfăcute. Atunci următoarele afirmaţii
sunt adevărate:

(a) Dacă (x, y) ∈ dom s̃ este o soluţie optimă a lui (Ps̃), atunci (x, f(x)) este de asemenea o soluţie
optimă a lui (Ps̃).

(b) x ∈ As◦f este o soluţie optimă a lui (P s◦f
CM) dacă şi numai dacă (x, f(x)) este o soluţie optimă

a lui (Ps̃).
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Cu ajutorul Lemei 2.1.17 demonstrăm următorul rezultat, care cuprinde condiţii secvenţiale de
optim pentru (P s◦f

CM), presupunând că nu numai g, dar şi f , este o funcţie con-epi ı̂nchisă.

Teorema 2.1.18 (Grad A. [62]) Fie ipotezele (2.14) şi (2.23) satisfăcute, iar Y fie un spaţiu
reflexiv. Un element x ∈ As◦f este soluţie optimă a problemei (P s◦f

CM) dacă şi numai dacă există două
şiruri,

((xn, yn, un, vn, tn, qn))n∈N ı̂n X × Y ×M × (dom s)×K × C
şi

((x∗n, u
∗
n, v

∗
n, t
∗
n, q
∗
n))n∈N ı̂n X∗ ×X∗ × Y ∗ ×K+ × C+,

astfel ı̂ncât

(2.24)



∀n ∈ N : u∗n ∈ NM(un), v∗n ∈ ∂s(vn), x∗n ∈ ∂(t∗n ◦ f + q∗n ◦ g)(xn),
〈t∗n, tn〉 = 0, 〈q∗n, qn〉 = 0;
xn → x, un → x, yn → f(x), vn → f(x), f(xn) + tn → f(x),
g(xn) + qn → 0, x∗n + u∗n → 0,−t∗n + v∗n → 0;
〈u∗n, un − xn〉+ 〈v∗n, vn − yn〉 − 〈t∗n, f(xn)− yn〉 − 〈q∗n, g(xn)〉 → 0,
s(vn)− s(f(x))→ 0.

Observaţia 2.1.19 Sistemul (2.24) conţine de fapt o mulţime de soluţii ale altei probleme de op-
timizare. Condiţia u∗n ∈ NM(un) este echivalentă cu faptul că un este soluţia optimă a problemei
supx∈M〈u∗n, x〉, de aceea 〈u∗n, un〉 = maxx∈M〈u∗n, x〉.

O versiune ı̂mbunătăţită a Teoremei 2.1.18, din punctul de vedere al şirurilor implicate, se obţine
aplicând Teorema 2.1.7.

Teorema 2.1.20 Fie ipotezele (2.14) şi (2.23) satisfăcute, iar Y fie un spaţiu reflexiv. Un element
x ∈ As◦f este o soluţie optimă a problemei (P s◦f

CM) dacă şi numai dacă există două şiruri,

((xn, yn, un, vn, tn, qn))n∈N ı̂n X × Y ×M × (dom s)×K × C

şi
((x∗n, u

∗
n, v

∗
n, t
∗
n, q
∗
n))n∈N ı̂n X∗ ×X∗ × Y ∗ ×K+ × C+,

astfel ı̂ncât

(2.25)



∀n ∈ N : u∗n ∈ NM(un), v∗n ∈ ∂s(vn), x∗n ∈ ∂(t∗n ◦ f + q∗n ◦ g)(xn),
〈t∗n, tn〉 = 0, 〈q∗n, qn〉 = 0;
xn → x, un → x, yn → f(x), vn → f(x), f(xn) + tn → f(x), g(xn) + qn → 0,
x∗n + u∗n → 0,−t∗n + v∗n → 0;
〈u∗n, xn − x〉+ 〈v∗n, yn − f(x)〉+ 〈t∗n, f(xn)− yn〉+ 〈q∗n, g(xn)− g(x)〉 → 0,
〈u∗n, un − x〉+ 〈v∗n, vn − f(x)〉 − 〈q∗n, g(x)〉 → 0, s(vn)− s(f(x))→ 0.

Cazul ı̂n care f şi g sunt continue

Considerăm problema (P s◦f
CM) sub ipotezele (2.14), cu următoarele prezumţii suplimentare:

(2.26)


C este ı̂nchisă;
dom f = X şi f este o funcţie continuă;
dom g = X şi g este o funcţie continuă.
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Teorema 2.1.21 (Boţ R.I., Grad A., Wanka G. [22]) Fie ipotezele (2.14) şi (2.26) satisfăcute.
Un element x ∈ As◦f este o soluţie optimă a problemei (P s◦f

CM) dacă şi numai dacă există două şiruri,

((xn, yn, zn))n∈N ı̂n M × (dom s)× (−C)

şi
((u∗n, v

∗
n, t
∗
n, y

∗
n, z
∗
n))n∈N ı̂n X∗ ×X∗ ×X∗ ×K+ × C+,

astfel ı̂ncât

(2.27)


∀n ∈ N : u∗n ∈ ∂(y∗n ◦ f)(xn), v∗n ∈ ∂(z∗n ◦ g)(xn),
t∗n ∈ NM(xn), y∗n ∈ ∂s(yn), 〈z∗n, zn〉 = 0;
xn → x, yn → f(x), zn → g(x), u∗n + v∗n + t∗n → 0;
〈y∗n, yn − f(x)〉 − 〈z∗n, g(x)〉 → 0,
〈y∗n, f(xn)− f(x)〉+ 〈z∗n, g(xn)− g(x)〉 → 0, s(yn)− s(f(x))→ 0.

Observaţia 2.1.22 Prezentăm ı̂n acest punct rezultatele aferente Teoremei 2.1.20, atunci când se
lucrează ı̂n ipotezele suplimentare (2.26). Pentru ı̂nceput se remarcă că

∂(t∗n ◦ f + q∗n ◦ g)(xn) = ∂(t∗n ◦ f)(xn) + ∂(q∗n ◦ g)(xn) pentru oricare n ∈ N.

De aceea, sistemul (2.25) poate fi modificat după cum urmează. Fixăm un n ∈ N arbitrar. Atunci
x∗n ∈ ∂(t∗n ◦ f + q∗n ◦ g)(xn) este echivalent cu existenţa a două funcţionale a∗n şi b∗n ı̂n X∗, astfel ı̂ncât
x∗n = a∗n + b∗n, iar a∗n ∈ ∂(t∗n ◦ f)(xn) şi b∗n ∈ ∂(q∗n ◦ g)(xn). Mai mult, din moment ce xn → x, obţinem
f(xn)→ f(x) şi g(xn)→ g(x). De asemenea, tn → 0 şi qn → −g(x).

Corolar 2.1.23 (Boţ R.I., Grad A., Wanka G. [22]) Fie ipotezele (2.14) şi (2.26) satisfăcute,
iar g ≡ 0. Un element x ∈M este o soluţie optimă a problemei

(2.28) inf
x∈M

(s ◦ f)(x)

dacă şi numai dacă există două şiruri,

((xn, yn))n∈N ı̂n M × (dom s) şi ((u∗n, t
∗
n, y

∗
n))n∈N ı̂n X∗ ×X∗ ×K+,

astfel ı̂ncât

(2.29)


∀n ∈ N : u∗n ∈ ∂(y∗n ◦ f)(xn), t∗n ∈ NM(xn), y∗n ∈ ∂s(yn);
xn → x, yn → f(x), u∗n + t∗n → 0;
〈y∗n, yn − f(x)〉 → 0, 〈y∗n, f(xn)− f(x)〉 → 0, s(yn)− s(f(x))→ 0.

2.1.3 O regulă secvenţială a multiplicatorilor lui Lagrange

Problema compusă (P s◦f
CM) poate fi simplificată prin considerarea lui Y := X şi prin ı̂nlocuirea lui

f : X → X cu funcţia identică pe X, i.e. f(x) := x pentru oricare x ∈ X, iar K := {0}. Folosind din
nou Teorema 2.1.21, introducem condiţii secvenţiale de optim pentru problema convexă cu restricţii
exprimate cu o mulţime convexă şi un con convex

(Ps◦id) inf
x∈M

g(x)∈−C

s(x),
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ı̂n următoarele ipoteze:

(2.30)



X este un spaţiu Banach reflexiv, Z este un spaţiu Banach;
C ⊆ Z este un con nevid, ı̂nchis şi convex;
M ⊆ X este o mulţime nevidă, ı̂nchisă şi convexă;
g : X → Z este o funcţie continuă şi C-convexă;

s : X → R este o funcţie proprie, convexă şi inferior semicontinuă;
M ∩ g−1(−C) ∩ (dom s) 6= ∅.

Folosim notaţia As◦id := M ∩ g−1(−C) ∩ dom s.

În continuare prezentăm o regulă secvenţială a multiplicatorilor lui Lagrange, care este o ra-
finare a unui rezultat din Boţ R. I., Csetnek E. R. şi Wanka G. [17, Teorema 4.10] şi care se
demonstrează cu ajutorul Teoremei 2.1.9.

Teorema 2.1.24 (Boţ R. I., Grad A., Wanka G. [22]) Fie ipotezele (2.30) satisfăcute. Un
element x ∈ As◦id este o soluţie optimă a problemei (Ps◦id) dacă şi numai dacă există două şiruri,

((xn, yn, zn))n∈N ı̂n M × (dom s)× (−C) şi ((v∗n, t
∗
n, y

∗
n, z
∗
n))n∈N ı̂n X∗ ×X∗ ×X∗ × C+,

astfel ı̂ncât

(2.31)


∀n ∈ N : v∗n ∈ ∂(z∗n ◦ g)(xn), t∗n ∈ NM(xn), y∗n ∈ ∂s(yn), 〈z∗n, zn〉 = 0;
xn → x, yn → x, zn → g(x), y∗n + v∗n + t∗n → 0, 〈y∗n, yn − x〉 − 〈z∗n, g(x)〉 → 0,
〈y∗n, xn − x〉+ 〈z∗n, g(xn)− g(x)〉 → 0, s(yn)− s(x)→ 0.

Observaţia 2.1.25 O teoremă similară poate fi obţinută prin particularizarea Teoremei 2.1.10.

Observaţia 2.1.26 Conform Rockafellar R. T. [103, Teorema 20], pentru problema scalară
de optimizare (Ps◦id), condiţiile de optim Karush-Kuhn-Tucker, denumite de acum ı̂nainte condiţiile
KKT, sunt

x ∈ As◦id este o soluţie a problemei (Ps◦id) dacă şi numai dacă 0 ∈
(
s+ δ{u∈M :g(u)∈−C}

)
(x).

Considerând arbitrar x ∈ As◦id, următoarele afimaţii sunt valide:

∂
(
s+ δ{u∈M :g(u)∈−C}

)
(x) ⊇

⋃
z∗∈C+,

(z∗◦g)(x)=0

∂(s+ (z∗ ◦ g) + δM)(x)

⊇ ∂s(x) +
⋃

z∗∈C+,
(z∗◦g)(x)=0

∂((z∗ ◦ g) + δM)(x).

Deci, pentru un element x ∈ As◦id astfel ı̂ncât

0 ∈
⋃

z∗∈C+,
(z∗◦g)(x)=0

∂(s+ (z∗ ◦ g) + δM)(x) sau 0 ∈ ∂s(x) +
⋃

z∗∈C+,
(z∗◦g)(x)=0

∂((z∗ ◦ g) + δM)(x),

rezultă că x este soluţie optimă a problemei (Ps◦id).
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Exemplul 2.1.27 (Boţ R. I., Grad A., Wanka G. [22]) Considerăm spaţiile X := R, Z := R2,
şi mulţimile C := R2

+, M := R. Definim funcţiile s : R→ R şi g : R→ R2 prin

s(x) := −
√
x+ δR+(x) şi g(x) := (−1− x, x) pentru oricare x ∈ R.

Atunci funcţia s este proprie, convexă şi inferior semicontinuă; funcţia g este R2
+-convexă şi continuă,

iar M ∩ g−1(−C) ∩ (dom s) 6= ∅. Elementul x := 0 este (unica) soluţie optimă a problemei (Ps◦id).
Din moment ce⋃

z∗∈C+,
(z∗◦g)(0)=0

∂(s+ (z∗ ◦ g) + δM)(0) = ∂s(0) +
⋃

z∗∈C+,
(z∗◦g)(0)=0

∂((z∗ ◦ g) + δM)(0) = ∅,

condiţiile clasice de optim KKT nu sunt ı̂ndeplinite. Însă, se demonstrează că, condiţiile secvenţiale
din (2.31) sunt satisfăcute.

O generalizare a cunoscutei leme a lui Pshenichnyi-Rockafellar poate fi dată considerând ı̂n Teo-
rema 2.1.24 doar restricţii geometrice.

Teorema 2.1.28 (Boţ R. I., Grad A., Wanka G. [22]) Fie ipotezele (2.30) satisfăcute. Un
element x ∈ As◦id este o soluţie optimă a problemei

(2.32) inf
x∈M

s(x)

dacă şi numai dacă există două şiruri,

((xn, yn))n∈N ı̂n M × (dom s) şi ((t∗n, y
∗
n, ))n∈N ı̂n X∗ ×X∗,

astfel ı̂ncât

(2.33)


∀n ∈ N : y∗n ∈ ∂s(yn), t∗n ∈ NM(xn);
xn → x, yn → x, y∗n + t∗n → 0;
〈y∗n, yn − x〉 → 0, 〈y∗n, xn − x〉 → 0, s(yn)− s(x)→ 0.

Teorema 2.1.28 este o rafinare a Corolarului 4.8 din Boţ R. I., Csetnek E. R. şi Wanka
G. [17], şi, ı̂n consecinţă, o generalizare a Corolarului 3.5 din Jeyakumar V. şi Wu Z. Y. [83].

2.2 Condiţii de regularitate de tip interior cvasi-relativ

pentru probleme de optimizare convexă

În acestă secţiune prezentăm teoreme de dualitate tare Lagrange pentru probleme de optimizare
convexă, cu restricţii geometrice şi afine, atingând două obiective: primul fiind acela de a corecta
anumite afirmaţii din lucrarea lui Daniele P. şi Giuffré S. [45], iar al doilea fiind acela de a
completa realizările din Boţ R. I., Csetnek E. R. şi Moldovan A. [16]. Rezultatele proprii au
fost publicate ı̂n lucrarea Grad A. [64].
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2.2.1 Teoreme tari de dualitate Lagrange

Problema primală considerată este

(PCMA) inf
x∈M

g(x)∈−C
h(x)=0

f(x),

iar duala sa Lagrange este

(DL
CMA) sup

z∗∈C+,w∗∈W ∗
inf
x∈M

{
f(x) + 〈z∗, g(x)〉+ 〈w∗, h(x)〉

}
.

Ipotezele generale sunt descrise ı̂n cele ce urmează:

(2.34)



X este un spaţiu vectorial, Z şi W sunt spaţii local convexe separate;
M ⊆ X este o mulţime nevidă convexă, C ⊆ Z este un con convex;
f : M → R este o funcţie convexă;
g : M → Z este o funcţie C-convexă;
h : X → W este o funcţie afină;
{x ∈M : g(x) ∈ −C, h(x) = 0} 6= ∅.

Introducem următoarea notaţie:

ACMA := {x ∈M : g(x) ∈ −C, h(x) = 0}.

Observaţia 2.2.1 Folosind ipotezele (2.34), remarcăm că mulţimile

g(M) + C, h(M), (g, h)(M) + C × {0} şi (f, g, h)(M) + R+ × C × {0}

sunt convexe.

Teorema 2.2.2 Valorile optime v(PCMA) şi v(DL
CMA) ale problemelor (PCMA) şi (DL

CMA), satisfac
inegalitatea

v(DL
CMA) ≤ v(PCMA).

Observaţia 2.2.3 Pentru cazul particular ı̂n care spaţiile X, Z şi W sunt normate, Daniele P. şi
Giuffré S. [45, Teorema 3.1] au stabilit o teoremă de dualitate tare pentru perechea (PCM , D

L
CMA).

După cum au remarcat Boţ R. I., Csetnek E. R. şi Moldovan A. [16], teorema amintită
prezintă doua probleme majore:

Problema 1: Apare o greşeală ı̂n demonstraţie.

Problema 2: Aşa-numita Assumption S este din start o condiţie necesară şi suficientă pentru
dualitatea tare, astfel, celelalte ipoteze ale Teoremei 3.1 sunt de prisos.

Dacă v(PCMA) = −∞, atunci avem automat dualitate tare. De aceea, pentru restul secţiunii
presupunem că v(PCMA) ∈ R.

Definim următoarea mulţime:

E := (v(PCMA), 0, 0)− (f, g, h)(M)− R+ × C × {0},

unde R+ := [0,+∞). Se remarcă faptul că −E este o mulţime asemănătoare cu extensia conică
folosită de Giannessi F. [55] ı̂n teoria analizei cu ajutorul spaţiului imagine.
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Lema 2.2.4 Fie ipotezele (2.34) satisfăcute. Atunci următoarele afirmaţii sunt adevărate:

(a) E este o mulţime convexă.

(b) (PCMA) are o soluţie optimă dacă şi numai dacă (0, 0, 0) ∈ E.

(c) Dacă (PCMA) are o soluţie optimă, atunci co(E ∪ {(0, 0, 0)}) = co E = E .

Lema 2.2.5 (Grad A. [64]) Fie ipotezele (2.34) satisfăcute. Atunci următoarele afirmaţii sunt
adevărate:

(a) Dacă x ∈M şi c ∈ C satisfac (g(x) + c, h(x)) ∈ qri((g, h)(M) + C × {0}), atunci

(v(PCMA)− f(x)− t,−g(x)− c,−h(x)) ∈ qri E pentru orice t > 0.

(b) Dacă (r0, z0, w0) ∈ qri E, atunci (−z0,−w0) ∈ qri((g, h)(M) + C × {0}).
(c) qri E 6= ∅ dacă şi numai dacă qri((g, h)(M) + C × {0}) 6= ∅.

Principalul rezultat al acestei secţiuni este următoarea teoremă de dualitate tare pentru
(PCMA) şi (DL

CMA).

Teorema 2.2.6 (Grad A. [64]) Fie ipotezele (2.34) satisfăcute. Presupunem de asemenea că

(2.35) (0, 0) ∈ qi((g, h)(M) + C × {0})

şi

(2.36) (0, 0, 0) 6∈ qri co(E ∪ {(0, 0, 0)}).

Atunci ı̂ntre (PCMA) şi (DL
CMA) are loc dualitate tare, i.e. v(PCMA) = v(DL

CMA) şi (DL
CMA) are o

soluţie optimă.

Când problema primală admite o soluţie optimă, se deduce următorul rezultat.

Corolar 2.2.7 (Grad A. [64]) Fie ipotezele (2.34) satisfăcute, iar x ∈ ACMA fie o soluţie optimă a
problemei (PCMA). Presupunem de asemenea că condiţia (2.35) este satisfăcută şi (0, 0, 0) 6∈ qri(E).
Atunci următoarele afirmaţii sunt adevărate:

(a) v(PCMA) = v(DL
CMA) şi problema (DL

CMA) are o soluţie optimă.

(b) Pentru fiecare soluţie optimă (z∗, w∗) ∈ C+ ×W ∗ a lui (DL
CMA), egalitatea 〈z∗, g(x)〉 = 0 este

validă.

Observaţia 2.2.8 Subliniem faptul că

(0, 0, 0) ∈ qri E =⇒ (0, 0) ∈ qri((g, h)(M) + C × {0}),

ceea ce reprezintă un caz particular al Lemei 2.2.5 (b), şi că

(0, 0, 0) ∈ qi E =⇒ (0, 0) ∈ qi((g, h)(M) + C × {0}).

Totuşi, este posibil ca (0, 0) ∈ qi((g, h)(M) + C × {0}) şi (0, 0, 0) 6∈ qi E .
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Următoarea propoziţie conţine o formulare echivalentă a condiţiei (2.36).

Propoziţia 2.2.9 (Grad A. [64]) Fie ipotezele (2.34) şi condiţia (2.35) satisfăcute. Atunci

(0, 0, 0) ∈ qri co(E ∪ {(0, 0, 0)}) dacă şi numai dacă (0, 0, 0) ∈ qi co(E ∪ {(0, 0, 0)}).

Observaţia 2.2.10 Dacă condiţiile (2.34) şi (2.35) sunt satisfăcute, atunci ı̂n Teorema 2.2.6 condiţia
(2.36) poate fi ı̂nlocuită cu formularea echivalentă (0, 0, 0) 6∈ qi co(E ∪{(0, 0, 0)}), ı̂n timp ce condiţia
(0, 0, 0) 6∈ qri E din Corolarul 2.2.7 poate fi ı̂nlocuită cu (0, 0, 0) 6∈ qi E .

În continuare oferim condiţii suficiente care asigură (2.35).

Lema 2.2.11 (Grad A. [64]) Fie ipotezele (2.34) satisfăcute şi fie x0 ∈M un element astfel ı̂ncât

(2.37) g(x0) ∈ − qri(C) şi h(x0) = 0.

Mai mult, presupunem că

(2.38) 0 ∈ qi(C − C) (sau echivalent cl(C − C) = Z)

şi

(2.39) 0 ∈ qi(h(M)).

Atunci (0, 0) ∈ qi((g, h)(M) + C × {0}).

Observaţia 2.2.12 Conform Propoziţiei 1.1.7, condiţia 0 ∈ qih(M) din Lema 2.2.11 poate fi
ı̂nlocuită cu 0 ∈ qrih(M) şi 0 ∈ qi(h(M)− h(M)).

Folosind Lema 2.2.11, deducem din Teorema 2.2.6 şi Corolarul 2.2.7 următoarea teoremă de
dualitate tare, şi corolarul corespunzător ei, ı̂n ipoteze mai tari. Totuşi, ı̂n situaţii practice, aceste
ipoteze pot fi verificate mai uşor.

Teorema 2.2.13 (Grad A. [64]) Fie ipotezele (2.34) satisfăcute. Presupunem că există un x0 ∈M
astfel ı̂ncât (2.37) este satisfăcută. Mai mult, fie (2.36), (2.38) şi (2.39) valide. Atunci ı̂ntre (PCMA)
şi (DL

CMA) are loc dualitate tare, i.e. v(PCMA) = v(DL
CMA) şi (DL

CMA) are o soluţie optimă.

Corolar 2.2.14 (Grad A. [64]) Fie ipotezele (2.34) satisfăcute, fie x ∈ ACMA o soluţie optimă a
problemei (PCMA), şi fie x0 ∈ M astfel ı̂ncât (2.37) este satisfăcută. Mai mult, fie (2.38) şi (2.39)
valide, şi fie (0, 0, 0) 6∈ qri(E). Atunci următoarele afirmaţii sunt adevărate:

(a) v(PCMA) = v(DL
CMA) şi (DL

CMA) are cel puţin o soluţie optimă.

(b) Pentru fiecare soluţie optimă (z∗, w∗) ∈ C+ ×W ∗ a lui (DL
CMA), egalitatea 〈z∗, g(x)〉 = 0 este

validă.

Observaţia 2.2.15 Dacă M este o mulţime afină, atunci h(M) este tot afină şi, ı̂n consecinţă,
rezultă că h(M) = qrih(M). În această situaţie relaţia (2.39) poate fi modificată ı̂n qih(M) 6= ∅.

Pe de altă parte, ipoteza (2.39) poate fi ı̂nlocuită cu 0 ∈ qi(h(M)− h(M)).

În următorul rezultat precizăm condiţii suficiente pentru (2.39).

22



Lema 2.2.16 (Grad A. [64]) Fie ipotezele (2.34) satisfăcute şi fie M o mulţime afină. Atunci

(2.40) clh(M −M) = W şi 0 ∈ h(M)

dacă şi numai dacă 0 ∈ qih(M).

Observaţia 2.2.17 În ipotezele Lemei 2.2.16 se pot obţine, din Teorema 2.2.13 şi Corolarul 2.2.14,
teoreme de dualitate tare corespunzătoare. Acestea vor fi nişte rezultate mai slabe, dar ı̂n ipotezele
lor particulare, sunt mai uşor verficabile ı̂n practică.

Lema 2.2.18 (Grad A. [64]) Fie ipotezele (2.34) satisfăcute, fie X un spaţiu local convex separat, iar
h continuă. Dacă există x0 ∈ qriM astfel ı̂ncât h(x0) = 0 şi clh(M −M) = W , atunci 0 ∈ qih(M).

Teorema 2.2.19 (Grad A. [64]) Fie ipotezele (2.34) satisfăcute, fie X un spaţiu local convex
separat, iar h continuă. Fie x0 ∈ qriM astfel ı̂ncât (2.37) este satisfăcută. Mai mult, fie (2.36)
şi (2.38) valide şi clh(M −M) = W . Atunci ı̂ntre (PCMA) şi (DL

CMA) are loc dualitate tare, i.e.
v(PCMA) = v(DL

CMA) şi (DL
CMA) are o soluţie optimă.

Corolar 2.2.20 (Grad A. [64]) Fie ipotezele Teoremei 2.2.19 satisfăcute şi fie x ∈ ACMA o soluţie
optimă a problemei (PCMA). Atunci următoarele afirmaţii sunt adevărate:

(a) v(PCMA) = v(DL
CMA) şi (DL

CMA) are cel puţin o soluţie.

(b) Pentru fiecare soluţie optimă (z∗, w∗) ∈ C+ ×W ∗ a lui (DL
CMA), egalitatea 〈z∗, g(x)〉 = 0 este

validă.

Este de remarcat faptul că condiţiile din Corolarul 2.2.20 sunt similare cu cele din Teorema 3.1
din Daniele P. şi Giuffré S. [45], dar rezultatul nostru este mai puţin restrictiv şi ı̂n acelaşi timp
corect.

2.2.2 Puncte şa

Funcţia L : M × C+ ×W ∗ → R, definită prin

L(x, z∗, w∗) := f(x) + 〈z∗, g(x)〉+ 〈w∗, h(x)〉 pentru orice (x, z∗, w∗) ∈M × C+ ×W ∗,

se numeşte funcţie Lagrange asociată lui (PCMA).

Un element (x, z∗, w∗) ∈ M × C+ ×W ∗ se numeşte punct şa al funcţiei Lagrange asociată lui
(PCMA) dacă

f(x) + 〈z∗, g(x)〉+ 〈w∗, h(x)〉 ≤ f(x) + 〈z∗, g(x)〉+ 〈w∗, h(x)〉 ≤
≤ f(x) + 〈z∗, g(x)〉+ 〈w∗, h(x)〉

pentru orice (x, z∗, w∗) ∈M × C+ ×W ∗.

Teorema 2.2.21 Fie ipotezele Teoremei 2.2.6 (sau ale Teoremei 2.2.13, sau respectiv ale Teoremei
2.2.19) satisfăcute, iar x ∈ ACMA. Atunci x este o soluţie optimă a problemi (PCMA) dacă şi numai
dacă există (z∗, w∗) ∈ C+×W ∗ astfel ı̂ncât (x, z∗, w∗) este un punct şa al funcţiei Lagrange asociată
lui (PCMA) şi egalitatea 〈z∗, g(x)〉 = 0 este validă.
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2.2.3 O aplicaţie la o problemă de optimizare ı̂n L2([0, T ],R2)

Teoria dezvoltată ı̂n Secţiunea 2.2 are o largă arie de aplicabilitate. Vom prezenta o aplicaţie ı̂n
spaţiul Banach reflexiv L2([0, T ],Rm), unde T > 0 este o constantă reală şi m ≥ 1 este un număr
natural.

Reamintim că ı̂n acest spaţiu se poate considera conul convex

Cm := {w ∈ L2([0, T ],Rm) : w(t) ≥ 0 a.p.t. ı̂n [0, T ]},

pentru care intCm, coreCm şi sqriCm sunt vide, dar

qriCm = {w ∈ L2([0, T ],Rm) : w(t) > 0 a.p.t. ı̂n [0, T ]}

(vezi Borwein J. M. şi Lewis A. S. [9]). Mai mult, egalitatea Cm − Cm = L2([0, T ],Rm) este
validă, iar conul dual lui Cm este chiar Cm.

Pentru o lecturare mai uşoară folosim notaţia � η, u�m pentru valoarea ı̂n u ∈ L2([0, T ],Rm) a
funcţionalei liniare continue η ∈ (L2([0, T ],Rm))∗ = L2([0, T ],Rm) , adică

� η, u�m=

∫ T

0

〈η(t), u(t)〉dt =

∫ T

0

m∑
i=1

ηi(t)ui(t)dt.

Ipotezele sub care lucrăm, care sunt o particularizare a ipotezelor generale (2.34), sunt descrise
ı̂n cele ce urmează:

(2.41)



X = M = W := L2([0, T ],R2), Z := L2([0, T ],R);
f : L2([0, T ],R2)→ R este definită prin f(u) :=� β, u2

1 �1;
g : L2([0, T ],R2)→ L2([0, T ],R) este definită prin g(u) := u2;
h : L2([0, T ],R2)→ L2([0, T ],R2) este definită prin h(u) := Φ(u)− ρ;

u = (u1, u2) ∈ L2([0, T ],R2), ρ = (−1, 1);
β ∈ L2([0, T ],R) cu β(t) ≥ 0 a.p.t. ı̂n [0, T ];

Φ :=

(
1 1
0 −1

)
.

Atunci f este o funcţie convexă, g este C-convexă, iar h este afină. Introducem următoarea notaţie:

Aeq :=

{
u ∈ L2([0, p],R2) : u2 ∈ −C1,Φu(t) = ρ(t) a.p.t ı̂n [0, T ]

}
.

Se arată că ı̂ntre problema primală

(Peq) min
u∈Aeq

� β, u2
1 �1

şi duala sa Lagrange

(DL
eq) sup

z∗∈C1,
w∗∈W ∗

inf
u∈L2([0,T ],R2)

{
� β, u2

1 �1 +� z∗, g(u)�1 +� w∗,Φu− ρ�2

}
,

are loc dualitate tare, aplicând Corolarul 2.2.14. Astfel, v(Peq) = v(DL
eq), iar (DL

eq) are o soluţie
optimă. Mai mult, pentru fiecare soluţie optimă (z∗, w∗) ∈ C1 × L2([0, T ],R2) a lui (DL

eq), egalitatea
� z∗, g(x)�1= 0 este validă.
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Capitolul 3

Optimizare vectorială

În acest capitol sunt prezentate rezultate originale privind probleme de optimizare vectorială. Ele au
fost publicate ı̂n lucrările individuale Grad A. [60], [61], [63], [65], şi ı̂n lucrările ı̂n colaborare Boţ
R. I., Dumitru (Grad) A. şi Wanka G. [20], Boţ R. I., Grad A. şi Wanka G. [21], [22].

3.1 Condiţii secvenţiale de optim

Această secţiune conţine condiţii secvenţiale de optim pentru probleme de optimizare vectorială,
publicate ı̂n Grad A. [63] şi Boţ R. I., Grad A. şi Wanka G. [22].

Considerăm problema generală de optimizare vectorială convexă, cu restricţii exprimate cu aju-
torul unei mulţimi convexe şi al unui con convex

(P v
CM) v-min

x∈M
g(x)∈−C

f(x),

ı̂n următoarele ipoteze:

(3.1)



X este un spaţiu Banach reflexiv, Y şi Z sunt spaţii Banach;
K ⊆ Y este un con nevid, punctat şi convex;
C ⊆ Z este un con nevid, ı̂nchis şi convex;
M ⊆ X este o mulţime nevidă, ı̂nchisă şi convexă;
f : X → Y • este o funcţie proprie şi K-convexă;
g : X → Z• este o funcţie proprie, C-convexă şi C-epi ı̂nchisă;
(dom f) ∩ (dom g) ∩M ∩ g−1(−C) 6= ∅.

Notăm mulţimea soluţiilor admisibile ale lui (P v
CM) prin

AP v
CM

:= (dom f) ∩ (dom g) ∩M ∩ g−1(−C).

Pentru problema (P v
CM) vom opera cu patru noţiuni de optim.

Definiţia 3.1.1 (Jahn J. [78]) Fie ipotezele (3.1) satisfăcute. Un element x ∈ AP v
CM

se numeşte
soluţie Pareto-eficientă a lui (P v

CM) dacă pentru orice x ∈ AP v
CM

care satisface

f(x) ≤K f(x), egalitatea f(x) = f(x) este validă.
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Considerăm o mulţime nevidă S de funcţii reale, convexe şi K-tare crescătoare pe Y , i.e.

S ⊆ {s : Y → R : s este convexă şi K-tare crescătoare}.

Definiţia 3.1.2 (Gerstewitz C. [52], Göpfert A., Gerth C. [56]) Fie ipotezele (3.1) sa-
tisfăcute. Un element x ∈ AP v

CM
se numeşte soluţei S-propriu eficientă a lui (P v

CM) dacă există
o funcţie s ∈ S astfel ı̂ncât

s(f(x)) ≤ s(f(x)) pentru orice x ∈ AP v
CM
.

Observaţia 3.1.3 (a) Orice soluţie S-propriu eficientă lui (P v
CM) este şi o soluţie optimă a problemei

de optimizare scalară
inf
x∈M

g(x)∈−C

(s ◦ f)(x),

care se dovedeşte a fi chiar problema (P s◦f
CM) studiată ı̂n Secţiunea 2.1.

(b) Fiecare soluţie S-propriu eficientă a lui (P v
CM) este ı̂n acelaşi timp şi soluţie Pareto-eficientă

a lui (P v
CM).

În cazul ı̂n care intK 6= ∅, vom folosi următoarele două noţiuni de optim.

Definiţia 3.1.4 (Jahn J. [78]) Fie ipotezele (3.1) satisfăcute, iar intK 6= ∅. Un element x ∈ AP v
CM

se numeşte soluţie slab eficientă a problemei (P v
CM) dacă nu există nici un x ∈ AP v

CM
astfel ı̂ncât

f(x)− f(x) ∈ − intK.

Considerăm o mulţime nevidă T de funcţii reale, convexe şi K-strict crescătoare pe Y , i.e.

T ⊆ {t : Y → R : t este convexă şi K-strict crescătoare}.

Definiţia 3.1.5 Fie ipotezele (3.1) satisfăcute, iar intK 6= ∅. Un element x ∈ AP v
CM

se numeşte
soluţie T -slab eficientă a problemei (P v

CM) dacă există o funcţie t ∈ T astfel ı̂ncât

t(f(x)) ≤ t(f(x)) pentru orice x ∈ AP v
CM
.

Observaţia 3.1.6 (a) Oricare soluţie T -slab eficientă a problemei (P v
CM) este şi o soluţie optimă a

problemei de optimizare scalară
inf
x∈M

g(x)∈−C

(t ◦ f)(x),

care este de fapt o problemă de tip (P s◦f
CM) din Secţiunea 2.1.

(b) Fiecare soluţie T -slab eficientă a lui (P v
CM) este ı̂n acelaşi timp şi o soluţie slab eficientă a lui

(P v
CM).

3.1.1 Condiţii suficiente

Folosind anumite rezultate din Secţiunea 2.1, stabilim condiţii secvenţiale suficiente de optim pentru
soluţii S-propriu eficiente şi T -slab eficiente ale problemei (P v

CM).

Analizăm pentru ı̂nceput cazul ı̂n care f este stea K-inferior semicontinuă.
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Teorema 3.1.7 Considerăm problema (P v
CM) şi presupunem că sunt satisfăcute ipotezele (3.1), iar

f este stea K-inferior semicontinuă. Mai mult, fie x ∈ AP v
CM

. Dacă există o funcţie inferior
semicontinuă s ∈ S şi două şiruri

((xn, yn, zn))n∈N ı̂n (M ∩ dom(f))× Y ×−C

şi
((x∗n, y

∗
n, z
∗
n))n∈N ı̂n X∗ ×K+ × C+

astfel ı̂ncât

(3.2)


∀n ∈ N : x∗n ∈ ∂ ((y∗n ◦ f) + (z∗n ◦ g) + δM) (xn), y∗n ∈ ∂s(yn), 〈z∗n, zn〉 = 0;
xn → x, yn − f(xn)→ 0, zn − g(xn)→ 0, x∗n → 0;
〈y∗n, yn − f(x)〉 − 〈z∗n, g(x)〉 → 0,
〈y∗n, f(xn)− f(x)〉+ 〈z∗n, g(xn)− g(x)〉 → 0, s(yn)− s(f(x))→ 0,

atunci x este o soluţie S-propriu eficientă a problemei (P v
CM) .

Continuăm cu cazul ı̂n care f este K-epi ı̂nchisă.

Teorema 3.1.8 (Grad A. [63]) Considerăm problema (P v
CM) şi presupunem că sunt satisfăcute

ipotezele (3.1), Y este reflexiv, K este ı̂nchis, iar f este K-epi ı̂nchisă. Mai mult, fie x ∈ AP v
CM

.
Dacă există o funcţie inferior semicontinuă t ∈ T şi două şiruri

((xn, yn, un, vn, tn, qn))n∈N ı̂n X × Y ×M × Y ×K × C

şi
((x∗n, u

∗
n, v

∗
n, t
∗
n, q
∗
n))n∈N ı̂n X∗ ×X∗ × Y ∗ ×K+ × C+

astfel ı̂ncât

(3.3)



∀n ∈ N : u∗n ∈ NM(un), v∗n ∈ ∂t(vn), x∗n ∈ ∂((t∗n ◦ f) + (q∗n ◦ g))(xn),
〈t∗n, tn〉 = 0, 〈q∗n, qn〉 = 0;
xn → x, un → x, yn → f(x), vn → f(x),
f(xn) + tn → f(x), g(xn) + qn → 0, x∗n + u∗n → 0,−t∗n + v∗n → 0;
〈u∗n, un − x〉+ 〈v∗n, vn − f(x)〉 − 〈q∗n, g(x)〉 → 0,
〈u∗n, xn − x〉+ 〈v∗n, yn − f(x)〉+ 〈t∗n, f(xn)− yn〉+
+〈q∗n, g(xn)− g(x)〉 → 0, t(vn)− t(f(x))→ 0,

atunci x este o soluţie T -slab eficientă a problemei (P v
CM) .

3.1.2 Condiţii necesare şi suficiente

Impunând condiţii suplimentare asupra funcţiilor vectoriale implicate ı̂n formularea problemei (P v
CM),

se pot da condiţii secvenţiale de optim, care să nu fie doar suficiente, ci chiar necesare şi suficiente.

Considerăm problema de optimizare vectorială (P v
CM), ı̂n ipotezele (3.1), cu următoarele prezumţii

suplimentare:

(3.4)

{
dom f = dom g = X;
f şi g sunt continue.
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Scalarizarea liniară

Cea mai faimoasă scalarizare din optimizarea vectorială presupune folosirea unor funcţionale liniare
K-tare crescătoare. Se observă că, pentru oricare k∗ ∈ K+0, funcţia sk∗ : Y → R definită prin

sk∗(y) := 〈k∗, y〉 pentru orice y ∈ Y

este continuă, convexă şi K-tare crescătoare. Considerând mulţimea

SK+0 := {sk∗ : k∗ ∈ K+0},

un element x ∈ AP v
CM

este o soluţie SK+0-propriu eficientă a lui (P v
CM) dacă există k

∗ ∈ K+0 astfel
ı̂ncât

〈k∗, f(x)〉 ≤ 〈k∗, f(x)〉 pentru orice x ∈ AP v
CM
.

Teorema 3.1.9 (Boţ R.I., Grad A., Wanka G. [22]) Fie ipotezele (3.1) şi (3.4) satisfăcute.
Atunci un element x ∈ AP v

CM
este o soluţie SK+0-propriu eficientă a problemei (P v

CM) dacă şi numai

dacă există o funcţie k
∗ ∈ K+0 şi două şiruri

((xn, zn))n∈N ı̂n M × (−C) şi ((u∗n, v
∗
n, t
∗
n, z
∗
n))n∈N ı̂n X∗ ×X∗ ×X∗ × C+

astfel ı̂ncât

(3.5)

 ∀n ∈ N : u∗n ∈ ∂(k
∗ ◦ f)(xn), v∗n ∈ ∂(z∗n ◦ g)(xn), t∗n ∈ NM(xn), 〈z∗n, zn〉 = 0;

xn → x, zn → g(x), u∗n + v∗n + t∗n → 0;
〈z∗n, g(x)〉 → 0, 〈z∗n, g(xn)〉 → 0.

Observaţia 3.1.10 (Boţ R. I., Grad A., Wanka G. [22]) Din Observaţia 2.1.26 rezultă că,
dacă pentru un x ∈ AP v

CM
fixat, există o funcţie k

∗ ∈ K+0 astfel ı̂ncât

0 ∈
⋃

z∗∈C+,
(z∗◦g)(x)=0

∂((k
∗ ◦ f) + (z∗ ◦ g) + δM)(x)

sau
0 ∈ ∂(k

∗ ◦ f)(x) +
⋃

z∗∈C+,
(z∗◦g)(x)=0

∂((z∗ ◦ g) + δM)(x),

atunci x este o soluţie SK+0-propriu eficientă lui (P v
CM).

Exemplul 3.1.11 (Boţ R. I., Grad A., Wanka G. [22]) Fie spaţiile X := R, Y := R2, Z := R,
şi fie mulţimile K := R2

+, C := R+, M := R. Considerăm funcţiile f : R→ R2 şi g : R→ R definite
prin

f(x) := (x, x2) şi g(x) := x2 pentru orice x ∈ R.

Atunci f este R2
+-convexă şi continuă, iar g este R+-convexă şi continuă. Condiţia AP v

CMA
6= ∅ este

satisfăcută. Elementul x := 0 este o soluţie SK+0-propriu eficientă a lui (P v
CM), dar nu există nici un

k∗ ∈ intR2
+ astfel ı̂ncât una din condiţiile de optim din Observaţia 3.1.10 să fie satisfăcute. Totuşi,

se poate demonstra că, condiţiile secvenţiale de optim din (3.5) se verifică.
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Scalarizare cu ajutorul mulţimilor

Metode recente de scalarizare sunt bazate pe anumite mulţimi cu proprietăţi speciale. Funcţia de
scalarizare pe care o vom folosi le este atribuită lui Gerstewitz C. şi Iwanow [54]. Proprietăţile
ei au fost investigate ı̂n Gerth C. şi Weidner P. [51], şi Zălinescu C. [119]. În contextul
optimizării vectoriale convexe, ea a fost folosită de către Rubinov A. [105], şi Pascoletti A. şi
Serafini P. [99].

Considerăm şi următoarele ipoteze:

(3.6)

{
K ⊂ Y este ı̂nchis;
intK 6= ∅.

Pentru ficare µ ∈ intK definim funcţia tµ : Y → R prin

tµ(y) := inf{r ∈ R : y ∈ rµ−K} pentru orice y ∈ Y.

Din Göpfert A., Riahi H., Tammer C. şi Zălinescu C. [57, Corollary 2.3.5], se ştie că această
funcţie este K-strict crescătoare, convexă şi continuă. Putem să considerăm următoarea mulţime:

TintK := {tµ : µ ∈ intK}.

Condiţii secvenţiale de optim necesare şi suficiente pentru soluţii TintK-slab eficiente sunt enunţate
ı̂n teorema următoare.

Teorema 3.1.12 (Boţ R.I., Grad A., Wanka G. [22]) Fie ipotezele (3.1), (3.4) şi (3.6) sa-
tisfăcute. Atunci un element x ∈ AP v

CM
este o soluţie TintK-slab eficientă a problemei (P v

CM) dacă şi
numai dacă există un µ ∈ intK şi două şiruri

((xn, yn, zn))n∈N ı̂n M × Y ×−C şi ((u∗n, v
∗
n, t
∗
n, y

∗
n, z
∗
n))n∈N ı̂n X∗ ×X∗ ×X∗ ×K+ × C+

astfel ı̂ncât

(3.7)


∀n ∈ N : u∗n ∈ ∂(y∗n ◦ f)(xn), v∗n ∈ ∂(z∗n ◦ g)(xn), t∗n ∈ NM(xn),
〈y∗n, µ〉 = 1, σ{k∗∈K+:〈k∗,µ〉=1}(yn) = 〈y∗n, yn〉, 〈z∗n, zn〉 = 0;
u∗n + v∗n + t∗n → 0, xn → x, yn → f(x), zn → g(x),
〈y∗n, yn − f(x)〉 − 〈z∗n, g(x)〉 → 0, 〈y∗n, f(xn)− f(x)〉+ 〈z∗n, g(xn)− g(x)〉 → 0.

3.2 Dualitate vectorială de tip Fenchel ı̂n spaţii local con-

vexe

Recente realizări privind dualitatea vectorială de tip Fenchel sunt prezentate ı̂n această secţiune,
rezultate ce au fost publicate ı̂n Grad A. [61]. Este important de menţionat că toate cele trei duale
vectoriale de tip Fenchel considerate ı̂n această parte a tezei reprezintă extensii naturale ale clasicei
duale Fenchel din optimizarea scalară, aşa cum apare ea ı̂n Rockafellar R. T. [103].
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3.2.1 O duală vectorială generală de tip Fenchel

Problema primală pe care o investigăm este

(P v
A) v-min

x∈X
(f + g ◦ A)(x).

Ipotezele ı̂n care această problemă este considerată sunt următoarele:

(3.8)


X, Y şi Z sunt spaţii local convexe separate;
K ⊆ Y este un con netrivial, punctat şi convex;
f : X → Y • şi g : Z → Y • sunt funcţii proprii şi K-convexe;
A : X → Z este un operator liniar continuu;
dom f ∩ A−1(dom g) 6= ∅.

Mulţimea soluţiilor admisibile ale problemei (P v
A) este notată prin AP v

A
:= dom f ∩ A−1(dom g).

Relativ la problema (P v
A) investigăm soluţiile propriu eficiente.

Definiţia 3.2.1 Fie ipotezele (3.8) satisfăcute. Un element x ∈ AP v
A

se numeşte soluţie propriu
eficientă a problemei (P v

A) dacă există y∗ ∈ K+0 astfel ı̂ncât

〈y∗, (f + g ◦ A)(x)〉 ≤ 〈y∗, (f + g ◦ A)(x)〉 pentru orice x ∈ AP v
A
.

Prima duală vectorială de tip Fenchel asociată cu (P v
A) şi analizată ı̂n această secţiune este

următoarea problemă:

(Dv≤
A ) v-max

(y∗,z∗,y)∈A
D

v≤
A

h≤(y∗, z∗, y),

unde

A
Dv≤

A
:= {(y∗, z∗, y) ∈ K+0 × Z∗ × Y : 〈y∗, y〉 ≤ −(y∗ ◦ f)∗(−A∗z∗)− (y∗ ◦ g)∗(z∗)}.

Funcţia de scop h≤ : A
Dv≤

A
→ Y este definită prin

h≤(y∗, z∗, y) := y pentru oricare (y∗, z∗, y) ∈ A
Dv≤

A
.

Relativ la duala vectorială (Dv≤
A ) investigăm soluţiile Pareto-eficiente.

Definiţia 3.2.2 Fie ipotezele (3.8) satisfăcute. Un element (y∗, z∗, y) ∈ A
Dv≤

A
se numeşte soluţie

Pareto-eficientă a problemei (Dv≤
A ) dacă, pentru oricare element (y∗, z∗, y) ∈ A

Dv≤
A

care satisface

h≤(y∗, z∗, y) ≤K h≤(y∗, z∗, y),

egalitatea
h≤(y∗, z∗, y) = h≤(y∗, z∗, y)

este validă.

Pornim prin a enunţa teorema de dualitate slabă pentru perechea primală-duală (P v
A, D

v≤
A ).
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Teorema 3.2.3 (Grad A. [61]) Nu există nici un x ∈ X şi nici un (y∗, z∗, y) ∈ A
Dv≤

A
astfel ı̂ncât

(f + g ◦ A)(x) ≤K h≤(y∗, z∗, y) şi (f + g ◦ A)(x) 6= h≤(y∗, z∗, y).

Observaţia 3.2.4 Pentru a asigura dualitate tare ı̂ntre (P v
A) şi (Dv≤

A ) avem nevoie de o condiţie
de regularitate. După cum se va vedea şi din demonstraţia Teoremei 3.2.5, condiţia de regularitate
dorită asigură de fapt dualitate tare ı̂ntre problema de optimizare scalară

(y∗P v
A) inf

x∈X
{(y∗ ◦ f)(x) + (y∗ ◦ g)(Ax)}

şi duala ei Fenchel

(y∗Dv
A) sup

z∗∈Z∗
{−(y∗ ◦ f)∗(−A∗z∗)− (y∗ ◦ g)∗(z∗)}

pentru oricare y∗ ∈ K+0.

Prima condiţie de regularitate pe care o menţionăm pentru perechea primală-duală (y∗P v
A, y

∗Dv
A),

condiţie derivată din Ekeland I. şi Temam R. [49], este

(RCv1
A ) ∃x0 ∈ dom f ∩ A−1(dom g) astfel ı̂ncât g este continuă ı̂n A(x0).

În spaţii Fréchet se pot da următoarele condiţii de regularitate pentru (y∗P v
A, y

∗Dv
A):

(RCv2
A )


X şi Z sunt spaţii Fréchet;
f şi g sunt funcţii stea K-inferior semicontinue;
0 ∈ sqri(dom g − A(dom f));

(RCv2′
A )


X şi Z sunt spaţii Fréchet;
f şi g sunt funcţii stea K-inferior semicontinue;
0 ∈ core(dom g − A(dom f));

(RCv2”
A )


X şi Z sunt spaţii Fréchet;
f şi g sunt funcţii stea K-inferior semicontinue;
0 ∈ int(dom g − A(dom f)).

În spaţii finit dimensionale se poate folosi următoarea condiţie:

(RCv3
A )

{
dim(lin(dom g − A(dom f))) < +∞;
ri(dom g) ∩ ri(A(dom f)) 6= ∅.

Dacă X := Rn şi Z := Rm, atunci condiţia (RCv3) devine

(RCv4
A ) ∃x′ ∈ ri(dom f) astfel ı̂ncât Ax′ ∈ ri(dom g).

(RCv4
A ) este de fapt condiţia clasică de regularitate pentru dualitatea scalară Fenchel din Rock-

afellar R. T. [103].

Urmează teorema de dualitate tare pentru perechea primală-duală (P v
A, D

v≤
A ).
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Teorema 3.2.5 (Grad A. [61], Boţ R. I., Grad S. M., Wanka G. [26]) Fie ipotezele (3.8) şi
una din condiţiile de regularitate (RCv1

A ) - (RCv3
A ) satisfăcute. Dacă x ∈ AP v

A
este o soluţie propriu

eficientă a lui (P v
A), atunci există o soluţie eficientă (y∗, z∗, y) ∈ A

Dv≤
A

a lui (Dv≤
A ) astfel ı̂ncât

(f + g ◦ A)(x) = h≤(y∗, z∗, y).

O teoremă ajutătoare ı̂n demonstrarea teoremei de dualitate inversă este menţionată ı̂n conti-
nuare.

Teorema 3.2.6 (Grad A. [61], Boţ R. I., Grad S. M., Wanka G. [26]) Fie ipotezele (3.8)
şi una din condiţiile de regularitate (RCv1

A ) - (RCv3
A ) satisfăcute, iar A

Dv≤
A
6= ∅. Atunci următoarea

incluziune este validă:

Y \ cl
{

(f + g ◦ A)
(
AP v

A

)
+K

}
⊆ coreh≤(A

Dv≤
A

).

Teorema de dualitate inversă pentru perechea primală-duală (P v
A, D

v≤
A ) este precizată ı̂n cele

ce urmează.

Teorema 3.2.7 (Grad A. [61], Boţ R. I., Grad S. M., Wanka G. [26]) Fie ipotezle (3.8) şi
una din condiţiile de regularitate (RCv1

A ) - (RCv3
A ) satisfăcute. Mai mult, fie (f + g ◦ A)(AP v

A
) + K

o mulţime ı̂nchisă. Atunci pentru oricare soluţie eficientă (y∗, z∗, y) ∈ A
Dv≤

A
a lui (Dv≤

A ) există o

soluţie propriu eficientă x ∈ AP v
A

a lui (P v
A) astfel ı̂ncât

(f + g ◦ A)(x) = h≤(y∗, z∗, y).

3.2.2 Comparaţii ı̂ntre trei duale vectoriale de tip Fenchel

Dualitatea scalară Fenchel a fost utilizată pentru prima dată ı̂n definirea unei duale vectoriale de
către Breckner W. W. şi Kolumbán I. [36], ı̂ntr-un cadru foarte general. Inspiraţi de această
abordare, putem introduce următoarea duală vectorială asociată lui (P v

A):

(DvBK
A ) v-max

(y∗,z∗,y)∈A
DvBK
A

hBK(y∗, z∗, y),

unde

ADvBK
A

:= {(y∗, z∗, y) ∈ K+0 × Z∗ × Y : 〈y∗, y〉 = −(y∗ ◦ f)∗(−A∗z∗)− (y∗ ◦ g)∗(z∗)}.

Funcţia de scop hBK : ADvBK
A
→ Y este definită prin

hBK(y∗, z∗, y) := y pentru orice (y∗, z∗, y) ∈ ADvBK
A

.

Definiţia 3.2.8 Fie ipotezele (3.8) satisfăcute. Un element (y∗, z∗, y) ∈ ADvBK
A

este o soluţie

Pareto-eficientă a problemei (DvBK
A ) dacă pentru fiecare element (y∗, z∗, y) ∈ ADvBK

A
care satisface

inegalitatea
hBK(y∗, z∗, y) ≤K hBK(y∗, z∗, y),

egalitatea
hBK(y∗, z∗, y) = hBK(y∗, z∗, y)

este validă.
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Notăm prin v-maxhBK(ADvBK
A

) mulţimea tuturor soluţiilor Pareto-eficiente ale lui (DvBK
A ).

Observaţia 3.2.9 Se remarcă uşor din definiţie că incluziunea hBK(ADvBK
A

) ⊆ h≤(A
Dv≤

A
) este validă,

fără alte ipoteze suplimentare.

Teorema 3.2.10 (Grad A. [61]) Fie ipotezele (3.8) satisfăcute. Atunci următoarea egalitate este
validă:

v-maxhBK(ADvBK
A

) = v-maxh≤(A
Dv≤

A
).

Observaţia 3.2.11 În demonstrarea Teoremei 3.2.10 nu sunt necesare ipoteze de convexitate.

Folosind teoremele de dualitate slabă, tare şi respectiv inversă, stabilite pentru perechea primală-
duală (P v

A, D
v≤
A ), pot fi deduse rezultate similare şi pentru perechea primală-duală (P v

A, D
vBK
A ).

Teorema 3.2.12 (Grad A. [61]) Următoarele afirmaţii sunt adevărate:

(a) (Dualitate slabă) Nu există nici un x ∈ X şi nici un (y∗, z∗, y) ∈ ADvBK
A

astfel ı̂ncât

(f + g ◦ A)(x) ≤K hBK(y∗, z∗, y) şi (f + g ◦ A)(x) 6= hBK(y∗, z∗, y).

(b) (Dualitate tare) Fie ipotezele (3.8) şi una din condiţiile de regularitate (RCv1
A ) - (RCv3

A )
satisfăcute. Dacă x ∈ AP v

A
este o soluţie propriu eficientă a lui (P v

A), atunci există o soluţie eficientă
(y∗, z∗, y) ∈ ADvBK

A
a lui (DvBK

A ) astfel ı̂ncât

(f + g ◦ A)(x) = hBK(y∗, z∗, y).

(c) (Dualitate inversă) Fie ipotezele (3.8) şi una din condiţiile de regularitate (RCv1
A ) - (RCv3

A )
satisfăcute. Mai mult, fie (f + g ◦ A)(AP v

A
) + K o mulţime ı̂nchisă. Atunci pentru fiecare soluţie

eficientă (y∗, z∗, y) ∈ ADvBK
A

a lui (DvBK
A ) există o soluţie propriu eficientă x ∈ AP v

A
a lui (P v

A) astfel

ı̂ncât (f + g ◦ A)(x) = hBK(y∗, z∗, y).

Observaţia 3.2.13 Particularizând spaţiile X, Y şi Z, dualele vectoriale de tip Fenchel (Dv≤
A ) şi

(DvBK
A ) se dovedesc a fi duala scalară clasică Fenchel.

Cazul ı̂n care Y := Rm

Vom studia cazul particular ı̂n care Y := Rm şi K := Rm
+ . Pe lângă cele două duale vectoriale,

(Dv≤
A ) şi (DvBK

A ), deja analizate, considerăm o a treia, a cărei formulare a fost inspirată din Boţ
R. I., Dumitru (Grad) A. şi Wanka G. [20]. Precizăm totuşi că, ı̂n lucrarea anterior amintită,
se tratează un caz mai particular, şi anume cel ı̂n care X := Rn şi Z := Rk, ı̂n timp ce ı̂n această
subsecţiune considerăm spaţiile X şi Z local convexe separate.

Problema primală devine

(P v
A) v-min

x∈X
(f + g ◦ A)(x),

ea fiind analizată ı̂n următoarele ipoteze:

(3.9)


X şi Z sunt spaţii local convexe separate;
f := (f1, f2, ...fm) şi g := (g1, g2, ..., gm) sunt funcţii vectoriale;

∀i ∈ {1, ...,m} : fi : X → R este o funcţie proprie şi convexă;

∀i ∈ {1, ...,m} : gi : Z → R este o funcţie proprie şi convexă;
A : X → Z este un operator liniar continuu.
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De asemenea, considerăm condiţia de regularitate

(RCvm
A )


∃x′ ∈

m⋂
i=1

dom fi ∩ A−1

(
m⋂
i=1

dom gi

)
astfel ı̂ncât

m− 1 funcţii fi, cu i ∈ {1, ...,m}, sunt continue ı̂n x′;
gi este continuă ı̂n Ax′ pentru orice i ∈ {1, ...,m}.

Asociem lui (P v
A) următoare problemă duală:

(DvBGW
A ) v-max

(p,q,λ,t)∈A
DvBGW
A

hBGW (p, q, λ, t),

unde

ADvBGW
A

:=



(p, q, λ, t) : p := (p1, ..., pm) ∈ X∗ × ...×X∗,
q := (q1, ..., qm) ∈ Z∗ × ...× Z∗
λ := (λ1, ..., λm) ∈ intRm

+ ,
t := (t1, ..., tm) ∈ Rm,
m∑
i=1

λi (pi + A∗qi) = 0,
m∑
i=1

λiti = 0


.

Funcţia de scop este definită prin

hBGW (p, q, λ, t) :=
(
hBGW1 (p, q, λ, t) , ..., hBGWm (p, q, λ, t)

)
pentru orice (p, q, λ, t) ∈ ADvBGW

A
,

cu
hBGWi (p, q, λ, t) := −f ∗i (pi)− g∗i (qi) + ti pentru orice i ∈ {1, ...,m} .

Definiţia 3.2.14 Fie ipotezele (3.9) satisfăcute. Un element (p, q, λ, t) ∈ ADvBGW
A

se numeşte

soluţie Pareto-eficientă a problemei (DvBGW
A ) dacă hBGW (p, q, λ, t) ∈ Rm şi pentru orice element

(p, q, λ, t) ∈ ADvBGK
A

cu hBGW (p, q, λ, t) ∈ Rm, care satisface inegalitatea

hBGW (y∗, z∗, y) ≤Rm
+
hBK(y∗, z∗, y),

egalitatea
hBGW (y∗, z∗, y) = hBK(y∗, z∗, y)

este validă.

Notăm prin v-max
[
hBGW (ADvBK

A
) ∩ Rm

]
mulţimea soluţiilor Pareto-eficiente ale lui (DvBGW

A ).

Începem prin a prezenta relaţii ı̂ntre mulţimile imagine ale celor trei probleme (Dv≤
A ), (DvBK

A ) şi
(DvBGW

A ).

Propoziţia 3.2.15 (Grad A. [61]) Fie ipotezele (3.9) şi condiţia de regularitate (RCvm
A ) satis-

făcute. Atunci mulţimile imagine ale celor trei duale vectoriale de tip Fenchel (D≤A), (DvBK
A ) şi

(DvBGW
A ) asociate lui (P v

A) satisfac următoarele incluziuni:

(3.10) hBK
(
ADvBK

A

)
⊆ hBGW

(
ADvBGW

A

)
∩ Rm;

(3.11) hBGW
(
ADvBGW

A

)
∩ Rm ⊆ h≤

(
A
Dv≤

A

)
.
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Observaţia 3.2.16 (a) Incluziunile din Propoziţia 3.2.15 sunt ı̂n general stricte, i.e. următorul lanţ
de inegalităţi fiind valid:

(3.12) hBK
(
ADvBK

A

)
⊂
6=
hBGW

(
ADvBGW

A

)
∩ Rm ⊂

6=
h≤
(
A
Dv≤

A

)
,

după cum se dovedeşte analizând Exemplele 3.2.17 şi 3.2.18.

(b) Relaţia (3.11) rămâne validă chiar dacă condiţia de regularitate (RCvm
A ) nu este satisfăcută,

după cum se observă din demonstraţia Propoziţiei 3.2.15.

Exemplul 3.2.17 (Boţ R. I., Dumitru (Grad) A., Wanka G. [20]) Fie spaţiile X := R,
Z := R, fie operatorul liniar continuu A : R → R definit prin A(x) := x pentru orice x ∈ X, iar
funţiile f, g : R→ R2 definite prin

f (x) :=
(
2x2 − 1, x2

)
şi g (x) := (−2x,−x+ 1) pentru orice x ∈ R.

Demonstrăm că
hBK

(
ADvBK

A

)
⊂ hBGW

(
ADvBGW

A

)
∩ Rm.

Exemplul 3.2.18 (Boţ R. I., Dumitru (Grad) A., Wanka G. [20]) Fie spaţiile X := R,
Z := R, fie operatorul liniar continuu A : R → R definit prin A(x) := x pentru orice x ∈ R, iar
funcţiile f, g : R→ R2 definite prin

f (x) := (x− 1,−x− 1) şi g (x) := (x,−x) pentru orice x ∈ R.

Demonstrăm că
hBGW

(
ADvBGW

A

)
∩ Rm ⊂ h≤

(
A
Dv≤

A

)
.

Vom demonstra că mulţimile de soluţii optime ale problemelor (DvBGW
A ) şi (Dv≤

A ) coincid.

Teorema 3.2.19 (Grad A. [61]) Fie ipotezele (3.9) şi condiţia de regularitate (RCvm
A ) satisfăcute.

Atunci următoarea egalitate este validă:

(3.13) v-max
[
hBGW

(
ADvBGW

A

)
∩ Rm

]
= v-maxh≤

(
A
Dv≤

A

)
.

Observaţia 3.2.20 Fie ipotezele (3.9) şi condiţia de regularitate (RCvm
A ) satisfăcute. Subliniem că

din Teoremele 3.2.10 şi 3.2.19, ı̂mpreună cu Exemplele 3.2.18 şi 3.2.17, se obţin următoarele egalităţi
ı̂ntre mulţimile de soluţii optime asociate celor trei duale vectoriale de tip Fenchel (D≤A), (DvBK

A ) şi
(DvBGW

A ) ale primalei (P v
A):

v-maxhBK(ADvBK
A

) = v-max
[
hBGW

(
ADvBGW

A

)
∩ Rm

]
= v-maxh≤

(
A
Dv≤

A

)
,

chiar dacă
hBK

(
ADvBK

A

)
⊂
6=
hBGW

(
ADvBGW

A

)
∩ Rm ⊂

6=
h≤
(
A
Dv≤

A

)
.
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Folosind teoremele de dualitate slabă, tare şi respectiv inversă stabilite pentru perechea primală-
duală (P v

A, D
v≤
A ), pot fi deduse rezultate similare şi pentru perechea primală-duală (P v

A, D
vBGW
A ).

Teorema 3.2.21 (Grad A. [61]) Următoarele afirmaţii sunt adevărate:

(a) (Dualitate tare) Nu există nici un x ∈ X şi nici un (p, q, λ, t) ∈ ADvBGW
A

cu hvBGW (p, q, λ, t) ∈
Rm astfel ı̂ncât

(f + g ◦ A)(x) ≤Rm
+
hBGW (p, q, λ, t) şi (f + g ◦ A)(x) 6= hBGW (p, q, λ, t).

(b) (Dualitate tare) Fie ipotezele (3.9) şi condiţia de regularitate (RCvm
A ) satisfăcute. Dacă

x ∈ AP v
A

este o soluţie propriu eficientă a lui (P v
A), atunci există o soluţie Pareto-eficientă (p, q, λ, t) ∈

ADvBGW
A

a lui (DvBGW
A ) astfel ı̂ncât

(f + g ◦ A)(x) = hBGW (p, q, λ, t).

(c) (Dualitate inversă) Fie ipotezele (3.9) şi condiţia de regularitate (RCvm
A ) satisfăcute. Dacă

mulţimea (f+g ◦A)(AP v
A

)+K este ı̂nchisă, atunci pentru orice soluţie eficientă (p, q, λ, t) ∈ ADvBGW
A

a lui (DvBGW
A ) există o soluţie propriu eficientă x ∈ AP v

A
a lui (P v

A) astfel ı̂ncât

(f + g ◦ A)(x) = hBGW (p, q, λ, t).

Următorul exemplu ilustrează o situaţie ı̂n care ipotezele Teoremei 3.2.6 nu sunt satisfăcute pentru
duala mai particulară (DvBGW

A ), dar sunt valide ı̂n cazul lui (Dv≤
A ).

Exemplul 3.2.22 (Grad A. [61]) Fie spaţiile X := R, Z := R şi Y := R2, fie operatorul liniar
continuu A : R → R definit prin A(x) := x pentru orice x ∈ R, iar funcţiile f, g : R → R2 definite
prin

f(x) := (−3x+ 7, 2x) şi g(x) := (3x− 7,−2x) pentru orice x ∈ R.

Se demonstrează că

R2 \ cl
(
(f + g)(R) + R2

+

)
6⊆ corehBGW (ADvBGW

A
) ∩ R2.

Observaţia 3.2.23 Din Exemplul 3.2.22 se ajunge la concluzia că, demonstrarea directă a unei
teoreme de dualitate inversă pentru problema (DvBGW

A ) ar fi mai dificilă. Putem da un rezultat
indirect de dualitate inversă, cel din Teorema 3.2.21 (c), doar exploatând legătura cu (Dv≤

A ) care
reiese din Teorema 3.2.19.

3.3 O abordare directă a problemei (DvBGW
A ) ı̂n spaţii finit

dimensionale

Această secţiune conţine o abordare directă privind dualitatea tare şi inversă pentru o duală vectorială
de tip Fenchel asemănătoare cu (DvBGW

A ) din Secţiunea 3.2, studiată de această dată ı̂ntr-un cadru
finit dimensional. Rezultatele originale obţinute au fost publicate ı̂n articolul Boţ R. I., Dumitru
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(Grad) A. şi Wanka G. [20], iar o demonstraţie directă a teoremei de dualitate inversă a apărut
ı̂n Grad A. [65]. Precum ı̂n cazul local convex, ne vom folosi tot de scalarizare.

Problema primală considerată este

(P !v
A ) v-min

x∈Rn
(f + g ◦ A)(x),

ea fiind studiată sub următoarele ipoteze:

(3.14)



f := (f1, f2, ...fm), g := (g1, g2, ..., gm) sunt două funcţii vectoriale;
I, J ⊆ {1, ...,m} sunt două mulţimi astfel ı̂ncât

fi : Rn → R şi gj : Rw → R sunt funcţii proprii şi poliedrale
pentru orice i ∈ I şi pentru orice j ∈ J ;

fk : Rn → R şi gl : Rw → R sunt funcţii proprii şi convexe
pentru orice k ∈ {1, ...,m}\I şi pentru orice l ∈ {1, ...,m}\J ;

A : Rn → Rw este un operator liniar continuu.

Vom folosi notaţia

AP !v
A

:=

( m⋂
i=1

dom fi

)
∩ A−1

( m⋂
i=1

dom gi

)
.

Condiţia de regularitate folosită pentru a asigura dualitatea tare atât pentru cazul scalar, cât şi
pentru cel vectorial, este

(RC !v
A ) ∃ x′ ∈

⋂
i∈I

dom(fi) ∩
⋂

k∈{1,...,m}\I

ri(dom(fk)) astfel ı̂ncât

Ax′ ∈
⋂
j∈J

dom (gj) ∩
⋂

l∈{1,...,m}\J

ri (dom (gl)) .

Pe Rm considerăm ordinea parţială introdusă de Rm
+ . În consecinţă, pentru x, y ∈ Rm, avem

x ≤Rm
+
y dacă şi numai dacă xi ≤ yi pentru orice i ∈ {1, ...,m}.

Definiţia 3.3.1 Fie ipotezele (3.14) satisfăcute. Un element x ∈ AP !v
A

se numeşte soluţie Pareto-

eficientă a problemei (P !v
A ) dacă pentru orice x ∈ AP !v

A
care satisface

(f + g ◦ A)(x) ≤Rm
+

(f + g ◦ A)(x),

egalitatea
(f + g ◦ A)(x) = (f + g ◦ A)(x)

este validă.

Definiţia 3.3.2 Fie ipotezele (3.14) satisfăcute. Un element x ∈ AP !v
A

se numeşte soluţie propriu

eficientă a problemei (P !v
A ) dacă există λ := (λ1, ..., λm) ∈ int(Rm

+ ) astfel ı̂ncât pentru orice x ∈ Rn

următoarea inegalitate este validă:

m∑
i=1

λi(fi + gi ◦ A)(x) ≤
m∑
i=1

λi(fi + gi ◦ A)(x).

Observaţia 3.3.3 Orice soluţie propriu eficientă este şi o soluţie Pareto-eficientă, dar afirmaţia
inversă nu este adevărată ı̂n general.
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3.3.1 Dualitate pentru probleme scalare

Pentru a asocia problemei (P !v
A ) o duală vectorială ı̂n ipotezele (3.14), analizăm pentru ı̂nceput o

teorie de dualitate pentru următoarea problemă scalară (motivaţi fiind de definiţia soluţiei propriu
eficiente):

(λP !v
A) inf

x∈Rn

m∑
i=1

λi(fi + gi ◦ A)(x),

unde λ := (λ1, ..., λm) este arbitrar ales ı̂n intRm
+ .

În concordanţă cu Rockafellar R. T. [103, Corolarul 31.2.1], problema duală clasică Fenchel
care se poate asocia cu (λP !v

A) este

sup
q∈Rw

[
−
( m∑

i=1

λifi

)∗
(−A∗q)−

( m∑
i=1

λigi

)∗
(q)

]
.

În ceea ce priveşte scopul nostru final, această duală prezintă dezavantajul că funcţiile implicate nu
apar separat. De aceea, vom considera ca duală asociată lui (λP !v

A) o rafinare a problemei de mai
sus, şi anume:

(λD!v
A) sup

pi∈Rn,qi∈Rw

i∈{1,...m}
m∑
i=1

λi(pi+A
∗qi)=0

m∑
i=1

λi (−f ∗i (pi)− g∗i (qi)) .

Notăm cu v
(
λP !v

A

)
şi v

(
λD!v

A

)
valorile optime ale problemelor scalare (λP !v

A) şi respectiv (λD!v
A).

Începem prin a prezenta teorema scalară de dualitate slabă.

Teorema 3.3.4 (Boţ R. I., Dumitru (Grad) A., Wanka G. [20]) Fie λ := (λ1, ..., λm) ∈
intRm

+ . Pentru perechea primală-duală
(
λP !v

A, λD
!v
A

)
următoarea inegalitate este validă:

v
(
λD!v

A

)
≤ v

(
λP !v

A

)
.

Observaţia 3.3.5 Se observă că dualitatea slabă poate fi demonstrată şi fără ipotezele de convexitate
impuse funcţiilor. Acest avantaj nu se va păstra ı̂nsă şi pentru cea tare.

Prin impunerea condiţiei de regularitate (RC !v
A ) putem demonstra următoarea teoremă scalară

de dualitate tare.

Teorema 3.3.6 (Boţ R. I., Dumitru (Grad) A., Wanka G. [20]) Fie ipotezele (3.14) şi
condiţia de regularitate (RC !v

A ) satisfăcute. Mai mult, fie λ := (λ1, ..., λm) ∈ intRm
+ . Atunci

următoarea egalitate este validă:
v
(
λP !v

A

)
= v

(
λD!v

A

)
.

În plus, problema duală
(
λD!v

A

)
are o soluţie optimă.

Următorul rezultat conţine condiţii de optim necesare şi suficiente ce pot fi obţinute din Teo-
rema 3.3.6 pentru perechea primală-duală (λP !v

A, λD
!v
A).
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Teorema 3.3.7 (Boţ R.I., Dumitru (Grad) A., Wanka G. [20]) Fie ipotezele (3.14) şi condiţia
de regularitate (RC !v

A ) satisfăcute. Mai mult, fie λ := (λ1, ..., λm) ∈ intRm
+ . Atunci următoarele

afirmaţii sunt adevărate:

(a) Fie x ∈ Rn o soluţie optimă a lui
(
λP !v

A

)
. Atunci există

p := (p1, ..., pm) ∈ Rn × ...× Rn şi q := (q1, ..., qm) ∈ Rw × ...× Rw

astfel ı̂ncât (p, q) este o soluţie optimă a lui
(
λD!v

A

)
şi următoarele egalităţi sunt valide:

(i) fi (x) + f ∗i (pi) = 〈pi, x〉 pentru orice i ∈ {1, ...,m} ;
(ii) (gi ◦ A) (x) + g∗i (qi) = 〈(A∗qi) , x〉 pentru orice i ∈ {1, ...,m} ;

(iii)
m∑
i=1

λi(pi + A∗qi) = 0.

(b) Dacă x ∈ Rn, p := (p1, ..., pm) ∈ Rn× ...×Rn şi q := (q1, ..., qm) ∈ Rw× ...×Rw satisfac condiţiile
(i), (ii) şi (iii), atunci x este o soluţie optimă a lui

(
λP !v

A

)
, (p, q) este o soluţie optimă lui

(
λD!v

A

)
şi

v(λP !v
A) = v(λD!v

A).

Condiţiile de optim din Teorema 3.3.7 se vor dovedi importante la demonstrarea teoremei de
dualitate vectorială tare, i.e. Teorema 3.3.12.

3.3.2 O nouă duală vectorială de tip Fenchel

Folosind rezultatele obţinute ı̂n subsecţiunea precedentă, vom formula o nouă duală (D!vBGW
A ) pentru

problema (P !v
A ), după cum urmează:

(D!vBGW
A ) v-max

(p,q,λ,t)∈A
D!vBGW
A

h!BGW (p, q, λ, t) ,

unde

AD!vBGW
A

:=



(p, q, λ, t) : p := (p1, ..., pm) ∈ Rn × ...× Rn,
q := (q1, ..., qm) ∈ Rw × ...× Rw,
λ := (λ1, ..., λm) ∈ intRm

+ ,
t := (t1, ..., tm) ∈ Rm,
m∑
i=1

λi (pi + A∗qi) = 0,
m∑
i=1

λiti = 0


.

Funcţia de scop este definită prin

h!BGW (p, q, λ, t) :=
(
h!BGW

1 (p, q, λ, t) , ..., h!BGW
m (p, q, λ, t)

)
pentru orice (p, q, λ, t) ∈ AD!vBGW

A
,

cu

h!BGW
i (p, q, λ, t) := −f ∗i (pi)− g∗i (qi) + ti pentru orice i ∈ {1, ...,m} .

Se poate observa cu uşurinţă că (D!vBGW
A ) este de fapt o particularizare a problemei (DvBGW

A ),
considerată de această dată ı̂ntr-un context finit dimensional.
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Definiţia 3.3.8 Un element
(
p, q, λ, t

)
∈ AD!vBGW

A
se numeşte soluţie Pareto-eficientă a proble-

mei
(
D!vBGW
A

)
dacă h!BGW

(
p, q, λ, t

)
∈ Rm şi pentru orice (p, q, λ, t) ∈ AD!vBGW

A
care satisface

h!BGW
(
p, q, λ, t

)
≤Rm

+
h!BGW (p, q, λ, t) ,

egalitatea
h!BGW

(
p, q, λ, t

)
= h!BGW (p, q, λ, t)

este validă.

Notăm prin v-max[h!BGW (AP !v
A

) ∩ Rm] mulţimea soluţiilor Pareto-eficiente ale lui (D!vBGW
A ).

Prezentăm ı̂n continuare teorema de dualitate slabă pentru perechea vectorială primală-duală(
P !v
A , D

!vBGW
A

)
.

Teorema 3.3.9 (Boţ R. I., Dumitru (Grad) A., Wanka G. [20]) Nu există nici un x ∈ Rn

şi nici un (p, q, λ, t) ∈ AD!vBGW
A

cu h!BGW (p, q, λ, t) ∈ Rm astfel ı̂ncât

(f + g ◦ A)(x) ≤Rm
+
h!BGW (p, q, λ, t) şi (f + g ◦ A)(x) 6= h!BGW (p, q, λ, t) .

Observaţia 3.3.10 Ca şi ı̂n cazul scalar, pentru demonstrarea teoremei de dualitate slabă nu s-au
folosit nici ipotezele de convexitate asupra funcţiilor şi nici o altă condiţie de regularitate.

Observaţia 3.3.11 Teorema 3.3.9 poate fi considerată ca un caz particular al Teoremei 3.2.21 (a).

Enunţăm acum teorema de dualitate tare.

Teorema 3.3.12 (Boţ R. I., Dumitru (Grad) A., Wanka G. [20]) Fie ipotezele (3.14) şi
condiţia de regularitate

(
RC !v

A

)
satisfăcute. Mai mult, fie x ∈ AP !v

A
o soluţie propriu eficientă a lui(

P !v
A

)
. Atunci există o soluţie eficientă

(
p, q, λ, t

)
a lui

(
D!vBGW
A

)
astfel ı̂ncât

h!BGW
(
p, q, λ, t

)
= (f + g ◦ A) (x) .

Observaţia 3.3.13 Teorema 3.3.12 poate fi considerată ca o particularizare a Teoremei 3.2.21 (b).

Observaţia 3.3.14 În cazul particular când n = 1 (notăm f1 şi g1 cu f şi respectiv g) duala
(D!vBGW

A ) este exact clasica duală Fenchel din Rockafellar R.T. [103] pentru problema primală
scalară

inf
x∈Rn

(f + g ◦ A)(x).

De aici rezultă că
(
D!vBGW
A

)
este o extensie naturală a problemei scalare Fenchel, ı̂n cadrul finit

dimensional.

3.3.3 Dualitate inversă directă

În această subsecţiune prezentăm o demonstraţie directă pentru o teoremă de dualitate inversă
relaţionată cu perechea primală-duală (P !v

A , D
!vBGW
A ). Reamintim faptul că (D!vBGW

A ) este o particu-
larizare a lui (DvBGW

A ) şi că pentru ultima problemă amintită dualitatea inversă a fost demonstrată
indirect, utilizând teorema de dualitate inversă corespunzătoare dualei (Dv≤

A ) (vezi Observaţia 3.2.23).
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Pornim prin a prezenta două proprietăţi ajutătoare. Fiecărui λ := (λ1, ..., λm) ∈ intRm
+ ı̂i asociem

mulţimea

AλD!vBGW
A

:=


(p, q, t) : p := (p1, ..., pm) ∈ Rn × ...× Rn,

q := (q1, ..., qm) ∈ Rw × ...× Rw,
t := (t1, ..., tm) ∈ Rm,∑m

i=1 λi(pi + A∗qi) = 0,
∑m

i=1 λiti = 0

 .

Apoi asociem fiecărui y ∈ Rm mulţimea

Λ(y) :=
{
λ ∈ intRm

+ : ∃(p, q, t) ∈ AλD!vBGW
A

astfel ı̂ncât 〈λ, y〉 = 〈λ, h!BGW (p, q, λ, t)〉
}
.

De asemenea, folosim notaţia
Π := {y ∈ Rm : Λ(y) 6= ∅} .

Următorul rezultat evidenţiază o legătură ı̂ntre mulţimea imagine a problemei duale (D!vBGW
A ) şi

mulţimea Π.

Propoziţia 3.3.15 (Grad A. [65]) Fie ipotezele (3.14) satisfăcute. Atunci următoarea egalitate
este validă:

h!BGW (AD!vBGW
A

) ∩ Rm = Π.

Propoziţia următoare conţine o caracterizare a elementelor maximale ale lui Π.

Propoziţia 3.3.16 (Grad A. [65]) Fie ipotezele (3.14) satisfăcute. Atunci un element y ∈ Π este
maxim Pareto-eficient pentru mulţimea Π dacă şi numai dacă pentru orice y ∈ Π şi orice λ ∈ Λ(y)
următoarea inegalitate este validă:

(3.15) 〈λ, y〉 ≥ 〈λ, y〉.

Prezentăm ı̂n continuare o teoremă directă de dualitate inversă pentru perechea primală-duală
(P !vBGW

A , D!vBGW
A ).

Teorema 3.3.17 (Grad A. [65]) Fie ipotezele (3.14) şi condiţia de regularitate (RC !v
A ) satisfăcute.

Mai mult, presupunem că pentru orice λ := (λ1, ..., λm) ∈ intRm
+ care satisface inegalitatea

inf
x∈Rn

m∑
i=1

λi(f + g ◦ A)(x) > −∞,

există un xλ ∈ AP !v
A

astfel ı̂ncât

(3.16)
m∑
i=1

λi(f + g ◦ A)(xλ) = min
x∈Rn

m∑
i=1

λi(f + g ◦ A)(x).

Atunci, pentru fiecare soluţie Pareto-eficientă (p, q, λ, t) ∈ AD!vBGW
A

a lui (D!vBGW
A ), următoarele

afirmaţii sunt adevărate:

(a) h!BGW (p, q, λ, t) ∈ cl
(

(f + g ◦ A)(AP !v
A

) + Rm
+

)
;
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(b) Există o soluţie propriu eficientă xλ ∈ AP !v
A

a lui (P !v
A ) astfel ı̂ncât

m∑
i=1

λi
[
(fi + gi ◦ A)(xλ)− h!BGW

i (p, q, λ, t)
]

= 0.

(c) Dacă mulţimea (f + g ◦ A)(Rn) + Rm
+ este ı̂nchisă, atunci există o soluţie propriu eficientă

x ∈ AP !v
A

a lui (P !v
A ) astfel ı̂ncât

(f + g ◦ A)(x) = h!BGW (p, q, λ, t).

Observaţia 3.3.18 Teorema 3.3.17 (c) poate fi considerată o particularizare a Teoremei 3.2.21 (c).
Totuşi, ı̂n Teorema 3.3.17 (b) dăm un rezultat mai general.
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Capitolul 4

Optimizare multivocă

Problemele de optimizare multivocă reprezintă cea mai bună alegere atunci când se doreşte modelarea
unor situaţii practice. Acest avantaj este ı̂nsă ı̂nsoţit de un dezavantaj, şi anume, lipsa unei abordări
unitare a noţiunii de soluţie eficientă ı̂n sens multivoc. Realizările personale privind această temă au
fost cuprinse ı̂n articolul Grad A. [66]. Ele sunt mai generale decât cele obţinute de Hernández E.
şi Rodŕıguez-Marin L. [71], deoarece noi folosim noţiunea de cvasi-interior, care este mai generală
decât cea de interior, folosită de autorii anterior menţionaţi. Este important de menţionat că ı̂n cazul
particular al unei probleme scalare cu restricţii vectoriale, noile condiţii multivoce pentru qi-eficienţă
coincid cu cele clasice din optimizarea scalară, spre exemplu cele din Boţ R. I., Csetnek E. R. şi
Moldovan A. [16].

4.1 Două relaţii noi referitoare la mulţimi, definite cu

ajutorul cvasi-interiorului

Considerăm următoarele ipoteze:

(4.1)

{
Y este un spaţiu local convex separat;
K ⊂ Y este un con convex punctat cu qiK 6= ∅.

Reamintim notaţia

P0(Y ) := {A : A ⊆ Y şi A 6= ∅}.

Începem prin a prezenta nişte relaţii referitoare la mulţimi, definite cu ajutorul unui con convex,
introduse de Kuroiwa D. [84].

Definiţia 4.1.1 (Kuroiwa D. [84]) Fie ipotezele (4.1) satisfăcute, iar A şi B din P0(Y ). Atunci
scriem:

(a) A ≤l B dacă B ⊆ A+K;

(b) A ≤u B dacă A ⊆ B −K;

(c) A ∼l B dacă A ≤l B şi B ≤l A.
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Observaţia 4.1.2 Kuroiwa D. [84] a demonstrat că ∼l este o relaţie de echivalenţă pe P0(Y ).

Definiţia 4.1.3 (Grad A. [66]) Fie ipotezele (4.1) satisfăcute, iar A şi B din P0(Y ). Atunci
scriem:

(a) AElqiK B dacă B ⊆ A+ qiK;

(b) AEuqiK B dacă A ⊆ B − qiK.

Observaţia 4.1.4 (a) Relaţiile ElqiK şi EuqiK sunt tranzitive.

Propoziţia 4.1.5 (Grad A. [66]) Fie ipotezele (4.1) satisfăcute, iar A şi B din P0(Y ). Următoarele
afirmaţii sunt adevărate:

(a) A ∼l B dacă şi numai dacă A+K = B +K.

(b) Dacă A ∼l B, atunci A+ qiK = B + qiK.

(c) Dacă AElqiK B şi B ElqiK A, atunci A ∼l B.

(d) Dacă AElqiK B şi B ≤l A, atunci B ElqiK A.

(e) AElqiK B dacă şi numai dacă −B EuqiK −A.

(f) Dacă AElqiK B şi y ∈ Y , atunci A+ y ElqiK B + y.

(g) Dacă A ∼l B şi y ∈ Y , atunci A+ y ∼l B + y.

Observaţia 4.1.6 Afirmaţiile (b) şi (c) din Propoziţia 4.1.5 conduc la concluzia că

AElqiK B şi B ElqiK A =⇒ A ∼l B =⇒ A+ qiK = B + qiK.

Aceste implicaţii nu pot fi inversate.

Cu ajutorul relaţiilor introduse ı̂n Definiţia 4.1.3 definim patru noi noţiuni de eficienţă referitoare
la mulţimi.

Definiţia 4.1.7 (Grad A. [66]) Fie ipotezele (4.1) satisfăcute, iar S ⊆ P0(Y ). O mulţime A ∈ S
se numeşte:

(a) mulţime l-Minqi-eficientă a lui S dacă pentru orice mulţime B ∈ S, care satisface

B ElqiK A, relaţia AElqiK B este validă.

(b) mulţime l-Maxqi-eficientă a lui S dacă pentru orice mulţime B ∈ S, care satisface

AElqiK B, relaţia B ElqiK A este validă.

(c) mulţime u-Minqi-eficientă a lui S dacă pentru orice mulţime B ∈ S, care satisface

B EuqiK A, relaţia AEuqiK B este validă.
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(d) mulţime u-Maxqi-eficientă a lui S dacă pentru orice mulţime B ∈ S, care satisface

AEuqiK B, relaţia B EuqiK A este validă.

Mulţimile formate din toate mulţimile l-Minqi-eficiente, l-Maxqi-eficiente, u-Minqi-eficiente şi u-Maxqi-
eficiente ale lui S se vor nota prin

l-Minqi S, l-Maxqi S, u-Minqi S şi respectiv u-Maxqi S.

Observaţia 4.1.8 Este de remarcat faptul că noţiunile din Definiţia 4.1.7 sunt mai generale decât
noţiunile uilizate de Hernández E. şi Rodŕıguez-Marin L. ı̂n lucrările [70] şi [71].

Observaţia 4.1.9 Fie ipotezele (4.1) satisfăcute, iar S ⊆ P0(Y ). Din Definiţia 4.1.7 şi Propoziţia
4.1.5 (f) rezultă că

y + l-Minqi S = l-Minqi(y + S) pentru orice y ∈ Y.

Egalităţi similare se pot da şi pentru l-Maxqi S, u-Minqi S şi respectiv u-Maxqi S.

Propoziţia 4.1.10 (Grad A. [66]) Fie ipotezele (4.1) satisfăcute, iar S ⊆ P0(Y ). Atunci următoarea
egalitate este validă:

(4.2) l-Minqi(−S) = − u-Maxqi S.

4.2 Funcţii qi-conjugate şi qi-subgradienţi

Considerăm următoarele ipoteze:

(4.3)


X este un spaţiu vectorial topologic;
Y este un spaţiu local convex separat;
K ⊂ Y este un con convex, punctat, cu qiK 6= ∅;
F : X → P(Y ) este o funcţie multivocă proprie.

4.2.1 Funcţii multivoce qi-conjugate

Definiţia 4.2.1 (Grad A. [66]) Fie ipotezele (4.3) satisfăcute. Funcţia qi-conjugată a lui F este
funcţia multivocă F ∗qiK : L(X, Y )→ P(P(Y )) definită prin

F ∗qiK(T ) := u-Maxqi{Tx− F (x) : x ∈ X} pentru orice T ∈ L(X, Y ).

Observaţia 4.2.2 Din Definiţia 4.1.7 (d) şi ipotezele (4.3) rezultă următoarea egalitate:

F ∗qiK(T ) = u-Maxqi{Tx− F (x) : x ∈ domF}.

Următorul rezultat poate fi privit ca o extensie a inegalităţii Fenchel-Young ı̂n acest caz multivoc.
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Teorema 4.2.3 (Grad A. [66]) Fie ipotezele (4.3) satisfăcute. Fie x0, x1 ∈ domF , iar T ∈
L(X, Y ) astfel ı̂ncât

(4.4) F (x1)− Tx1 ∈ −F ∗qiK
(T ).

Atunci următoarele afirmaţii sunt adevărate:

(a) Dacă F (x0)− Tx0ElqiK
F (x1)− Tx1, atunci F (x1)− Tx1 ElqiK

F (x0)− Tx0.

(b) Dacă F (x0)− Tx0ElqiK
F (x1)− Tx1, atunci F (x1)− Tx1 ∼l F (x0)− Tx0.

4.2.2 qi-subgradienţi ai funcţiilor multivoce

Cu ajutorul qi-conjugatei extindem noţiunile de subgradient şi subdiferenţială la funcţii multivoce.

Definiţia 4.2.4 (Grad A. [66]) Fie ipotezele (4.3) satisfăcute şi fie x ∈ domF .

(a) Un operator T ∈ L(X, Y ) se numeşte qi-subgradient al funcţiei multivoce F ı̂n x dacă

Tx− F (x) ∈ F ∗qiK
(T ).

(b) Mulţimea tuturor qi-subgradienţilor asociaţi lui F ı̂n x se numeşte qi-subdiferenţiala lui F
ı̂n x şi se notează cu ∂qiKF (x).

Prin convenţie, dacă x 6∈ domF , atunci considerăm prin definiţie că ∂qiKF (x) = ∅.

Observaţia 4.2.5 Având ı̂n vedere Definiţia 4.2.4, condiţia (4.4) din Teorema 4.2.3 este echivalentă
cu T ∈ ∂qiKF (x1).

Similar cu cazul scalar, am demonstrat următorul rezultat.

Propoziţia 4.2.6 (Grad A. [66]) Fie ipotezele (4.3) satisfăcute şi fie x ∈ domF . Atunci

F (x) ∈ l-Minqi{F (x) : x ∈ X} dacă şi numai dacă 0 ∈ ∂qiKF (x).

4.3 O teorie a perturbării pentru optimizarea multivocă

bazată pe cvasi-interior

4.3.1 Optimizare multivocă fără restricţii

În această secţiune considerăm problema multivocă de optimizare fără restricţii

(P sv
qi ) l-Minqi

x∈X
F (x),

care va fi studiată ı̂n ipotezele (4.3) şi admiţând că:

(4.5) W este un spaţiu vectorial topologic.
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Definiţia 4.3.1 (Grad A. [66]) Fie ipotezele (4.3) satisfăcute. Un element x ∈ domF este o
soluţie qi-eficientă a lui (P sv

qi ) dacă

F (x) ∈ l-Minqi{F (x) : x ∈ X} = l-Minqi{F (x) : x ∈ domF}.

Dezvoltăm o teorie generală de dualitate bazată pe o abordare cu perturbări, folosind cvasi-
interiorul unui con convex.

Definiţia 4.3.2 Fie ipotezele (4.3) şi (4.5) satisfăcute. O funcţie multivocă Φ : X ×W → P(Y ),
care satisface egalitatea

Φ(x, 0) = F (x) pentru orice x ∈ X,
se numeşte funcţie perturbatoare asociată lui F .

Considerăm o funcţie perturbatoare Φ asociată lui (P sv
qi ). Atunci qi-conjugata lui Φ este funcţia

multivocă Φ∗qiK
: L(X, Y )× L(W,Y )→ P(P(Y )) definită prin

Φ∗qiK
(H,T ) := u-Maxqi{Hx+ Tw − Φ(x,w) : (x,w) ∈ X ×W}

pentru orice (H,T ) ∈ L(X, Y )× L(W,Y ).

Introducem următoarea nouă duală multivocă asociată problemei (P sv
qi ):

(Dsv
qi ) l-Maxqi

T∈L(W,Y )

[
−Φ∗qiK(0, T )

]
.

Folosim notaţia

ADsv
qi

:=
{

(T, x, w) ∈ L(W,Y )×X ×W : (0, T ) ∈ ∂qiKΦ(x,w)
}
.

Definiţia 4.3.3 (Grad A. [66]) Fie ipotezele (4.3) şi (4.5) satisfăcute. Un operator T̃ ∈ L(W,Y )
se numeşte soluţie qi-eficientă a dualei (Dsv

qi ) dacă există un (x̃, w̃) ∈ dom Φ astfel ı̂ncât

(T̃ , x̃, w̃) ∈ ADsv
qi

şi − T̃ w̃ + Φ(x̃, w̃) ∈ l-Maxqi{−Tw + Φ(x,w) : (T, x, w) ∈ ADsv
qi
}.

Cu ajutorul următoarei teoreme de dualitate slabă certificăm faptul că (Dsv
qi ) este de fapt o

duală a lui (P sv
qi ).

Teorema 4.3.4 (Grad A. [66]) Fie ipotezele (4.3) şi (4.5) satisfăcute, fie x0 ∈ domF , iar
(T, x, w) ∈ ADsv

qi
. Atunci următoarele afirmaţii sunt adevărate:

(a) Dacă F (x0)ElqiK
−Tw + Φ(x,w), atunci −Tw + Φ(x,w)ElqiK

F (x0).

(b) Dacă F (x0)ElqiK
−Tw + Φ(x,w), atunci −Tw + Φ(x,w) ∼l F (x0).

Următorul rezultat conţine condiţii de optim pentru perechea primală-duală (P sv
qi , D

sv
qi ).

Teorema 4.3.5 (Grad A. [66]) Fie ipotezele (4.3) şi (4.5) satisfăcute, fie x ∈ domF şi fie

(T̃ , x̃, w̃) ∈ ADsv
qi

astfel ı̂ncât

(4.6) F (x)ElqiK −T̃ w̃ + Φ(x̃, w̃).

Atunci următoarele afirmaţii sunt adevărate:
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(a) x este o soluţie qi-eficientă a lui (P sv
qi ).

(b) T̃ este o soluţie qi-eficientă a lui (Dsv
qi ).

Condiţii de optim suplimentare pentru (Dsv
qi ) pot fi găsite ı̂n următoarea teoremă.

Teorema 4.3.6 (Grad A. [66]) Fie ipotezele (4.3) şi (4.5) satisfăcute. Fie x ∈ domF . Dacă există
un operator T ∈ L(W,Y ) astfel ı̂ncât (T , x, 0) ∈ ADsv

qi
, atunci T este o soluţie qi-eficientă a lui (Dsv

qi ).

Observaţia 4.3.7 Fie ipotezele Teoremei 4.3.6 satisfăcute. Atunci fiecare operator T̃ ∈ L(W,Y ),
pentru care există un (x̃, w̃) ∈ dom Φ astfel ı̂ncât

(T̃ , x̃, w̃) ∈ ADsv
qi

şi F (x)ElqiK −T̃ w̃ + Φ(x̃, w̃),

este o soluţie qi-eficientă a lui (Dsv
qi ).

4.3.2 Optimizare multivocă cu restricţii

Fie problema generală de optimizare multivocă cu restricţii de tip con

(CP sv
qi ) l-Minqi

G(x)∩(−C)6=∅
F (x),

considerată sub următoarele ipoteze :

(4.7)



X şi W sunt spaţii vectorial topologice;
Y şi Z sunt spaţii local convexe separate;
K ⊂ Y este un con convex, punctat, cu qiK 6= ∅;
C ⊂ Z este un con nevid, punctat şi convex;
F : X → P(Y ) şi G : X → P(Z) sunt funcţii multivoce proprii;
{x ∈ (domF ) ∩ (domG) : G(x) ∩ (−C) 6= ∅} 6= ∅.

Vom folosi notaţia

ACP sv
qi

:= {x ∈ (domF ) ∩ (domG) : G(x) ∩ (−C) 6= ∅}.

Definiţia 4.3.8 Fie D şi E spaţii vectoriale, iar M ⊆ D. Funcţia multivocă ∆E
M : D → P(E)

asociată mulţimii M relativ la spaţiul E, se numeşte funcţia indicator şi este definită prin

∆E
M(x) :=

{
{0} dacă x ∈M
∅ dacă x 6∈M.

Problema multivocă cu restricţii (CP sv
qi ) poate fi rescrisă ca o problemă fără restricţii, având o

funcţie de scop modificată, după cum urmează:

l-Minqi
x∈X

[
F (x) + ∆Y

ACPsv
qi

(x)

]
.
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O funcţie perturbatoare asociată lui F+∆Y
ACPsv

qi

este o funcţie multivocă Φsv
C : X×W → P(Y )

astfel ı̂ncât
Φsv
C (x, 0) = F (x) + ∆Y

ACPsv
qi

(x) pentru orice x ∈ X.

O duală asociată lui (CP sv
qi ) cu ajutorul funcţiei Φsv

C este

(CDsv
qi ) l-Maxqi

T∈L(W,Y )

[
−(Φsv

C )∗qiK(0, T )
]
.

Vom folosi notaţia

ACDsv
qi

:=
{

(T, x, w) ∈ L(W,Y )×X ×W : (0, T ) ∈ ∂qiKΦsv
C (x,w)

}
.

Definiţia 4.3.9 (Grad A. [66]) Fie ipotezele (4.7) satisfăcute. Un operator T̃ ∈ L(W,Y ) se numeşte
soluţie qi-eficientă a dualei (CDsv

qi ) dacă există un (x̃, w̃) ∈ dom Φsv
C astfel ı̂ncât

(T̃ , x̃, w̃) ∈ ACDsv
qi

şi − T̃ w̃ + Φsv
C (x̃, w̃) ∈ l-Maxqi{−Tw + Φsv

C (x,w) : (T, x, w) ∈ ACDsv
qi
}.

Enunţăm pentru ı̂nceput teorema de dualitate slabă.

Teorema 4.3.10 (Grad A. [66]) Fie ipotezele (4.7) satisfăcute. Fie x0 ∈ AP sv
C

, iar (T, x, w) ∈
ACDsv

qi
. Atunci următoarele afirmaţii sunt adevărate:

(a) Dacă F (x0)ElqiK
−Tw + Φsv

C (x,w), atunci −Tw + Φsv
C (x,w)ElqiK

F (x0).

(b) Dacă F (x0)ElqiK
−Tw + Φsv

C (x,w), atunci −Tw + Φsv
C (x,w) ∼l F (x0).

Continuăm cu două teoreme ce conţin condiţii de optim.

Teorema 4.3.11 (Grad A. [66]) Fie ipotezele (4.7) satisfăcute. Fie x ∈ ACP sv
qi

, iar (T̃ , x̃, w̃) ∈
ACDsv

qi
fie astfel ı̂ncât

(4.8) F (x)ElqiK −T̃ w̃ + Φsv
C (x̃, w̃).

Atunci următoarele afirmaţii sunt adevărate:

(a) x este o soluţie qi-eficientă a lui (CP sv
qi ).

(b) T̃ este o soluţie qi-eficientă a lui (CDsv
qi ).

Teorema 4.3.12 (Grad A. [66]) Fie ipotezele (4.7) satisfăcute şi fie x ∈ ACP sv
qi

. Dacă există un

operator T ∈ L(W,Y ) astfel ı̂ncât (T , x, 0) ∈ ACDsv
qi

, atunci T este o soluţie qi-eficientă a lui (CDsv
qi ).

Observaţia 4.3.13 Fie ipotezele Teoremei 4.3.12 satisfăcute. Atunci fiecare operator T̃ ∈ L(W,Y ),
pentru care există un (x̃, w̃) ∈ dom Φsv

C astfel ı̂ncât

(T̃ , x̃, w̃) ∈ ALCDsv
qi

şi F (x)ElqiK −T̃ w̃ + Φsv
C (x̃, w̃),

este o soluţie qi-eficientă a lui (CDsv
qi ).
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4.3.3 O regulă multivocă a multiplicatorilor lui Lagrange

În această subsecţiune asociem problemei generale de optimizare multivocă cu restricţii de tip con,
de forma (CP sv

qi ), o duală obţinută prin particularizarea unei funcţii perturbatoare după o metodă
similară abordării pentru pertubarea Lagrange ı̂n optimizarea scalară.

Fie ipotezele (4.7) satisfăcute. Considerăm următoarea funcţie perturbatoare de tip Lagrange
Φsv
L : X × Z → P(Y ) asociată problemei (CP sv

qi ):

Φsv
L (x, z) :=

{
F (x) dacă x ∈ X şi (G(x)− z) ∩ (−C) 6= ∅
∅ ı̂n rest.

Este de remarcat faptul că

Φsv
L (x, z) =

{
F (x) dacă x ∈ (domF ) ∩ (domG) şi z ∈ G(x) + C
∅ ı̂n rest.

Fiind dat un operator T ∈ L(Z, Y ), qi-conjugata multivocă asociată perturbării de tip Lagrange Φsv
L

ı̂n (0, T ) este
(Φsv

L )∗qiK (0, T ) := u-Maxqi{Tz − Φsv
L (x, z) : (x, z) ∈ X × Z}.

Să remarcăm de asemenea că

(Φsv
L )∗qiK (0, T ) = u-Maxqi{Tz − F (x) : x ∈ Z, z ∈ G(x) + C}.

Lui (CP sv
qi ) ı̂i ataşăm următoarea duală multivocă de tip Lagrange:

(LCDsv
qi ) l-Maxqi

T∈L(Z,Y )

[
− (Φsv

L )∗qiK

]
(0, T ).

Vom folosi notaţia

ALCDsv
qi

:=

{
(T, x, z) : T ∈ L(Z, Y ), x ∈ X, z ∈ G(x) + C,

(0, T ) ∈ ∂Φsv
L qiK(x, z)

}
.

Definiţia 4.3.14 Fie ipotezele (4.7) satisfăcute. Un operator T̃ ∈ L(Z, Y ) se numeşte soluţie
qi-eficientă a problemei duale (LCDsv

qi ) dacă există un (x̃, z̃) ∈ dom Φsv
L astfel ı̂ncât

(T̃ , x̃, z̃) ∈ ALCDsv
qi

şi − T̃ z̃ + F (x̃) ∈ l-Maxqi

{
−Tz + F (x) : (T, x, z) ∈ ALCDsv

qi

}
.

În continuare prezentăm o teoremă de dualitate tare.

Teorema 4.3.15 (Grad A. [66]) Fie ipotezele (4.7) satisfăcute. Fie (F,G) o funcţie K×C-convexă,
iar x ∈ ACP sv

qi
astfel ı̂ncât există y ∈ F (x) cu proprietatea

(4.9) (y, 0) 6∈ qri [(F,G)(X) +K × C] .

Mai mult, fie

(4.10) 0 ∈ qi [G(X) + C] .

Atunci există un operator T ∈ L(Z, Y ) care este o soluţie qi-eficientă a dualei (LCDsv
qi ).
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Observaţia 4.3.16 Fie ipotezele Teoremei 4.3.15 satisfăcute. Atunci fiecare operator T̃ ∈ L(Z, Y ),
pentru care există un (x̃, z̃) ∈ dom Φsv

L astfel ı̂ncât

(T̃ , x̃, z̃) ∈ ALCDsv
qi

şi − T0 + Φsv
L (x, 0)ElqiK −T̃ z̃ + Φsv

L (x̃, z̃),

este o soluţie qi-eficientă a lui (LCDsv
qi ).

4.4 O aplicaţie la o problemă de optimizare multivocă ı̂n

`2(R)

În această ultimă secţiune a tezei prezentăm un exemplu de problemă de optimizare multivocă pentru
care ipotezele teoremei de dualitate tare, i.e. Teorema 4.3.15, sunt verificate. Aplicaţia noastră a
fost inspirată din Csetnek E. R. [43, Exemplul 2.10] şi este formulată sub următoarele prezumţii,
care se dovedesc a fi particularizări ale ipotezelor generale (4.7):

(4.11)


X := `2(R), Y := R, Z := `2(R), K := R+, C := `2

+(R);

F : `2(R)→ P(R) este definită prin F (µ) :=

{
{‖µ‖`2(R)} dacă µ ∈ `2

+(R)
∅ ı̂n rest

;

G : `2(R)→ P(`2(R)) este definită prin G(µ) :=

{
{−µ} dacă µ ∈ `2

+(R)
∅ ı̂n rest

.

Remarcăm că (domF )∩(domG) = `2
+(R), qiK = qiR+. Deoarece R este un spaţiu finit dimensional,

are loc egalitatea qiR+ = intR+ = (0,+∞).

Reamintim nişte proprietăţi importante ale mulţimii

`2(R) := {µ : R→ R :
∑
x∈R

|µ(x)|2 < +∞}.

Funcţia ‖ · ‖`2(R) : `2(R)→ R defintă prin

‖µ‖`2(R) :=

(∑
x∈R

|µ(x)|2
) 1

2

=

(
sup

F∈P0(R),F finită

∑
x∈F

|µ(x)|2
) 1

2

pentru orice µ ∈ `2(R)

este o normă pe `2(R), iar spaţiul vectorial `2(R), echipat cu această normă este un spaţiu Banach.
Spaţiul dual (`2(R))∗ se identifică cu `2(R). Mai mult, mulţimea

`2
+(R) := {µ ∈ `2(R) : µ(x) ≥ 0 pentru orice x ∈ R}

este un con convex punctat, iar din Borwein J. M., Lucet Y. şi Mordukhovich B. [11,
Observaţia 2.20] ştim că qri `2

+(R) = ∅. De asemenea, este adevărat că

(4.12) `2
+(R)− `2

+(R) = `2(R).

Se observă uşor că µ := 0 ∈ `2(R) este o soluţie qi-eficientă a problemei de optimizare multivocă

(P sv
`2(R)) l-Minqi

µ∈`2+(R)

G(µ)∩(−`2+(R))6=∅

[
‖µ‖`2(R)

]
.
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Asociem lui (P sv
`2(R)) o duală multivocă de tip Lagrange cu ajutorul unei funcţii perturbatoare

Φ`2(R) : `2(R)× `2(R)→ R definite prin

Φ`2(R)(µ, ζ) : =
{
F (µ) : µ ∈ `2(R), G(µ)− ζ ∈ −`2

+(R)
}

=
{
‖µ‖`2(R) : µ ∈ `2

+(R), ζ ∈ −µ+ `2
+(R)

}
pentru orice (µ, ζ) ∈ `2(R)× `2(R).

Funcţia multivocă qi-conjugată asociată lui Φ`2(R)

(Φ`2(R))
∗
qiR+

: L(`2(R),R)× L(`2(R),R)→ P(P(R))

este definită prin

(Φ`2(R))
∗
qiR+

(0, T ) : = u-Maxqi{Tζ − Φ(µ, ζ) : (µ, ζ) ∈ `2(R)× `2(R)}
= u-Maxqi{Tζ − ‖µ‖`2(R) : µ ∈ `2

+(R), ζ ∈ −µ+ `2
+(R)}

pentru orice T ∈ L(`2(R),R).

O duală multivocă de tip Lagrange asociată lui (P sv
`2(R)) este

(LDsv
`2(R)) l-Maxqi

T∈L(`2(R),R)

[
−(Φ`2(R))

∗
qiR+

(0, T )
]
.

Vom folosi notaţia

ALDsv
`2(R)

:=

{
(T, µ, ζ) : T ∈ L(`2(R),R), µ ∈ `2(R), ζ ∈ `2(R),

T ζ − Φ(µ, ζ) ∈ −(Φ`2(R))
∗
qiR+

(0, T )

}
.

Se remarcă de asemenea că

ALDsv
`2(R)

=

{
(T, µ, ζ) : T ∈ L(`2(R),R), µ ∈ `2

+(R), ζ ∈ −µ+ `2
+(R),

T ζ − ‖µ‖`2(R) ∈ −(Φ`2(R))
∗
qiR+

(0, T )

}
=

{
(T, µ, ζ) : T ∈ L(`2(R),R), µ ∈ `2

+(R), ζ ∈ −µ+ `2
+(R),

(0, T ) ∈ ∂qiR+(Φ`2(R))(µ, ζ)

}
.

Se demonstrează că ipotezele Teoremei 4.3.15 sunt satisfăcute. În consecinţă, există un operator
T ∈ L(`2(R),R) care este o soluţie qi-eficientă a lui (LDsv

`2(R)).
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[14] Boţ R. I.: Conjugate Duality in Convex Optimization, Lecture Notes in Economics and Math-
ematical Systems 637, Springer, Berlin-Heidelberg (2010)
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[121] Zălinescu C.: Convex Analysis in General Vector Spaces, World Scientific, Singapore (2002)

60


