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Introducere

Teoria optimizarii ocupa un loc de seama printre domeniile de cercetare in matematica, loc datorat
in principal nenumaratelor sale aplicatii in aproape toate domeniile practice. Oportunitatea de
a efectua cercetari intr-un domeniu atat de atractiv reprezinta un real privilegiu. Aceasta teza
contine rezultatele proprii ale autoarei, obtinute in zece lucrari (trei din reviste cotate ISI, sase din
reviste recenzate in baze de date internationale gi un articol in curs de publicare), individuale sau in
colaborare, si se refera la diferite probleme de optimizare scalara, vectoriala si multivoca. intregul
continut este divizat in patru capitole, a caror descriere este facuta in cele ce urmeaza.

Capitolul 1 contine prezentarea notiunilor si rezultatelor luate din literatura de specialitate, care
vor fi folosite in demonstratii. De asemenea, familiarizeaza cititorii cu notatiile adoptate. Realizarile
proprii din acest capitol sunt: Propozitia 1.1.7, care descrie o noua relatie intre interiorul cvasi-relativ
si cvasi-interiorul unui con convex, si Propozitia 1.1.8, care, relativ la un con convex C', asigura strict
pozitivitatea 1n orice punct din cvasi-interiorul lui C' a valorilor unei functionale liniare continue
diferite de 0, luate din conul dual al lui C.

Capitolul 2 se ocupa cu optimizarea scalara. Rezultatele din aceasta parte pot fi considerate ca
apartinand la doua mari categorii, cele privind conditii secventiale de optim, si cele privind conditii
de regularitate de tip interior cvasi-relativ pentru dualitatea tare Lagrange. Contributiile proprii
relationate cu aceste subiecte au fost publicate in GRAD A. [60], [62], [64], precum si in lucrarile in
colaborare BoT R. I., GRAD A. si WANKA G. [21], [22].

Pentru inceput, in Subsectiunea 2.1.1, analizam in conditiile (2.1) urmatoarea problema de opti-
mizare convexa scalara cu restrictii exprimate cu ajutorul unui con convex C"
P inf x).
(o) nt _f@)
Pentru o functie perturbatoare ®¢, definita prin (2.2), Lema 2.1.3 releva anumite proprietati, in
timp ce Lema 2.1.4 1i caracterizeaza subdiferentiala. Primele conditii secventiale de optim relative

la (P¢) sunt date in Teorema 2.1.5. Cu ajutorul Lemei 2.1.6 ele sunt ulterior imbunatatite, in ceea
ce privesgte o mai buna separare a sirurilor (a se vedea Teorema 2.1.7).

Continuam cu analizarea problemei de optimizare convexa scalara, cu restrictii exprimate cu
ajutorul unei multimi convexe M i al unui con convex C'
(Poar) nf f(),

g(z)e-C

in ipotezele (2.1) si (2.9). Primele conditii secventiale de optim pentru (Pgys) sunt date in Teorema
2.1.9, care foloseste Lema 2.1.8. In contrast cu Teoremele 4.10 si 4.11 din BoT R. I., CSETNEK
E. R. si WANKA G. [17], Teorema 2.1.9 are un numar mai mic de siruri implicate in formularea



conditiilor de optim, in timp ce functia g este C-epi inchisa, nu continua. Folosind Teorema 2.1.7,
obtinem o formulare echivalenta a Teoremei 2.1.9, prezentata in Teorema 2.1.10.

In cadrul Subsectiunii 2.1.2 ne concentram pe problema de optimizare convexa compusa, cu
restrictii exprimate cu ajutorul unei multimi convexe M si al unui con convex C

sof .
(Pear) Inf (sof)(2),
g(z)e-C

in ipotezele (2.14). Consideram pentru inceput cazul in care f este stea K-inferior semicontinua.
O functie perturbatoare ®,.r, data prin (2.16), este aleasa si apoi caracterizata in Lemele 2.1.11 si
2.1.12. Teoremele 2.1.13 si 2.1.15 contin formulari echivalente pentru conditiile secventiale relative
la (ng\g) Echivalenta lor este asigurata de Lema 2.1.14. Cazul in care K este inchis si f este
K-epi inchisa este analizat in Teoremele 2.1.18 si 2.1.20, care folosesc in demonstratii Lemele 2.1.16
si 2.1.17.

Considerand dom f = dom g = X si cerand ca f si g sa fie continue, obtinem in Teorema 2.1.21
conditii de optim pentru (Pg}\’;) cu un numar redus de siruri. Acest numar poate fi scazut si mai
mult prin considerarea lui g = 0, caz tratat in Corolarul 2.1.23. Prezentam in continuare o conditie
secventiala a multiplicatorilor lui Lagrange (a se vedea Teorema 2.1.24), cand f(x) := x pentru orice
r € X gi K := {0}, care este o imbunatatire a unui rezultat dat de BoT R. I., CSETNEK E. R. si
WANKA G. [17, Teorema 4.10]. Mai mult, Teorema 2.1.28, o generalizare secventiala a binecunoscutei
Leme a lui Pshenichnyi-Rockafellar, este o extindere a Corolarului 4.8 din BoT R. 1., CSETNEK E.
R. ¢t WANKA G. [17] si, in consecinta, o generalizare a Corolarului 3.5 din JEYAKUMAR V. gi WU
Z.Y.[83].

Exemplul 2.1.27 valideza cautarea de conditii secventiale, prezentand o problema de optimizare
pentru care clasicele conditii Karush-Kuhn-Tucker nu sunt indeplinite, in timp ce conditiile secventiale
din Teorema 2.1.24 se verifica.

Sectiunea 2.2 se ocupa cu conditii suficiente pentru dualitatea tare relativa la o problema de
optimizare convexa cu restrictii exprimate cu ajutorul unei multimi convexe, al unui con convex si al
unei functii afine, in spatii infinit dimensionale, gi duala sa Lagrange. Conditiile de optim sunt spe-
cificate cu ajutorul interiorului cvasi-relativ si cvasi-interiorului unor multimi convexe. Contributiile
autoarei au fost publicate in GRAD A. [64].

Perechea primala-duala investigata este formata din problemele

(Pona) xlél]& f(x)
g(z)e-C
h(z)=0
si
(Dénra) sup  inf {f(2) + (2", g(x)) + (w*, h(2))},

zreCt wreWw TE€EM

in ipotezele (2.34). Teorema 2.2.2 prezinta o afirmatie de dualitate slaba. In Observatia 2.2.3 com-
param perechea primald-duala (Poasa, D&, 4) considerata mai sus cu perechea analizatd de DANTIELE
P. gi GIUFFRE S. [45, Teorema 3.1], subliniind erorile acestor autori gi argumentand abordarea
noastra.



Teorema 2.2.6 este rezultatul principal al Sectiunii 2.2 si prezinta conditii suficiente pentru duali-
tatea tare dintre (Poara, D&y 4). Versiuni mai tari, dar in acelasi timp mai ugor de validat in practica
ale acestei teoreme se gasesc in Teoremele 2.2.13 si 2.2.19. Toate rezultatele de dualitate tare din
aceasta sectiune, in cazul particular cand (Pgy4) admite solutii optime, sunt tratate in Corolarele
2.2.7,2.2.14 si 2.2.20. Este de remarcat faptul ca, conditiile Corolarului 2.2.20 seamana cu cele din
DANIELE P. si GIUFFRE S. [45, Teorema 3.1], dar, sunt mai putin restrictive si, in acelagi timp,
corecte.

In demonstrarea Teoremei 2.2.6 s-au folosit Lemele 2.2.4 si 2.2.5 care caracterizeaza multimea
E. Proporzitia 2.2.9 da o formulare echivalenta pentru (2.36), in timp ce Lema 2.2.11 releva conditii
suficiente care asigura (2.35). Lema 2.2.16 abordeaza cazul in care multimea M este afina, iar Lema
2.2.18 trateaza situatia cand functia h este continua.

Teorema 2.2.21 prezinta conditii necesare si suficiente de optim cu ajutorul punctelor sa ale
functiei lui Lagrange asociate cu (Popr4). Capitolul 2 se incheie cu o subsectiune dedicata unei prob-
leme de optimizare in L?([0,T],R?), pentru care aplicim rezultatul de dualitate tare din Corolarul
2.2.14.

Capitolul 3 releva aspecte din optimizarea vectoriala privind atat conditii secventiale de optim,
cat si o noua duala Fenchel. Contributiile autoarei cu privire la aceste subiecte au fost publicate
in GRAD A. [60], [61], [63], [65] si in articolele In colaborare BOT R. I., DUMITRU (GRAD) A. si
WaNKA G. [20], BoT R. I., GRAD A. si WANKA G. [21], [22].

Din cate cunoagtem, conditii secventiale de optim pentru probleme de optimizare vectoriala au
fost considerate pentru prima data in literatura de specialitate de BoT R. I., GRAD A. si WANKA
G. [21]. Rezultatele din aceasta lucrare au fost ulterior imbunatatite de BoT R. 1., GRAD A. si
WANKA G. [22], si GRAD A. [63].

In Sectiunea 3.1 consideram problema generala de optimizare vectoriala cu restrictii exprimate
cu ajutorul unei multimi convexe M si al unui con convex C'

(Péar) V;gvl[n f(z),
g(z)e-C

in ipotezele (3.1). Teorema 3.1.7 prezinta conditii secventiale suficiente pentru solutii S-propriu
eficiente ale lui (Pg,,), atunci cand f este stea K-inferior semicontinua, in timp ce Teorema 3.1.8
indica conditii secventiale suficiente pentru solutii 7-slab eficiente ale lui (Pg,,), atunci cand f este
K-epi inchisa.

Admitand ca functiile f si g sunt continue, se stabilesc in Subsectiunea 3.1.2 conditii secventiale
de optim necesare si suficiente pentru solutii S-propriu eficiente si T-slab eficiente ale lui (Pg,,). Se
trateaza doua cazuri particulare semnificative. Scalarizarea liniara este considerata pentru inceput.
Teorema 3.1.9 contine conditii secventiale de optim necesare si suficiente pentru solutii Sk—+o-propriu
eficiente ale lui (Pg,,). A doud scalarizare abordata le este atribuita lui GERSTEWITZ C. si INANOW
[54]. Teorema 3.1.12 prezinta conditii secventiale de optim necesare si suficiente pentru solutii Ty k-
slab eficiente ale lui (Pg,).

Observatia 3.1.10 si Exemplul 3.1.11 vin in sprijinul cercetarilor prezentate in Sectiunea 3.1,
prezentand un caz paricular de problema de optimizare vectoriala pentru care clasicele conditii de
optim Karush-Kuhn-Tucker nu sunt stisfacute, in timp ce cele secventiale se valideaza.

Noi descoperiri relationate cu probleme duale vectoriale de tip Fenchel se gasesc in Sectiunea 3.2.



Ele au fost publicate in GRAD A. [61]. Problema primala studiata este

(Py) vamin(f + g0 4)(z).
in ipotezele (3.8). Prima problema duala vectoriala de tip Fenchel asociata lui (P}) si analizata in
Subsectiunea 3.2.1 este

(DY) v-max  hS(yt, 2%, y).
(y*’Z*vy)eAng

O afirmatie de dualitate slaba pentru perechea primala-duala (P}, Df) este data in Teorema 3.2.3.
Demonstratia teoremei de dualitate tare, i.e. Teorema 3.2.5, se bazeaza pe impunerea unor conditii
de regularitate care asigura de fapt dualitatea tare pentru problemele scalarizate atasate perechii
(P}, fo). Facem o trecere in revista a principalelor conditii de regularitate aparute in literatura
de specialitate cu privire la situatia studiata. Teorema 3.2.6 ajuta la demonstrarea dualitatii inverse
din Teorema 3.2.7.

In Subsectiunea 3.2.2 comparam (D) cu o alti duali vectoriald de tip Fenchel asociata lui (PY),
a carei formulare a fost inspiratd din BRECKNER W. W. gi KOLUMBAN 1. [36]. Ea este

(D7) vmax  hPE(yt 2" y).

(y*72*vy)EADZJABK
Din Observatia 3.2.9 aflam ca hBK(ADzBK) - hS(ADjj‘S)’ in timp ce Teorema 3.2.10 afirma ca
v-max hP* (Apusr) = v-max h= (Apy<). Folosind teoremele de dualitate slaba, tare si inversa, sta-

bilite pentru perechea primala-duala (P}, DZS), putem da acelasi tip de rezultate pentru perechea
primald (P4, DYPX) (a se vedea Teorema 3.2.12). Atunci cand particularizam spatiile X,Y si Z,
dualele vectoriale de tip Fenchel (D%%) si (DYPX) devin clasica duald Fenchel din optimizarea scalari
(a se vedea ROCKAFELLAR R. T. [103]).

Pentru cazul cand Y := R™ gi K := R, introducem pe langa dualele vectoriale (DYS) si (DYEE),
una noua, a carei formulare a fost inspirata din BoT R. 1., DUMITRU(GRAD) A. si WANKA G. [20].
Ea este

(DyEE™) v-max BBEW (p,q, \, ).
(p’qv)‘»t)EAD%BGW

Sub conditii de regularitate corespunzatoare, nu numai incluziunea
hBE (ADZBK> - RBEW <ADZBGW> NR™

are loc, dar i
hBGW <ADUBGW> ﬂ Rm g hg (ADv§>
A A

(a se vedea Propozitia 3.2.15). Dupa cum se observa din Exemplele 3.2.17 si 3.2.18, incluziunile
de mai sus pot fi stricte. Totusi, in Teorema 3.2.19 se demonstreaza ca multimile de solutii optime
asociate dualelor (DYP¢W) si (DYF) coincid, i.e.

v-max [hBGW (ADchw) N ]Rm] = v-max h= (AD,ZS) )

4



Afirmatii de dualitate slaba, tare si inversi, pentru perechea primala-duala (P4, DYES") sunt spec-
ificate in Teorema 3.2.21. Folosind Exemplul 3.2.22, ajungem la concluzia ca o abordare directa a
dualitatii inverse pentru problema (DY) ar fi mai dificild, daca nu s-ar folosi relatia dintre ea si
(DY), data in Teorema 3.2.19.

Sectiunea 3.3 cuprinde rezultate publicate in BoT R. 1., DuMITRU (GRAD) A. si WANKA
G. [20], si GRAD A. [65]. Ea propune o abordare directa a dualitatii slabe, tari si inverse, pentru
o duald vectoriald de tip Fenchel, asemanatoare lui (D%ZY") din Subsectiunea 3.2.2, exprimate de
aceasta data intr-un context finit dimensional. Pentru inceput, analizam in Sectiunea 3.3.1 problema
scalar asociata lui (PY) si duala sa Fenchel. Principalele rezultate din aceastd parte sunt Teorema
3.3.4 (dualitate slaba), Teorema 3.3.6 (dualitate tare) si Teorema 3.3.7 (conditii de optim). Apoi
extindem in Subsectiunea 3.3.2 rezultatele scalare la cazul vectorial, dupa definirea unei noi duale
vectoriale de tip Fenchel pentru (PY) in acest context finit dimensional. Duala este

(DWBEW) v-max RBEW (p g, A1)

(p»‘Iv)\vt)EADX)BGW

Teorema 3.3.9 tinteste dualitatea slaba, in timp ce Teorema 3.3.12 ataca dualitatea tare. Propozitiile
3.3.15 si 3.3.16 ajuta in demonstarea unei afirmatii directe de dualitate inversa pentru perechea
primala-duald (P, D'YP¢W) din Teorema 3.3.17.

Capitolul 4 se adreseaza unei noi abordari de dualitate in optimizarea multivoca, cu ajutorul
cvasi-interiorului unui con convex, continand rezultatele autoarei din GRAD A. [66].

Sectiunea 4.1 este centrata pe definirea si specificarea unor proprietati pentru doua noi relatii
pentru multimi. Considerand un con convex punctat K, al carui cvasi-interior este nevid si care
este o submultime stricta a unui spatiu local convex separat, introducem prin Definitia 4.1.3 doua
noi relatii S]éi i §t Jgi - Ele sunt tranzitive. Propozitia 4.1.5 contine anumite proprietati ale noilor
relatii. Definitia 4.1.7 specifica patru noi notiuni de eficienta pentru S C Py(Y'). Notatiile adoptate
pentru multimile noilor solutii eficiente sunt

1-Ming; S, 1-Maxq; S, u-Ming S siu-Maxg; S.

Propozitia 4.1.10 arata ca I-Ming(—S) = — u-Maxy S.
In Sectiunea 4.2 introducem pentru o functie multivoca F' : X — P(Y) qi-conjugata si qi-
subdiferentiala intr-un punct 7 € X cu F(T) # (). Aceste notiuni sunt in analogie cu cele scalare.

Sectiunea 4.3 se ocupa cu o abordare prin perturbare a optimizarii multivoce. Pentru inceput, in
Subsectiunea 4.3.1, tratam cazul fara restrictii. Consideram problema multivoca

(Ps) I-Ming; F(z),
zeX

careia 1i atagsam o functie perturbatoare ®. Folosind gi-conjugata a lui ®, demonstram ca

(Dfﬁj) I-Maxg; [_ ziK(Oa T)]
TeL(W)Y)

este o duala valida pentru (Pcfi”). Teorema de dualitate slaba, i.e. Teorema 4.3.4, este insotita de
Teorema 4.3.5 care contine conditii de optim pentru perechea primala-duala (P(ff’ , D(j}’). Mai mult,
Teorema 4.3.6 prezinta conditii de optim pentru duala (D).

5



In continuare, in Subsectiunea 4.3.2, ne concentram pe problema multivoca cu restrictii

(CFg) -Ming  F(z),
G(z)N(=C)#0

cand Z este un spatiu separat local convex gi G : X — P(Z) este o functie multivoca proprie.

Teorema 4.3.10 contine un rezultat de dualitate slaba, in timp ce Teoremele 4.3.11 si 4.3.12 prezinta

conditii de optim.

Prin alegerea, in Subsectiunea 4.3.3, a unei functii perturbatoare de tip Lagrange, putem demon-
stra o teorema de dualitate tare, de acelagi tip Lagrange (a se vedea Teorema 4.3.15). Este de remarcat
ca acest rezultat generalizeaza Corolarul 4.7 din BoT R. I., CSETNEK E. R. si MOLDOVAN A. [16]
din cazul scalar.

Capitolul 4 se incheie cu Sectiunea 4.4, care furnizeaza un exemplu, formulat in spatiul ¢2(R),
caruia Teorema 4.3.15 de dualitate tare i se poate aplica cu succes.
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Capitolul 1

Preliminarii

Pentru lecturarea mai facila a tezei, prezentam cateva notiuni, rezultate si notatii referitoare la functii
reale gi vectoriale. De asemenea, mai mentionam cateva elemente de analiza convexa.

1.1 Submultimi speciale ale unui spatiu vectorial

Fie X un spatiu vectorial si M C X o multime. Reamintim definitiile pentru: invelitoarea liniara
(lin M), invelitoarea afina (aff M), invelitoarea convexa (co M), invelitoarea conica (cone M) si
invelitoarea convexa conica (coneco M), asociate lui M. Mentionam de asemenea definitia conu-
lui normal asociat lui M, notat prin N, si definitiile pentru conul dual al unui con nevid C' C X,
notat prin CT, si pentru cvasi-interiorul conului C, notat prin C*°.

1.1.1 Interioare generalizate ale multimilor

Fie X un spatiu vectorial netrivial si M C X o multime. Reamintim definitii ale interiorului algebric
(core M) al lui M si nucleului intrinsec (icr M) al lui M. Prezentam anumite proprietati ale lor in
cazul cand M este o multime convexa. Pentru cazul in care X este un spatiu vectorial topologic mai
definim interiorul (int M) si inchiderea (cl M) lui M.

In ipotezele in care X este un spatiu vectorial topologic separat (Hausdorff) si M C X este o
multime, mentionam interiorul cvasi-relativ tare al lui M (sqri M), iar cand M este convexa, interiorul
cvasi-relativ (qri M) si cvasi-interiorul (qi M).

Rezultatele autoarei sunt urmatoarele doua.

Propozitia 1.1.7 (GRAD A. [64]) Fie M o submulfime convexd a unui spatiu local conver separat
X g1 fiex € M. Atunci
. 0 € qi(M — M)
veaM {quriM.
Propozitia 1.1.8 Fie C' un con convexr nevid al unui spativ local convex separat X . Atunci, pentru
orice z* € CT\{0} i orice x € qi C, urmatoarea inegalitate este valida:

(1.1) (x*,x) > 0.
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1.1.2 Teoreme de separare

In demonstrarea teoremelor de dualitate tare, teoremele de separare sunt mereu implicate. Mentionam
in aceasta subsectiune nu numai cateva rezultate binecunoscute din literatura de specialitate (date de
EELHEIT M., TUKEY J. W.), ci gi cateva teoreme recent publicate (date de BOT R. I., CSETNEK
E. R. si WANKA G. [19], CAMMAROTO F'. gi D1 BELLA B. [38]), care folosesc notiunile de interior
cvasi-relativ gi cvasi-interior ale unui con convex.

1.2 Notiuni si rezultate privitoare la functii

1.2.1 Functii reale cu valori extinse

Fie X un spatiu local convex si X* dualul siu topologic. Se noteazi R := R U {£oo}. Avand o
multime M C X, functia sa indicatoare este &), : X — R, iar functionala sa suport este op; : X* — R.

Fie f : X — R o functie. Reamintim domeniul (dom f) si epigraficul (epi f) Iui f. Fiind dat
un punct T € X, notam prin df(T) subdiferentiala lui f in Z. Functia conjugata a lui f in raport
cu multimea M C X este fi, : X* — R, iar atunci cind M = X descoperim clasica conjugat
Fenchel-Moreau a lui f, notata prin f*. Asga-numita inegalitate Fenchel-Young, utila in aplicatii,
este specificata. Functia conjugatd f** : X — R a lui f* se numeste biconjugata lui f.

Fie fi : X = R,..., fn, : X — R functii proprii, unde m € N. Convolutia infimala a lui fi, ..., fim
este functia f10..0F,, : X — R. Preciziém anumite proprietati ale ei.

Fie X si Y spatii vectorial topologice. Pentru un operator linar continuu 7" € £(X,Y"), operatorul
sau adjunct este notat prin 7%, iar functia infimald a unei functii f : X — R prin T'este Tf : Y — R.

1.2.2 Functii vectoriale cu valori extinse

Consideram un spatiu local convex Y, partial ordonat de un con convex nevid C' C Y. Lui Y 1i
atagam un cel mai mare element in raport cu <¢, care nu apartine lui Y si care este notat prin ooy .
Punem Y* := Y U {ocoy}. Atunci, pentru orice y € Y*, avem y <¢ coy. Mai mult, definim pe Y*
urmatoarele operatii:

Y+ 00y 1= 00y, 00y + Y := Xy, A - 00y 1= o0y §i (y*, 00y) = +00

pentru orice y € Y, orice A > 0 si orice y* € C'*.

Avand o functie f : X — Y*, reamintim domeniul (dom f) i con-epigraficul (epi. f) sau. Mai
mult, reamintim diferite generalizari ale notiunii de convexitate pentru functii vectoriale. O sinteza a
principalelor extensii ale semicontinuitatii inferioare (con-inferior semicontinuitate, stea con-inferior
semicontinuitate, con-epi inchidere) la cazul vectorial incheie acest prim capitol.



Capitolul 2

Optimizare scalara

Prezentul capitol contine numeroase rezultate originale privind conditii de optim si dualitate pentru
diverse tipuri de probleme de optimizare scalara. Ele au fost publicate de catre autoare in lucrarile
individuale GRAD A. [60], [62], [64], si in lucrarile in colaborare BOT R. 1., GRAD A. si WANKA
G. [21], [22]. Majoritatea teoremelor si corolarelor reprezinta generalizari si/sau imbunatatiri ale
altor rezultate date de catre diversi autori.

Din punct de vedere istoric, primele realizari majore obtinute in optimizare s-au referit la pro-
blemele scalare. Desi acestea au reprezentat un important subiect de interes pentru comunitatea
stiintifica de-a lungul deceniilor trecute, aceasta tema inca prezinta provocari, care sunt bazate
in principal pe largirea multimii de probleme pentru care conditii de optim din ce in ce mai putin
restrictive pot fi aplicate. Numeroase monografii au fost tiparite pe acest subiect incepand cu mijlocul
secolului trecut. Mentionam dintre acestea BARBU V. gi PRECUPANU T. [5], BLAGA L. si Lupsa
L. [6], BoT R. I., GRAD S. M. si WANKA G. [26], BRECKNER W. W. [33], ROCKAFELLAR R.
T. [103] si ZALINEscuU C. [121].

2.1 Conditii secventiale de optim pentru probleme de
optimizare convexa cu restritii exprimate cu multimi si
conuri convexe

Aceasta sectiune contine conditii secventiale de optim pentru diverse tipuri de probleme de optimizare
convexa scalara, simple sau compuse, conditii care, dupa cunostintele noastre, sunt cele mai generale
publicate pana in acest moment pentru aceasta tema.

Botr R. I., CsETNEK E. R. si WANKA G. [17], [18], au dat recent conditii secventiale de
optim in optimizarea convexa, folosind o abordare cu functii perturbatoare, imbunatatind rezultate
anterioare. Noi extindem rezultatele din aceste lucrari, cat si din GRAD A. [60], pentru probleme
de optimizare convexa scalara, cu restrictii exprimate cu multimi si conuri convexe, definite cu
ajutorul unor functii vectoriale con-epi inchise. Mai mult, redescoperim ca si cazuri particulare
cateva rezultate din lucrarile mai sus amintite.

Fie (X, ||-||) un spatiu Banach reflexiv si fie (X*, ||-||«), dualul topologic al acestuia. De asemenea,

RIS

N . . w* . c A
fie (27 )nen un sir in X*. Folosim notatia ) — 0 (z — 0) pentru situatia in care (z7),en converge

*
n

9



catre 0 in topologia slaba*(tare).

Teorema 2.1.1 (BoT R. I., CsETNEK E. R., WANKA G. [17]) Fie X un spatiu Banach reflexiv,
iar Y un spativ Banach. Fie de asemenea ® : X x Y — R o functie proprie, convezd si inferior
semicontinud astfel incat inf,cx ®(x,0) < +oo, iar T € dom®(+,0). Atunci urmdtoarele afirmatii
sunt echivalente:

(a) T este un punct de minim al lui ®(-,0) pe X.
(b) Ezista doud siruri, ((Tn,Yn))neny tn dom P gi ((xF,y5))nen in X* X Y*, astfel incat

Vn e N: (28, y)) € 0P(xn, yn);
Ty — T, Yn — 0,28 — 0,(yk, yn) — 0, P(zy, yn) — P(7,0) — 0.

Observatia 2.1.2 Teorema 2.1.1 poate fi de asemenea obtinuta din ZALINESCU C. [121, Teorema
3.1.6], unde trebuie facute urmatoarele particularizari: operatorul liniar continuu A : X — X x Y
trebuie definit prin Az := (z,0), iar functia f este definita prin f:= ® o A. |

2.1.1 Probleme de optimizare convexa

Prezentam in aceasta subsectiune imbunatatiri ale unor rezultate din BoT R. I., CSETNEK E. R.
si WANKA G. [18] pentru o clasa generala de probleme de optimizare convexa scalara, avand functia
care definegte restrictiile con-convexa si con-epi inchisa.

Consideram problema generala de optimizare convexa scalara cu restrictii exprimate cu ajutorul
unui con convex

(Pe) nf f(@).

formulata in urmatoarele ipoteze:

X este un spatiu Banach reflexiv, Z este un spatiu Banach;
C C Z este un con nevid, inchis si convex;

(2.1) f: X =R e o functie proprie, convexa si inferior semicontinua;
g : X — Z* este o functie proprie, C-convexa i C-epi inchisa;

g1 (=C)Nndom f # 0.
Notam multimea solutiilor admisibile ale lui (P¢) prin
Ap, =g (=C)Ndom f.
Consideram o functie perturbatoare ®¢ : X x X x Z — R, definita prin

| fl(x+p) dacag(x)—qge-C
(2.2) Oz, p,q) = { +00 in rest.

Lema 2.1.3 (GRAD A. [62]) Fie ipotezele (2.1) satisfacute. Atunci functia ®¢ este proprie, convexd
st inferior semicontinud. Mai mult, este adevarat ca

(2.3) dom ®¢(+,0,0) = Ap,,
st, in consecinta, urmatoarea inegalitate este valida:

(2.4) l}g}f{ Pc(x,0,0) < 4o00.
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Lema 2.1.4 (GRAD A. [62]) Fie ipotezele (2.1) satisfacute. Daca (T,p,q) € dom P¢, atunci

o (z*,p*, —q*) € X* x X* x —=C* : p* € Of(T + D),
(25) 0%c®P ) = { v —p' € 0(q" 0 g)(@). (¢" 9(T) ~ 1) = 0 } |

Urmatoarea teorema contine conditii secventiale de optim pentru (FP¢).

Teorema 2.1.5 (GRAD A. [62]) Fie ipotezele (2.1) satisfacute. Un element T € Ap, este o solutie
optima a problemei (P¢) dacd si numai daca existda doud siruri,

(26) (s Du@a))nen 0 X x (dom f) x €' si (2, By ))ncrs in X* X X* x O,
astfel incat

vneN:p, €8f(pn),fc§2 € d(q;, © 9)(zn), <qn,qn> = 0;
)

(pn,pn Tn) — <qn7 (zn)) =0, f(pn) — ()—>0-

Lema 2.1.6 Fie ipotezele (2.1) satisfacute, iar T € Ap,. Mai mult, fie sirurile ((Xn,Pn, Gn))nen in
X x (dom f) x C i ((xk,pk, @) )nen in X* x X* x CT astfel incat

Vn € N:p: € 0f(pn), z;, € 0(q;, 0 g)(xn);
Ty — T, Dp — T, 2 +p; — 0.

Daca sirurile (an)nen, (bp)nen $i (Cn)nen sunt definite prin
Qp 1= <p;kupn - xn) - <Q:L7g<xn)>7bn = <p:<upn - E> - <q:‘“g(f)> §1

e = —(Pp Tn — T) — (4, 9(@0) — 9(T)),
atuncy
a, — 0 daca st numai daca b, — 0 si ¢, — 0.

Aplicand Lema 2.1.6, obtinem urmatoarea formulare echivalenta a Teoremei 2.1.5.

Teorema 2.1.7 Fie ipotezele (2.1) satisfacute. Un element@ € Ap,, este o solutie optima a problemei
(Pc) daca si numai daca existd doud siruri,

((%n; Pas @n) Jnew in X x (dom f) x C' si (23,7, @) Jnen in X* x X x O,
astfel incat

Vn e N:p: € 0f(pn),xl € 0(q 0 9)(n), (¢, gn) = O;

Ty — T, Dn — T, g(xn) + o — 0,25 + p — 0;

(D3 Pn —T) — (g1, 9(T)) — 0, <pn,:cn =) + (g, 9(zn) — 9(T)) = 0;
f(pn) - f<f> — 0.

(2.8)
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In continuare analizam problema de optimizare convexa cu restrictii exprimate cu o multime
convexa §i un con convex

(Fom) inf  f(2).
g(z)e-C

In acest scop, presupunem indeplinite ipotezele (2.1), cat si urmatoarele prezumtii:

(2.9) { M C X este o multime nevida, inchisa gi convexa;

M N (dom f) N g~ (=C) # 0.
Notam multimea solutiilor admisibile ale lui (Pgys) prin
Apg,, =M N (dom f) N g~ (=C).

Problema (Pgys) poate fi considerata a fi de tip (P¢), dupa cum se argumenteaza in cele ce urmeaza.
Consideram functia f : X — R definita prin f := f 4y, i.e.

o o= {11 e

Lema 2.1.8 Flie ipotezele (2.1) si (2.9) satisfacute. Atunci functia f este proprie, convexd si inferior
semicontinud.

Problema (Pgy) poate fi rescrisa ca

(2.11) g(mi)réf_cf(x).

Aplicand Teorema 2.1.5 acestei probleme, obtinem conditii secventiale de optim pentru (Poay).

Teorema 2.1.9 (GRAD A. [62]) Fie ipotezele (2.1) si (2.9) satisfacute. Un element T € Ap,,, este
o solutie optima a problemei (Poyr) dacd st numai dacd exista doud siruri,

((Zrs Prs @) Jmen . X x (dom f N M) x C si (22,05, ¢5))nen in X* x X*x CT,
astfel incat

Vn e N:pr € 0(f + 0um)(pn), z) € 0(q) 0 9)(z0), (¢, qn) = 0;
(2.12) Tp = T,pn = T, §(Tn) + ¢o = 0,275 + pj, = 0;

(Prs P — Tn) — (@, 9(x0)) — 0, f(pn) — f(T) — 0.

Teorema 2.1.9 are un numar mai mic de giruri in exprimarea conditiilor secventiale, in contrast
cu Teoremele 4.10 gi 4.11 din BoT R. I., CSETNEK E. R. si WANKA G. [17], in timp ce functia g
este C-epi Inchisa, nu doar continua. Daca consideram dom f = X si functiile f si g continue, atunci
sistemul (2.12) ne d& o conditie secventiald a multiplicatorilor lui Lagrange pentru (Poyy). In acest
caz particular obtinem o imbunatatire a Teoremei 4.1 din THIBAULT L. [114], dupa cum reiese din
Teorema 2.1.21.

Folosind Teorema 2.1.7 obtinem urmatoarea formulare echivalenta a Teoremei 2.1.9.
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Teorema 2.1.10 Fie ipotezele (2.1) si (2.9) satisfacute. Un element T € Ap,,, este o solulie optima
a problemei (Poyr) dacd si numai daca ezista doud siruri,

((Zn, Prs @) Jnen in X x (dom f N M) x C si (x5, 05, ¢5))nen in X* x X* x CT,
astfel incat

Vn € N:py € O(f + ) (pn), 75, € 0(q;; © 9)(2n), (@, Gn) = 0;

Ty = T, pp — T, 9(25) + ¢ — 0,27 + piy — 0;

<p:<wpn - E) - <q:~27.g(f)> — 07 <p;tw Tp — §> + <q7>;7g($n) - g(f» — 07
f(pn) — f(T) = 0.

(2.13)

2.1.2 Probleme de optimizare convexa compusa

In aceasta subsectiune prezentam rezultate privind conditii secventiale de optim pentru urmatoarea
problema de optimizare sclara convexa compusa, cu restrictii exprimate cu o multime convexa si un
con convex:

sof .
(Perr) xlenj\g (so f)(z),
g(x)e-C

considerata sub ipotezele

(X este un spatiu Banach reflexiv, Y si Z sunt spatii Banach;
K CY si C C Z sunt conuri nevide si convexe;
M C X este o multime nevida, inchisa si convexa;
f X — Y* este o functie proprie si K-convexa;
g: X — Z* este o functie proprie si C-convexa;
s:Y* = R este o functie proprie, convexa, inferior semicontinua,
si K-crescatoare cu s(ooy) = +00;
| {ze Mn(dom f)Ng ' (=C): f(z) € dom s} # 0.

(2.14)

Facem urmatoarea notatie:
Aswop i ={z € MN(dom f)Ng ' (~=C) : f(x) € dom s}.

Este de remarcat ca, in ipotezele (2.14), avem s*(y*) = +oo pentru orice y* & KT, deoarece s este o
functie K-crescatoare pe Y.

Cazul in care f este stea K-inferior semicontinua

Formulam conditii secventiale de optim pentru (Péoﬂ’/c[), presupunand ca sunt indeplinite ipotezele

(2.14), cat si urmatoarele prezumtjii:

(2.15) { | este stea K-inferior semicontinua;

C este Inchisa, g este C-epi inchisa.
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Consideram functia perturbatoare ®,.5: X XY x Z — R definita prin

s(f(z)+y) dacdz e M,g(z) —z€ —C

+00 n rest.

(2.16) Qyor(x,y,2) = {

Lema 2.1.11 (Botr R. I., GRAD A., WANKA G. [22]) Fie ipotezele (2.14) si (2.15) satisfacute.
Atunci functia ®s este proprie, convexa si inferior semicontinua. Mai mult, este adevarat ca

(2.17) domq)sof(-,0,0) :Asof7
st, in consecinta, urmatoarea inegalitate este valida:

(2.18) é?;f( Dy r(2,0,0) < +o0.

Lema 2.1.12 Fie ipotezele (2.14) si (2.15) satisfacute. Daca (Z,p,q) € dom @y, atunci

(x*,p*,—¢*) € X* x KT x —=C™:
(2.19) 0Pyof(T,0,q) = § 5 € 9((p* o f)+(¢"0g) +0u) (T),
p* €0s(f(T)+D),(¢",9(T) —q) =0

Urmatoarea teorema prezinta conditii secventiale de optim pentru (Pg}d})

Teorema 2.1.13 Flie ipotezele (2.14) gi (2.15) satisfacute. Un element T € Asop este o solutie
optima a problemei (Pé(}d;) daca si numai daca exista doua Siruri,

((%ns Yn, 20) Jnen in (M N dom f) x (doms) x (=C) si (27, Yn, 2))nen I X* x KT x CT,
astfel incat

VneN:z: €d((yiof)+ (250g)+ om) (), yh € 05(yn), (25, 2n) = 0;
(2.20) Ty — T, Yn — f(xn) = 0,2, — g(z,) = 0,27 — 0;
U yn — [(@n)) — (20, 9(zn)) = 0,5(yn) — s(f(T)) — 0.

Lema 2.1.14 Flie ipotezele (2.14) si (2.15) satisfacute, iar T € Asop. Consideram doud siruri,
(s Yny 2n) Jnen n (M Ndom f) x (dom s) X (—=C) si ((z%, 4%, 2%))nen in X* X KT x CT, astfel incat

VneN:ar €0 ((y:of)+(zog)+dm) (2,), 45 € 0s(yn);
T — T, 2, — 0,5(yn) — s(f(T)) — 0.

(2.21) {
Daca sirurile (an)nen, (bn)nen $i (Cn)nen sunt definite prin
an = (Yns Yn — [(n)) — (20, 9(20)), bn = (Y, yn — f(T)) + (2, —9(T)), si

n = (Y, f(2n) — [(T)) + (23, 9(z0) — 9(T)),

atunct
a, — 0 daca $i numai daca b, — 0 si ¢, — 0.

Folosind Lema 2.1.14, dam urmatoarea formulare echivalenta a Teoremei 2.1.13.
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Teorema 2.1.15 Fie ipotezele (2.14) si (2.15) satisfacute. Un element T € Asop este o solutie
optima a problemei (Pg}{;) daca st numai daca exista doud siruri,

((Zn, Y, 2n) Jnen @ (M N dom f) x (doms) x (=C) si (27, Y, 20))neny in X* x KT x CT,
astfel incat

Vn € N:ay, € 0((yn o f) + (25 09) +0m) (Tn), Yy, € 08(Yn), (255 2n) = 0;
Ty, — Ty Yn — f(xn) = 0,2, — g(z,) = 0,27 — 0;

(Yo yn — f(@)) — (21, 9(T)) = 0,

Yo [(@0) = [(T)) + (25, 9(x0) — 9(T)) — 0, s(yn) — s(f(T)) — 0.

(2.22)

Cazul in care f este K-epi inchisa

Formulam conditii secventiale de optim pentru (Péi\];), cand sunt satisfacute atat ipotezele (2.14),
cat si urmatoarele prezumtii:

C' si K sunt inchise;
(2.23) f este K-epi inchisa;
g este C-epi inchisa.

Folosim urmatoarea problema intermediara:

(P5) inf $(z,y),

H(zvy)SKXC(Ovo)

unde functia 5: X x Y — R este definita prin 3(z,y) := s(y) + dy(z) pentru oricare (z,y) € X x Y.
Functia H : X x Y — (Y x Z)°, care genereaza restrictiile lui (Ps) este definita prin

H(z,y) = (f(z) — y,g(z)) pentru oricare (x,y) € X x Y.

Lema 2.1.16 (GRAD A. [62]) Fie ipotezele (2.14) si (2.23) satisfacute. Atunci urmatoarele afirmatii
sunt adevarate:

(a) Functia s este proprie, converd §i inferior semicontinud.

(b) Functia H este proprie, K x C-conveza si K x C-epi inchisa.
(c) (P5) este o problema de optimizare de tip (Pc).

Urmitoarea lem4 precizeazi o legdturd intre problemele (P5Y,) si (P5).

Lema 2.1.17 (GRAD A. [62]) Fie ipotezele (2.14) si (2.23) satisfacute. Atunci urmatoarele afirmatii
sunt adevarate:

(a) Daca (T,y) € doms este o solutie optima a lui (Ps), atunci (T, f(T)) este de asemenea o solutie
optima a lui (Ps).

(b) T € Asos este o solutie optimd a lui (PLY) dacd si numai dacd (T, f(T)) este o solutie optimd
a lui (Ps).
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Cu ajutorul Lemei 2.1.17 demonstram urmatorul rezultat, care cuprinde conditii secventiale de
optim pentru (ng{;), presupunand ca nu numai g, dar si f, este o functie con-epi inchisa.

Teorema 2.1.18 (GRAD A. [62]) Fie ipotezele (2.14) si (2.23) satisfacute, iar Y fie un spatiu
reflexiv. Un element @ € Ayoy este solutie optima a problemei (Pg}{;) daca si numai daca exista doua
SITUTT,
((Try Yy Uny Vs by @) Jneny 0 X XY X M X (doms) x K x C
$t
(2w, vt @) nen In X X X* x Y*x KT x C*,

astfel incat

Vn € N:uX € Ny(uy,), vl € 0s(v,), 2l € O(t: o f + gt o g)(xy),
<t7*w tn) =0, <Q7*z7 Qn> = 0;

Tp = Ty — T,y — [(T), 0, = [(T), f(zn) +t, — f(T),
g(xn) + qn — 0,28 +uf — 0, -t + v — 0;

(Ups Un — Tn) + (U, Un — Yn) — (E, [(@0) — Yn) — (@G> 9(z0)) — O,
L s(vn) —s(f(T)) — 0.

Observatia 2.1.19 Sistemul (2.24) contine de fapt o multime de solutii ale altei probleme de op-
timizare. Conditia v} € Njs(u,) este echivalenta cu faptul ca w, este solutia optima a problemei
sup, ¢y (us, o), de aceea (u,, un) = max,ep (U, ). |

(2.24)

O versiune imbunatatita a Teoremei 2.1.18, din punctul de vedere al sirurilor implicate, se obtine
aplicand Teorema 2.1.7.

Teorema 2.1.20 Fie ipotezele (2.14) si (2.23) satisfacute, iar'Y fie un spatiu reflexiv. Un element
T € Ayop este o solutie optimd a problemei (PS) dacd si numai dacd existd doud siruri,

((Try Yy Uny Vs by @) Jneny 0 X XY X M X (doms) x K x C
St
((x;kza'u’;vv:;at:;aqz»nEN in X" x X" xY*x KJF X C+7
astfel incat

Vn e N:u! € Ny(uy), vl € 0s(vy,), xf € O(t: o f + g o g)(xn),

<t;vtn> =0, <Q:w Qn> = 0;

Tp = Tty = T, Y — f(T), 00 = f(T), fxn) +tn = [(T),9(x,) + g — 0,
xy +uy — 0, =ty +v; — 0;

(Ups Tn = T) + (v, Yo — f(T)) + (0 f(@0) = Yn) + (a5, 9(20) — 9(T)) — 0,

L (Uns un — ) + (vp, 00 — f(Z)) — (a7, 9(T)) — 0, 5(v) — s(f(T)) — 0.

(2.25)

Cazul in care f si g sunt continue

Consideram problema (Pg}(;) sub ipotezele (2.14), cu urmatoarele prezumtii suplimentare:

C este inchisa;
(2.26) dom f = X si f este o functie continua;
dom g = X si g este o functie continua.
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Teorema 2.1.21 (BoT R.I., GRAD A., WANKA G. [22]) Flie ipotezele (2.14) si (2.26) satisfacute.
Un element T € Ay este o solutie optima a problemei (Pé?(;) daca g1 numai daca exista doua sirurt,

((xnvynazn))neN in M x (dOHl 8) X (—C)
St
((u;kz7v;:7t:my;7z;:))neN ZAn X* X X* X X* X K+ X C+,
astfel incat

Vn e N:ul € 0yl o f)(x,), v} € 8(2 OQ)(%)
tr € Ny(zn), yy € 05(yn), (25, 20n) =
(2.27) Ty = T, Yn — f(T), 2 g(f),un+v +th —0;
(YnsYn — F(@)) —( mg( )) =0,
(WUns f(zn) = [(Z)) + (25, 9(z0) — 9(@)) = 0, 8(yn) — s(f(@)) = 0.

Observatia 2.1.22 Prezentam in acest punct rezultatele aferente Teoremei 2.1.20, atunci cand se
lucreaza in ipotezele suplimentare (2.26). Pentru inceput se remarca ca

At o f + ¢4 0 9)(a) = (L, o f) () + (g, 0 9) () pentru oricare n € N.

De aceea, sistemul (2.25) poate fi modificat dupa cum urmeaza. Fixam un n € N arbitrar. Atunci
xt € 0t o f+ ¢ og)(x,) este echivalent cu existenta a doua functionale a si b% in X*, astfel incat
xp =al + b iar af € O(t) o f)(xy,) si b € 0(q) 0 g)(x,). Mai mult, din moment ce z,, — T, obtinem
f(z,) — f(T) si g(x,) — g(T). De asemenea, t, — 0 si ¢, = —g(T). |
Corolar 2.1.23 (BotT R.I., GRAD A., WANKA G. [22]) Fie ipotezele (2.14) si (2.26) satisfacute,
tar g = 0. Un element © € M este o solutie optima a problemes

(2.28) inf (so f)(z)

zeM

daca st numai daca exista doua siruri,
((xn7yn))n€N in M x (dom S) §Z ((u;at;ay;))neN in X* x X" x K+,
astfel incat

Vn e N:ur € 0(yk o f)(xy,), t5 € Ny(x), vt € 0s(yn);
(2.29) Ty — T, yn — f(T),uf + 1 —>O
(Yo Yn = [(@)) = 0,(yp, [(@n) = f(@)) = 0,8(yn) — s(f(@)) = 0.

2.1.3 O regula secventiala a multiplicatorilor lui Lagrange

Problema compusa (Pé‘j\]/;) poate fi simplificata prin considerarea lui Y := X gi prin inlocuirea lui
f: X — X cu functia identica pe X, i.e. f(z) := z pentru oricare z € X, iar K := {0}. Folosind din
nou Teorema 2.1.21, introducem conditii secventiale de optim pentru problema convexa cu restrictii
exprimate cu o multime convexa gi un con convex

(Psoia) inf s(z),

zeM
g(z)e-C
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in urmatoarele ipoteze:

(X este un spatiu Banach reflexiv, Z este un spatiu Banach;
C C Z este un con nevid, inchis si convex;
M C X este o multime nevida, inchisa si convexa,
g : X — Z este o functie continua si C-convexa;

s: X — R este o functie proprie, convexi si inferior semicontinua;
| M Ng ' (=C)N(doms) # 0.

(2.30) !

Folosim notatia Asq := M N g~ (—=C) Ndom s.

In continuare prezentim o regula secventiala a multiplicatorilor lui Lagrange, care este o ra-
finare a unui rezultat din BoT R. I., CSETNEK E. R. si WANKA G. [17, Teorema 4.10] si care se
demonstreaza cu ajutorul Teoremei 2.1.9.

Teorema 2.1.24 (BoT R. I., GRAD A., WANKA G. [22]) Fie ipotezele (2.30) satisfacute. Un
element T € Agoiq este o solutie optima a problemei (Psoiq) daca si numai daca ezista doud siruri,

(T, Yns Zn))Jnen in M x (dom s) x (—=C) si (v, 5y, 25 ) )pen in X* x X* x X* x CF,
astfel incat

Vn e N:ovl € d(zko0g)(xn), th € Nay(xn), vyl € 0s(yn), (25, 2n) = 0;
(2.31) Tn = Ty Yn = T 20 = (), 05 + 05 + 1, = 0, (05, 90 — T) = (2,9(7)) = 0,
(yn o0 = T) + (2, 9(xn) — 9(T)) = 0,5(yn) — 5(T) = 0.

Observatia 2.1.25 O teorema similara poate fi obtinuta prin particularizarea Teoremei 2.1.10. &

Observatia 2.1.26 Conform ROCKAFELLAR R. T. [103, Teorema 20], pentru problema scalara

de optimizare (Pyo;q), conditiile de optim Karush-Kuhn-Tucker, denumite de acum inainte conditiile
KKT, sunt

T € Asoiq este o solutie a problemei (Pyo;q) daca si numai daca 0 € (s + 5{UGM:9(U)E,C}) (7).

Considerand arbitrar z € A,.;q, urmatoarele afimatii sunt valide:

0 (s + derrgme—cy) (@) 2 | s+ (2" 0 g) + o) (@)
z*eCt,
(+*0g)(#)=0

Dos(x)+  |J  0((z"og) +0u)().
2*eCt,
(2*0g)(z)=0

Deci, pentru un element T € A,.;q astfel incat

0e |J s+ og) +o)@san0e€ds@+ | 9((zog)+du)(@),

2*eCT, z*eCt,
(2% 0g)(z)=0 (z%0g)(z)=0
rezulta ca T este solutie optima a problemei (Pisojq). |
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Exemplul 2.1.27 (BoT R. I., GRAD A., WANKA G. [22]) Consideram spatiile X :=R, Z := R2,
si multimile C':=R3, M := R. Definim functiile s : R — R si g : R — R? prin

s(z) = —vx + dr, (z) si g(x) := (—1 — z, z) pentru oricare z € R.

Atunci functia s este proprie, convexa si inferior semicontinud; functia g este R2 -convexa si continua,
iar M N g '(—C) N (doms) # (). Elementul T := 0 este (unica) solutie optima a problemei (Pyo;q).
Din moment ce

U 0+ (z"og)+0m)(0)=0s0)+ | J 9((z"0g)+6m)(0) =0,
z*eCt, z*eCt,
(z0g)(0)=0 (2*0g)(0)=0

conditiile clasice de optim KKT nu sunt indeplinite. insé, se demonstreaza ca, conditiile secventiale
din (2.31) sunt satisfacute. L

O generalizare a cunoscutei leme a lui Pshenichnyi-Rockafellar poate fi data considerand in Teo-
rema 2.1.24 doar restrictii geometrice.

Teorema 2.1.28 (BoT R. I., GRAD A., WANKA G. [22]) Fie ipotezele (2.30) satisfacute. Un
element T € Ayoiq este o solufie optima a problemei

(2.32) mlgja s(x)

daca i numai daca exista doud Siruri,
((Zn, Yn))Jnen in M x (dom s) si (£, Y5, ) Inen n X* x X7,
astfel incat

Vn € Nyt € 0s(y,), th € Ny(x,);
(2.33) Ty = TylYp — T,y + 5 — 0;
<y:<7,7 Yn — E> — 07 <y;km Tn — f> — O’ S(yn) - S(E) — 0.

Teorema 2.1.28 este o rafinare a Corolarului 4.8 din BoT R. 1., CSETNEK E. R. si WANKA
G. [17], si, In consecinta, o generalizare a Corolarului 3.5 din JEYAKUMAR V. si Wu Z. Y. [83].

2.2 Conditii de regularitate de tip interior cvasi-relativ
pentru probleme de optimizare convexa

In acesti sectiune prezentam teoreme de dualitate tare Lagrange pentru probleme de optimizare
convexa, cu restrictii geometrice si afine, atingand doua obiective: primul fiind acela de a corecta
anumite afirmatii din lucrarea lui DANIELE P. §i GIUFFRE S. [45], iar al doilea fiind acela de a
completa realizarile din BoT R. I., CSETNEK E. R. si MOLDOVAN A. [16]. Rezultatele proprii au
fost publicate in lucrarea GRAD A. [64].
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2.2.1 Teoreme tari de dualitate Lagrange

Problema primala considerata este

(Pona) inf  f(2),
g(z)e-C
h(z)=0

iar duala sa Lagrange este

(DEnra) sup inf {f(z)+ (2", g(2)) + (w, h(2))}.

2*eCT wreWw* zeM
Ipotezele generale sunt descrise in cele ce urmeaza:

(X este un spatiu vectorial, Z si W sunt spatii local convexe separate;
M C X este o multime nevida convexa, C' C Z este un con convex;
f M — R este o functie convexa;
g: M — Z este o functie C-convexa;
h: X — W este o functie afina;
| {z e M :g(z) € —C,h(z) =0} # 0.

(2.34)

Introducem urmatoarea notatie:
Acya ={x € M : g(x) € —C, h(x) = 0}.
Observatia 2.2.1 Folosind ipotezele (2.34), remarcam ca multimile
g(M) + C, h(M), (g, h)(M) + C x {0} st (f, 9, h)(M) + Ry x € x {0}
sunt convexe. |

Teorema 2.2.2 Valorile optime v(Poya) si v(DEy,4) ale problemelor (Poara) si (DEys4), satisfac
iegalitatea
v(Déara) < v(Poa).

Observatia 2.2.3 Pentru cazul particular in care spatiile X, Z gi W sunt normate, DANIELE P. si
GIUFFRE S. [45, Teorema 3.1] au stabilit o teorema de dualitate tare pentru perechea (Poas, D&y, 4).
Dupa cum au remarcat BoT R. I., CSETNEK E. R. si MOLDOVAN A. [16], teorema amintita
prezinta doua probleme majore:

Problema 1: Apare o gregeala in demonstratie.

Problema 2: Asa-numita Assumption S este din start o conditie necesara si suficienta pentru
dualitatea tare, astfel, celelalte ipoteze ale Teoremei 3.1 sunt de prisos. |

Daca v(Peoapa) = —o0, atunci avem automat dualitate tare. De aceea, pentru restul sectiunii
presupunem ca v(Peaa) € R.

Definim urmatoarea multime:
&= ('U(PCMA),O, 0) - (faga h‘)(M) - RJr x C' X {0}7

unde R} := [0,400). Se remarca faptul cd —& este o mulfime asemanatoare cu extensia conica
folosita de GIANNESSI F. [55] in teoria analizei cu ajutorul spatiului imagine.
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Lema 2.2.4 Fie ipotezele (2.34) satisfacute. Atunci urmdatoarele afirmatii sunt adevarate:
(a) & este o multime conveza.
(b) (Poama) are o solutie optima daca si numai dacd (0,0,0) € &.
(¢) Daca (Peara) are o solutie optima, atunci co(€ U {(0,0,0)}) =co& = €.

Lema 2.2.5 (GRAD A. [64]) Fie ipotezele (2.34) satisfacute. Atunci urmatoarele afirmatii sunt
adevarate:

(a) Daca x € M sic € C satisfac (g(x) + ¢, h(x)) € qri((g, h)(M) + C x {0}), atunci
(v(Popa) — f(z) —t, —g(x) — ¢, —h(x)) € qri€ pentru orice t > 0.

(b) Daca (ro, 20, wo) € qri&, atunci (—z¢, —wg) € qri((g, h)(M) + C x {0}).

(¢) qri€ # 0 daca si numai dacd qri((g, h)(M) + C x {0}) # 0.

Principalul rezultat al acestei sectiuni este urmatoarca teorema de dualitate tare pentru
(Pona) st (Dépa)-

Teorema 2.2.6 (GRAD A. [64]) Fie ipotezele (2.34) satisfacute. Presupunem de asemenea cd

(2.35) (0,0) € qi((g, h)(M) + C x {0})
§1
(2.36) (0,0,0) & qrico(E U{(0,0,0)}).

Atunci intre (Poara) si (DEy,4) are loc dualitate tare, i.e. v(Popra) = v(DEy4) si (DEyA) are o
solutie optima.

Cand problema primala admite o solutie optima, se deduce urmatorul rezultat.

Corolar 2.2.7 (GRAD A. [64]) Flie ipotezele (2.34) satisfacute, iar T € Acpa fie o solutie optima a
problemei (Poara). Presupunem de asemenea ca conditia (2.35) este satisfacuta si (0,0,0) & qri(E).
Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

(a) v(Poaa) = v(DEy4) si problema (DE,,4) are o solutie optimd.

(b) Pentru fiecare solutie optima (2*,w*) € CT x W* a lui (D5, ,), egalitatea (z*,g(T)) = 0 este
valida.

Observatia 2.2.8 Subliniem faptul ca

(0,0,0) € qri€ = (0,0) € qri((g, h)(M) + C x {0}),
ceea ce reprezinta un caz particular al Lemei 2.2.5 (b), si ca

(0,0,0) € i€ = (0,0) € qi((g,h)(M) + C x {0}).

Totusi, este posibil ca (0,0) € qi((g,h)(M)+ C x {0}) si (0,0,0) € qiE. |
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Urmaétoarea propozitie contine o formulare echivalenta a conditiei (2.36).

Propozitia 2.2.9 (GRAD A. [64]) Fie ipotezele (2.34) si conditia (2.35) satisfacute. Atunci
(0,0,0) € qrico(€ U{(0,0,0)}) daca si numai daca (0,0,0) € qico(E U{(0,0,0)}).

Observatia 2.2.10 Daca conditiile (2.34) si (2.35) sunt satisfacute, atunci in Teorema 2.2.6 conditia
(2.36) poate fi inlocuita cu formularea echivalenta (0,0,0) & qico(EU{(0,0,0)}), in timp ce conditia
(0,0,0) € qri€ din Corolarul 2.2.7 poate fi inlocuita cu (0,0,0) & qi €. n

In continuare oferim conditii suficiente care asigura (2.35).

Lema 2.2.11 (GRAD A. [64]) Fie ipotezele (2.34) satisfacute si fie o € M un element astfel incat
(2.37) g(zo) € —qri(C) i h(xg) = 0.

Mar mult, presupunem ca

(2.38) 0 € qi(C — C) (sau echivalent cl(C — C) = Z)
St
(2.39) 0 € qi(h(M)).

Atunci (0,0) € qi((g, h)(M) + C x {0}).

Observatia 2.2.12 Conform Propozitiei 1.1.7, conditia 0 € qih(M) din Lema 2.2.11 poate fi
inlocuita cu 0 € qrih(M) §i 0 € qi(h(M) — h(M)). |

Folosind Lema 2.2.11, deducem din Teorema 2.2.6 si Corolarul 2.2.7 urmatoarea teorema de
dualitate tare, si corolarul corespunzator ei, in ipoteze mai tari. Totusi, in situatii practice, aceste
ipoteze pot fi verificate mai usor.

Teorema 2.2.13 (GRAD A. [64]) Fie ipotezele (2.34) satisfacute. Presupunem ca exista un o € M
astfel incat (2.37) este satisfacuta. Mai mult, fie (2.36), (2.38) si (2.39) valide. Atunci intre (Popra)
si (DL 4) are loc dualitate tare, i.e. v(Poya) = v(DEy,4) si (DEy4) are o solutie optimd.

Corolar 2.2.14 (GRAD A. [64]) Fie ipotezele (2.34) satisfacute, fie T € Acpra 0 solutie optima a
problemei (Popra), si fie vg € M astfel incat (2.37) este satisfacuta. Mai mult, fie (2.38) si (2.39)
valide, i fie (0,0,0) & qri(E). Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

(a) v(Poaa) = v(DEya) si (DL A) are cel putin o solutie optima.
(b) Pentru fiecare solutie optimd (2*,w*) € CT x W* a lui (DEL,,4), egalitatea (z*, g(T)) = 0 este
valida.

Observatia 2.2.15 Daca M este o multime afina, atunci h(M) este tot afina si, in consecinta,
rezulta ca h(M) = qrih(M). In aceasta situatie relatia (2.39) poate fi modificata in qi h(M) # 0.
Pe de alta parte, ipoteza (2.39) poate fi inlocuita cu 0 € qi(h(M) — h(M)). |

In urmétorul rezultat precizim conditii suficiente pentru (2.39).
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Lema 2.2.16 (GRAD A. [64]) Flie ipotezele (2.34) satisfacute si fie M o multime afindg. Atunci
(2.40) clh(M —M)=W si0e h(M)
daca si numai daca 0 € qi h(M).

Observatia 2.2.17 In ipotezele Lemei 2.2.16 se pot obtine, din Teorema 2.2.13 si Corolarul 2.2.14,
teoreme de dualitate tare corespunzatoare. Acestea vor fi nigte rezultate mai slabe, dar in ipotezele
lor particulare, sunt mai usor verficabile in practica. |

Lema 2.2.18 (GRAD A. [64]) Fie ipotezele (2.34) satisfacute, fie X un spatiu local convex separat, iar
h continud. Daca exista xo € qri M astfel incat h(xg) =0 si clh(M — M) =W, atunci 0 € qih(M).

Teorema 2.2.19 (GRAD A. [64]) Fie ipotezele (2.34) satisfacute, fie X un spafiu local convex
separat, iar h continud. Fie xo € qriM astfel incat (2.37) este satisfacuta. Mai mult, fie (2.36)
si (2.38) walide si clh(M — M) = W. Atunci intre (Poyra) si (DEy,4) are loc dualitate tare, i.e.
v(Poma) = v(Dgya) st (Déya) are o solutie optimd.

Corolar 2.2.20 (GRAD A. [64]) Fie ipotezele Teoremei 2.2.19 satisfacute si fie T € Acara o solutie
optima a problemei (Popa). Atunci urmdatoarele afirmatii sunt adevdrate:

(a) v(Powma) = v(DEya) si (DEy4) are cel putin o solutie.
(b) Pentru fiecare solutie optima (2*,w*) € CT x W* a lui (DEL,,,), egalitatea (z*,g(Z)) = 0 este
valida.

Este de remarcat faptul ca conditiile din Corolarul 2.2.20 sunt similare cu cele din Teorema 3.1
din DANIELE P. gi GIUFFRE S. [45], dar rezultatul nostru este mai putin restrictiv gi in acelasi timp
corect.

2.2.2 Puncte sa
Functia L : M x Ct x W* — R, definita prin

Lz, 2%, w*) := f(z) + (2, g(x)) + (w*, h(x)) pentru orice (x, 2*, w*) € M x CT x W*,

se numeste functie Lagrange asociata lui (Popa).

Un element (Z,z*,w*) € M x C*T x W* se numegte punct sa al functiei Lagrange asociata lui
(Poaa) daca

f(@) + (=", 9(T)) + (w*, h(T)) <
<

pentru orice (z,z*,w*) € M x C x W*.

Teorema 2.2.21 Flie ipotezele Teoremei 2.2.6 (sau ale Teoremei 2.2.13, sau respectiv ale Teoremei
2.2.19) satisfacute, iar T € Acpra. Atunci T este o solutie optima a problemi (Poya) dacd i numai
daca exista (Z*,w*) € Ct x W* astfel incat (T,z*,w*) este un punct sa al functiei Lagrange asociata
lui (Poya) s egalitatea (25, g(T)) = 0 este valida.
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2.2.3 O aplicatie la o problemi de optimizare in L?([0,T], R?)

Teoria dezvoltata in Sectiunea 2.2 are o larga arie de aplicabilitate. Vom prezenta o aplicatie in
spatiul Banach reflexiv L([0, 7], R™), unde T' > 0 este o constanta reald si m > 1 este un numar
natural.

Reamintim ca in acest spatiu se poate considera conul convex
Cp = {w € L*([0,T],R™) : w(t) > 0 a.p.t. in [0, 7]},
pentru care int C,,, core C,,, si sqri C,, sunt vide, dar
qri C,, = {w € L*([0, T],R™) : w(t) > 0 a.p.t. in [0, 7]}

(vezi BORWEIN J. M. si LEwis A. S. [9]). Mai mult, egalitatea C,, — C,, = L?*([0,T],R™) este
valida, iar conul dual lui (), este chiar C,,.

Pentru o lecturare mai ugoara folosim notatia < 1, u >, pentru valoarea in u € L*([0,T],R™) a
functionalei liniare continue n € (L?([0,T],R™))* = L*([0, T],R™) , adica

&yt = /0 (n(8), u(t))dt = /0 > mlt)ud.

Ipotezele sub care lucram, care sunt o particularizare a ipotezelor generale (2.34), sunt descrise
in cele ce urmeaza:

(X =M=W = L[0,T],R%), Z .= L*([0,T].R);
f: L*([0,T],R?) — R este definitd prin f(u) :=< B, u? >;
g: L*([0,T],R?*) — L*([0,T],R) este definitd prin g(u) := uy;
h: L([0,T],R?) — L*([0, T],R?) este definitd prin h(u) := ®(u) — p;
u = (uy,uz) € L*([0,T],R?), p = (—1,1);
B e L*[0,T],R) cu f(t) > 0 a.p.t. in [0,T7;

1 1
)

Atunci f este o functie convexa, g este C-convexa, iar h este afina. Introducem urmatoarea notatie:

—

(2.41)

Aeg = {u € L*([0,p],R?) : uy € —C, du(t) = p(t) a.p.t in [O,T]}.

Se arata ca intre problema primala

(P.y) min < 3, uj >
q

UEAcq

si duala sa Lagrange

L : 2 * * _
(Dz,) s ueLzéﬁfn,Ra { <B,uf>1+ <2 gu) > +<w du—p>, },
w*eW™*

are loc dualitate tare, aplicand Corolarul 2.2.14. Astfel, v(P,) = v(Df), iar (D) are o solutie
optima. Mai mult, pentru fiecare solutie optima (z*,@*) € Cy x L*([0,T],R?) a lui (Df,), egalitatea
< Z*, g(T) >1= 0 este valida.
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Capitolul 3

Optimizare vectoriala

In acest capitol sunt prezentate rezultate originale privind probleme de optimizare vectoriala. Ele au
fost publicate in lucrarile individuale GRAD A. [60], [61], [63], [65], si In lucrarile in colaborare BOT
R. I., DumIiTRU (GRAD) A. si WANKA G. [20], BoT R. I., GRAD A. si WANKA G. [21], [22].

3.1 Conditii secventiale de optim

Aceasta sectiune contine conditii secventiale de optim pentru probleme de optimizare vectoriala,
publicate in GRAD A. [63] si BoT R. I., GRAD A. si WANKA G. [22].

Consideram problema generala de optimizare vectoriala convexa, cu restrictii exprimate cu aju-
torul unei multimi convexe si al unui con convex
(Féa) v-min f(z),

xeM
g(z)e-C

in urmatoarele ipoteze:

(X este un spatiu Banach reflexiv,Y si Z sunt spatii Banach;
K CY este un con nevid, punctat si convex;
C C Z este un con nevid, inchis si convex;
(3.1) M C X este o multime nevida, inchisa si convexa;

f X — Y* este o functie proprie si K-convexa;

g : X — Z* este o functie proprie, C-convexa si C-epi inchisa;
[ (dom f) N (domg) N M nNg ' (=C) #0.

Notam multimea solutiilor admisibile ale lui (Pg,,) prin

Aps

o = (dom f) N (domg) N M N g~ ' (—C).
Pentru problema (P%,,) vom opera cu patru notiuni de optim.

Definitia 3.1.1 (JAHN J. [78]) Fie ipotezele (3.1) satisfacute. Un element T € Apy, =~ se numeste
solutie Pareto-eficientd a lui (Pg,,) dacd pentru orice x € Apy, =~ care satisface

f(z) <k f(T), egalitatea f(x) = f(T) este valida.
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Consideram o multime nevida S de functii reale, convexe gi K-tare crescatoare pe Y, i.e.
S C{s:Y — R: s este convexa si K-tare crescatoare}.

Definitia 3.1.2 (GErRSTEWITZ C. [52], GOPFERT A., GERTH C. [56]) Flie ipotezele (3.1) sa-
tisfacute. Un element T € .Ang se numeste solutei S-propriu eficienta a lui (P5,,) dacd exista
o functie s € S astfel incat

s(f(7)) < s(f(x)) pentru orice x € Apy

cMm’

Observatia 3.1.3 (a) Orice solutie S-propriu eficienta lui (P%,,) este si o solutie optima a problemei
de optimizare scalara

nf (so f)(x),
g(z)e-C

care se dovedeste a fi chiar problema (ch;\f[) studiata in Sectiunea 2.1.

(b) Fiecare solutie S-propriu eficienta a lui (Pg,,) este in acelasi timp si solutie Pareto-eficienta
alul (Pgyy)- n

In cazul in care int K # (), vom folosi urmatoarele doua notiuni de optim.

Definitia 3.1.4 (JAHN J. [78]) Flie ipotezele (3.1) satisfacute, iarint K # (). Un element T € Apy

M
se numeste solutie slab eficientd a problemei (Pg,)) dacd nu existd nici un x € Apy, — astfel incat

flz)— f(Z) € —int K.
Consideram o multime nevida 7' de functii reale, convexe si K-strict crescatoare pe Y, i.e.
T C{t:Y — R :teste convexa gi K-strict crescatoare}.

Definitia 3.1.5 Fie ipotezele (3.1) satisfacute, iar int K # (). Un element T € Apy = se numeste
solutie T-slab eficienta a problemei (P,,) dacd exista o functie t € T astfel incat

t(f(x)) <t(f(z)) pentru orice x € Apy

cMm’

Observatia 3.1.6 (a) Oricare solutie T-slab eficienta a problemei (P%,,) este si o solutie optima a
problemei de optimizare scalara

inf (1o (@)
g(z)e-C

care este de fapt o problema de tip (Pg‘j\f[) din Sectiunea 2.1.
(b) Fiecare solutie T-slab eficienta a lui (P%,,) este in acelasi timp si o solutie slab eficienta a lui

(Péar)- n
3.1.1 Conditii suficiente

Folosind anumite rezultate din Sectiunea 2.1, stabilim conditii secventiale suficiente de optim pentru
solutii S-propriu eficiente si T-slab eficiente ale problemei (Pg,,).

Analizam pentru inceput cazul in care f este stea K-inferior semicontinua.
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Teorema 3.1.7 Consideram problema (Pg,,) si presupunem cd sunt satisfacute ipotezele (3.1), iar
[ este stea K-inferior semicontinud. Mai mult, fie T € Apy . Dacd erista o functie inferior
semicontinua s € S $i doud $iruri

((Zn, Yn, 2n) )nen in (M Ndom(f)) xY x =C
$1
((xiL?y:mZ:l))neN in X* X [(Jr X C'+
astfel incat

Vn e Ny € 0((y, o f)+ (2 09) +6um) (xn), 4y € 05(yn), (2 2n) = 0;
Ty, — TyYn — f(xn) = 0,2, — g(z,) = 0,28 — 0;

Ynsyn — [(@)) — (25, 9(T)) = 0,

(Y f(zn) = f(@)) + (2, 9(20) — g(T)) = 0,8(yn) — s(f(T)) — 0,

atunci T este o solutie S-propriu eficientd a problemei (Pg,) .

(3.2)

Continuam cu cazul in care f este K-epi inchisa.

Teorema 3.1.8 (GRAD A. [63]) Consideram problema (Pj,,) si presupunem cd sunt satisfacute
ipotezele (3.1), Y este reflexiv, K este inchis, iar f este K-epi inchisa. Mai mult, fie ® € Apy, .
Daca exista o functie inferior semicontinua t € T' si douda siruri

((xnvynaunavn,tn,qn))ne[\l in X X Y X M X Y X K X O

St
(@, s, vh 5, g ) nen in X* X X* xY* x KT x CF

n

astfel incat

((Vn e N:ul € Ny(un), v € Ot(vy), 3 € O((th o f) + (g 0 9))(n),
{th,tn) = 0,(a}, ¢n) = 0;
Ty = Ty Up — Ty Yn — [(T), v, — f(T),

(3.3) flzn) +tn = f(@),9(xn) + ¢ — 0,25 +u — 0, —1% +v% — 0;
(up, un — T) + vy, 00 — f(T)) — (a5, 9(T)) = 0,
(U, T — T) + (v, Yo — f(T)) + (t, f(Tn) — Yn)+

[ (g, 9(zn) — 9(T)) — 0,t(v,) — t(f(T)) = O,

atunci T este o solutie T-slab eficientd a problemei (Pgy,)

3.1.2 Conditii necesare si suficiente

Impunand conditii suplimentare asupra functiilor vectoriale implicate in formularea problemei (P%,,),
se pot da conditii secventiale de optim, care sa nu fie doar suficiente, ci chiar necesare si suficiente.

Consideram problema de optimizare vectoriala (Pg,,), in ipotezele (3.1), cu urmatoarele prezumtii
suplimentare:

(3.4) {domf:domg:X;

f si g sunt continue.
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Scalarizarea liniara

Cea mai faimoasa scalarizare din optimizarea vectoriala presupune folosirea unor functionale liniare
K-tare crescitoare. Se observa ca, pentru oricare k* € K10, functia s« : Y — R definita prin

sp=(y) := (k*,y) pentru orice y € Y’
este continua, convexa si K-tare crescatoare. Considerand multimea
SK+O = {Sk* kT e K+O},

un element T € Apy, ~este o solutie Sk+o-propriu eficienta a lui (Pg,,) daca exista ke K10 astfel
incat B B
(K", f(@)) < (&, f(z)) pentru orice x € Aps

cM’
Teorema 3.1.9 (BoT R.I., GRAD A., WANKA G. [22]) Fie ipotezele (3.1) i (3.4) satisfacute.
Atunci un element T € Apy, =~ este o solufie Si+o-propriu eficientd a problemer (Pgy,) daca si numai

dacd existd o functie k € K si doud siruri

(%0, 2n)Jnen in M x (=C) si ((u, v, 85 25) )nen n X* X X* x X* x CF

n)» - n’ 'nrn

astfel incat

VneN:ui €9k o f)(xn),v} € (20 g)(xn), th € Nag(n), (255, 20) = O;
(3.5) Ty — T, 2n — 9(T),ul + 08+t — 0;
(z5,9(T)) = 0,(2, 9(w,)) — 0.

Observatia 3.1.10 (BoT R. I., GRAD A., WANKA G. [22]) Din Observatia 2.1.26 rezulta ca,
daca pentru un T € Apy, fixat, exista o functie ke K10 astfel incat

0e |J aE of)+ (2 og)+0um)@)
z*eCt,
(z*og)(z)=0

sau
0edE of)@+ |J oz og) +om)(@)
z*eCt,
(20g)(@)=0
atunci T este o solutie Sg+o-propriu eficienta lui (Pg,,). |

Exemplul 3.1.11 (BoT R. I., GRAD A., WANKA G. [22]) Fie spatiile X :=R, Y :=R? Z =R,
si fie multimile K := R%, C':= R4, M := R. Consideram functiile f : R — R? §i g : R — R definite
prin

f(z) == (z,2%) si g(x) := 2° pentru orice z € R.
Atunci f este R%-convexa si continua, iar g este R -convexd si continud. Conditia Apy  # 0 este
satisfacuta. Elementul T := 0 este o solutie Sk+o-propriu eficienta a lui (P%,,), dar nu exista nici un

k* € int R astfel incat una din conditiile de optim din Observatia 3.1.10 sa fie satisfacute. Totusi,
se poate demonstra ca, conditiile secventiale de optim din (3.5) se verifica. |
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Scalarizare cu ajutorul multimilor

Metode recente de scalarizare sunt bazate pe anumite multimi cu proprietati speciale. Functia de
scalarizare pe care o vom folosi le este atribuita lui GERSTEWITZ C. si IWANOW [54]. Proprietatile
ei au fost investigate in GERTH C. si WEIDNER P. [51], si ZALINEscU C. [119]. In contextul
optimizarii vectoriale convexe, ea a fost folosita de catre RUBINOV A. [105], si PASCOLETTI A. si
SERAFINI P. [99].

Consideram gi urmatoarele ipoteze:

(3.6) { K CY este inchis;

int K # ().
Pentru ficare p € int K definim functia ¢, : ¥ — R prin
t,(y) :==inf{r e R:y € ru — K} pentru orice y € Y.

Din GOPFERT A., Riani H., TAMMER C. si ZALINESCU C. [57, Corollary 2.3.5], se stie ca aceasta
functie este K-strict crescatoare, convexa gi continua. Putem sa consideram urmatoarea multime:

Tt i = {t, : p € int K'}.

Conditii secventiale de optim necesare si suficiente pentru solutii T, x-slab eficiente sunt enuntate
in teorema urmatoare.

Teorema 3.1.12 (BoT R.I., GRAD A., WANKA G. [22]) Fie ipotezele (3.1), (3.4) si (3.6) sa-
tisfacute. Atunci un element T € Ang este o solutie Ty c-slab eficientd a problemei (Pg,,) dacd i
numai daca exista un i € int K si doua sirurs

(T, Yns Zn) Jnen in M XY x —C i (ul, v, 65 y%, 25 ) neny tn X* x X* x X* x Kt x C*
astfel incat

vn e N:uy € 9y, 0 f)(wn), v, € 0(z; 0 g)(xn), £, € Ny (),

)
(3.7) (Y, ) = 1, Ogprercto(br =1 }(yn) (Y, Yn), (25, 2n) = 0;
' uwh+ v+t — 0,2, = Ty, = [(T), 2, = 9(T),
(

Ynstn — [(T)) = (2, 9(T)) = 0, (yp, f(wn) — f(T)) + (2, 9(x0n) — (7)) — 0.

3.2 Dualitate vectoriala de tip Fenchel in spatii local con-
vexe

Recente realizari privind dualitatea vectoriala de tip Fenchel sunt prezentate in aceasta sectiune,

rezultate ce au fost publicate in GRAD A. [61]. Este important de mentionat ca toate cele trei duale

vectoriale de tip Fenchel considerate in aceasta parte a tezei reprezinta extensii naturale ale clasicei
duale Fenchel din optimizarea scalara, aga cum apare ea in ROCKAFELLAR R. T. [103].
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3.2.1 O duala vectoriala generala de tip Fenchel

Problema primala pe care o investigam este
(Py) vmin(f + g o A)(z)
zeX
Ipotezele in care aceasta problema este considerata sunt urmatoarele:

X,Y §i Z sunt spatii local convexe separate;
K C Y este un con netrivial, punctat si convex;
(3.8) f: X —=Y®sig:Z — Y* sunt functii proprii si K-convexe;
A : X — Z este un operator liniar continuu;
dom f N A~ (dom g) # 0.

Multimea solutiilor admisibile ale problemei (P}) este notata prin Apy := dom f N A~ (dom g).
Relativ la problema (P}) investigam solutiile propriu eficiente.

Definitia 3.2.1 Fie ipotezele (3.8) satisfacute. Un element T € Apy se numeste solutie propriu
eficientd a problemei (PY) dacd existd y* € K19 astfel incat

W (f +90A) ) <(y",(f +go A)(x)) pentru orice v € Apsy.

Prima duala vectoriala de tip Fenchel asociata cu (P4) si analizata in aceastd sectiune este
urmatoarea problema:

(DZS) Vv-Inax hg (y*v Z*a y)>

(y*z*,y)éADZs
unde
Apes = {(y",2",y) € KT x 2" x YV 1 {y",y) < —(y" 0 f)(=A"2") = (y" 0 9)"(+")}.
Functia de scop h= : ADZS — Y este definita prin
h=(y*, z*,y) := y pentru oricare (y*, z*,y) € ADZS'

Relativ la duala vectoriald (D') investigim solutiile Pareto-eficiente.

Definitia 3.2.2 Fie ipotezele (3.8) satisfacute. Un element (y*,Z*,y) € ADZS se numeste solutie

Pareto-eficienta a problemei (Df) dacd, pentru oricare element (y*, 2*,y) € A< care satisface
A

h=(y",2°,7) <k h=(y",2",y),

egalitatea
W7 h) = hE (Y 2 y)

este valida.

Pornim prin a enunta teorema de dualitate slaba pentru perechea primald-duald (P4, D'%S).
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Teorema 3.2.3 (GRAD A. [61]) Nu ewista nici un v € X si nici un (y*,2%,y) € A< astfel incat
A

(f +go0A)(x) <k h=(y*,z%,y) i (f +goA)(x) #h>(y", 2", y).

Observatia 3.2.4 Pentru a asigura dualitate tare intre (P4) si (D%~) avem nevoie de o conditie
de regularitate. Dupa cum se va vedea si din demonstratia Teoremei 3.2.5, conditia de regularitate
dorita asigura de fapt dualitate tare intre problema de optimizare scalara

7P} inf {(7° 0 () + (" 0 9)(Ax))
si duala ei Fenchel

(" D%) sup {—(y" o [)*(=A"2") = (¥" 0 9)"(2")}

zrez*
pentru oricare 7* € K19, |

Prima conditie de regularitate pe care o mentionam pentru perechea primala-duala (g*P%,7* DY),

conditie derivatd din EKELAND I. si TEMAM R. [49], este
(RCYY 3wy € dom f N A~!(dom g) astfel incat g este continua in A(zg).
In spatii Fréchet se pot da urmatoarele conditii de regularitate pentru (y*P%,5*DY):

X i Z sunt spatii Fréchet;
(RCY?) f si g sunt functii stea K-inferior semicontinue;

0 € sqri(dom g — A(dom f));

X si Z sunt spatii Fréchet;
(RC%) f si g sunt functii stea K-inferior semicontinue;
0 € core(dom g — A(dom f));

X si Z sunt spatii Fréchet;
(RCY?") f si g sunt functii stea K-inferior semicontinue;
0 € int(dom g — A(dom f)).

In spatii finit dimensionale se poate folosi urmatoarea conditie:

3 dim(lin(dom g — A(dom f))) < +o0;
(RCY) { ri(dom g) Nri(A(dom f)) # 0.

Dacd X := R" gi Z := R™, atunci conditia (RC"3) devine
(RCYY) Jz’ € ri(dom f) astfel incat Az’ € ri(dom g).

(RCYY) este de fapt conditia clasicid de regularitate pentru dualitatea scalarda Fenchel din ROCK-
AFELLAR R. T. [103].

Urmeaza teorema de dualitate tare pentru perechea primali-duals (P3, D%S).
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Teorema 3.2.5 (GRAD A. [61], BoT R. I., GRAD S. M., WANKA G. [26]) Flie ipotezele (3.8) si
una din conditiile de reqularitate (RCY') - (RCY?) satisfdacute. Dacd T € Apy este o solutie propriu

eficienta a lui (PY), atunci ezista o solufie eficienta (y*,z*,7) € ADZS a lui (fo) astfel incat

(f+g0A)T)=h>7".7".7).

O teorema ajutatoare in demonstrarea teoremei de dualitate inversa este mentionata in conti-
nuare.

Teorema 3.2.6 (GrRAD A. [61], BoT R. I., GRAD S. M., WANKA G. [26]) Fie ipotezele (3.8)
si una din conditiile de regularitate (RCY') - (RCY?) satisfdcute, iar ADZS # (). Atunci urmdtoarea
incluziune este valida:

Y\cl{(f+goA) (Ap)+ K} C corehS(ADZg).

. . v . v} v < . [URPN
Teorema de dualitate inversa pentru perechea primala-duala (P}, D) este precizata in cele
ce urmeaza.

Teorema 3.2.7 (GRAD A. [61], BoT R. I., GRAD S. M., WANKA G. [26]) Fie ipotezle (3.8) si
una din conditiile de reqularitate (RC'Y') - (RC'?) satisfacute. Mai mult, fie (f +go A)(Apy) + K
o multime inchisa. Atunci pentru oricare solufie eficientd (g*,z*,y) € ADZS a lui (DY) existd o
solutie propriu eficientd T € Apy a lui (PY) astfel incat

(f+g0A)T)=h=T",7".7).

3.2.2 Comparatii intre trei duale vectoriale de tip Fenchel

Dualitatea scalara Fenchel a fost utilizata pentru prima data in definirea unei duale vectoriale de
catre BRECKNER W. W. si KOLUMBAN 1. [36], intr-un cadru foarte general. Inspirati de aceasta
abordare, putem introduce urmatoarea duala vectoriala asociata lui (P3}):

(‘DE{BK> v-1ax hBK<y*7 Z*7 y)7
(y*v'Z*:y)EAD%BK

unde
Apesic = {(y",2%,y) € KT X Z" XY : (", y) = —(y" o ) (=A*2") — (y" 0 9)*(z")}.
Functia de scop hP¥ : Apusr — Y este definita prin
RBE (y*, 2*,y) := y pentru orice (y*,2*,y) € ADZBK.

Definitia 3.2.8 Flie ipotezele (3.8) satisfacute. Un element (g*,z*,7y) € ADZBK este o solutie

Pareto-eficientd a problemei (DY) dacd pentru fiecare element (y*, z*,y) € ADXBK care satisface

iegalitatea
WPR (@25, 9) <k hPE(y", 27 y),
egalitatea
W2 ) = PRy 27 y)

este valida.
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Notam prin v-max h?% (A prpx) multimea tuturor solutiilor Pareto-eficiente ale lui (DYEE).

Observatia 3.2.9 Se remarca usor din definitie ca incluziunea hB% (Apesx) C h=(Ap.<) este valida,
A
fara alte ipoteze suplimentare. |

Teorema 3.2.10 (GRAD A. [61]) Fie ipotezele (3.8) satisfacute. Atunci urmdtoarea egalitate este
valida:
).

Observatia 3.2.11 In demonstrarea Teoremei 3.2.10 nu sunt necesare ipoteze de convexitate. |

v-max hP¥ (Apysr) = v-max h= (ADZ

IN

Folosind teoremele de dualitate slaba, tare si respectiv inversa, stabilite pentru perechea primala-
duala (P}, DZF), pot fi deduse rezultate similare si pentru perechea primala-duald (Py, DYPX).

Teorema 3.2.12 (GRAD A. [61]) Urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
(a) (Dualitate slaba) Nu exista nici un x € X gi nici un (y*, 2*,y) € Apwsx astfel incdt

(f + g0 A)(x) <k h"K(y*, 2", y) si (f +go A)(x) # LK (y", 2%, y).

(b) (Dualitate tare) Fie ipotezele (3.8) si una din conditiile de reqularitate (RCY!) - (RC%)
satisfacute. Daca ™ € Apy este o solufie propriu eficientd a lui (P3), atunci existd o solutie eficientd
(¥, z",y) € Apusx a lui (DYPE) astfel incat

(f+90A)@) =h""(F".7",79).

(c) (Dualitate inversd) Fie ipotezele (3.8) si una din conditiile de regularitate (RC%') - (RCY?)
satisfacute. Mai mult, fie (f + g o A)(APX) + K o multime inchisa. Atunci pentru fiecare solutie
eficienta (y*,z*,y) € Apusx a lui (DYPR) eistd o solutie propriu eficientd T € Apy a lui (P}) astfel
incdt (f +go A) (@) = WX (7", 2%, 7).

Observatia 3.2.13 Particularizand spatiile X,Y si Z, dualele vectoriale de tip Fenchel (Df) si
(DYPE) se dovedesc a fi duala scalard clasica Fenchel. n

Cazul in care Y .=R™

Vom studia cazul particular in care Y := R™ si K := RT. Pe langa cele doud duale vectoriale,
(DYS) si (DYPK), deja analizate, consideram o a treia, a cirei formulare a fost inspirata din Bot
R. I., DuMIiTRU (GRAD) A. si WANKA G. [20]. Precizam totusi ca, in lucrarea anterior amintita,
se trateazd un caz mai particular, si anume cel in care X := R" i Z := R*, in timp ce in aceasta
subsectiune consideram spatiile X gi Z local convexe separate.

Problema primala devine

(P5) vmin(f + g 0 A)(x),

ea fiind analizata in urmatoarele ipoteze:

X i Z sunt spatii local convexe separate;

=", fo,fm) st g:= (91,92, -, gm) sunt functii vectoriale;
(3.9) Vie {1,..,m}: f;: X — R este o functie proprie si convexa;

Vie {1,...,m}:¢g;: Z — R este o functie proprie si convexa;

A : X — Z este un operator liniar continuu.
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De asemenea, consideram conditia de regularitate

Jdz’ € () dom f; N A‘l( () dom gi) astfel incat
(RC}Z{”) i=1 i=1

— 1 functii f;, cui € {1,...,m}, sunt continue in z’;
Ji este continua in Az’ pentru orice i € {1,...,m}.

Asociem lui (P}) urmatoare problema duala:

(DXBGW) v-max hBGW(P, q, A, t)v

(p7Q7/\»t)EADvABGW

unde )

(D, g, M) 0 pi=(Pryeeypm) € X* X o x X*, )
q:= (G, sqm) € Z" X ... X Z*
A
t

B = (A, ...,)\m) € int R,
ADZ‘BGW = - ( L ) c ]Rm

t
ZAZ(pZJrA*ql)_o Z)\t =0

\ 1=1 Y,

Functia de scop este definita prin
RBEW (p,q, A\, t) == (h{gGW (pyg, A1), ..y hﬁGW (p, q, )\,t)) pentru orice (p,q, A\, t) € ADzBGW,

cu
hiBGW (p7 q, )\7t) = _fz* (pl) - g: (QZ) + tl pentru orice i € {17 7m} .

Definitia 3.2.14 Fie ipotezele (3.9) satisfacute. Un element (p,q,\,T) € ADUABGW se numeste

solutic Pareto-eficientd a problemei (DYPEY) daca hPY (p,q, \,T) € R™ si pentru orice element
(p,q, A\, 1) € ADZ‘BGK cu hPY (p, q, \,t) € R™, care satisface inegalitatea

WP (g, 2, g) <pn KPR (g7, 2% y),

egalitatea
WPV (G, 25, 9) = hPR(y*, 2, y)
este valida.

Notdm prin v-max hBGW<ADZBK) N R™| multimea solutiilor Pareto-eficiente ale lui (DYZEW).

Incepem prin a prezenta relatii intre multimile imagine ale celor trei probleme (Df), (DYPE) si
(DYBEW).

Propozitia 3.2.15 (GRAD A. [61]) Fie ipotezele (3.9) si conditia de reqularitate (RC'Y™) satis-
facute. Atunci multimile imagine ale celor trei duale vectoriale de tip Fenchel (DE), (DYPE) i
(DYBEYY) asociate lui (PY) satisfac urmdtoarele incluziuni:

(3.10) hPE <ADZBK> C pBEW (ADzBGW> N R™;
(3.11) RBGW (ADXBGW) AR™ C hS (ADZS> .
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Observatia 3.2.16 (a) Incluziunile din Propozitia 3.2.15 sunt in general stricte, i.e. urmatorul lant,
de inegalitati fiind valid:

(3.12) BBK (AD%BK> C hPW (ADZBGW) NR™ C b (ADZS> ,

dupa cum se dovedeste analizand Exemplele 3.2.17 si 3.2.18.

(b) Relatia (3.11) raméane valida chiar daca conditia de regularitate (RC%™) nu este satisfacuta,
dupa cum se observa din demonstratia Propozitiei 3.2.15. |

Exemplul 3.2.17 (BoT R. I., DuMIiTRU (GRAD) A., WANKA G. [20]) Fie spatiile X = R,
Z := R, fie operatorul liniar continuu A : R — R definit prin A(z) := x pentru orice z € X, iar
funtiile f, g : R — R? definite prin

f(z) = (22" -1,2%) si g(z):=(—2x,—x+1) pentru orice z € R.

Demonstram ca

|

Exemplul 3.2.18 (BoT R. I., DuMITRU (GRAD) A., WANKA G. [20]) Fie spatiile X := R,
Z := R, fie operatorul liniar continuu A : R — R definit prin A(x) := x pentru orice x € R, iar
functiile f, g : R — R? definite prin

f(x)=(—-1,—z—1) si g(x):=(x,—z) pentru orice z € R.

Demonstram ca

P (Apgpen ) NR™ C h= (Apc )

Vom demonstra ci multimile de solutii optime ale problemelor (D4PY) si (D%) coincid.

Teorema 3.2.19 (GRAD A. [61]) Fie ipotezele (3.9) si conditia de reqularitate (RC'y™) satisfacute.
Atunci urmatoarea egalitate este valida:

(3.13) v-max [hBGW <ADZBGW) N Rm} = v-max h= <ADZ§> :

Observatia 3.2.20 Fie ipotezele (3.9) si conditia de regularitate (RC%™) satisfacute. Subliniem ca
din Teoremele 3.2.10 si 3.2.19, impreuna cu Exemplele 3.2.18 gi 3.2.17, se obtin urmatoarele egalitati
intre multimile de solutii optime asociate celor trei duale vectoriale de tip Fenchel (Di), (DYPEY si
(DYPEY) ale primalei (P3):

v-max hBK(ADzBK) = v-max [hBGW (ADIABGW> N Rm] = v-max h= (.ADu<> ,
chiar daca

BBE (ADXBK> C hP (AD%BGW) NR" C h* (ADZS) .
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Folosind teoremele de dualitate slaba, tare si respectiv inversa stabilite pentru perechea primala-
duali (PY, DY), pot fi deduse rezultate similare si pentru perechea primali-duala (P4, DYPEW).

Teorema 3.2.21 (GRAD A. [61]) Urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

(a) (Dualitate tare) Nu exista nici un x € X si nici un (p,q, A\, t) € Apusaw cu h'BEW (p,q, M\ t) €
R™ astfel incat

(f + g0 A)(x) <gp WP (p,q, A\ t) si (f + go A)(x) # P (p, ¢, A\ 1)

(b) (Dualitate tare) Fie ipotezele (3.9) si conditia de regularitate (RCY™) satisfacute. Daca
T € Apy este o solutie propriu eficientd a lui (P}), atunci existd o solutie Pareto-eficientd (p,q, A\, t) €
Apesew a lui (DYBEWY) astfel incat

(f +g0A)@) =h"N(B,7,A1).

(c) (Dualitate inversd) Fie ipotezele (3.9) si conditia de regularitate (RCy™) satisfacute. Daca
multimea (f +go A)(Apy)+ K este inchisd, atunci pentru orice solufie eficientd (p,q, \,t) € ADZBGW
a lui (DYPCY) exista o solutie propriu eficientd T € Apy a lui (P}) astfel incat

(f +g0A)@) = h"M(p,7,A.9).

Urmatorul exemplu ilustreaza o situatie in care ipotezele Teoremei 3.2.6 nu sunt satisfacute pentru
duala mai particulard (D4PSY), dar sunt valide in cazul lui (D%5).

Exemplul 3.2.22 (GRAD A. [61]) Fie spatiile X := R, Z := R gi Y := R?, fie operatorul liniar
continuu A : R — R definit prin A(z) := x pentru orice z € R, iar functiile f,g : R — R? definite
prin

f(z) = (=3x+7,2x) si g(x) := (3x — 7, —2x) pentru orice x € R.

Se demonstreaza ca
R*\ cl ((f + 9)(R) + R?)  core hBGW(.ADchw) NR2.
[ |

Observatia 3.2.23 Din Exemplul 3.2.22 se ajunge la concluzia ca, demonstrarea directa a unei
teoreme de dualitate inversia pentru problema (DYP") ar fi mai dificila. Putem da un rezultat
indirect de dualitate inversa, cel din Teorema 3.2.21 (c), doar exploatand legitura cu (D'~) care

reiese din Teorema 3.2.19. ]
3.3 O abordare directd a problemei (D?“") in spatii finit
dimensionale

Aceasta sectiune contine o abordare directa privind dualitatea tare i inversa pentru o duala vectoriala
de tip Fenchel aseméanitoare cu (DY) din Sectiunea 3.2, studiatd de aceastd datd intr-un cadru

finit dimensional. Rezultatele originale obtinute au fost publicate in articolul BoT R. I., DUMITRU
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(GRAD) A. si WANKA G. [20], iar o demonstratie directa a teoremei de dualitate inversa a aparut
in GRAD A. [65]. Precum in cazul local convex, ne vom folosi tot de scalarizare.

Problema primala considerata este
(P}) v-min(f + g 0 4)(x),
ea fiind studiata sub urmatoarele ipoteze:

([ = (f1, fas-fm),9 := (91, 92, -, ) sunt doud functii vectoriale;
I,J C{1,...,m} sunt doud multimi astfel incat
fi :R* > R si gj  RY — R sunt functii proprii si poliedrale
(3.14) pentru orice i € [ i pentru orice j € J;
fe :R* =R si g : R” - R sunt functii proprii si convexe
pentru orice k € {1,...,m}\[ si pentru orice [ € {1,...,m}\J;
[ A :R" = R" este un operator liniar continuu.

Vom folosi notatia
Api = ( ﬂ dom fi) nA™ ( ﬂ dom gi) :
i=1 i=1

Conditia de regularitate folosita pentru a asigura dualitatea tare atat pentru cazul scalar, cat si
pentru cel vectorial, este

(RCY) Ja e ﬂ dom(f;) N ﬂ ri(dom(f)) astfel incat
i€l ke{1,...m}\I
Ax' € ﬂ dom (g;) N ﬂ ri (dom (g;)) -
jeJ 1€{1,m}\J

Pe R™ consideram ordinea partiala introdusa de R?. In consecinta, pentru x,y € R™, avem
r <gmy dacd gi numai daca ; <y; pentru orice i € {1,...,m}.

Definitia 3.3.1 Fie ipotezele (3.14) satisfacute. Un element T € ‘AP,Z“ se numeste solutie Pareto-
eficientd a problemei (PY) dacd pentru orice x € ‘APX’ care satisface

(f+goA)(z) <gy (f+g0A)(T),
egalitatea
(f+g0A)(z) = (f+g0A)(T)
este valida.
Definitia 3.3.2 Flie ipotezele (3.14) satisfacute. Un element T € APXJ se numeste solutie propriu

eficientd a problemei (PY) dacd existd X := (A1, ..., \) € int(R7) astfel incat pentru orice x € R"
urmatoarea inegalitate este valida:

Z)\i(fi +gi0A)(T) < Z)\i(fi +gio A)(x).

Observatia 3.3.3 Orice solutie propriu eficienta este si o solutie Pareto-eficienta, dar afirmatia
inversa nu este adevarata in general. |
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3.3.1 Dualitate pentru probleme scalare

Pentru a asocia problemei (PY) o duald vectoriald in ipotezele (3.14), analizim pentru inceput o
teorie de dualitate pentru urmatoarea problema scalara (motivati fiind de definitia solutiei propriu
eficiente):

m

(APY) inf > N(fi+ 950 4)(a)
TER™
=1

unde A := (A, ..., A,) este arbitrar ales in int R .

In concordantd cu ROCKAFELLAR R. T. [103, Corolarul 31.2.1], problema duala clasica Fenchel
care se poate asocia cu (/\P!;j) este

p [—(Zf;xifi)*(—mq) - (Zf;xz-gi)*(q)] .

geRw

In ceea ce priveste scopul nostru final, aceasta duala prezinta dezavantajul ca functiile implicate nu

. v} . v . | . .
apar separat. De aceea, vom considera ca duala asociata lui (AP}) o rafinare a problemei de mai
sus, si anume:

(AD!,X) Sup E i (=7 (pi) — 97 (@) -
piEH%Z:qie[%w i=1
1€1,..m

m
'21 Ai(pit+A*q:)=0
=

Notam cu v ()\PZ{) siv (/\D!X) valorile optime ale problemelor scalare (APY) si respectiv (AD').

incepem prin a prezenta teorema scalara de dualitate slaba.

Teorema 3.3.4 (BoT R. I., DuMITRU (GRAD) A., WANKA G. [20]) Fie A := (A1, ..., \n) €
int R™". Pentru perechea primald-duala ()\P!IX, )\D!X) urmatoarea inegalitate este valida:

v (ADY) < v (APY).

Observatia 3.3.5 Se observa ca dualitatea slaba poate fi demonstrata si fara ipotezele de convexitate
impuse functiilor. Acest avantaj nu se va pastra insa si pentru cea tare. |

Prin impunerea conditiei de regularitate (RCY) putem demonstra urmitoarea teorema scalara
de dualitate tare.

Teorema 3.3.6 (BoT R. I., DuMIiTRU (GRAD) A., WANKA G. [20]) Flie ipotezele (3.14) si
conditia de regularitate (RCY) satisfacute. Mai mult, fie X = (M,...,\n) € intRT. Atunci
urmatoarea eqgalitate este valida:

v (AP!X) =v (/\Dif{) .

In plus, problema duala (ADZ{) are o solutie optima.

Urmatorul rezultat contine conditii de optim necesare si suficiente ce pot fi obtinute din Teo-
rema 3.3.6 pentru perechea primali-duald (AP, AD").
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Teorema 3.3.7 (BoT R.I., DUMITRU (GRAD) A., WANKA G. [20]) Flie ipotezele (3.14) si conditia
de regularitate (RC'Y) satisfacute. Mai mult, fie )\ = (A1, Ap) € intRY. Atunci urmatoarele
afirmatii sunt adevarate:

(a) Fie T € R™ o solutie optimd a lui (/\P!X). Atunci exista

D= Dy, D) ER" X .. xR" 51 G:= (Gy,-.-,G,,) € RY x ... x RY
astfel incat (p,q) este o solutie optima a lui ()\D!;{) st urmatoarele egalitat, sunt valide:
i)  fi(@) + ff (p;) = B, T) pentru orice i € {1,...,m};

(ii) (n%l o A)(Z) + g7 (g;) = ((A*G;) , @) pentru orice i € {1,...,m};
(ii) ; Ai(p; + A*g;) = 0.

(b) Daca € R™, p:= (Pyy -y Pp) € R" X ... XR" 50 G := (Gy, ..., G,,) € RY X ... x RY satisfac conditiile
(i), (ii) g (iii), atunci T este o solutie optima a lui ()\P!X), (P,q) este o solulie optima lui ()\D!X) si
v(APY) = v(ADY).

Conditiile de optim din Teorema 3.3.7 se vor dovedi importante la demonstrarea teoremei de
dualitate vectoriala tare, i.e. Teorema 3.3.12.

3.3.2 O noua duala vectoriala de tip Fenchel

Folosind rezultatele obginute in subsectiunea precedenta, vom formula o noua duala (D'YEEW)

problema (PY), dupa cum urmeaza:

pentru

(D) T N L
sdHr N, Di&}

unde
( (D, \t) 0 pi=(p1,.sPm) ER? x ... x R?, )
q:=(q,....qm) ERY x ... x R?,
. A= ()\1, ,)\m) € int RT,
AD;{BGW i t — (tl, ) ,tm) c Rm7
\ =1 i=1 )

Functia de scop este definita prin
WY (g A1) = (WP (g, A1) e 2O (g, A, 1)) pentru orice (p, g, A t) € Apyscur,

cu
R (p g, M\ t) == —f (p:) — g7 (¢;) + t; pentru orice i € {1,...,m}.

Se poate observa cu ugurintd ca (D'W¥PEW) este de fapt o particularizare a problemei (

considerata de aceasta data intr-un context finit dimensional.

D;J‘BGW)

Y
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Definitia 3.3.8 Un element (1_9, ,f) € ADZBGW se numeste solutie Pareto-eficienta a proble-
q

q
mei (D!XBGW) dacd h'BEW (ﬁ, A f) € R™ si pentru orice (p,q, A\, t) € AD;'&;BGW care satisface

h!BGW (ﬁ; q, X’ %) SRT h!BGW (p; q, A7 t) ’
egalitatea <
WBEW (5,3, N, T) = h'PY (p, ¢, \, 1)
este valida.

Notdm prin v-max[h*#" (Apy) N R™] multimea solutiilor Pareto-eficiente ale Tui (D#W).

Prezentam in continuare teorema de dualitate slaba pentru perechea vectoriala primala-duala
lv lwBGW
(P}, DiyBEW).

Teorema 3.3.9 (Bor R. I., DuMITRU (GRAD) A., WANKA G. [20]) Nu ezista nici un x € R"
si nici un (p, ¢, A\, t) € Apwsaw cu h'BEW (p,q, \,t) € R™ astfel incat

(f + g0 A)(x) <gp BNV (p,q, A1) i (f+go A)(x) #hPNY (p,g, A\ 1)

Observatia 3.3.10 Ca si in cazul scalar, pentru demonstrarea teoremei de dualitate slaba nu s-au
folosit nici ipotezele de convexitate asupra functiilor si nici o alta conditie de regularitate. |

Observatia 3.3.11 Teorema 3.3.9 poate fi considerata ca un caz particular al Teoremei 3.2.21 (a).l

Enuntam acum teorema de dualitate tare.

Teorema 3.3.12 (BotT R. I., DuMITRU (GRAD) A., WANKA G. [20]) Flie ipotezele (3.14) si
conditia de reqularitate (RC!X) satisfacute. Mai mult, fie T € ‘APA” o solutie propriu eficienta a lui

(PX’). Atunci exista o solutie eficientd (]_9, 7\, f) a lui (Di}{BGW) astfel incat
WY (p,g. M 1) = (f +g0 A) (@)
Observatia 3.3.13 Teorema 3.3.12 poate fi considerata ca o particularizare a Teoremei 3.2.21 (b).R

Observatia 3.3.14 In cazul particular cand n = 1 (notam f; §i g1 cu f si respectiv g) duala
(D%BEW) este exact clasica duald Fenchel din ROCKAFELLAR R.T. [103] pentru problema primala
scalara

inf (f+goA)(x).

z€R™

De aici rezultd ca (D%P9W) este o extensie naturald a problemei scalare Fenchel, in cadrul finit
dimensional. [

3.3.3 Dualitate inversa directa

In aceasti subsectiune prezentam o demonstratie directa pentru o teorema de dualitate inversa
relationata cu perechea primala-duala (PY, D%¥BSW). Reamintim faptul ca (D'YB¢W) este o particu-
larizare a lui (DYPSY) si c& pentru ultima problem# amintita dualitatea inversa a fost demonstrata

indirect, utilizand teorema de dualitate inversd corespunzitoare dualei (D) (vezi Observatia 3.2.23).
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Pornim prin a prezenta doua proprietati ajutatoare. Fiecarui A := (Aq, ..., \,) € int R’ 1i asociem
multimea
pi=(p1, ... pm) € R® x .. x R™,
q:=(q1,-,qm) € RV x ... x RY,
ti=(t,....,tp) € R™,
SN+ A ) =037 \iti =0

(p,q.t) :

A .
AD!XBGW =

Apoi asociem fiecarui y € R™ multimea
Ay) == {)\ € intRY : 3(p, ¢, t) € A/\D’;;BGW astfel incat (\,y) = (\, W'Y (p, ¢, A,t))} )

De asemenea, folosim notatia
II:={y e R™: A(y) # 0} .

Urmatorul rezultat evidentiaza o legatura intre multimea imagine a problemei duale (D'{B¢"W) si
multimea II.

Propozitia 3.3.15 (GRAD A. [65]) Fie ipotezele (3.14) satisfacute. Atunci urmatoarea egalitate
este valida:
h!BGW(AD!XBGW) NR™ =1I.

Propozitia urmatoare contine o caracterizare a elementelor maximale ale lui II.

Propozitia 3.3.16 (GRAD A. [65]) Fie ipotezele (3.14) satisfacute. Atunci un element y € 11 este
mazxim Pareto-eficient pentru mulfimea 11 daca si numai daca pentru orice y € 11 gi orice A € A(y)
urmatoarea inegalitate este valida:

(3.15) A7) > (A ).

Prezentam in continuare o teorema directa de dualitate inversa pentru perechea primala-duala
WwWBGW lwBGW
(PA ) DA )

Teorema 3.3.17 (GRAD A. [65]) Fie ipotezele (3.14) si conditia de reqularitate (RCY) satisfacute.
Mai mult, presupunem ca pentru orice A := (A1, ..., \y) € Int R care satisface inegalitatea

inf > Ai(f+g04)(x) > —o0,
zeR™
i=1
exista un xx € Apy astfel incat
(3.16) ;&(Hgofl)(mx) —igﬁ{rg;Ai(HgoA)(x)-

Atunci, pentru fiecare solutie Pareto-eficientd (p,q, \,t) € AD!XBGW a lui (D'YBEY), urmdtoarele
afirmatit sunt adevarate:

(a) W5 (5,g NT) € ol ((f + g0 A)(Apy) +RY);
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(b) Ewista o solufie propriu eficientd x5 € Apy a lui (P astfel incat

=1

(c) Daca multimea (f + g o A)(R™) + R este inchisa, atunci exista o solutie propriu eficientd
TeEApy alum (PY) astfel incat

(f +g0A)@) =N ([BT N D).

Observatia 3.3.18 Teorema 3.3.17 (c) poate fi considerata o particularizare a Teoremei 3.2.21 (c).
Totusi, in Teorema 3.3.17 (b) dam un rezultat mai general. |
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Capitolul 4

Optimizare multivoca

Problemele de optimizare multivoca reprezinta cea mai buna alegere atunci cand se doreste modelarea
unor situatii practice. Acest avantaj este insa insotit de un dezavantaj, si anume, lipsa unei abordari
unitare a notiunii de solutie eficienta in sens multivoc. Realizarile personale privind aceasta tema au
fost cuprinse in articolul GRAD A. [66]. Ele sunt mai generale decat cele obtinute de HERNANDEZ E.
si RODRIGUEZ-MARIN L. [71], deoarece noi folosim notiunea de cvasi-interior, care este mai generala
decat cea de interior, folosita de autorii anterior mentionati. Este important de mentionat ca in cazul
particular al unei probleme scalare cu restrictii vectoriale, noile conditii multivoce pentru qi-eficienta
coincid cu cele clasice din optimizarea scalara, spre exemplu cele din BoT R. I., CSETNEK E. R. si
MoOLDOVAN A. [16].

4.1 Doua relatii noi referitoare la multimi, definite cu
ajutorul cvasi-interiorului

Consideram urmatoarele ipoteze:

(4.1) { Y este un spatiu local convex separat;

K C Y este un con convex punctat cu qi K # ().

Reamintim notatia

Po(Y):={A: ACY si A#0}.

incepem prin a prezenta niste relatii referitoare la multimi, definite cu ajutorul unui con convex,
introduse de KurRotwA D. [84].

Definitia 4.1.1 (KurOoiwA D. [84]) Flie ipotezele (4.1) satisfacute, iar A si B din Py(Y). Atunci
scriem:

(a) A<'B daci BC A+ K;
(b) A<" B daca AC B — K

(c) A~' B daca A<' B si B <' A.
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Observatia 4.1.2 KUROIWA D. [84] a demonstrat ci ~' este o relatie de echivalentd pe Py(Y). 1

Definitia 4.1.3 (GRAD A. [66]) Fie ipotezele (4.1) satisfacute, iar A si B din Py(Y). Atunci
scriem:

(a) A<l B daci BC A+ qiK;
(b) ALtk B daci AC B—qiK.
Observatia 4.1.4 (a) Relatiile <%, ; si <% sunt tranzitive. N

Propozitia 4.1.5 (GRAD A. [66]) Fie ipotezele (4.1) satisfacute, iar A si B din Py(Y'). Urmatoarele
afirmatii sunt adevarate:

(a) A~ B dacd si numai daci A+ K =B+ K.
(b) Daca A ~' B, atunci A+qiK = B+ qi K.
(¢) Daca A<l B si B <l x A, atunci A~' B.
(d) Daca A<l B si B <' A, atunci B <l A.

(e) A<k B dacd si numai dacd —B <% o —A.

(f) Daca A<l B siy €Y, atunci A+y <L B+y.

(g) Daci A~ Bsiy€eY, atunci A+y~!' B+y.
Observatia 4.1.6 Afirmatiile (b) si (c¢) din Propozitia 4.1.5 conduc la concluzia ca

ALk BsiBdc A= A~ B= A+ qiK =B+ diK.

Aceste implicatii nu pot fi inversate. |

Cu ajutorul relatiilor introduse in Definitia 4.1.3 definim patru noi notiuni de eficienta referitoare
la multimi.

Definitia 4.1.7 (GRAD A. [66]) Fie ipotezele (4.1) satisfacute, iar S C Po(Y). O multime A € S
se numeste:

(a) multime 1-Ming-eficienta a lui S dacd pentru orice mulfime B € S, care satisface

B ﬁgiK A, relatia A ﬂgiK B este valida.

(b) multime 1-Max-eficienta a lui S daca pentru orice multime B € S, care satisface

A ﬂfliK B, relalia B S]fqu A este valida.

(c) multime u-Ming-eficienta a lui S daca pentru orice mulfime B € S, care satisface

B <4 i A, relatia A g ¢ B este valida.
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(d) multime u-Maxy-eficienta a lui S dacd pentru orice multime B € S, care satisface

A Qi B, relatia B < A este validd.

Multimile formate din toate multimile 1-Min;-eficiente, I-Max;-eficiente, u-Ming-eficiente si u-Max;-

eficiente ale lui § se vor nota prin
I-Ming S, -Max; S, u-Ming S si respectiv u-Maxg; S.

Observatia 4.1.8 Este de remarcat faptul ca notiunile din Definitia 4.1.7 sunt mai generale decat
notiunile uilizate de HERNANDEZ E. gi RODRIGUEZ-MARIN L. in lucrarile [70] si [71]. |

Observatia 4.1.9 Fie ipotezele (4.1) satisfacute, iar S C Py(Y'). Din Definitia 4.1.7 si Propozitia
4.1.5 (f) rezulta ca
y + 1-Ming S = I-Ming(y + S) pentru orice y € Y.

Egalitati similare se pot da si pentru I-Maxy; S, u-Ming S si respectiv u-Maxg; S. |

Propozitia 4.1.10 (GRAD A. [66]) Fie ipotezele (4.1) satisfacute, iar S C Po(Y'). Atunci urmdatoarea
egalitate este valida:

(4.2) I-Ming(—S8) = —u-Maxy S.

4.2 Functii qi-conjugate si qi-subgradienti
Consideram urmatoarele ipoteze:

X este un spatiu vectorial topologic;

Y este un spatiu local convex separat;

K C Y este un con convex, punctat, cuqi K # 0;
F: X — P(Y) este o functie multivoca proprie.

(4.3)

4.2.1 Functii multivoce gi-conjugate

Definitia 4.2.1 (GRAD A. [66]) Fie ipotezele (4.3) satisfacute. Functia qi-conjugata a lui F' este
functia multivocd Fji e - L(X,Y) = P(P(Y)) definita prin

Fj(T) == u-Maxgi{Tx — F(x) : v € X} pentru orice T € L(X,Y).
Observatia 4.2.2 Din Definitia 4.1.7 (d) si ipotezele (4.3) rezulta urmatoarea egalitate:
Fy g (T) = u-Maxg{Tz — F(z) : * € dom F}.
|

Urmatorul rezultat poate fi privit ca o extensie a inegalitatii Fenchel-Young in acest caz multivoc.
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Teorema 4.2.3 (GRAD A. [66]) Fie ipotezele (4.3) satisfacute. Fie xo,x17 € domF, iar T €
L(X,Y) astfel incat

(4.4) F(x)) — Tay € —F

[$157¢

(T).
Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
(a) Dacd F(zo) — Two<y; F(x1) — Ty, atunci F(xy) — Tay < - F(xo) — Tao.

(b) Dacd F(xo) — Txo<ly, F(x1) — Ty, atunci F(x1) — Tay ~ F(x) — Tao.

4.2.2 qi-subgradienti ai functiilor multivoce
Cu ajutorul qgi-conjugatei extindem notiunile de subgradient si subdiferentiala la functii multivoce.
Definitia 4.2.4 (GRAD A. [66]) Fie ipotezele (4.3) satisfacute si fie T € dom F.

(a) Un operator T € L(X,Y) se numeste qi-subgradient al functiei multivoce F' in T daca

Tz — F(z) € Iy (T).
(b) Multimea tuturor qi-subgradientilor asociati lui F' in T se numeste qi-subdiferentiala lui F
inT si se noteazd cu Og, F(T).

Prin conventie, daca T ¢ dom F, atunci consideram prin definitie cd Oy x F(T) = 0.

Observatia 4.2.5 Avand in vedere Definitia 4.2.4, conditia (4.4) din Teorema 4.2.3 este echivalenta
cuT € Oy F(z1). |

Similar cu cazul scalar, am demonstrat urmatorul rezultat.
Propozitia 4.2.6 (GRAD A. [66]) Flie ipotezele (4.3) satisfacute si fie T € dom F'. Atunci

F(Z) € -Ming{F(z) : € X} daca si numai daca 0 € Oy, F(T).

e

4.3 O teorie a perturbarii pentru optimizarea multivoca
bazata pe cvasi-interior

4.3.1 Optimizare multivoca fara restrictii
In aceastd sectiune consideram problema multivoca de optimizare fara restrictii

(Fg’) I-Ming F(z),
zeX

care va fi studiata in ipotezele (4.3) si admitand ca:

(4.5) W este un spatiu vectorial topologic.
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Definitia 4.3.1 (GRAD A. [66]) Fie ipotezele (4.3) satisfacute. Un element T € dom F este o
solutie qi-eficientd a lui (Py’) dacd

F(Z) € F-Ming{F(z) : v € X} = -Ming{F(x) : x € dom F'}.

Dezvoltam o teorie generala de dualitate bazata pe o abordare cu perturbari, folosind cvasi-
interiorul unui con convex.

Definitia 4.3.2 Fie ipotezele (4.3) si (4.5) satisfacute. O functie multivoca ® : X x W — P(Y),
care satisface egalitatea
O(x,0) = F(x) pentru orice x € X,

se numeste functie perturbatoare asociata lui F.

Consideram o functie perturbatoare ® asociata lui (P3’). Atunci qi-conjugata lui ® este functia
multivoca ®% : L(X,Y) x LW, Y) = P(P(Y)) definita prin

@y, (H,T) :==u-Maxg{Hz + Tw — ®(z,w) : (z,w) € X x W}

pentru orice (H,T) € L(X,Y) x L(W,Y).
Introducem urmatoarea noua duala multivoca asociata problemei (Pg):

(Dg)) 1-Max; [—cbj;iK(o, T)] )
TeL(W)Y)

Folosim notatia

P(z,w)}.

1K

ADS;’ = {(T,x,w) € ‘C(W7Y) X X x W (07T> S aq

Definitia 4.3.3 (GRAD A. [66]) Fie ipotezele (4.3) gi (4.5) satisfacute. Un operator T € L(W,Y)
se numeste solutie qi-eficienta a dualei (DJ) daca exista un (7,w) € dom ® astfel incat

(T,%,@) € Apsy si — T + ®(F, @) € -Maxg{~Tw + ®(x,w) : (T, z,w) € Aps}.

Cu ajutorul urmatoarei teoreme de dualitate slaba certificam faptul ca (D}) este de fapt o
duala a lui (PS").

Teorema 4.3.4 (GRAD A. [66]) Fie ipotezele (4.3) si (4.5) satisfacute, fie xo € domF, iar
(T, z,w) € AD;;J- Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

(a) Daca F(zo) Xy —Tw + ®(x,w), atunci =Tw + ®(x,w) I F(x).
(b) Daca F(x) < —Tw + ®(z,w), atunci —=Tw + &(x,w) ~ F(xo).

Urmatorul rezultat contine conditii de optim pentru perechea primala-duala (P(fi”, Dg}’).

Teorema 4.3.5 (GRAD A. [66]) Fie ipotezele (4.3) si (4.5) satisfacute, fie T € domF gi fie
(T, 2, w) € Aps astfel incat

(4.6) F(@) < —T0 + ©(T, D).

Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
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(a) T este o solutie qi-eficienta a lui (Pg).
(b) T este o solutie gi-eficientd a lui (D).
Conditii de optim suplimentare pentru (DS}’) pot fi gasite in urmatoarea teorema.

Teorema 4.3.6 (GRAD A. [66]) Fic ipotezele (4.3) si (4.5) satisfacute. FieT € dom F. Dacd exista
un operator I" € LIW,Y') astfel incat (T',7,0) € Apgy, atunciT este o solufie qi-eficientd a lui (Dgf).

Observatia 4.3.7 Fie ipotezele Teoremei 4.3.6 satisfacute. Atunci fiecare operator T e LWY),
pentru care exista un (z,w) € dom ® astfel incat

(T,%,@) € Aps §i F(T) <y o 10 + O(F, @),

este o solutie gi-eficienta a lui (D). n

4.3.2 Optimizare multivoca cu restrictii

Fie problema generala de optimizare multivoca cu restrictii de tip con

(CP) I-Ming F(x),
G(2)N(~C)#0

considerata sub urmatoarele ipoteze :

(X si W sunt spatii vectorial topologice;

Y si Z sunt spatii local convexe separate;

K C Y este un con convex, punctat, cu qi K # (J;

C C Z este un con nevid, punctat si convex;

F: X —=PY)siG: X — P(Z) sunt functii multivoce proprii;
| {z € (dom F) N (dom G) : G(x) N (=C) # 0} # 0.

(4.7)

Vom folosi notatia
Acpsy = {2 € (dom F') N (dom &) : G(z) N (=C) # 0}.

Definitia 4.3.8 Fie D si E spatii vectoriale, iar M C D. Functia multivocd AY, : D — P(FE)
asociata mulfimii M relativ la spatiul E, se numeste functia indicator si este definita prin

g, ) {0} dacaxe M
An() '_{ 0 daca x & M.

Problema multivoca cu restrictii (C'P;’) poate fi rescrisa ca o problema fara restrictii, avand o
functie de scop modificata, dupa cum urmeaza:

I-Ming [F(az) + AN . (x)} :

zeX
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O functie perturbatoare asociata lui F—I—Aﬁc este o functie multivoca @ : X xW — P(Y)

PSU
qi

astfel incat
O (x,0) = F(x) + AXCP%U (x) pentru orice x € X.

O duala asociata lui (CPJ’) cu ajutorul functiei ¢ este

(C’Dfﬁ’) 1-Mani [_(q)scl)):liK(()’ T)} )
TeL(W)Y)

Vom folosi notatia

ACDS? = {(T,.CC,'U}) S ,C(VV, Y) XX xW: (O,T) € aquq)g’(x,w)} .

Definitia 4.3.9 (GRAD A. [66]) Fie ipotezele (4.7) satisficute. Un operatorT € L(W,Y) se numeste
solutie qi-eficienta a dualei (C DY) daca exista un (Z,w) € dom ®F astfel incat

(1,7, @) € Acpsy si — T + OF(, W) € FMaxg{—Tw + O (z,w) : (T, z,w) € Acpsr}.

Enuntam pentru inceput teorema de dualitate slaba.

Teorema 4.3.10 (GRAD A. [66]) Fie ipotezele (4.7) satisfacute. Fie zg € Apsy, dar (T,z,w) €
ACDZ?' Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

(a) Daca F(xo) ﬂgiK —Tw+ ¢ (z,w), atunci —Tw + OF (z,w) ﬁfﬁK F(xo).
(b) Daca F(x) ﬂgiK —Tw + ®¥(x,w), atunci —Tw + O (x,w) ~ F(z0).
Continuam cu doua teoreme ce contin conditii de optim.

Teorema 4.3.11 (GRAD A. [66]) Fie ipotezele (4.7) satisfacute. Fie T € Acpsy, iar (T,%,0) €
Acpgy fie astfel incat

(4.8) F@) < ~Tw + O (7, D).
Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

(a) T este o solutie qi-eficienta a lui (CP;).

(b) T este o solufie qi-eficientd a lui (CDg).

Teorema 4.3.12 (GRAD A. [66]) Fie ipotezele (4.7) satisfacute si fie T € Acpsr. Dacd exista un
operator T € L(W,Y) astfel incat (T,=,0) € Acpgy, atunci T este o solufie qi-eficientd a lui (CDZY).

Observatia 4.3.13 Fie ipotezele Teoremei 4.3.12 satisfacute. Atunci fiecare operator Te LW)Y),
pentru care exista un (z,w) € dom @ astfel incat
o~ o~ : — 1 T~ SV
(T, 2, w) € Arcpy §i FI(T) Dy —Tw + O(T, w),

—q

este o solutie qi-eficienta a lui (C'DgY). n
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4.3.3 O regula multivoca a multiplicatorilor lui Lagrange

In aceasta subsectiune asociem problemei generale de optimizare multivoca cu restrictii de tip con,
de forma (C'P;), o duald obtinuta prin particularizarea unei functii perturbatoare dupa o metoda
similara abordarii pentru pertubarea Lagrange in optimizarea scalara.

Fie ipotezele (4.7) satisfacute. Consideram urmatoarea functie perturbatoare de tip Lagrange
3 X x Z — P(Y) asociata problemei (CPS’):

F(z) dacdz e X i (G(z)—2)N(=C)#0
0 in rest.

o7 (e2) = {
Este de remarcat faptul ca

F(z) dacaz € (dom F)N(domG)siz € G(z) + C
0 in rest.

oy(e.2) = {

Fiind dat un operator T' € L(Z,Y"), qi-conjugata multivoca asociata perturbarii de tip Lagrange ®35"
in (0,7) este
(27)5i i (0,T) := u-Maxi{Tz — @7’ (x, 2) : (v,2) € X x Z}.

Sa remarcam de asemenea ca
(27)5ik (0,T) = w-Maxy{Tz — F(z) : v € Z,2 € G(z) + C}.
Lui (CPZ’) ii atasam urmatoarea duala multivoca de tip Lagrange:
(LCDy) FMaxgs | = (97)5 | (0,7).
TEL(Z,Y)
Vom folosi notatia

{ (T,z,2): TeL(ZY),xe X, zeGx)+C, }
ALCD;?; = .

(07 T) S aq)ivqu@:v Z)

Definitia 4.3.14 Fie ipotezele (4.7) satisfacute. Un operator T € L(Z)Y) se numeste solutie
qi-eficientd a problemei duale (LC DY) daca exista un (T, 2) € dom @3’ astfel incdt

(T, 5,5) € .ALCD;J st — TZ+ F(f) € I-Mani {—TZ + F(:E) : (T,l‘, 2) € -ALCDSYIJ} .

In continuare prezentam o teorema de dualitate tare.

Teorema 4.3.15 (GRAD A. [66]) Fie ipotezele (4.7) satisfacute. Fie (F,G) o functie K x C-conveza,
arT € .Acpsiv astfel incat exista y € F(T) cu proprietatea

(4.9) (7,0) € qri [(F, G)(X) + K x C].
Mai mult, fie
(4.10) 0€dq|[G(X)+C].

Atunci existd un operator T € L(Z,Y) care este o solutie di-eficientd a dualei (LCDE).
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Observatia 4.3.16 Fie ipotezele Teoremei 4.3.15 satisfacute. Atunci fiecare operator T e L(Z,Y),
pentru care exista un (z,z) € dom ®3¥ astfel incat

(Ta E7 z) € ALCD&}’ §1 - TO + (I)SLU (f7 0) <]liK _T2+ @iv(fa z)7

—q

este o solutie qi-eficienta a lui (LCD;Y). n

4.4 O aplicatie la o problema de optimizare multivoca in

C(R)

In aceastd ultima sectiune a tezei prezentam un exemplu de problema de optimizare multivoca pentru
care ipotezele teoremei de dualitate tare, i.e. Teorema 4.3.15, sunt verificate. Aplicatia noastra a
fost inspirata din CSETNEK E. R. [43, Exemplul 2.10] i este formulata sub urmatoarele prezumtjii,
care se dovedesc a fi particularizari ale ipotezelor generale (4.7):

X =0r[R),Y =R, Z:=R),K :=R;,C:=(R);

v 2
F : (*(R) — P(R) este definita prin F(u) := { éH’MHEQ(R)} dacd p € £(R)

(4.11) in rest ’
_ y 2
G : (*(R) — P(L*(R)) este definitd prin G(u) := { é{) H ?1??"255 € L(R)

Remarcam cd (dom F)N(dom G) = €3 (R), gi K = qiR;. Deoarece R este un spatiu finit dimensional,
are loc egalitatea iR, = int Ry = (0, +00).
Reamintim nigte proprietati importante ale multimii

CR):={u:R>R:> |u(z)]’ < +oo}.

zeR

Functia || - [|;2(r) : *(R) — R definta prin

2 2
il = (Z Iu(w)|2> - ( ap Y Iu(w)l2> pentru orice 1 € (2(R)
FePy cF

R (R),F finitd -

este o normé pe (?(R), iar spatiul vectorial £2(R), echipat cu aceastd normi este un spatiu Banach.
Spatiul dual (¢2(R))* se identifici cu £(R). Mai mult, multimea

(3 (R) := {u € *(R) : u(z) > 0 pentru orice z € R}

este un con convex punctat, iar din BORWEIN J. M., LUCET Y. si MORDUKHOVICH B. [11,
Observatia 2.20] stim ca qrif% (R) = @. De asemenea, este adevirat ca

(4.12) 2 (R) — (2(R) = *(R).
Se observa usor ci Ji := 0 € (?(R) este o solutie gi-eficient a problemei de optimizare multivoca
(P;?U(]R)) 1-Ming; [”MHMR)] .
nel2 (R)

G(R)N(~3 (R)£0

o1



Asociem lui (P;;J(R)) o duala multivoca de tip Lagrange cu ajutorul unei functii perturbatoare
Ppagy - 2(R) x £2(R) — R definite prin

Dpay (1, Q) 1 = {F(p) - p € C(R),G(n) — C € ~1(R)}
={lltlew 1€ G(R),C € —p+ E(R)}

pentru orice (u, () € (2(R) x *(R).
Functia multivoca gi-conjugata asociata lui @)

(P, : LIC(R),R) x L(*(R),R) = P(P(R))
este definita prin
(Peer))gin, (0,T) : = u-Maxg{T¢ — ®(u,¢) = (1, ¢) € (R) x (R)}
— wMax {TC — il : 1€ £2(R),C € —p+ 2 (R)}
pentru orice T' € L(¢*(R),R).

O duald multivoca de tip Lagrange asociata lui (P, ) este

(LDER) 1-Max [-(@ez(R));R+ (0,7)] .
TeL(2(R),R)

Vom folosi notatia

A _ { (T, 1, ¢) = T € LIP(R),R), pu € L*(R), ¢ € (*(R), }
EPEw T¢— (1, ¢) € —(Pamy)iip, (0,T) [

Se remarca de asemenea ca

Appe — { (T, 1, ¢) : T € LIGR),R), p € 2(R),C € —pu + 2(R), }
£2(R) TC — H[LH@(R) - _(®42(R))21R+(07T)

_ { (T, 1,¢) : T € LIC(R),R), p € 2(R), € —pu + 4(R), }
(0,7T) € O4ir, (Pee(w)) (11,€) |~

~ Se demonstreaza ca ipotezele Teoremei 4.3.15 sunt satisfacute. In consecinta, exista un operator
T € L(*(R),R) care este o solutie gi-eficienta a lui (LD gy)-
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