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Introducere

Teoria aproximării este un domeniu al analizei matematice, care are ı̂n centrul preocupărilor sale,
aproximarea funcţiilor prin alte funcţii, care sunt mai simple şi mai uşor de calculat. Aşa cum
remarca A.F. Timan [136, p. 1], baza teoriei aproximării funcţiilor de variabilă reală este teorema
descoperită de K. Weierstrass [154] ı̂n 1885, care spune că orice funcţie f(x) continuă pe intervalul
finit [a, b], poate fi aproximată uniform oricât de bine prin polinoame. În 1912, S.N. Bernstein [21]
dă o demonstraţie simplă şi elegantă, teoremei lui Weierstrass, construind un şir de polinoame care
converge uniform la funcţia de aproximat. Astfel, au fost introduşi operatorii Bernstein (aplicaţiile
care asociază funcţiei de aproximat şirul de polinoame aproximante). Aceşti operatori fac parte din
clasa operatorilor liniari şi pozitivi.

Teoria aproximării funcţiilor cu ajutorul operatorilor liniari şi pozitivi ia un mare avânt prin anii
’50, când T. Popoviciu [110], H. Bohman [23] şi P.P. Korovkin [90, 91], descoperă, independent, un
criteriu simplu şi uşor de aplicat, pentru a arăta că un şir de operatori liniari şi pozitivi converge
uniform la funcţia de aproximat: condiţia necesară şi suficientă pentru convergenţa uniformă a
şirului de operatori liniari şi pozitivi An către funcţia continuă f pe intervalul compact [a, b] este
ca şirul Anf să conveargă uniform către f pentru doar trei funcţii, ek(x) = xk, k = 0, 1, 2. Dacă
intervalul de definiţie al funcţiei f este nemărginit (spre exemplu [0,∞)), atunci rezultatul nu
mai are loc pentru toate funcţiile continue, ci doar pentru acele funcţii continue, care au limită
finită la infinit. În acest caz, cele trei funcţii test, xk, k = 0, 1, 2 sunt ı̂nlocuite cu alte trei funcţii
(e−kx, k = 0, 1, 2 sunt un astfel de exemplu).

Pentru a extinde teorema lui Popoviciu-Bohman-Korovkin pentru funcţii continue şi nemărginite,
definite pe C[0,∞), trebuie ca anumite margini să fie impuse funcţiilor considerate, fapt care a fost
observat de Z. Ditzian [45]. În 1974, A.D. Gadjiev [60, 61] introduce spaţiul ponderat Cρ(I), care
se defineşte ca fiind mulţimea tuturor funcţiilor continue f pe intervalul I ⊆ R pentru care există
o constantă pozitivă M > 0 astfel ı̂ncât |f(x)| ≤ M · ρ(x), pentru orice x din intervalul I, unde
ρ este o funcţie continuă, strict pozitivă, dată şi care este numită pondere. Un astfel de spaţiu se
dovedeşte a fi un spaţiu Banach, care poate fi ı̂nzestrat cu norma

‖f‖ρ = sup
x∈I

|f(x)|
ρ(x)

.

Teorema de tip Korovkin este următoarea: pentru ϕ : [0,∞)→ [0,∞), o funcţie strict crescătoare,
continuă şi nemărginită, se alege ρ(x) = 1 +ϕ2(x); se consideră şirul de operatori liniari şi pozitivi
An : Cρ[0,∞)→ Cρ[0,∞) cu proprietatea că

lim
n→∞

∥∥Anϕi − ϕi∥∥ρ = 0, i = 0, 1, 2.

Atunci
lim
n→∞

‖Anf − f‖ρ = 0,

pentru toate funcţiile f ∈ Cρ[0,∞), pentru care limita limx→∞
f(x)
ρ(x) există şi este finită.

Rezultatele mai sus amintite sunt rezultate calitative—care ne precizează ı̂n ce condiţii aproxi-
marea prin operatori liniari şi pozitivi este posibilă. Acum, având un şir de operatori care aproxi-
mează o funcţie dată, se pune problema evaluării erorii comise ı̂n aproximare. O astfel de problemă
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este o problemă cantitativă. În această teză, autorul ı̂şi propune un studiu cantitativ al rezultatelor
calitative mai sus menţionate. Pentru spaţii de funcţii definite pe un compact, evaluarea restului
Anf − f , se face cu ajutorul modulelor de netezime, dintre care cel mai cunoscut este modulul de
continuitate de ordinul ı̂ntâi, care se defineşte prin relaţia

ω (f, δ) = sup { |f(t)− f(x)| : t, x ∈ [a, b] , |t− x| ≤ δ } , δ ≥ 0.

Un prim rezultat referitor la estimarea restului ı̂n aproximarea cu operatori liniari şi pozitivi, care
a fost obţinut cu ajutorul acestui modul este cel al lui Shisha şi Mond [128] din 1968. Evaluarea
erorii este următoarea

|An(f, x)− f(x)| ≤ |f(x)| · |An(1, x)− 1|

+ (1 +An(1, x)) · ω
(
f,
√
An((t− x)2, x)

)
.

Pentru a avea rezultate asemănătoare pentru funcţii mărginite definite pe un interval necompact
sau pentru funcţii nemărginite, am folosit un modul de continuitate ponderat

ωϕ (f, δ) = sup
t,x∈I

|ϕ(t)−ϕ(x)|≤δ

|f(t)− f(x)|.

Cu ajutorul acestui modul, obţinem estimări ale restului şi caracterizări ale funcţiilor care pot fi
uniform aproximate cu ajutorul unui şir dat de operatori liniari şi pozitivi. Rezultatele obţinute
sunt ı̂mpărţite ı̂n patru capitole.

În primul capitol, care este un capitol introductiv, definim noţiunea de operator liniar şi pozitiv,
dăm câteva proprietăţi ale acestora şi menţionăm exemple de astfel de operatori din literatură. În
continuare, prezentăm modulele de netezime de ordinul ı̂ntâi şi doi, obişnuite şi cele ale lui Ditzian
şi Totik, şi estimări cunoscute ale restului cu ajutorul acestor module.

În prima secţiune a capitolului doi, introducem modulul de continuitate ponderat şi studiem
proprietăţile acestuia. Acest modul, care este ı̂n strânsă legătură cu modulul obişnuit de continui-
tate, va juca un rol important ı̂n toate estimările restului pe care le vom face, atât cele din capitolul
doi, cât şi cele din capitolul trei. În secţiunea doi, dăm rezultate cantitative privind aproximarea
funcţiilor mărginite şi continue pe semiaxa pozitivă, care au limită finită la infinit. Atât Teoremele
2.10 şi 2.12, care sunt rezultate generale, cât şi corolarele care urmează, care sunt particularizări ale
rezultatului general pentru diferite şiruri de operatori, sunt contribuţii ale autorului. În următoarea
secţiune a acestui capitol, pentru a caracteriza care sunt acele funcţii care pot fi aproximate uniform
printr-un şir de operatori liniari şi pozitivi, autorul introduce o nouă tehnică de lucru, prin care
sunt obţinute şi rezultate cunoscute ı̂n literatura de specialitate, cât şi rezultate noi.

Capitolul trei este cel mai amplu. Aici sunt prezentate rezultate privind aproximarea funcţiilor
continue şi nemărginite. În primele două secţiuni, sunt amintite rezultate privind aproximarea
punctuală şi aproximarea pe submulţimi compacte, iar ı̂ncepând cu secţiunea trei sunt obţinute
rezultate globale ı̂n cadrul spaţiilor ponderate. Ca şi exemple de spaţii ponderate sunt amintite
spaţiile polinomiale şi cele exponenţiale, pentru care există foarte multe rezultate ı̂n literatură,
pentru diferite şiruri particulare de operatori liniari şi pozitivi. O primă contribuţie a autorului
din acest capitol este obţinerea unei versiuni cantitative a teoremei lui Gadjiev. O altă contribuţie,
care rezolvă nişte probleme deschise, este extinderea tehnicii, introduse de autor ı̂n capitolul doi
pentru funcţii mărginite, la acest cadru mai general al spaţiilor ponderate. Aceste rezultate, care
apar ı̂n subsecţiunea 3.3.3, sunt rezultate care sunt ı̂n curs de publicare sau urmează a fi publicate.
În ultima parte din acest capitol, sunt prezentate diferite module de continuitate folosite pentru
aproximarea pe spaţii ponderate. Dar, ı̂n detaliu, este prezentat un modul introdus de autor, cu
ajutorul căruia sunt date estimări ale ordinului de aproximare.

În capitolul patru, sunt menţionate alte două contribuţii ale autorului, ı̂n care se folosesc diferite
inegalităţi pentru obţinerea de rezultate pentru operatori liniari. Primul rezultat se referă la apro-
ximarea funcţiilor prin intermediul unor expresii raţionale, care au numărătorul fixat şi care sunt
construite prin intermediul operatorilor liniari şi pozitivi. Al doilea rezultat, prezintă condiţii
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necesare şi suficiente ca o inegalitate pentru o funcţională liniară de tip discret să aibă loc pentru
anumite clase de funcţii convexe.

Bibliografia este bogată, cuprinzând 157 de lucrări care sunt citate pe parcursul tezei. Doar
şapte dintre ele nu au putut fi consultate de autor. Indexul este de un real folos pentru găsirea
rapidă a unor rezultate, iar lista aflată la sfârşitul tezei, cu notaţiile folosite, ne trimite la pagina
unde au fost definite aceste simboluri.

În această lucrare sunt prezentate rezultatele originale ale autorului obţinute pe parcursul a
patru ani. Ele se regăsesc ı̂n special ı̂n cele şase articole ale autorului, cinci publicate şi unul ı̂n
curs de publicare, dar există şi câteva rezultate şi observaţii care apar pentru prima dată ı̂n această
lucrare.
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Capitolul 1

Noţiuni introductive

1.1 Operatori liniari şi pozitivi

1.1.1 Definiţia şi proprietăţile operatorilor liniari şi pozitivi

Fie M o mulţime nevidă şi fie
F(M,R) = { f : M → R } ,

spaţiul liniar peste R al funcţiilor reale definite pe M , ı̂nzestrat cu operaţiile obişnuite de adunare
a funcţiilor şi de ı̂nmulţire cu un scalar.

În continuare, vom nota cu X un subspaţiu liniar al lui F(M,R) şi cu Y un subspaţiu liniar al
lui F(N,R), pentru M şi N mulţimi nevide. Pentru o funcţie f ∈ X vom ı̂nţelege prin f ≥ 0 faptul
că f(x) ≥ 0, pentru orice x ∈M .

Definiţia 1.1. Aplicaţia A : X → Y se numeşte operator. Operatorul A este liniar, dacă

A(αf + βg) = αAf + βAg, pentru orice f, g ∈ X, α, β ∈ R,

şi este pozitiv, dacă

Af ≥ 0, pentru orice f ∈ X cu proprietatea f ≥ 0.

Observaţia 1.2. Fiind dată funcţia f ∈ X, pentru a indica valoarea ı̂n punctul x a imaginii prin
A a lui f vom folosi una din notaţiile: Af(x), A(f, x) sau A(f(t), x).

Propoziţia 1.3.

(i) Un operator liniar şi pozitiv este monoton.

(ii) Dacă A este un operator liniar şi pozitiv, atunci pentru orice funcţie

f ∈ X are loc inegalitatea |Af | ≤ A(|f |).

Propoziţia 1.4 (Inegalitatea lui Hölder pentru operatori liniari şi pozitivi). Pentru operatorul
liniar şi pozitiv A : X → Y şi pentru 1 < p, q <∞ cu proprietatea 1/p+ 1/q = 1, are loc

A(|f · g|) ≤ (A(|f |p))
1
p · (A(|g|q))

1
q , pentru orice f, g ∈ X.

Observaţia 1.5. Ideea de demonstraţie este din articolul [70], idee, care este mai veche (a se vedea
referinţele articolului citat). Acest rezultat extinde rezultatul prezentat ı̂n articolul [69].

Observaţia 1.6. Un caz particular important este inegalitatea lui Cauchy-Schwarz pentru opera-
tori liniari şi pozitivi, care se obţine din inegalitatea lui Hölder pentru p = q = 2, folosind Propoziţia
1.3 (ii):

|A(f · g, x)| ≤
√
A(f2, x) ·

√
A(g2, x).

Propoziţia 1.7. Fie A : B(I) → B(I) un operator liniar şi pozitiv. Atunci, A este un operator
mărginit şi are norma ‖A‖ = ‖Ae0‖.
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1.1.2 Exemple de operatori liniari şi pozitivi

Exemplu 1.8. Pentru un număr ı̂ntreg n ≥ 1 şi pentru o funcţie continuă f definită pe [0, 1],
operatorii Bernstein Bn : C[0, 1]→ C[0, 1] se definesc prin

Bn(f, x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−kf

(
k

n

)
, x ∈ [0, 1].

şi au fost introduşi de S.N. Bernstein [21] ı̂n 1912.

Exemplu 1.9. Operatorii Stancu P
〈α〉
n : C[0, 1]→ C[0, 1] definiţi prin

P 〈α〉n (f, x) =

n∑
k=0

(
n

k

)∏k−1
i=0 (x+ iα)

∏n−k−1
j=0 (1− x+ jα)

(1 + α)(1 + 2α) . . . (1 + (n− 1)α)
· f
(
k

n

)
, n ≥ 1,

unde α este un parametru care poate depinde doar de n, au fost introduşi de D.D. Stancu [131] ı̂n
1968.

Exemplu 1.10. Fie 0 ≤ α ≤ β. Pentru n ≥ 1, relaţia

P (α,β)
n (f, x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−k · f

(
k + α

n+ β

)
,

defineşte operatorii Bernstein-Stancu P
(α,β)
n : C[0, 1] → C[0, 1], introduşi de D.D. Stancu [132] ı̂n

1969.

Exemplu 1.11. Pentru n ≥ 1, fie xn cea mai mare rădăcină a polinomului lui Jacobi J
(1,0)
n de

grad n relativ la intervalul [0, 1] şi

P2n−1(x) = λn

∫ x

0

(
J

(1,0)
n (t)

t− xn

)2

dt, unde λn =
1∫ 1

0
(1− x)

(
J

(1,0)
n (x)
x−xn

)2

dx

.

Cu reprezentarea P2n−1(x) =
∑2n−1
k=0 akx

k, I. Gavrea [65] introduce operatorii
H2n+1 : C[0, 1]→ Π2n+1 definiţi prin

H2n+1(f, x) =

2n−1∑
k=0

ak
k + 1

Lk+2(f, x),

unde operatorii Ln : C[0, 1]→ Πn sunt daţi prin

Ln(f, x) = f(0)(1− x)n + f(1)xn + (n− 1)

n−1∑
k=1

pn,k(x)

∫ 1

0

pn−2,k−1(t) · f(t) dt,

unde pn,k sunt polinoamele fundamentale ale lui Bernstein

pn,k(x) =

(
n

k

)
xk(1− x)n−k.

Operatorii H2n+1 sunt liniari şi pozitivi, conservă funcţiile afine şi au proprietatea că

H2n+1(e2, x)− x2 = x(1− x)

(
1−

∫ 1

0

x2P2n−1(x) dx

)
≤ x(1− x)(1− xn) ≤ Cx(1− x)

n2
.
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Dintre alţi operatori definiţi pe un interval compact amintim

Exemplu 1.12. Polinomul interpolator Hermite-Fejér Hn(f, x) de grad cel mult 2n−1 este definit
prin

Hn(f, x) =

n∑
k=1

f(xk,n)(1− xxk,n)

(
Tn(x)

n(x− xk,n)

)2

,

unde xk,n = cos (2k−1)π
2n , k = 1, 2, . . . , n, sunt rădăcinile polinomului Tn(x) = cos(n arccosx) al lui

Cebâşev, iar f ∈ C[−1, 1]. Aceşti operatori au fost introduşi şi studiaţi de Fejér [56] ı̂n 1916. Se
numesc şi Hermite pentru că verifică condiţiile de interpolare ale lui Hermite [72]

Hn(f, xk,n) = f(xk,n) şi H′n(f, xk,n) = 0, pentru orice k = 1, 2, . . . , n.

Exemplu 1.13. Operatorii Ln : C[0, 1]→ C[0, 1] definiţi prin

Ln(f, x) =

∫ 1

0
(1− (u− x)2)nf(u) du

2
∫ 1

0
(1− u2)n du

se numesc operatori Landau şi au fost introduşi de E. Landau [92] ı̂n 1908 pentru a da o demonstraţie
constructivă teoremei lui Weierstrass.

Pentru un interval I necompact din R considerăm D ⊂ C(I) un subspaţiu al funcţiilor reale,
continue, definite pe I. În continuare, dăm câteva exemple de operatori liniari şi pozitivi definiţi
pe un astfel de subspaţiu. Spaţiul D va fi precizat pentru fiecare operator prezentat.

Exemplu 1.14. Pentru I = [0,∞), operatorii Sn : D → C(I) definiţi prin

Sn(f, x) = e−nx
∞∑
k=0

(nx)k

k!
f

(
k

n

)
, x ∈ [0,∞), n ≥ 1,

se numesc operatorii Szász-Mirakjan. Ei au fost introduşi de G. Mirakjan [105] ı̂n 1941 (unii autori
scriu acest nume: Mirakyan) şi studiaţi de J. Favard [55] ı̂n 1944 şi de O. Szász [134] ı̂n 1950.
Domeniul de definiţie a operatorilor Sn este mulţimea tuturor funcţiilor f(x) = O(eαx ln x), α > 0,
acest lucru fiind demonstrat de T. Hermann [71]. În ceea ce priveşte aproximarea uniformă a se
vedea Corolarul 2.19 şi Corolarul 3.14 din prezenta lucrare.

Exemplu 1.15. Pentru I = [0,∞), operatorii Vn : D → C(I) definiţi prin

Vnf(x) =

∞∑
k=0

(
n+ k − 1

k

)
xk

(1 + x)n+k
f

(
k

n

)
, x ≥ 0, n ≥ 1,

se numesc operatorii Baskakov şi au fost introduşi de V.A. Baskakov [15] ı̂n 1957. Domeniul de
definiţie D, este mulţimea tuturor funcţiilor f care au creşterea f(x) = O(eαx), α > 0, acest lucru
fiind demonstrat de T. Hermann [71]. În ceea ce priveşte aproximarea uniformă a se vedea Corolarul
2.21 şi Corolarul 3.17 din prezenta lucrare.

Exemplu 1.16. Pentru I = [0, 1), operatorii Mn : D → C(I) definiţi prin

Mn(f, x) =

∞∑
k=0

(
n+ k

k

)
xk(1− x)n+1f

(
k

n+ k

)
, 0 ≤ x < 1,

se numesc operatorii Meyer-König şi Zeller şi au fost introduşi sub această formă de E.W. Cheney
şi A. Sharma [30] ı̂n 1964. Iniţial, aceşti operatori introduşi de W. Meyer-König şi K. Zeller [104]
ı̂n 1960, aveau f(k/n + 1 + k) ı̂n loc de f(k/n + k). Mulţimea D, pentru care s-a demonstrat ı̂n
[104] convergenţa seriei din definiţia operatorilor, este mulţimea funcţiilor având creşterea f(x) =
O((1− x)−α), α > 0.
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Exemplu 1.17. Pentru I = [0,∞) şi pentru n ≥ 1, operatorii Ln : D → C(I) definiţi prin

Ln(f, x) =
1

(1 + x)n

n∑
k=0

(
n

k

)
xkf

(
k

n− k + 1

)
se numesc operatorii Bleimann-Butzer-Hahn. Ei fost introduşi de G. Bleimann, P.L. Butzer şi L.
Hahn [22] ı̂n 1980 şi studiaţi pentru mulţimea tuturor funcţiilor mărginite şi uniform continue pe
[0,∞).

Exemplu 1.18. Pentru I = [0,∞), operatorii Cn : D → C(I) definiţi prin

Cnf(x) =

n∑
k=0

f

(
k

n
βn

)(
n

k

)(
x

βn

)k (
1− x

βn

)n−k
,

pentru 0 ≤ x ≤ βn şi Cnf(x) = f(x), pentru x > βn, unde βn este un şir de numere pozitive pentru
care

lim
n→∞

βn =∞ şi lim
n→∞

βn
n

= 0,

se numesc operatorii Bernstein-Chlodovsky şi au fost introduşi de I. Chlodovsky [39] ı̂n 1937. În
aceeaşi lucrare, autorul demonstrează că Cn(f, x) converge punctual la f(x), dacă

max
x∈[0,βn]

|f(x)| · e−α
2 n
βn → 0, n→∞,

pentru orice valoare α 6= 0.

Exemplu 1.19. Pentru I = R, operatorii Wn : D → C(I) definiţi prin

Wn(f, x) =

√
n√
2π

∫ ∞
−∞

e−n
(u−x)2

2 f(u) du, x ∈ (−∞,∞),

se numesc operatorii Gauss-Weierstrass. În 1885, K. Weierstrass [154] demonstrează că (Wn(f, x))n
converge punctual la f(x), dacă f este continuă şi mărginită pe R. Folosind acest rezultat, el
demonstrează Teorema 1.32. În 1944, J. Favard [55] demonstrează convergenţa punctuală pentru

mulţimea funcţiilor f(x) = O(eαx
2

), α > 0.

Exemplu 1.20. Pentru I = (0,∞), operatorii Pn : D → C(I) definiţi prin

Pn(f, x) =
1

(n− 1)!

(n
x

)n ∫ ∞
0

e−
nu
x un−1f(u) du, x > 0,

se numesc operatorii Post-Widder. Ei au fost introduşi de E.L. Post [111] ı̂n 1930 şi studiaţi de D.V.
Widder [152] ı̂n 1934. Ei reprezintă formula de inversiune pentru transformata Laplace (vezi [153],
pentru detalii). În [153, p. 283-287] sunt date condiţii pentru convergenţa punctuală şi uniformă a
funcţiilor Pnf către f . R.A. Khan [88] şi M.K. Khan, B. Della Vecchia şi A. Fassih [89] ı̂i numesc
operatori Gamma.

Exemplu 1.21. Pentru I = (0,∞), operatorii Gn : D → C(I) definiţi prin

Gn(f, x) =
xn+1

n!

∫ ∞
0

e−xuunf
(n
u

)
du, x > 0, n ≥ 1,

se numesc operatorii Gamma şi au fost studiaţi de M. Müller şi A. Lupaş [99] ı̂n 1967.

Exemplu 1.22. Pentru I = R, operatorii Pn : D → C(I) definiţi prin

Pn(f, x) =
n

2

∫ ∞
−∞

e−n|u−x|f(u) du

se numesc operatorii Picard.
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1.2 Aproximarea funcţiilor prin operatori liniari şi pozitivi

1.2.1 Modulul de continuitate

Definiţia 1.23. Fie f ∈ C(I) o funcţie continuă definită pe un interval I ⊆ R. Funcţia ω : C(I)×
[0,∞)→ R ∪ {∞}, definită prin:

ω (f, δ) = sup { |f(t)− f(x)| : t, x ∈ I , |t− x| ≤ δ }

se numeşte modul de continuitate al funcţiei f .

Observaţia 1.24. Datorită simetriei, rezultă următoarea egalitate, care poate fi luată ca şi definiţie:

ω (f, δ) = sup
x,x+h∈I
0≤h≤δ

|f(x+ h)− f(x)| .

Propoziţia 1.25. Modulul de continuitate are următoarele proprietăţi:
1. Pentru f ∈ B(I), funcţia ω (f, ·) este nenegativă, crescătoare, subaditivă şi mărginită, iar

pentru δ ≥ 0, funcţia ω (·, δ) este o seminormă pe B(I) (subaditivă şi pozitiv omogenă).
2. Funcţia f este uniform continuă pe intervalul I, dacă şi numai dacă

lim
δ↘0

ω (f, δ) = 0.

3. Pentru orice δ, λ ≥ 0 are loc inegalitatea:

ω (f, λδ) ≤ (1 + λ) · ω (f, δ) .

4. Pentru orice δ > 0 avem inegalitatea:

|f(y)− f(x)| ≤
(

1 +
|y − x|
δ

)
· ω (f, δ) .

5. Pentru orice δ > 0 avem inegalitatea:

|f(y)− f(x)| ≤
(

1 +
(y − x)2

δ2

)
· ω (f, δ) .

Propoziţia 1.26. Pentru un interval compact I, modulul de continuitate este echivalent cu K-
funcţionala

K1(f, t) = inf
g′∈C(I)

(‖f − g‖+ t ‖g′‖), t > 0,

ı̂n sensul că există constantele C1, C2 > 0 şi δ0 > 0 astfel ı̂ncât

C1 · ω (f, δ) ≤ K1(f, δ) ≤ C2 · ω (f, δ) , pentru δ < δ0.

Teorema 1.27. Fie A : C(I)→ B(I) un operator liniar şi pozitiv. Atunci (i) dacă f ∈ C(I)∩B(I)
atunci

|A(f, x)− f(x)| ≤ |f(x)| · |A(e0, x)− 1|

+

(
A(e0, x) +

A((t− x)2, x)

δ2

)
ω (f, δ) .

(ii) dacă f este derivabilă pe I şi f ′ ∈ C(I) ∩B(I) atunci

|A(f, x)− f(x)| ≤ |f(x)| · |A(e0, x)− 1|+ |f ′(x)| · |A(e1, x)− xA(e0, x))|

+

(√
A(e0, x)A((t− x)2, x) +

A((t− x)2, x)

δ

)
ω (f ′, δ) .
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Observaţia 1.28. Estimările din Teorema 1.27 au la bază un rezultat stabilit de O. Shisha şi B.
Mond [128] ı̂n 1968.

Teorema 1.29 (Popoviciu-Bohman-Korovkin). Fie An : C[a, b]→ C[a, b] un şir de operatori liniari
şi pozitivi. Dacă

lim
n→∞

An(ek, x) = ek(x), k = 0, 1, 2,

au loc uniform pe [a, b], atunci
lim
n→∞

An(f, x) = f(x),

are loc uniform pentru orice funcţie continuă pe intervalul compact [a, b].

Observaţia 1.30. Teorema 1.29 a fost descoperită de H. Bohman [23] ı̂n 1952 şi de P.P. Korovkin
[90, 91] ı̂n 1953. T. Popoviciu [110] a obţinut ı̂n 1950 acest rezultat pentru operatori polinomiali.
Pentru alte detalii legate de istoricul acestei teoreme, cât şi generalizările acesteia, se poate consulta
articolul de sinteză [51], pentru cele 102 referinţe şi monografia [7], pentru noţiunile teoretice şi
exemplele date. Acest rezultat demonstrează că o condiţie necesară şi suficientă pentru convergenţa
uniformă a unui şir de operatori liniari şi pozitivi An către o funcţie continuă f pe un interval
compact [a, b] este ca şirul Anf să conveargă uniform către f pentru doar trei funcţii, ek(x) = xk,
k = 0, 1, 2.

Observaţia 1.31. Dacă avem un interval necompact I ⊆ R, iar D ⊂ C(I) este un subspaţiu pe
care este definit un şir de operatori liniari şi pozitivi An : D → C(I), atunci dacă au loc relaţiile
T (An(ek)) → T (ek), k = 0, 1, 2 uniform pe [a, b] ⊂ I, unde T : C(I) → C[a, b] este definit prin
T (f) = f |[a,b], atunci conform Teoremei 1.29 va rezulta că

lim
n→∞

Anf = f, uniform pe [a, b],

pentru orice funcţie f ∈ D.

Teorema 1.32 (Weierstrass [154]). Fie f ∈ C[a, b]. Atunci, pentru orice ε > 0, există un polinom
P (x) cu coeficienţi reali, astfel ı̂ncât

|f(x)− P (x)| < ε, pentru orice x ∈ [a, b].

Teorema 1.33 (Jackson [85]). Fie f ∈ C[a, b]. Atunci

inf
p∈Πn

‖f − p‖ ≤ C · ω
(
f,
b− a
n

)
,

unde C este o constantă independentă de n şi f şi Πn este mulţimea polinoamelor cu coeficienţi
reali cu gradul cel mult n.

Teorema 1.34. Fie An : C[a, b] → Πn un şir de operatori polinomiali, liniari şi pozitivi. Atunci,
cel puţin una dintre funcţiile ek = xk, k = 0, 1, 2 nu poate fi aproximată prin Anek mai bine decât
n−2.

1.2.2 Modulul de netezime de ordinul doi

1.2.3 Modulele de netezime ale lui Ditzian şi Totik
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Capitolul 2

Aproximarea uniformă a funcţiilor
continue şi mărginite

2.1 Modulul de continuitate ponderat

Definiţia 2.1. Fiind dată o funcţie ϕ : I → J , bijectivă, strict monotonă şi continuă, atunci pentru
o funcţie mărginită f ∈ B(I) şi pentru δ ≥ 0 definim modulul de continuitate ponderat prin

ωϕ (f, δ) = sup
t,x∈I

|ϕ(t)−ϕ(x)|≤δ

|f(t)− f(x)|. (2.1)

Observaţia 2.2. Pentru ϕ(x) = x se obţine modulul de continuitate obişnuit. Acest modul
ponderat de continuitate din Definiţia 2.1 este un caz particular al unui modul mai general (vezi
[68], de exemplu)

ωd(f, δ) = sup { |f(t)− f(x)| : t, x ∈ X, d(t, x) ≤ δ } ,

unde f este o funcţie mărginită pe X şi (X, d) este un spaţiu metric complet.

Propoziţia 2.3. Are loc următoarea egalitate

ωϕ (f, δ) = ω
(
f ◦ ϕ−1, δ

)
. (2.2)

Propoziţia 2.4. Modulul de continuitate ponderat are proprietăţile:
1. Pentru f ∈ B(I), funcţia ωϕ (f, ·) este nenegativă, crescătoare, subaditivă şi mărginită, iar

pentru δ ≥ 0, funcţia ωϕ (·, δ) este o seminormă pe B(I) (subaditivă şi pozitiv omogenă).
2. (i) Dacă funcţia f ◦ϕ−1 este uniform continuă pe J , atunci pentru orice şir (δn)n≥1 de numere

reale convergent la 0, avem limn→∞ ωϕ (f, δn) = 0.
(ii) Dacă (δn)n≥1 este un şir de numere reale strict pozitive astfel ı̂ncât limn→∞ ωϕ (f, δn) = 0,

atunci funcţia f ◦ ϕ−1 este uniform continuă pe J .
3. Pentru orice δ, λ ≥ 0 are loc inegalitatea:

ωϕ (f, λδ) ≤ (1 + λ) · ωϕ (f, δ) .

4. Pentru orice δ > 0 avem inegalitatea:

|f(y)− f(x)| ≤
(

1 +
|ϕ(y)− ϕ(x)|

δ

)
· ωϕ (f, δ) .
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2.2 Aproximarea funcţiilor mărginite şi continue
pe semiaxa pozitivă

Observaţia 2.5. Pentru a extinde teorema lui Popoviciu-Bohman-Korovkin la spaţiul C[0,∞),
considerăm pentru ı̂nceput, acele funcţii care sunt continue şi mărginite pe semiaxa [0,∞). Mai
precis, considerăm subspaţiul C∗[0,∞), definit ca spaţiul tuturor funcţiilor continue care au limită
finită la infinit, ı̂nzestrat cu norma uniformă ‖f‖ = supx≥0 |f(x)|,

C∗[0,∞) =
{
f : [0,∞)→ R | f continuă pe [0,∞) şi lim

x→∞
f(x) = L ∈ R

}
.

În [139] şi [1] apare notaţia C[0,∞], dar noi preferăm notaţia C∗[0,∞), care apare ı̂n [7], [51] şi
[24]. Mai mult, pentru o funcţie f ∈ C∗[0,∞) vom nota cu f(∞) limita limx→∞ f(x).

Teorema 2.6. Fie An : C∗[0,∞)→ C∗[0,∞) un şir de operatori liniari şi pozitivi cu proprietatea
că următoarele limite

lim
n→∞

An(e−kt, x) = e−kx, k = 0, 1, 2,

au loc uniform pe [0,∞). Atunci
lim
n→∞

Anf(x) = f(x),

are loc uniform pe [0,∞), pentru orice funcţie f ∈ C∗[0,∞).

Observaţia 2.7. Teorema anterioară apare pentru prima dată ı̂n [24], dar demonstraţia ei ı̂n
forma ı̂n care am prezentat-o apare ı̂n [7] şi ı̂n [51]. Conform unei observaţii din articolul [26], o
altă compactificare a semiaxei [0,∞) ne va da o altă teoremă de tip Korovkin.

Teorema 2.8. Fie An : C∗[0,∞)→ C∗[0,∞) un şir de operatori liniari şi pozitivi cu proprietatea
că limitele

lim
n→∞

An

((
t

1 + t

)k
, x

)
=

(
x

1 + x

)k
, k = 0, 1, 2,

au loc uniform pe [0,∞). Atunci
lim
n→∞

Anf(x) = f(x),

are loc uniform pe [0,∞), pentru orice funcţie f ∈ C∗[0,∞).

Observaţia 2.9. Condiţia ca limita la infinit a funcţiei f să fie finită este esenţială, după cum
arată exemplele care urmează (al doilea exemplu este din [63]). Şirul de operatori liniari şi pozitivi
An, definiţi prin

An(f, x) =

{
f(x) + ex−n[f(x+ 1)− f(x)], x ∈ [0, n]
f(x), x > n,

care transformă orice funcţie f ∈ C∗[0,∞) ı̂ntr-o funcţie din spaţiul C∗[0,∞), verifică condiţiile
supx≥0

∣∣An(e−kt, x)− e−kx
∣∣ → 0, pentru k = 0, 1, 2. Dar, pentru funcţia f∗(x) = cosπx care este

continuă şi mărginită pe [0,∞), chiar uniform continuă pe semiaxa pozitivă, avem

‖Anf∗ − f∗‖ = sup
x∈[0,n]

∣∣2ex−n cosπx
∣∣ = 2.

Şirul de operatori liniari şi pozitivi Bn, definit prin

Bn(f, x) =

{
f(x) +

1− xn
n+1

[(
x+ 3

2

)
f
(
x+ 1

2

)
− (x+ 1)f(x)

]
, x ∈ [0, n]

f(x), x > n,

verifică condiţiile
∥∥Bn(tk/(1 + t)k, x)− xk/(1 + x)k

∥∥→ 0, pentru k = 0, 1, 2 şi ‖Bnf∗ − f∗‖ ≥ 2.
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În continuare, dorim să prezentăm rezultate cantitative, estimând eroarea aproximării, folosind
modulul ponderat de continuitate introdus ı̂n Definiţia 2.1. Mai precis, să folosim modulele intro-
duse ı̂n Holhoş [77]

ω∗(f, δ) = sup
x,t≥0

|e−x−e−t|≤δ

|f(x)− f(t)|,

şi
ω#(f, δ) = sup

x,t≥0

| x1+x− t
1+t |≤δ

|f(x)− f(t)|,

definite pentru orice δ ≥ 0 şi orice funcţie f ∈ C∗[0,∞).

Teorema 2.10 (Holhoş [77]). Dacă An : C∗[0,∞) → C∗[0,∞) este un şir de operatori liniari şi
pozitivi cu proprietăţile

‖An1− 1‖ = an,
‖An(e−t, x)− e−x‖ = bn,∥∥An(e−2t, x)− e−2x

∥∥ = cn,

unde an, bn şi cn tind la zero când n tinde la infinit, atunci

‖Anf − f‖ ≤ ‖f‖ · an + (2 + an) · ω∗
(
f,
√
an + 2bn + cn

)
,

pentru orice funcţie f ∈ C∗[0,∞).

Observaţia 2.11. Un rezultat similar are loc dacă ı̂nlocuim funcţiile e−t şi e−2t cu t/(1 + t) şi
t2/(1 + t)2 şi modulul ω∗(f, δ) cu ω#(f, δ).

Teorema 2.12 (Holhoş [77]). Dacă An : C[0,∞) → C[0,∞) este un şir de operatori liniari şi
pozitivi care conservă funcţiile constante şi liniare şi

sup
x≥0

|An(t2, x)− x2|
(1 + x)2

= dn,

este un şir ce tinde la zero când n tinde la infinit, atunci

‖Anf − f‖ ≤ 2 · ω#
(
f,
√
dn

)
,

pentru orice funcţie f ∈ C∗[0,∞).

Observaţia 2.13. Pentru că |e−t − e−x| ≤ |t− x|, pentru orice t, x ≥ 0, deducem că

ω(f, δ) ≤ ω∗(f, δ), pentru orice δ ≥ 0,

şi pentru că |e−t − e−x| = e−θ|t− x| ≥ e−M |t− x|, pentru orice t, x ∈ [0,M ], avem

ω∗(f, δ) ≤ ω(f, eMδ) ≤ (1 + eM ) · ω(f, δ).

Din inegalitatea
∣∣∣ x

1+x −
t

1+t

∣∣∣ ≤ |x− t|, pentru x, t ≥ 0, deducem

ω(f, δ) ≤ ω#(f, δ),

şi pentru că
∣∣∣ x

1+x −
t

1+t

∣∣∣ ≥ |x−t|
(1+M)2 , pentru x, t ∈ [0,M ], obţinem

ω#(f, δ) ≤ ω(f, (1 +M)2δ) ≤ (1 +M)2 · ω(f, δ),

unde M > 0, este un ı̂ntreg.
Aceste relaţii ne arată că nu putem ı̂nlocui modulele ponderate din Teoremele 2.10 şi 2.12 cu

modulul de continuitate obişnuit fără a ne restrânge la un interval compact [0,M ].
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Corolarul 2.14. Pentru operatorii Szász-Mirakjan Sn : C∗[0,∞)→ C∗[0,∞) definiţi ı̂n Exemplul
1.14 şi pentru f ∈ C∗[0,∞), avem estimările

‖Snf − f‖ ≤ 2 · ω∗
(
f,

1√
n

)
, n ≥ 1,

şi

‖Snf − f‖ ≤ 2 · ω#

(
f,

1

2
√
n

)
, n ≥ 1.

Corolarul 2.15. Pentru operatorii Baskakov Vn : C∗[0,∞) → C∗[0,∞) definiţi ı̂n Exemplul 1.15
şi pentru f ∈ C∗[0,∞), avem estimările

‖Vnf − f‖ ≤ 2 · ω∗
(
f,

5

2
√
n

)
, n ≥ 2,

şi

‖Vnf − f‖ ≤ 2 · ω#

(
f,

1√
n

)
, n ≥ 1.

Corolarul 2.16. Pentru operatorii Bernstein-Chlodovsky definiţi ı̂n Exemplul 1.18 şi pentru o
funcţie f ∈ C∗[0,∞), avem estimările

‖Cnf − f‖ ≤ 2 · ω∗
(
f,

√
βn
n

)
, n ≥ 1,

şi

‖Cnf − f‖ ≤ 2 · ω#

(
f,

√
βn
4n

)
, n ≥ 1.

Corolarul 2.17. Operatorii Ln : C∗[0,∞) → C∗[0,∞) introduşi de Bleimann-Butzer-Hahn (vezi
Exemplul 1.17) verifică proprietatea

‖Lnf − f‖ ≤ 2 · ω#

(
f,

2√
n+ 1

)
, n ≥ 1, f ∈ C∗[0,∞).

2.3 Aproximarea uniformă a funcţiilor pe un interval
necompact

Teorema şi rezultatele următoare ne descriu acele funcţii care se pot aproxima uniform cu ajutorul
unui şir de operatori liniari şi pozitivi daţi. Rezultatele obţinute apar ı̂n [76], ele prezentând o altă
abordare asupra acestei probleme tratate ı̂n articolele [140] şi [40].

Teorema 2.18 (Holhoş [76]). Fie An : C(I) → C(I) un şir de operatori liniari şi pozitivi care
conservă funcţiile constante. Atunci, următoarele afirmaţii sunt adevărate:
a) dacă supx∈I An(|ϕ(t) − ϕ(x)|, x) = an → 0 şi f ◦ ϕ−1 este uniform continuă pe J , atunci
‖Anf − f‖ → 0 şi ı̂n plus

‖Anf − f‖ ≤ 2 · ωϕ (f, an) .

b) dacă ‖Anf − f‖ → 0 şi (Anf) ◦ ϕ−1 este uniform continuă pe J , atunci f ◦ ϕ−1 este uniform
continuă pe J .

Corolarul 2.19. Pentru operatorii Szász-Mirakjan

Snf(x) = e−nx
∞∑
k=0

(nx)k

k!
f

(
k

n

)
,
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avem ‖Snf − f‖ → 0 dacă f(x2) este uniform continuă pe [0,∞). Dacă f este mărginită şi continuă
pe [0,∞) şi ‖Snf − f‖ → 0, atunci f(x2) este uniform continuă pe [0,∞) şi avem

‖Snf − f‖ ≤ 2 · ω
(
f(t2),

1√
n

)
, n ≥ 1. (2.3)

Observaţia 2.20. Totik [137, 140] demonstrează pentru prima dată faptul că Snf converge uniform
la f pentru f ∈ C[0,∞) ∩ B[0,∞), dacă şi numai dacă f(x2) este uniform continuă pe [0,∞).
Estimarea (2.3) apare pentru prima dată ı̂n J. de la Cal şi Cárcamo [40, Theorem 1].

Corolarul 2.21. Pentru operatorii Baskakov

Vnf(x) =

∞∑
k=0

(
n+ k − 1

k

)
xk

(1 + x)n+k
f

(
k

n

)
,

avem ‖Vnf − f‖ → 0, dacă f(ex − 1) este uniform continuă pe [0,∞). Dacă f este mărginită şi
continuă pe [0,∞) şi Vnf converge uniform la f pe [0,∞), atunci f(ex − 1) este uniform continuă
pe [0,∞). În plus, este adevărată estimarea

‖Vnf − f‖ ≤ 2 · ω
(
f(et − 1),

1√
n− 1

)
, n ≥ 2. (2.4)

Observaţia 2.22. Totik [138, 140] demonstrează că pentru o funcţie f continuă şi mărginită pe
[0,∞), Vnf converge uniform la f , dacă şi numai dacă f(ex) este uniform continuă pe [0,∞).
Estimarea (2.4) este similară celei din [40, Theorem 7].

Corolarul 2.23. Operatorii Meyer-König şi Zeller Mn definiţi prin

Mn(f, x) =

∞∑
k=0

(
n+ k

k

)
xk(1− x)n+1f

(
k

n+ k

)
au proprietatea că ‖Mnf − f‖ → 0, pentru acele funcţii f pentru care funcţia f(1 − e−x) este
uniform continuă pe [0,∞). Dacă f este mărginită şi continuă pe [0, 1) şi Mnf converge uniform
pe [0, 1) la f , atunci f(1− e−x) este uniform continuă pe [0,∞). În plus, avem

‖Mnf − f‖ ≤ 2 · ω
(
f(1− e−t), 1√

n

)
, pentru n ≥ 1. (2.5)

Observaţia 2.24. În [138] Totik demonstrează că Mnf converge uniform la f , pentru f continuă

şi mărginită pe [0,∞), dacă şi numai dacă f
(

ex

1+ex

)
este uniform continuă pe [0,∞). În [140], el

rescrie condiţia, ı̂n forma echivalentă a uniform continuităţii funcţiei f(1−e−x) pe [0,∞). Estimarea
(2.5) este similară celei din [40, Theorem 8].

Corolarul 2.25. Pentru operatorii Gauss-Weierstrass

Wn(f, x) =

√
n√
2π

∫ ∞
−∞

e−n
(u−x)2

2 f(u) du,

definiţi pentru funcţiile continue pe R, pentru care integrala este finită, avem uniform convergenţa
‖Wnf − f‖ → 0, dacă f este uniform continuă pe R. Dacă f este mărginită şi continuă pe R şi
Wnf converge uniform la f pe ı̂ntreaga axă reală, atunci f este uniform continuă pe R. În plus,
avem

‖Wnf − f‖ ≤ 2 · ω
(
f,

1√
n

)
, pentru n ≥ 1. (2.6)
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Observaţia 2.26. Afirmaţia că ‖Wnf − f‖ → 0, dacă f este uniform continuă pe R, a fost demon-
strată pentru prima dată de Stancu [133]. Afirmaţia reciprocă, că dacă f este mărginită şi continuă
pe R şi Wnf converge uniform la f pe ı̂ntreaga axă reală, atunci f este uniform continuă pe R, este
demonstrată pentru prima dată ı̂n Holhoş [76]. Estimarea (2.6) este similară celei din [133].

Corolarul 2.27. Operatorii Bleimann-Butzer-Hahn Ln au proprietatea că ‖Lnf − f‖ → 0, pentru
acele funcţii f pentru care f(x−2 − 1) este uniform continuă pe (0, 1]. Dacă f este mărginită şi
continuă pe [0,∞) şi Lnf converge uniform pe [0,∞) la f , atunci f(x−2− 1) este uniform continuă
pe (0, 1]. În plus, are loc estimarea

‖Lnf − f‖ ≤ 2 · ω
(
f(t−2 − 1),

1√
n+ 1

)
, pentru n ≥ 1. (2.7)

Observaţia 2.28. Funcţia f(x−2 − 1) este uniform continuă pe (0, 1] dacă şi numai dacă avem
f ∈ C∗[0,∞). Afirmaţia că Lnf converge uniform la f , doar dacă f ∈ C∗[0,∞), apare pentru
prima dată ı̂n Totik [139]. Estimarea (2.7) apare pentru prima dată ı̂n Holhoş [76].
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Capitolul 3

Aproximarea funcţiilor continue şi
nemărginite

3.1 Aproximare punctuală

3.2 Aproximare pe submulţimi compacte

3.3 Aproximarea pe spaţii ponderate

3.3.1 Spaţii ponderate: definiţie şi exemple

În secţiunile anterioare, am amintit rezultate privind convergenţa punctuală şi uniformă pe subin-
tervale compacte a unui şir de operatori liniari şi pozitivi spre funcţia nemărginită care se doreşte
a fi aproximată. Despre funcţia de aproximat f se presupune că are o anumită creştere, exprimată
prin relaţia

f(x) = O(ρ(x)). (3.1)

În continuare, dorim să obţinem rezultate globale (care au loc pe ı̂ntreg domeniul de definiţie
al funcţiilor) despre aproximarea funcţiilor nemărginite prin operatori liniari şi pozitivi. Pentru
aceasta, ı̂n următoarea definiţie, exprimăm ı̂ntr-un mod mai precis relaţia (3.1).

Definiţia 3.1. Pentru intervalul I ⊆ R numim pondere o funcţie continuă ρ : I → (0,∞). Numim
spaţiu ponderat corespunzător lui ρ, mulţimea Bρ(I), care reprezintă spaţiul tuturor funcţiilor
f : I → R, pentru care există M > 0, astfel ı̂ncât |f(x)| ≤ M · ρ(x), pentru orice x ∈ I. Acest
spaţiu ponderat poate fi ı̂nzestrat cu ρ-norma

‖f‖ρ = sup
x∈I

|f(x)|
ρ(x)

.

Definim de asemenea subspaţiul Cρ(I) = C(I) ∩Bρ(I), iar pentru I = [0,∞)

C∗ρ [0,∞) =

{
f ∈ Cρ[0,∞), lim

x→+∞

f(x)

ρ(x)
= K < +∞

}
.

Ca şi exemple de spaţii ponderate, menţionăm

Exemplu 3.2. Spaţiile ponderate polinomiale CN [0,∞) sunt definite cu ajutorul ponderii

ρ(x) = 1 + xN , x ≥ 0, N > 0.

Unii autori folosesc ponderea wN (x) = (1+x)N . Spaţiul ponderat asociat acestei ponderi este acelaşi
cu CN [0,∞) cu norme echivalente. Sunt multe persoane care au studiat aproximarea funcţiilor
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definite pe aceste spaţii prin operatori liniari şi pozitivi, dintre care amintim pe A. Aral [10, 11],
F. Altomare [8], A. Attalienti [12], M. Becker [16], J. Bustamante [28], M. Campiti [12], A. Ciupa
[34, 35, 36, 38], O. Doğru [49], A. Erençýn [53], A.D. Gadjiev [61], S. Graczyg [123], V. Gupta
[11, 151], E. Ibikli [81], N. Ispir [83, 156], A.-J. López-Moreno [97], E. Mangino [8], L. Morales de la
Cruz [28], J.M. Quesada [28], L. Rempulska [114, 119, 120, 121, 122, 123, 124], M. Skorupka [114,
119, 121, 122], F. Taşdelen [53], K. Tomczak [124], Z. Walczak [120, 144, 145, 146, 149, 150, 151],
I. Yuksel [156].

Exemplu 3.3. Spaţiile ponderate exponenţiale Cp[0,∞) sunt definite cu ajutorul ponderei

ρ(x) = epx, x ≥ 0, p > 0.

Dintre cei care au studiat problema aproximării funcţiilor definite pe spaţiile ponderate exponenţiale
cu ajutorul operatorilor liniari şi pozitivi, amintim pe M. Becker [17], A. Ciupa [31, 32, 33, 37], Z.
Ditzian [46], M. Leśniewich [93], L. Rempulska [93, 114, 115, 116, 117, 118], M. Skorupka [114, 115,
116], Z. Walczak [117, 118, 147, 148].

Exemplu 3.4. D.-X. Zhou [157] foloseşte ponderea

w(x) = x−a(1 + x)b, 1 > a > 0, b > 0,

pentru a obţine un rezultat similar celui lui Becker [16], pentru operatorii Szász-Mirakjan. În
[41, 42], B. Della Vecchia, G. Mastroianni şi J. Szabados au considerat o clasă generală de ponderi
care include ponderi de forma

w(x) = ex
β

, x ≥ 0, β > 0.

Observaţia 3.5. Spaţiile Bρ(I), Cρ(I) şi C∗ρ [0,∞) sunt spaţii Banach. Completitudinea acestor
spaţii rezultă din completitudinea spaţiilor B(I), C(I)∩B(I) şi respectiv C∗[0,∞), pe baza relaţiei
care există ı̂ntre ρ-normă şi norma uniformă: ‖f‖ρ= ‖f/ρ‖.

Observaţia 3.6. Fie A un operator liniar şi pozitiv definit pe mulţimea Cρ(I). Pentru ca operatorul
A să aplice funcţiile din Cρ(I) ı̂n Bρ(I) este necesar şi suficient ca să avem

A(ρ, x) ≤M · ρ(x), pentru orice x ∈ I,

unde M > 0 este un număr independent de x. Această condiţie asigură mărginirea (continuitatea)
operatorului A. Norma lui A va fi

‖A‖Cρ→Bρ = ‖Aρ‖ρ .

3.3.2 Teoreme de tip Korovkin

Rezultatul care urmează este prima generalizare a Teoremei 1.29 a lui Popoviciu-Bohman-Korovkin
pentru spaţii ponderate. Pentru o teoremă de acest tip ı̂n cadrul mai general al spaţiilor ponderate
pentru funcţii definite pe un spaţiu local compact Hausdorff se poate consulta [125] şi [7].

Teorema 3.7 (Gadjiev). Fie ϕ : [0,∞)→ [0,∞) o funcţie strict crescătoare, continuă cu proprie-
tatea că limx→∞ ϕ(x) =∞ şi fie ρ(x) = 1 + ϕ2(x). Dacă An : Cρ[0,∞)→ Bρ[0,∞) este un şir de
operatori liniari şi pozitivi, cu proprietatea că

lim
n→∞

∥∥Anϕi − ϕi∥∥ρ = 0, i = 0, 1, 2,

atunci, pentru orice f ∈ C∗ρ [0,∞), avem

lim
n→∞

‖Anf − f‖ρ = 0.

Observaţia 3.8. Această teoremă a fost enunţată de A.D. Gadjiev [60] ı̂n 1974 şi demonstrată ı̂n
1976 (vezi [61]), pentru spaţiul ponderat al funcţiilor definite pe R.
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În continuare prezentăm o variantă cantitativă a Teoremei 3.7.

Teorema 3.9 (Holhoş [74]). Fie ϕ : [0,∞) → [0,∞) o funcţie strict crescătoare, continuă cu
proprietatea că ϕ(0) = 0 şi limx→∞ ϕ(x) = ∞ şi fie ponderea ρ(x) = 1 + ϕ2(x). Considerăm
An : Cρ[0,∞)→ Bρ[0,∞) un şir de operatori liniari şi pozitivi pentru care

‖An1− 1‖ = an,

‖Anϕ− ϕ‖
ρ

1
2

= bn,∥∥Anϕ2 − ϕ2
∥∥
ρ

= cn,

unde (an)n≥1, (bn)n≥1, (cn)n≥1 sunt şiruri convergente la 0. Facem notaţia δn =
√
an + 2bn + cn şi

considerăm ηn un şir de numere reale cu proprietăţile

lim
n→∞

ηn =∞ şi lim
n→∞

ρ
1
2 (ηn)δn = 0.

Atunci pentru orice funcţie f ∈ C∗ρ [0,∞) avem estimarea

‖Anf − f‖ρ ≤ Kf · (an + cn)

+
(
‖f‖ρ +Kf

) [
ρ

1
2 (ηn)δn

√
1 + an + an + δn

√
δ2
n + 4

]
+ (2 + an)ωϕ

(
f

ρ
, ρ

1
2 (ηn)δn

)
+ 2rn(3 + 2an + 2cn),

unde Kf = lim
x→∞

f(x)

ρ(x)
şi rn = sup

x≥ηn

∣∣∣∣f(x)

ρ(x)
−Kf

∣∣∣∣.
3.3.3 Aproximare uniformă ı̂n spaţii ponderate

În această secţiune, considerăm ca pondere o funcţie crescătoare şi derivabilă ρ : I → [1,∞), unde
I ⊆ R este un interval necompact şi fie ϕ : I → J , (J ⊂ R), o funcţie derivabilă şi bijectivă cu
proprietatea că ϕ′(x) > 0, pentru orice x ∈ I. Rezultatele prezentate aici se găsesc ı̂n lucrarea [78].
Ele dau răspunsul la două probleme deschise menţionate ı̂n articolul de sinteză [27]:

1. Fie D un subspaţiu liniar al spaţiului RI şi fie An : D → C(I) un şir de operatori liniari şi
pozitivi. Pentru ce ponderi ρ, An aplică Cρ[0,∞) ∩ D ı̂n Cρ[0,∞) cu norme uniform mărginite?

2. Pentru ce funcţii f ∈ Cρ[0,∞) avem ‖An − f‖ρ→ 0, când n→∞?
Un rezultat ı̂n legătură cu problema 2 este menţionat ı̂n lucrarea amintită [27, Theorem 3.8].

Teorema 3.10. Fie ρ o pondere arbitrară şi fie G ∈ C[0,∞) o funcţie cu proprietăţile: (i) G este
derivabilă, G′(x) > 0 pentru orice x > 0 şi G′ este o funcţie crescătoare şi continuă pe (0,∞) şi
(ii) există constantele x0 > 0, h1 > 0 şi C astfel ı̂ncât G′ ◦G−1 ∈ Lip[x0,∞) şi pentru orice x ≥ x0

şi h ∈ (0, h1) avem G′(x+ h) ≤ C ·G′(x). Fie An : Cρ[0,∞)→ Cρ[0,∞) un şir de operatori liniari
şi pozitivi cu proprietatea

G′ ◦G−1 · An(f)

ρ
∈ Lip[x0,∞), f ∈ Cρ[0,∞), n ∈ N.

Dacă pentru o funcţie f ∈ Cρ[0,∞) avem limn→∞ ‖An − f‖ρ = 0, atunci (f/ρ) ◦ G este uniform
continuă.

Teorema 3.11 (Holhoş [78]). Fie An : Cρ(I) → Cρ(I) un şir de operatori liniari şi pozitivi care
conservă funcţiile constante. Presupunem că sunt verificate condiţiile

sup
x∈I

An(|ϕ(t)− ϕ(x)|, x) = an → 0, (n→∞) (3.2)

sup
x∈I

An(|ρ(t)− ρ(x)|, x)

ρ(x)
= bn → 0. (n→∞) (3.3)
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Dacă An(f, x) este derivabilă şi există o constantă K(f, n) astfel ı̂ncât

|(Anf)′(x)|
ϕ′(x)

≤ K(f, n) · ρ(x), pentru orice x ∈ I, (3.4)

şi, ρ şi ϕ sunt date astfel ı̂ncât există o constantă α > 0 cu proprietatea

ρ′(x)

ϕ′(x)
≤ α · ρ(x), pentru orice x ∈ I, (3.5)

atunci, următoarele afirmaţii sunt echivalente

(i) ‖Anf − f‖ρ → 0 as n→∞.

(ii)
f

ρ
◦ ϕ−1 este uniform continuă pe J.

În plus, avem estimarea

‖Anf − f‖ρ ≤ bn · ‖f‖ρ + 2 · ωϕ
(
f

ρ
, an

)
, pentru orice n ≥ 1. (3.6)

Observaţia 3.12. Pentru ρ(x) = 1, rezultatul Teoremei 3.11 a fost obţinut de Totik [140, 141], de
către de la Cal şi Cárcamo [40] şi de Holhoş [76], vezi Teorema 2.18 din această lucrare.

Observaţia 3.13. Pentru operatorii Bleimann-Butzer-Hahn am găsit ı̂n Corolarul 2.27 funcţia
ϕ(x) = 1√

1+x
. Ponderea maximă va fi ρ(x) = e

α√
1+x care este o funcţie mărginită pe [0,∞), ceea

ce ne arată că această pondere este echivalentă cu ρ(x) = 1 şi spaţiul potrivit pentru aproximarea
globală a funcţiilor folosind operatorii Bleimann-Butzer-Hahn este Cρ[0,∞) = C∗[0,∞).

Corolarul 3.14. Pentru α > 0 şi ρ(x) = eα
√
x, operatorii Szász-Mirakjan Sn : Cρ[0,∞)→ Cρ[0,∞)

au proprietatea că
‖Snf − f‖ρ → 0, când n→∞

dacă şi numai dacă
f(x2)e−αx este uniform continuă pe [0,∞).

În plus, pentru orice f ∈ Cρ[0,∞) şi orice n ≥ 1, avem

‖Snf − f‖ρ ≤ ‖f‖ρ ·
αC√
n

+ 2 · ω
(
f(t2)e−αt,

1√
n

)
,

unde C = supn∈N
1
2

√
‖Snρ2‖ρ2 + 2 ‖Snρ‖ρ + 1 <∞ este o constantă ce depinde numai de α.

Observaţia 3.15. Rezultatul din Corolarul 3.14 pentru cazul limită, α=0, a fost obţinut ı̂n [137],
[140], [40] şi [76], vezi Corolarul 2.19 din prezenta lucrare.

Observaţia 3.16. În [16], Becker studiază aproximarea globală a funcţiilor folosind operatorii
Szász-Mirakjan pentru ponderea ρ(x) = 1 + xN , unde N ∈ N. Becker, Kucharsky şi Nessel [17]
studiază aproximarea globală pentru ponderea exponenţială ρ(x) = eβx. Dar pentru că

sup
x≥0

Sn(eβt, x)

eβx
= sup

x≥0
enx(e

β
n−1)−βx = +∞,

ei obţin rezultate doar pentru spaţiul C(η) = ∩β>ηCβ , unde Cβ este Cρ pentru ρ = eβx. Tot acolo
se menţionează faptul că pentru orice f ∈ Cβ are loc Snf ∈ Cγ , cu γ > β şi cu n > β/ ln(γ/β).

Ditzian [46] dă câteva teoreme inverse pentru spaţiile exponenţiale. În [9], Amanov obţine faptul
că

sup
x≥0

ρ(x+
√
x)

ρ(x)
<∞
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este o condiţie necesară şi suficientă pentru uniform mărginirea normelor operatorilor Sn : Cρ[0,∞)→
Cρ[0,∞). El menţionează că această condiţie implică inegalitatea

ρ(x) ≤ eα
√

1+x, x ≥ 0.

De asemenea, el dă o caracterizare a funcţiilor f care pot fi uniform aproximate prin Snf ı̂n norma
ρ, folosind un modul ponderat de netezime de ordinul doi.

Corolarul 3.17. Pentru α > 0 şi ρ(x) = (1 + x)α, operatorii Baskakov Vn : Cρ[0,∞) → Cρ[0,∞)
au proprietatea că

‖Vnf − f‖ρ → 0, când n→∞
dacă şi numai dacă

f(ex − 1)e−αx este uniform continuă pe [0,∞).

În plus, pentru orice f ∈ Cρ[0,∞) şi pentru orice n ≥ 2, avem

‖Vnf − f‖ρ ≤ ‖f‖ρ ·
αC√
n− 1

+ 2 · ω
(
f(et − 1)e−αt,

1√
n− 1

)
,

unde C = supn∈N
1
2

√
‖Vnρ2‖ρ2 + 2 ‖Vnρ‖ρ + 1 <∞ este o constantă ce depinde numai de α.

Observaţia 3.18. Rezultatul din Corolarul 3.17 pentru cazul limită, α=0, a fost obţinut ı̂n [138],
[140], [40] şi [76], vezi Corolarul 2.21 din prezenta lucrare.

Observaţia 3.19. După cum este menţionat şi ı̂n lucrarea [16], ponderea polinomială este cea
mai potrivită pentru obţinerea de estimări globale ale restului ı̂n aproximarea funcţiilor continue
prin operatorii Baskakov. Motivul este faptul că pentru ponderea exponenţială ρ(x) = eβx, seria

Vn(ρ, x) este convergentă numai pentru x < (e
β
n − 1)−1. Cu toate acestea, Ditzian [46] dă nişte

teoreme inverse pentru funcţii cu creştere exponenţială.

Corolarul 3.20. Pentru α > 0 şi ρ(x) =
(

1
1−x

)α
operatorii Meyer-König şi Zeller Mn : Cρ[0, 1)→

Cρ[0, 1) au proprietatea că
‖Mnf − f‖ρ → 0, când n→∞

dacă şi numai dacă
f(1− e−x)e−αx este uniform continuă pe [0,∞).

În plus, pentru orice funcţie f ∈ Cρ[0, 1) şi pentru orice n ≥ 3, avem

‖Mnf − f‖ρ ≤ ‖f‖ρ
αC√
n

+ 2 · ω
(
f(1− e−t)e−αt, 1√

n

)
,

unde C = supn∈N
1
2

√
‖Mnρ2‖ρ2 + 2 ‖Mnρ‖ρ + 1 <∞ este o constantă ce depinde numai de α.

Observaţia 3.21. Rezultatul Corolarului 3.20 pentru cazul limită, α = 0, a fost obţinut ı̂n [138],
[140], [40] şi [76], vezi Corolarul 2.23 din prezenta lucrare.

Corolarul 3.22. Pentru α > 0 şi ρ(x) = 1+xα, operatorii Post-Widder Pn : Cρ(0,∞)→ Cρ(0,∞)
au proprietatea că

‖Pnf − f‖ρ → 0, când n→∞
dacă şi numai dacă

f(ex)e−αx este uniform continuă pe (0,∞).

În plus, pentru orice funcţie f ∈ Cρ(0,∞) şi orice n ≥ 2, avem

‖Pnf − f‖ρ ≤ ‖f‖ρ
αC√
n− 1

+ 2 · ω
(
f(et)e−αt,

1√
n− 1

)
,

unde C = supn∈N
1
2

√
‖Pnρ2‖ρ2 + 2 ‖Pnρ‖ρ + 1 <∞ este o constantă ce depinde numai de α.
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Observaţia 3.23. Rezultatul Corolarului 3.22 pentru cazul limită, α = 0, a fost obţinut ı̂n [141]
şi ı̂n [40].

Corolarul 3.24. Pentru α > 0 şi ρ(x) = 1+xα, operatorii Gamma Gn definiţi pe spaţiul Cρ(0,∞),
n ≥ [2α], au proprietatea că

‖Gnf − f‖ρ → 0, când n→∞

dacă şi numai dacă
f(ex)e−αx este uniform continuă pe (0,∞).

În plus, pentru orice funcţie f ∈ Cρ(0,∞) şi orice n ≥ [2α], avem

‖Gnf − f‖ρ ≤ ‖f‖ρ
αC√
n

+ 2 · ω
(
f(et)e−αt,

1√
n

)
,

unde C = supn∈N
1
2

√
‖Gnρ2‖ρ2 + 2 ‖Gnρ‖ρ + 1 <∞ este o constantă ce depinde numai de α.

Observaţia 3.25. Rezultatul Corolarului 3.24 pentru cazul limită, α = 0, a fost obţinut ı̂n [140].

Corolarul 3.26. Pentru α > 0 şi pentru ρ(x) = eαx operatorii Gauss-Weierstrass Wn : Cρ(R) →
Cρ(R) au proprietatea că

‖Wnf − f‖ρ → 0, când n→∞,

dacă şi numai dacă
f(x)e−αx este uniform continuă pe R.

În plus, pentru orice funcţie f ∈ Cρ(R) şi pentru orice n ≥ 1, avem

‖Wnf − f‖ρ ≤ ‖f‖ρ
αC√
n

+ 2 · ω
(
f(t)e−αt,

1√
n

)
,

unde C = e
α2

2

√
1 + α2

4

(
1 + e

α2

2

)2

.

Observaţia 3.27. Rezultatul Corolarului 3.26 pentru cazul limită, α = 0, a fost obţinut ı̂n [76],
vezi Corolarul 2.25 din prezenta lucrare.

Corolarul 3.28. Pentru α > 0 şi pentru ρ(x) = eαx operatorii Picard Pn : Cρ(R) → Cρ(R),
n ≥ [2α] + 2, au proprietatea că

‖Pnf − f‖ρ → 0, când n→∞,

dacă şi numai dacă
f(x)e−αx este uniform continuă pe R.

În plus, pentru orice funcţie f ∈ Cρ(R) şi pentru orice n ≥ [2α] + 2, avem

‖Pnf − f‖ρ ≤ ‖f‖ρ
αC

n
+ 2 · ω

(
f(t)e−αt,

√
2

n

)
,

unde C > 0 este o constantă dependentă de α, dar independentă de n.
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3.3.4 Module de continuitate pentru spaţii ponderate

Mulţi autori (vezi Exemplele 3.2 şi 3.3) definesc următorul modul de continuitate pentru aproxi-
marea pe spaţii ponderate:

ωρ(f, δ) = sup
0<h≤δ

‖∆hf‖ρ , unde ∆h(f, x) = f(x+ h)− f(x).

Dar acest modul nu satisface unele proprietăţi ale modulelor asociate funcţiilor definite pe o mulţime
compactă. De aceea, Lopez-Moreno [97] introduce modulul

Ω(f, δ) = sup
0<h≤δ

sup
x≥0

|f(x+ h)− f(x)|
ρ(x+ h)

,

pentru ρ(x) = 1 + xm şi f ∈ Cρ[0,∞). Amanov [9] dă o definiţie similară pentru modulele lui
Ditzian şi Totik:

ωϕ1 (f, δ)ρ = sup
0<h≤δ

sup
x≥0

|f(x+ hϕ(x))− f(x)|
ρ(x+ hϕ(x))

,

unde ρ : [0,∞)→ [1,∞) este o funcţie crescătoare şi ϕ(x) =
√
x.

În Teorema 3.9 estimarea restului f(x) − An(f, x) ı̂n ρ-normă, ı̂n aproximarea funcţiei f prin
Anf , unde (An)n∈N este un şir de operatori liniari şi pozitivi, se face prin intermediul cantităţilor

ωϕ

(
f
ρ , δ
)

şi rn, unde ωϕ (·, ·) este modulul definit ı̂n capitolul 2 (vezi Definiţia 2.1), iar rn =

supx≥ηn

∣∣∣ f(x)
ρ(x) −Kf

∣∣∣ măsoară viteza de convergenţă a limitei limx→∞
f(x)
ρ(x) = Kf cu ajutorul şirului

ηn care converge la infinit. Balász şi Szabados [13] introduc modulul

Ω(f,A) = sup
x≥y≥A

|(f(x)− f(y)|,

pe care-l numesc ”modulul la infinit”, cu scopul de a măsura viteza de convergenţă a limitei
limx→∞ f(x) = L < ∞. Spre deosebire de rn, acest modul nu presupune cunoaşterea limitei
funcţiei date la infinit.

În Teorema 3.11, care este un rezultat din 2010 (vezi [78]), estimarea restului se face doar cu

ajutorul modulului ponderat ωϕ

(
f
ρ , δ
)

, fără a fi nevoie de cunoaşterea vitezei de convergenţă a

funcţiei f/ρ la infinit.
În [26, 27], Bustamante şi Morales de la Cruz, construiesc module pe spaţiul C∗ρ [0,∞) folosind

module pe spaţiul C[0, 1], prin relaţia

Θ(f, δ)ρ = Θ(Φf, δ),

unde Θ este un modul pe C[0, 1], iar Φ este un izomorfism Φ: C∗ρ [0,∞)→ C[0, 1].

În [62], Gadjiev şi Aral introduc următorul modul de continuitate

Ωρ(f, δ) = sup
x,y≥0

|ρ(x)−ρ(y)|≤δ

|f(x)− f(y)|
[|ρ(x)− ρ(y)|+ 1]ρ(x)

,

unde ρ ∈ C1[0,∞), ρ(0) = 1 şi infx≥0 ρ
′(x) > 0 şi f ∈ Cρ[0,∞). Cu ajutorul acestui modul, se

demonstrează următoarea teoremă

Teorema 3.29. Fie (An)n∈N un şir de operatori liniari şi pozitivi. Dacă ‖Ane0 − 1‖ρ = αn,

‖Anρ− ρ‖ρ = βn şi
∥∥Anρ2 − ρ2

∥∥
ρ2

= γn şi dacă are loc convergenţa αn + 2βn + γn → 0, atunci

‖Anf − f‖ρ4 ≤ 16 · Ωρ(f,
√
αn + 2βn + γn) + ‖f‖ρ αn,

pentru orice funcţie f ∈ C∗ρ [0,∞) şi n suficient de mare.
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În continuare, introducem un modul asemănător modulului lui Gadjiev şi Aral, cu ajutorul
căruia vom obţine estimări mai bune ale restului.

Definiţia 3.30. Fie ϕ : [0,∞) → [0,∞) o funcţie strict crescătoare, continuă cu proprietatea că
ϕ(0) = 0 şi limx→∞ ϕ(x) = ∞ şi fie ρ(x) = 1 + ϕ2(x). Pentru o funcţie f ∈ Cρ[0,∞) şi pentru
δ ≥ 0 introducem următorul modul de continuitate

ωρϕ (f, δ) = sup
t,x≥0

|ϕ(t)−ϕ(x)|≤δ

|f(t)− f(x)|
ρ(t) + ρ(x)

. (3.7)

Observaţia 3.31. Dacă ϕ(x) = x, atunci ωρϕ (f, ·) este echivalent cu Ω(f, ·) definit prin

Ω(f, δ) = sup
x≥0, |h|≤δ

|f(x+ h)− f(x)|
(1 + h2)(1 + x2)

,

ı̂n sensul că
ωρϕ (f, δ) ≤ Ω(f, δ) ≤ 3 · ωρϕ (f, δ) ,

prima inegalitate fiind adevărată pentru δ ≤ 1√
2

iar cea de-a doua pentru δ ≥ 0.

Propoziţia 3.32. lim
δ↘0

ωρϕ (f, δ) = 0, pentru orice funcţie f ∈ C∗ρ [0,∞).

Propoziţia 3.33. Pentru orice δ ≥ 0 şi λ ≥ 0 avem

ωρϕ (f, λδ) ≤ (2 + λ) · ωρϕ (f, δ) .

Propoziţia 3.34. Pentru orice funcţie f ∈ Cρ[0,∞), pentru δ > 0 şi pentru orice x, t ≥ 0

|f(t)− f(x)| ≤ (ρ(t) + ρ(x))

(
2 +
|ϕ(t)− ϕ(x)|

δ

)
ωρϕ (f, δ) .

Teorema 3.35 (Holhoş [73]). Fie An : Cρ[0,∞) → Bρ[0,∞) un şir de operatori liniari şi pozitivi
cu proprietatea că ∥∥Anϕ0 − ϕ0

∥∥
ρ0

= an,

‖Anϕ− ϕ‖
ρ

1
2

= bn,∥∥Anϕ2 − ϕ2
∥∥
ρ

= cn,∥∥Anϕ3 − ϕ3
∥∥
ρ

3
2

= dn,

unde (an)n≥1, (bn)n≥1, (cn)n≥1 şi (dn)n≥1 sunt şiruri convergente la 0. Atunci

‖Anf − f‖
ρ

3
2
≤ (7 + 4an + 2cn) · ωρϕ (f, δn) + ‖f‖ρ an

pentru toate funcţiile f ∈ Cρ[0,∞), unde

δn = 2
√

(an + 2bn + cn)(1 + an) + an + 3bn + 3cn + dn.
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Capitolul 4

Inegalităţi referitoare la operatori
liniari şi aplicaţiile lor

4.1 Aproximarea prin funcţii raţionale cu numărator fixat
folosind operatori liniari şi pozitivi

În această secţiune, sunt prezentate două rezultate privind aproximarea funcţiilor prin funcţii
raţionale cu numărător fixat: pentru funcţii care păstrează semn constant pe intervalul pe care
aproximăm funcţia, numărătorul este constant 1, iar pentru funcţii care ı̂şi schimbă semnul, numă-
rătorul este un polinom care ı̂şi schimbă semnul ı̂n aceleaşi puncte ca şi funcţia de aproximat.
Rezultatele prezentate (Teorema 4.3 şi Teorema 4.6) sunt rezultate cunoscute (vezi [96], [95], [94],
[155]), dar tehnica cu care au fost demonstrate este nouă şi unitară. În articolele menţionate se
folosesc operatorii Jackson ı̂mpreună cu o inegalitate demonstrată cu ajutorul polinoamelor lui
Cebâşev. Noi obţinem aceste rezultate cu ajutorul unui şir de operatori liniari şi pozitivi cu pro-
prietăţi ”bune”. Demonstraţiile Lemelor 4.2, 4.4 şi 4.5 sunt originale.

Fie An : C[0, 1] → Πn un şir de operatori liniari şi pozitivi, unde Πn este spaţiul polinoamelor
cu gradul cel mult n. Presupunem că An verifică proprietăţile:

1. An(ei, x) = ei(x), i = 0, 1, unde ei(x) = xi,

2. An((t− x)2, x) ≤ C · φ
2(x)

n2
, unde φ(x) =

√
x(1− x),

3. ‖Anf − f‖ ≤ C · ωφ1
(
f,

1

n

)
,

4. An(f, x) ≥ f(x), 0 < x < 1, pentru orice funcţie convexă f pe (0, 1),

5. |An(f, x)− f(x)| ≤ C · ω2

(
f,
φ(x)

n

)
,

6. ‖Anf − f‖ ≤ C · ωφ2
(
f,

1

n

)
.

Propoziţia 4.1 (Inegalitatea lui Jensen pentru operatori liniari şi pozitivi). Fie un operator liniar
şi pozitiv A : C[0, 1]→ C[0, 1], care conservă funcţiile constante. Atunci, inegalitatea

A(f, x) ≥ f(A(e1, x)) (4.1)

are loc pentru orice x ∈ (0, 1) şi pentru orice funcţie f convexă pe (0, 1).

Un exemplu de şir de operatori care verifică proprietăţile 1-6 este An = H2[n−1
2 ]+1 : C[0, 1]→ Πn,

n ≥ 3, unde Hn sunt operatorii lui Gavrea introduşi ı̂n Exemplul 1.11.
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Lema 4.2. Pentru un şir de operatori An cu proprietăţile de mai sus, avem

An(|f(t)− f(x)|2, x) ≤ C ·
[
ωφ1

(
f,

1

n

)]2

.

Teorema 4.3. Fie f ∈ C[0, 1] o funcţie neconstantă şi nenegativă. Atunci, există un şir de
polinoame pn ∈ Πn astfel ı̂ncât ∥∥∥∥f − 1

pn

∥∥∥∥ ≤ C · ωφ1 (f, 1

n

)
.

Lema 4.4. Pentru orice numere 0 < b1 < b2 < · · · < b` < 1, ` ≥ 1, considerăm

ρ(x) = (x− b1)(x− b2) · · · (x− b`).

Atunci, există un polinom Sn ∈ Πn cu proprietatea că pentru orice x ∈ [0, 1] şi orice n ≥ ` avem

0 ≤ 1− |ρ(x)|
Sn(x)

≤ min

1,
C`

n

∑̀
j=1

φ(x)

|x− bj |

 .

Lema 4.5. Există o constantă C > 0 astfel ı̂ncât pentru t, x ∈ [0, 1] şi f ∈ C[0, 1], are loc
inegalitatea

|f(t)− f(x)| ·min

(
1,

max(φ(t), φ(x))

n|t− x|

)
≤ C · ωφ1

(
f,

1

n

)
.

Teorema 4.6. Există o constantă pozitivă C cu proprietatea: dacă funcţia f ∈ C[0, 1] schimbă
semnul de exact ` ≥ 1 ori ı̂n [0, 1], să spunem, ı̂n punctele b1, b2, . . . , b`, atunci pentru orice n ≥ 2`,
există un polinom pn ∈ Πn, având acelaşi semn ca şi f ı̂n (b`, 1) şi cu proprietatea că pentru orice
x ∈ [0, 1] are loc inegalitatea∣∣∣∣f(x)− (x− b1)(x− b2) . . . (x− b`)

pn(x)

∣∣∣∣ ≤ C`2ωφ1 (f, 1

n

)
.

4.2 O inegalitate pentru o funcţională liniară de tip discret

În [86], Kuang Jichang demonstrează inegalitatea

1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
>

1

n+ 1

n+1∑
k=1

f

(
k

n+ 1

)
>

∫ 1

0

f(x)dx,

unde f este o funcţie strict crescătoare şi convexă (sau concavă) pe (0, 1].
Folosind un şir de operatori liniari şi pozitivi de tip Bernstein-Stancu, I. Gavrea [67] obţine

inegalitatea

1

n

n∑
k=1

f (xk−1,n−1)− 1

n+ 1

n+1∑
k=1

f (xk−1,n) ≥ 0, (4.2)

pentru o funcţie crescătoare şi convexă f şi pentru punctele xi,n, i = 0, 1, . . . , n din [0, 1], care
satisfac proprietăţile

0 ≤ x0,n ≤ x1,n < · · · < xn,n ≤ 1

xk−1,n ≤ xk−1,n−1 ≤ xk,n
x0,n−1 ≥ x0,n şi xn−1,n−1 ≥ xn,n

(n− k)(xk,n−1 − xk,n) ≥ k(xk,n − xk−1,n−1),
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pentru n ≥ 1 şi pentru orice k = 1, 2, . . . , n.
Pentru inegalităţi asemănătoare se poate consulta [3],[67],[109],[112]. În [3], autorii prezintă un

istoric al acestor inegalităti şi rezultate recente privitoare la acestea.
În această secţiune, demonstrăm o inegalitate pentru o funcţională liniară şi discretă şi obţinem

condiţii necesare şi suficiente referitoare la punctele xi,n astfel ı̂ncât să aibă loc inegalitatea (4.2).
Vom deduce şi o inegalitate referitoare la majorizarea ponderată.

Fie m ≥ 3 un număr natural şi fie Im = { 1, 2, . . . ,m }. Considerăm (zk)k∈Im un şir strict
descrescător de numere reale din [0, 1]. Fie A o funcţională liniară

A[f ] =

m∑
k=1

akf(zk), (4.3)

unde ak sunt numere reale şi f este o funcţie reală definită pe [0, 1]. Dorim să găsim condiţii
necesare şi suficiente asupra punctelor zk, astfel ı̂ncât

A[f ] ≥ 0, (4.4)

este adevărată pentru o clasă de funcţii convexe. Are loc următorul rezultat

Teorema 4.7 (Holhoş [75]). Considerând relaţiile

A[e0] = 0 (4.5)

A[e1] ≥ 0 (4.6)

A[e1] ≤ 0 (4.7)

k∑
i=1

ai(zi − zk+1) ≥ 0, pentru orice k ∈ Im−2. (4.8)

m∑
i=k

ai(zi − zk−1) ≥ 0, pentru orice k ∈ Im \ { 1, 2 } . (4.9)

atunci următoarele afirmaţii sunt adevărate
a) (4.4) este adevărată pentru orice funcţie crescătoare şi convexă f dacă şi numai dacă (4.5), (4.6)
şi (4.8) sunt adevărate;
b) (4.4) este adevărată pentru orice funcţie descrescătoare şi convexă f dacă şi numai dacă (4.5),
(4.7) şi (4.8) sunt adevărate;
c) (4.4) este adevărată pentru orice funcţie convexă f dacă şi numai dacă (4.5), (4.6), (4.7) şi
(4.8) sunt adevărate;
d) (4.4) este adevărată pentru orice funcţie crescătoare şi concavă f dacă şi numai dacă (4.5), (4.6)
şi (4.9) sunt adevărate;
e) (4.4) este adevărată pentru orice funcţie descrescătoare şi concavă f dacă şi numai dacă (4.5),
(4.7) şi (4.9) sunt adevărate;
f) (4.4) este adevărată pentru orice funcţie concavă f dacă şi numai dacă (4.5), (4.6), (4.7) şi
(4.9) sunt adevărate;

Observaţia 4.8. În [109], T. Popoviciu demonstrează cazul c) din Teorema 4.7. El generalizează
acest rezultat pentru clasa funcţiilor convexe de ordinul n.

Corolarul 4.9. Fie n ≥ 1 şi fie (xi)i∈In şi (yj)j∈In+1 două şiruri crescătoare de numere din [0, 1].
Fie A funcţionala liniară definită de relaţia

A[f ] =
1

n

n∑
k=1

f(xk)− 1

n+ 1

n+1∑
k=1

f(yk).
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Dacă

x1 ≥ y1,

xn ≥ yn+1,

(n− i)(xi+1 − yi+1) ≥ i(yi+1 − xi), pentru i ∈ In−1,

(n+ 1− i)(xi − yi) ≥ i(yi+1 − xi), pentru i ∈ In,

atunci A[f ] ≥ 0, pentru orice funcţie crescătoare f : [0, 1]→ R şi convexă sau concavă.

Corolarul 4.10. Fie n ≥ 1 şi fie (xi)i∈In şi (yj)j∈In+1
două şiruri crescătoare de numere din [0, 1],

astfel ı̂ncât xk ≥ yk, pentru orice k ∈ In. Fie A funcţionala liniară definită prin

A[f ] =
1

n

n∑
k=1

f(xk)− 1

n+ 1

n+1∑
k=1

f(yk).

a) Dacă xn ≥ yn+1 şi

(n− i)(xi+1 − yi+1) ≥ i(yi+1 − xi), pentru i ∈ In−1,

atunci A[f ] ≥ 0, pentru orice funcţie f : [0, 1]→ R crescătoare şi convexă.
b) Dacă

(n+ 1− i)(xi − yi) ≥ i(yi+1 − xi), pentru i ∈ In,

atunci A[f ] ≥ 0, pentru orice funcţie f : [0, 1]→ R crescătoare şi concavă.

Corolarul 4.11. Fie (an)n∈N un şir crescător de numere reale pozitive cu proprietatea că şirul(
n
(

1− an
an+1

))
n∈N

este crescător (
(
n
(
an+1

an

)
− 1
)
n∈N

este crescător). Atunci

1

n

n∑
k=1

f

(
ak
an

)
≥ 1

n+ 1

n+1∑
k=1

f

(
ak
an+1

)
,

pentru orice funcţie f : [0, 1]→ R crescătoare şi convexă (concavă).

Observaţia 4.12. Rezultatul Corolarului 4.11 a fost obţinut pentru prima dată ı̂n [113].

Corolarul 4.13. Fie n ≥ 1 şi fie (xi)i∈In şi (yj)j∈In+1
două şiruri strict crescătoare de numere din

[0, 1], cu proprietatea
0 ≤ y1 < x1 < y2 < · · · < yn < xn ≤ yn+1 ≤ 1. (4.10)

Fie A funcţionala liniară definită prin

A[f ] = α

n∑
k=1

f(xk)− β
n+1∑
k=1

f(yk), (4.11)

unde α, β > 0. Atunci A[f ] ≥ 0, pentru orice funcţie f : [0, 1] → R crescătoare şi convexă sau
concavă, dacă şi numai dacă sunt ı̂ndeplinite condiţiile

α =
c

n
şi β =

c

n+ 1
, unde c > 0,

(n+ 1)(x1 + x2 + · · ·+ xk)− n(y1 + · · ·+ yk) ≥ kyk+1,

(n+ 1)(xk + · · ·+ xn)− n(yk+1 + · · ·+ yn+1) ≥ (n+ 1− k)xk,

pentru orice k ∈ In.
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Observaţia 4.14. Fie n ≥ 1 şi fie (xi)i∈In şi (yj)j∈In+1 două şiruri strict crescătoare de numere
din [0, 1], cu proprietatea

0 ≤ y1 ≤ x1 < y2 < · · · < yn < xn ≤ yn+1 ≤ 1.

Atunci, condiţiile

(n+ 1)(xk + · · ·+ xn)− n(yk+1 + · · ·+ yn+1) ≥ (n+ 1− k)xk, k ∈ In,

sunt echivalente cu

n−1∑
i=k

[(n− i)(xi+1 − yi+1)− i(yi+1 − xi)] ≥ 0, k ∈ In−1 şi xn = yn+1,

şi condiţiile
(n+ 1)(x1 + x2 + · · ·+ xk)− n(y1 + · · ·+ yk) ≥ kyk+1, k ∈ In

sunt echivalente cu
k∑
i=1

[(n+ 1− i)(xi − yi)− i(yi+1 − xi)] ≥ 0, k ∈ In.

Observaţia 4.15. Folosind rezultatul Corolarului 4.13 ı̂mpreună cu Observaţia 4.14 deducem rezul-
tatul obţinut ı̂n [67], menţionat la ı̂nceputul acestei secţiuni.

Observaţia 4.16. Dacă y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤ yn+1 sunt rădăcinile polinomului P de grad n + 1 şi
x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn sunt rădăcinile derivatei polinomului P , atunci au loc inegalităţile

(n+ 1)(x1 + x2 + · · ·+ xk)− n(y1 + · · ·+ yk) ≥ kyk+1,

pentru orice k ∈ In−1. Pentru alte detalii a se consulta articolul lui T. Popoviciu [109].

Corolarul 4.17. Fie n ≥ 1 şi fie t (xi)i∈In , (yi)i∈In două şiruri descrescătoare de numere din [0, 1]
şi (pi)i∈In , (qi)i∈In două şiruri de numere reale cu proprietatea că (pi) majorizează pe (qi) (adică
p1 + · · ·+pk ≥ q1 + · · ·+qk pentru orice k ∈ In−1 şi p1 + · · ·+pn = q1 + · · ·+qn). Dacă următoarele
condiţii sunt satisfăcute

k∑
i=1

qixi ≥
k∑
i=1

qiyi,pentru orice k ∈ In−1,

k∑
i=1

pixi ≥
k∑
i=1

piyi, pentru orice k ∈ In,

şi
n∑
i=1

pixi =

n∑
i=1

qiyi,

atunci, pentru orice funcţie convexă f : [0, 1]→ R, are loc inegalitatea

n∑
k=1

pkf(xk) ≥
n∑
k=1

qkf(yk).

Corolarul 4.18. Dacă f este convexă pe [0, 1], atunci

Bn(f, x) ≥ Bn+1(f, x), pentru orice x ∈ [0, 1] şi n ≥ 1.
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[98] A. Lupaş, Some properties of the linear positive operators (I), Mathematica (Cluj), 9 (32),
no. 1 (1967), 77–83.
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