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Cuvinte cheie

Operatori liniari si pozitivi, ordin de aproximare, modul de continuitate, teoreme de tip Korovkin,
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Introducere

Teoria aprorimarii este un domeniu al analizei matematice, care are in centrul preocuparilor sale,
aproximarea functiilor prin alte functii, care sunt mai simple si mai usor de calculat. Asa cum
remarca A.F. Timan [136, p. 1], baza teoriei aproximarii functiilor de variabila reala este teorema
descoperita de K. Weierstrass [154] in 1885, care spune ci orice functie f(x) continud pe intervalul
finit [a,b], poate fi aproxzimata uniform oricat de bine prin polinoame. In 1912, S.N. Bernstein [21]
da o demonstratie simpla gi eleganta, teoremei lui Weierstrass, construind un sir de polinoame care
converge uniform la functia de aproximat. Astfel, au fost introdusi operatorii Bernstein (aplicatiile
care asociaza functiei de aproximat girul de polinoame aproximante). Acesti operatori fac parte din
clasa operatorilor liniari si pozitivi.

Teoria aproximarii functiilor cu ajutorul operatorilor liniari i pozitivi ia un mare avant prin anii
’50, cand T. Popoviciu [110], H. Bohman [23] si P.P. Korovkin [90, 91], descopera, independent, un
criteriu simplu si ugor de aplicat, pentru a arata ca un sir de operatori liniari si pozitivi converge
uniform la functia de aproximat: condifia necesara si suficienta pentru convergenfa uniformd a
sirului de operatori liniari gt pozitivi A, cdtre functia continud f pe intervalul compact [a,b] este
ca sirul A, f sd conveargd uniform cdtre f pentru doar trei functii, e (z) = 2%, k = 0,1,2. Daca
intervalul de definitie al functiei f este nemérginit (spre exemplu [0,00)), atunci rezultatul nu
mai are loc pentru toate functiile continue, ci doar pentru acele functii continue, care au limita
finitd la infinit. In acest caz, cele trei functii test, ¥, k = 0,1, 2 sunt inlocuite cu alte trei functii
(e7* k =0,1,2 sunt un astfel de exemplu).

Pentru a extinde teorema lui Popoviciu-Bohman-Korovkin pentru functii continue gi nemarginite,
definite pe C[0, 00), trebuie ca anumite margini sa fie impuse functiilor considerate, fapt care a fost
observat de Z. Ditzian [45]. In 1974, A.D. Gadjiev [60, 61] introduce spatiul ponderat C,(I), care
se definegte ca fiind multimea tuturor functiilor continue f pe intervalul I C R pentru care exista
o constanta pozitiva M > 0 astfel incat |f(x)| < M - p(z), pentru orice  din intervalul I, unde
p este o functie continua, strict pozitiva, data si care este numita pondere. Un astfel de spatiu se
dovedeste a fi un spatiu Banach, care poate fi inzestrat cu norma
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Teorema de tip Korovkin este urmétoarea: pentru ¢: [0,00) — [0,00), o functie strict crescatoare,
continud §i nemdrginitd, se alege p(x) = 1+ ©?(x); se considerd sirul de operatori liniari si pozitivi
A, : C,[0,00) = C,]0,00) cu proprietatea cd

lim [|A,0" — || =0, i=0,1,2.

Atunci
i A~ fll, =0,
pentru toate functiile f € C,[0,00), pentru care limita lim,_, o J;Ei; exrista §i este finitd.
Rezultatele mai sus amintite sunt rezultate calitative—care ne precizeaza in ce conditii aproxi-
marea prin operatori liniari gi pozitivi este posibild. Acum, avand un sir de operatori care aproxi-
meaza o functie data, se pune problema evaluarii erorii comise in aproximare. O astfel de problema




este o problemé cantitativa. In aceasti teza, autorul 1si propune un studiu cantitativ al rezultatelor
calitative mai sus mentionate. Pentru spatii de functii definite pe un compact, evaluarea restului
A, f — f, se face cu ajutorul modulelor de netezime, dintre care cel mai cunoscut este modulul de
continuitate de ordinul Intai, care se definegte prin relatia

w(f76):sup{|f(t)—f(x)| : t,xe[a,bL |t—x|§6}, 6> 0.

Un prim rezultat referitor la estimarea restului in aproximarea cu operatori liniari gi pozitivi, care
a fost obtinut cu ajutorul acestui modul este cel al lui Shisha gi Mond [128] din 1968. Evaluarea
erorii este urmatoarea

[An(f,2) = f(@)] < [f(2)] - [An (1, 2) — 1]
+(1+A.(1,2) w (f, VAL((t— 33)2,33)) :

Pentru a avea rezultate asemanatoare pentru functii marginite definite pe un interval necompact
sau pentru functii nemarginite, am folosit un modul de continuitate ponderat

we (f,0) = sup  |f(t) = f(2)].
t,eel
[p(t)—p(z)| <6

Cu ajutorul acestui modul, obtinem estimari ale restului si caracterizari ale functiilor care pot fi
uniform aproximate cu ajutorul unui sir dat de operatori liniari si pozitivi. Rezultatele obtinute
sunt impartite in patru capitole.

In primul capitol, care este un capitol introductiv, definim notiunea de operator liniar si pozitiv,
dam cateva proprietati ale acestora si mentionam exemple de astfel de operatori din literatura. In
continuare, prezentam modulele de netezime de ordinul intai si doi, obignuite gi cele ale lui Ditzian
si Totik, si estimari cunoscute ale restului cu ajutorul acestor module.

In prima sectiune a capitolului doi, introducem modulul de continuitate ponderat i studiem
proprietatile acestuia. Acest modul, care este in stransa legatura cu modulul obisnuit de continui-
tate, va juca un rol important in toate estimarile restului pe care le vom face, atat cele din capitolul
doi, cat si cele din capitolul trei. In sectiunea doi, dam rezultate cantitative privind aproximarea
functiilor marginite si continue pe semiaxa pozitiva, care au limita finita la infinit. Atat Teoremele
2.10 si 2.12, care sunt rezultate generale, cat si corolarele care urmeaza, care sunt particularizari ale
rezultatului general pentru diferite giruri de operatori, sunt contributii ale autorului. In urmitoarea
sectiune a acestui capitol, pentru a caracteriza care sunt acele functii care pot fi aproximate uniform
printr-un sir de operatori liniari gi pozitivi, autorul introduce o noua tehnica de lucru, prin care
sunt obtinute gi rezultate cunoscute in literatura de specialitate, cat gi rezultate noi.

Capitolul trei este cel mai amplu. Aici sunt prezentate rezultate privind aproximarea functiilor
continue si nemarginite. In primele doua sectiuni, sunt amintite rezultate privind aproximarea
punctuala si aproximarea pe submultimi compacte, iar incepand cu sectiunea trei sunt obtinute
rezultate globale in cadrul spatiilor ponderate. Ca si exemple de spatii ponderate sunt amintite
spatiile polinomiale si cele exponentiale, pentru care existd foarte multe rezultate in literatura,
pentru diferite giruri particulare de operatori liniari gi pozitivi. O prima contributie a autorului
din acest capitol este obtinerea unei versiuni cantitative a teoremei lui Gadjiev. O alta contributie,
care rezolva nigte probleme deschise, este extinderea tehnicii, introduse de autor in capitolul doi
pentru functii marginite, la acest cadru mai general al spatiilor ponderate. Aceste rezultate, care
apar in subsectiunea 3.3.3, sunt rezultate care sunt in curs de publicare sau urmeaza a fi publicate.
In ultima parte din acest capitol, sunt prezentate diferite module de continuitate folosite pentru
aproximarea pe spatii ponderate. Dar, in detaliu, este prezentat un modul introdus de autor, cu
ajutorul caruia sunt date estimari ale ordinului de aproximare.

In capitolul patru, sunt mentionate alte doua contributii ale autorului, in care se folosesc diferite
inegalitati pentru obtinerea de rezultate pentru operatori liniari. Primul rezultat se refera la apro-
ximarea functiilor prin intermediul unor expresii rationale, care au numaéaratorul fixat gi care sunt
construite prin intermediul operatorilor liniari gi pozitivi. Al doilea rezultat, prezinta conditii
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necesare si suficiente ca o inegalitate pentru o functionala liniara de tip discret sa aiba loc pentru
anumite clase de functii convexe.

Bibliografia este bogata, cuprinzand 157 de lucrari care sunt citate pe parcursul tezei. Doar
sapte dintre ele nu au putut fi consultate de autor. Indexul este de un real folos pentru gasirea
rapida a unor rezultate, iar lista aflata la sfarsitul tezei, cu notatiile folosite, ne trimite la pagina
unde au fost definite aceste simboluri.

In aceastd lucrare sunt prezentate rezultatele originale ale autorului obtinute pe parcursul a
patru ani. Ele se regasesc in special in cele sase articole ale autorului, cinci publicate gi unul in
curs de publicare, dar exista gi cateva rezultate gi observatii care apar pentru prima data in aceasta
lucrare.
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Capitolul 1

Notiuni introductive

1.1 Operatori liniari si pozitivi

1.1.1 Definitia si proprietatile operatorilor liniari si pozitivi
Fie M o multime nevida si fie
FMR)Y={f:M—=>R},

spatiul liniar peste R al functiilor reale definite pe M, inzestrat cu operatiile obisnuite de adunare
a functiilor si de iInmultire cu un scalar.

In continuare, vom nota cu X un subspatiu liniar al lui F(M,R) si cu Y un subspatiu liniar al
lui F(N,R), pentru M si N multimi nevide. Pentru o functie f € X vom intelege prin f > 0 faptul
cd f(x) > 0, pentru orice x € M.

Definitia 1.1. Aplicatia A: X — Y se numeste operator. Operatorul A este liniar, daca
Alaf + Bg) = aAf + BAg, pentruorice f,g € X, o, € R,
si este pozitiv, daca
Af >0, pentruorice f € X cu proprietatea f > 0.

Observatia 1.2. Fiind data functia f € X, pentru a indica valoarea in punctul z a imaginii prin
A alui f vom folosi una din notatiile: Af(x), A(f,x) sau A(f(¢),z).

Propozitia 1.3.
(1) Un operator liniar gi pozitiv este monoton.

(i4) Daca A este un operator liniar i pozitiv, atunci pentru orice functie
f € X are loc inegalitatea |Af| < A(|f]).
Propozitia 1.4 (Inegalitatea lui Hélder pentru operatori liniari si pozitivi). Pentru operatorul
liniar gi pozitiv A: X — Y gi pentru 1 < p, ¢ < oo cu proprietatea 1/p +1/g = 1, are loc
1 1 .
A(lf - gl) < (A(FIP)) 7 - (A(lgl"))® ,  pentru orice f,g € X.

Observatia 1.5. Ideea de demonstratie este din articolul [70], idee, care este mai veche (a se vedea
referintele articolului citat). Acest rezultat extinde rezultatul prezentat in articolul [69].

Observatia 1.6. Un caz particular important este inegalitatea lui Cauchy-Schwarz pentru opera-
tori liniari si pozitivi, care se obtine din inegalitatea lui Holder pentru p = ¢ = 2, folosind Propozitia
1.3 (49):

[A(f - g,2)| < VA(f?,2) - VA(g? 2).
Propozitia 1.7. Fie A: B(I) — B(I) un operator liniar si pozitiv. Atunci, A este un operator
marginit si are norma ||A|| = || Aeo|.



1.1.2 Exemple de operatori liniari si pozitivi

Exemplu 1.8. Pentru un numar intreg n > 1 si pentru o functie continua f definita pe [0, 1],
operatorii Bernstein B,,: C[0,1] — C]0, 1] se definesc prin

n

Bu(fx)=Y (Z)ﬁ(l )k (i) , 0,1

k=0
gi au fost introdusi de S.N. Bernstein [21] in 1912.
Exemplu 1.9. Operatorii Stancu Pi* : C10,1] — C[0,1] definiti prin

wor e\ @+ i) =y (=2 +ja) [k
P’<L>(f’x>k2o(k> (I+a)(I+2a)... (1+(n—1a) f<n) n=t

unde « este un parametru care poate depinde doar de n, au fost introdusi de D.D. Stancu [131] in
1968.

Exemplu 1.10. Fie 0 < a < 3. Pentru n > 1, relatia

P = Y (1)t o (BE5),
k=0

defineste operatorii Bernstein-Stancu P C10,1] — C10,1], introdusi de D.D. Stancu [132] in
1969.

Exemplu 1.11. Pentru n > 1, fie x,, cea mai mare radacina a polinomului lui Jacobi J7(11,0) de
grad n relativ la intervalul [0,1] si

e (00 1
Py, (z) = )\n/ = ) dt, unde A, = -
o \ 1o 0 ) (B2

Cu reprezentarea Ps,_1(z) = Zi’;gl arr®, I. Gavrea [65] introduce operatorii
Hypi1: C[0,1] = Tlgy41 definiti prin

2n—1
ag

Hopia(f, ) = rflLkw(f, z),

k=0

unde operatorii L, : C[0, 1] — II,, sunt dati prin
n—1 1
Lo(f.) = FO1 = )" + F1)a" + (0= 1) Y pos(o) [ puoasr(t)- F(0

k=1 0

unde p, ; sunt polinoamele fundamentale ale lui Bernstein

Prk() = <Z> aF(1— )"k

Operatorii Hay, 41 sunt liniari si pozitivi, conserva functiile afine si au proprietatea ca

Hopy1(ea,x) — 2% = z(1—x) (1 — /1 szgn,l(x) da:)
X Cz(l—2x)

<z(l—-z)(1l—=z,) < 3 .



Dintre alti operatori definiti pe un interval compact amintim

Exemplu 1.12. Polinomul interpolator Hermite-Fejér H,,(f, x) de grad cel mult 2n — 1 este definit
prin

n Tn(CC) 2
Holf,7) = f(x JL)(I — Iz Jz) )
Z ’ ’ (n ))

(x — Thn

(2k—1)m

unde z, = cos , k=1,2,...,n, sunt radéacinile polinomului 7, (x) = cos(narccos ) al lui
Cebasev, iar f € C[—1,1]. Acesti operatori au fost introdusi si studiati de Fejér [56] in 1916. Se
numesc si Hermite pentru c& verifica conditiile de interpolare ale lui Hermite [72]
Ho(f,Tkm) = f(@rn) si Ho(f,2kn) =0, pentruorice k=1,2,...,n.
Exemplu 1.13. Operatorii £,,: C[0,1] — C[0, 1] definiti prin
1 n
e w2 f(u) du

Lalfr2) 2 fol(l —u)" du

se numesc operatori Landau si au fost introdusi de E. Landau [92] in 1908 pentru a da o demonstratie
constructiva teoremei lui Weierstrass.

Pentru un interval I necompact din R consideram D C C([) un subspatiu al functiilor reale,
continue, definite pe I. In continuare, dam céateva exemple de operatori liniari gi pozitivi definiti
pe un astfel de subspatiu. Spatiul D va fi precizat pentru fiecare operator prezentat.

Exemplu 1.14. Pentru I = [0, 00), operatorii S,,: D — C(I) definiti prin

Sulfo) = ey 0 <fb> ref0,00), n>1,

k!
k=0

se numesc operatorii Szasz-Mirakjan. Ei au fost introdusi de G. Mirakjan [105] in 1941 (unii autori
scriu acest nume: Mirakyan) si studiati de J. Favard [55] in 1944 si de O. Szész [134] in 1950.
Domeniul de definitie a operatorilor S, este multimea tuturor functiilor f(x) = O(e**"%), a > 0,
acest lucru fiind demonstrat de T. Hermann [71]. In ceea ce priveste aproximarea uniforma a se
vedea Corolarul 2.19 si Corolarul 3.14 din prezenta lucrare.

Exemplu 1.15. Pentru I = [0, 00), operatorii V,,: D — C(I) definiti prin

= k—1 k k
an(m)—z<”+k )Wf(n>’ x>0, n>1,

k=0

se numesc operatorii Baskakov gi au fost introdusi de V.A. Baskakov [15] in 1957. Domeniul de
definitie D, este multimea tuturor functiilor f care au cregterea f(x) = O(e**), a > 0, acest lucru
fiind demonstrat de T. Hermann [71]. In ceea ce priveste aproximarea uniforma a se vedea Corolarul
2.21 si Corolarul 3.17 din prezenta lucrare.

Exemplu 1.16. Pentru I = [0, 1), operatorii M,,: D — C(I) definiti prin

Mn(fal')—i<n']:k)xk(l_l')”+1f (71—]:_]{;)7 0<xr<1,

k=0
se numesc operatorii Meyer-Konig si Zeller si au fost introdusi sub aceasta forma de E.W. Cheney
gi A. Sharma [30] in 1964. Initial, acesti operatori introdusgi de W. Meyer-Konig gi K. Zeller [104]
in 1960, aveau f(k/n+ 1+ k) in loc de f(k/n + k). Multimea D, pentru care s-a demonstrat In
[104] convergenta seriei din definitia operatorilor, este multimea functiilor avand cregterea f(x) =
O((1—z) %), a>0.



Exemplu 1.17. Pentru I = [0,00) si pentru n > 1, operatorii L,,: D — C(I) definiti prin

1= e 3 (D)2 (=)

se numesc operatorii Bleimann-Butzer-Hahn. FEi fost introdusi de G. Bleimann, P.L. Butzer si L.
Hahn [22] in 1980 si studiati pentru multimea tuturor functiilor méarginite gi uniform continue pe
[0, 00).

Exemplu 1.18. Pentru I = [0, 00), operatorii Cy,: D — C(I) definiti prin

=31 (3:) () () (-2)"

pentru 0 < x < 5, §i C,, f(x) = f(z), pentru > B, unde S, este un sir de numere pozitive pentru

care

. . . n
lim 5, =00 g1 lim — =0,
n—o00 n—oo N

se numesc operatorii Bernstein-Chlodovsky si au fost introdusi de I. Chlodovsky [39] in 1937. In
aceeagi lucrare, autorul demonstreaza ca C,(f,x) converge punctual la f(x), daca

-«

max |f(z)|-e 2ﬁ%0, n — 0o,

z€[0,8n]
pentru orice valoare a # 0.

Exemplu 1.19. Pentru I = R, operatorii W,,: D — C(I) definiti prin
Vn /OC o (uma)?
Wo(f,2) = — e "2 w)du, x € (—00,00),
(ra) == [~ (w (~s0,0)

se numesc operatorii Gauss-Weierstrass. In 1885, K. Weierstrass [154] demonstreaza ci (W, (f, z))n
converge punctual la f(x), dacd f este continud si mérginita pe R. Folosind acest rezultat, el
demonstreazd Teorema 1.32. In 1944, J. Favard [55] demonstreazi convergenta punctuald pentru

multimea functiilor f(z) = (9((30”52)7 a > 0.
Exemplu 1.20. Pentru I = (0, 00), operatorii P,: D — C(I) definiti prin
1 n\”" e _nu o
P, (f,z) = CE] (;) /o e e u"  f(u)du, x>0,

se numesc operatorii Post-Widder. Ei au fost introdusi de E.L. Post [111] in 1930 si studiati de D.V.
Widder [152] in 1934. Ei reprezintd formula de inversiune pentru transformata Laplace (vezi [153],
pentru detalii). In [153, p. 283-287] sunt date conditii pentru convergenta punctuald gi uniformé a
functiilor P, f citre f. R.A. Khan [88] si M.K. Khan, B. Della Vecchia si A. Fassih [89] ii numesc
operatori Gamma.

Exemplu 1.21. Pentru I = (0, 00), operatorii G,,: D — C(I) definiti prin

.’IJ”+1

Gn(f,x) = / e M f (%) du, x>0, n>1,
0

n!
se numesc operatorii Gamma gi au fost studiati de M. Miiller si A. Lupag [99] in 1967.
Exemplu 1.22. Pentru I = R, operatorii P,,: D — C(I) definiti prin

n

Palfia) =3 [ e )

se numesc operatorii Picard.



1.2 Aproximarea functiilor prin operatori liniari si pozitivi

1.2.1 Modulul de continuitate

Definitia 1.23. Fie f € C(I) o functie continua definita pe un interval I C R. Functia w: C(I) x
[0,00) - RU {00}, definita prin:

w(f,é) :sup{|f(t) —f(‘T)‘ 2% 617 ‘t_x‘ Sé}
se numeste modul de continuitate al functiei f.

Observatia 1.24. Datorita simetriei, rezulta urmatoarea egalitate, care poate fi luata ca si definitie:

w(f,0)= sup [f(z+h)— f(z).
nths!

Propozitia 1.25. Modulul de continuitate are urmatoarele proprietati:

1. Pentru f € B(I), functia w (f,-) este nenegativi, crescitoare, subaditivd gi marginitd, iar
pentru § > 0, functia w (-, d) este o seminorma pe B(I) (subaditiva si pozitiv omogen4).

2. Functia f este uniform continué pe intervalul I, daca si numai daca

gl\i%w(fj)zo.

3. Pentru orice §, A > 0 are loc inegalitatea:
4. Pentru orice 6 > 0 avem inegalitatea:

z|

o) - 1@l < (1+255) s,

5. Pentru orice § > 0 avem inegalitatea:

- @) < (14 U5 w0,

Propozitia 1.26. Pentru un interval compact I, modulul de continuitate este echivalent cu K-

functionala
Ki(f,t) = inf (If —gll+tlg'l), t>0,
g’'eC(I)

in sensul ca exista constantele Cy,Cs > 0 si §g > 0 astfel incat
Clw(f,g)SKl(f,(s)SCQW(f,5)7 pentru5<50'

Teorema 1.27. Fie A: C(I) — B(I) un operator liniar si pozitiv. Atunci (i) daca f € C(I)NB(I)
atunci

[A(f,2) = f(@)] < |f(2)] - [Aleo, x) — 1]

— X 2 X
+ (A(eo,x)qLA((t(sg)’))w(f,é).

(it) daca f este derivabild pe I si f' € C(I)N B(I) atunci
[A(f,2) = f(@)] < |f(@)] - [Aleo, x) = 1] + | f' ()] - [Aler, 2) — 2 A(eo, 7))

— X 2 X
+ (VA oA oa) + A r9).




Observatia 1.28. Estimarile din Teorema 1.27 au la baza un rezultat stabilit de O. Shisha si B.
Mond [128] in 1968.

Teorema 1.29 (Popoviciu-Bohman-Korovkin). Fie A, : Cla,b] — Cla,b] un sir de operatori liniari
st pozitivi. Daca
lim A,(ex,z) =ex(x), k=0,1,2,

n—oo

au loc uniform pe [a,b], atunci

lim A,(f,z) = f(x),

n—00

are loc uniform pentru orice functie continud pe intervalul compact [a,b].

Observatia 1.30. Teorema 1.29 a fost descoperitd de H. Bohman [23] in 1952 i de P.P. Korovkin
[90, 91] in 1953. T. Popoviciu [110] a obtinut in 1950 acest rezultat pentru operatori polinomiali.
Pentru alte detalii legate de istoricul acestei teoreme, cat gi generalizarile acesteia, se poate consulta
articolul de sinteza [51], pentru cele 102 referinte si monografia [7], pentru notiunile teoretice si
exemplele date. Acest rezultat demonstreaza ca o conditie necesara si suficientd pentru convergenta
uniform& a unui sir de operatori liniari si pozitivi A,, catre o functie continud f pe un interval

compact [a, b] este ca sirul A, f si conveargd uniform citre f pentru doar trei functii, ex(z) = 2*,

k=0,1,2.

Observatia 1.31. Daca avem un interval necompact I C R, iar D C C(I) este un subspatiu pe
care este definit un gir de operatori liniari si pozitivi A,: D — C(I), atunci dacd au loc relatiile
T(An(er)) — T(ex), k = 0,1,2 uniform pe [a,b] C I, unde T: C(I) — C|a,b] este definit prin
T(f) = flia,), atunci conform Teoremei 1.29 va rezulta ca

lim A,f=f, uniform pe [a,b],

n—oo
pentru orice functie f € D.

Teorema 1.32 (Weierstrass [154]). Fie f € Cla,b]. Atunci, pentru orice € > 0, existd un polinom
P(x) cu coeficienti reali, astfel incat

|f(z) — P(x)| <e, pentru orice x € [a,b].

Teorema 1.33 (Jackson [85]). Fie f € Cla,b]. Atunci

. b—a
g 17 - ol < 0w (£220)),
pell, n
unde C este o constantd independentd de n gi f si II,, este multimea polinoamelor cu coeficienti
reali cu gradul cel mult n.
Teorema 1.34. Fie A, : Cla,b] — II,, un gir de operatori polinomiali, liniari si pozitivi. Atunci,
cel putin una dintre functiile e, = ¥, k = 0,1,2 nu poate fi aprozimatd prin A,ej, mai bine decdt
-2
n==°.
1.2.2 Modulul de netezime de ordinul doi
1.2.3 Modulele de netezime ale lui Ditzian si Totik



Capitolul 2

Aproximarea uniforma a functiilor
continue si marginite

2.1 Modulul de continuitate ponderat

Definitia 2.1. Fiind data o functie ¢: I — J, bijectiva, strict monotona si continua, atunci pentru
o functie marginita f € B(I) si pentru § > 0 definim modulul de continuitate ponderat prin

wy (f,0) = sup |f(t) — f(z)]. (2.1)
(1)~ ()| <5

Observatia 2.2. Pentru ¢(z) = x se obtine modulul de continuitate obignuit. Acest modul
ponderat de continuitate din Definitia 2.1 este un caz particular al unui modul mai general (vezi
[68], de exemplu)

Wd(fué) :Sup{|f(t) _f(m)| ctre X, d(t7x) < 6}7

unde f este o functie marginita pe X si (X, d) este un spatiu metric complet.

Propozitia 2.3. Are loc urmétoarea egalitate
wtp (fvé):w(foso_lvé)' (22)

Propozitia 2.4. Modulul de continuitate ponderat are proprietatile:

1. Pentru f € B(I), functia w, (f,-) este nenegativa, crescatoare, subaditiva si marginita, iar
pentru § > 0, functia w, (-,0) este o seminorma pe B(I) (subaditiva si pozitiv omogena).

2. (i) Daci functia fop~! este uniform continud pe .J, atunci pentru orice sir (8, ),>1 de numere
reale convergent la 0, avem lim,,_, o wy, (f,d,) = 0.

(i) Daca (0,)n>1 este un sir de numere reale strict pozitive astfel incat lim,,_, o wy (f, d,) =0,
atunci functia f o ¢! este uniform continui pe J.

3. Pentru orice §, A > 0 are loc inegalitatea:

Wy (f,A0) < (1 +X)-wy, (f,0).

4. Pentru orice 6 > 0 avem inegalitatea:

- ) < (14 OO o (1),



2.2 Aproximarea functiilor marginite si continue
pe semiaxa pozitiva

Observatia 2.5. Pentru a extinde teorema lui Popoviciu-Bohman-Korovkin la spatiul C0, c0),
consideram pentru inceput, acele functii care sunt continue si méarginite pe semiaxa [0,00). Mai
precis, consideram subspatiul C*[0, c0), definit ca spatiul tuturor functiilor continue care au limita
finitd la infinit, inzestrat cu norma uniforma || f|| = sup,~g | f(x)|,

C*[0,00) = {f: [0,00) = R f continud pe [0, c0) si 1i_>m flx)=Le R}.
In [139] si [1] apare notatia C[0, oc], dar noi preferim notatia C*[0,00), care apare in [7], [51] si
[24]. Mai mult, pentru o functie f € C*[0,00) vom nota cu f(co) limita lim,_,o f(x).

Teorema 2.6. Fie A,,: C*[0,00) — C*[0,00) un gir de operatori liniari si pozitivi cu proprietatea
ca urmdtoarele limite
lim An(e_kt, x) = ek k=012,

n—oo
au loc uniform pe [0,00). Atunci
Tim A, (@) = f(x),
are loc uniform pe [0,00), pentru orice functie f € C*[0,00).
Observatia 2.7. Teorema anterioard apare pentru prima datd in [24], dar demonstratia ei in

forma in care am prezentat-o apare in [7] gi in [51]. Conform unei observatii din articolul [26], o
altd compactificare a semiaxei [0,00) ne va da o altd teoremd de tip Korovkin.

Teorema 2.8. Fie A, : C*[0,00) — C*[0,00) un sir de operatori liniari $i pozitivi cu proprietatea

ca limitele
t k T k
lim A, — | ,z| = , k=0,1,2

au loc uniform pe [0,00). Atunci

Jim A, f(x) = f(=),
are loc uniform pe [0,00), pentru orice functie f € C*[0,00).

Observatia 2.9. Conditia ca limita la infinit a functiei f sa fie finita este esentiala, dupa cum
aratd exemplele care urmeaza (al doilea exemplu este din [63]). Sirul de operatori liniari gi pozitivi
A,,, definiti prin

An(foz) = { f)+ e fle+1) = f(x)], =e€[0,n]

f(x)a xr>n,

care transformd orice functie f € C*[0,00) intr-o functie din spatiul C*[0,00), verifica conditiile
SUp, > |An(e’kt,x) — e””’| — 0, pentru k = 0,1,2. Dar, pentru functia f*(z) = cosma care este
continua gi marginita pe [0, 00), chiar uniform continué pe semiaxa pozitiva, avem

[Anf* = f*[| = sup |2 " cosma| =2.
z€[0,n]

Sirul de operatori liniari si pozitivi B,,, definit prin

B, (f.x) = { J@) + 555 @+ 3) f @+ 3) — @+ Df(@)], zelon]

B f(x)v xr>n,

verifica conditiile || By, (t* /(1 + ¢)¥, ) — 2% /(1 + 2)*|| = 0, pentru k = 0,1,2 i | B, f* — f*| > 2.



In continuare, dorim sa prezentam rezultate cantitative, estimand eroarea aproximarii, folosind
modulul ponderat de continuitate introdus in Definitia 2.1. Mai precis, sa folosim modulele intro-
duse in Holhos [77]

wif;0) = sup - |f(@) - £,
\e_:ie__qg&

si
wh(f,0) = sup  |f(x) = f(t)],
z,t>0
|t - rhel<o

definite pentru orice § > 0 si orice functie f € C*[0, c0).

Teorema 2.10 (Holhog [77]). Dacd A, : C*[0,00) — C*[0,00) este un gir de operatori liniari $i
pozitivi cu proprietatile

[An1 =1 = On,
[An(e™" 2) e = by,
|An(e™2 ) —e72*|| = cq,

unde ayn, by $i ¢ tind la zero cand n tinde la infinit, atunci

1Anf = £l S IF1 - @n + 2+ an) - (£, V/an+2ba e )

pentru orice functie f € C*[0,00).

Observatia 2.11. Un rezultat similar are loc dacd inlocuim functiile e=! si e=2! cu t/(1 + t) si
t2/(1 4+ t)? si modulul w*(f,d) cu w#(f,9).

Teorema 2.12 (Holhos [77]). Dacd A, : C[0,00) — C[0,00) este un sir de operatori liniari gi
pozitivi care conservd functiile constante si liniare si

A t2 2
up [An(7) —a?

== dna
>0 (1+2)?

este un sir ce tinde la zero cand n tinde la infinit, atunci

lAnf = FI < 2- % (£,V/d0)

pentru orice functie f € C*[0,00).

Observatia 2.13. Pentru ci e~ — e™®| < |t — x|, pentru orice ¢,z > 0, deducem c&
w(f,9) <w*(f,d), pentru orice d > 0,

t

—e ®| =e Ot — x| > e M|t — x|, pentru orice ¢,z € [0, M], avem

w*(f,0) < w(f,eMs) < (1+eM)-w(f,9).

gl pentru ca |e”

Din inegalitatea | 17 — l%rt < |z —¢|, pentru z,t > 0, deducem
w(f,8) < w#(f,9),
si pentru ca | — %th > %, pentru z,t € [0, M], obtinem

W (f,0) <w(f, (14 M)*6) < (1+ M)* - w(f,6),

unde M > 0, este un intreg.
Aceste relatii ne arata ca nu putem inlocui modulele ponderate din Teoremele 2.10 si 2.12 cu
modulul de continuitate obignuit fara a ne restrange la un interval compact [0, M].
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Corolarul 2.14. Pentru operatorii Szdsz-Mirakjan S, : C*[0, 00) — C*[0, 00) definiti in Exemplul
1.14 i pentru f € C*[0,00), avem estimarile

IISnf—f|<2-W*<f,\/lﬁ>, 0>,
si
IISnf—f||§2-w#(f,2\1/ﬁ), n> 1.

Corolarul 2.15. Pentru operatorii Baskakov V;, : C*[0,00) — C*[0,00) definiti in Exemplul 1.15
gi pentru f € C*[0,00), avem estimarile

vnf—f|s2-w*<f,gjﬁ)7 02,

si
1
—_— > 1.
ﬁ) e
Corolarul 2.16. Pentru operatorii Bernstein-Chlodovsky definiti in Exemplul 1.18 si pentru o
functie f € C*[0,00), avem estimarile

IICnf—f||§2~W*<f7\/i7>7 n>1,
1Cof — fIl <2 w# <f7\/m>, n > 1.
4n

Corolarul 2.17. Operatorii L, : C*[0,00) — C*[0,00) introdusi de Bleimann-Butzer-Hahn (vezi
Exemplul 1.17) verificad proprietatea

WVaf — fll <2 w# (f,

si

ILuf = I <2+ w? (fw%) L nzl e

2.3 Aproximarea uniforma a functiilor pe un interval
necompact

Teorema si rezultatele urmatoare ne descriu acele functii care se pot aproxima uniform cu ajutorul
unui gir de operatori liniari si pozitivi dati. Rezultatele obtinute apar in [76], ele prezentand o alta
abordare asupra acestei probleme tratate in articolele [140] si [40].

Teorema 2.18 (Holhos [76]). Fie A,: C(I) — C(I) un sir de operatori liniari si pozitivi care
conservd functiile constante. Atunci, urmdtoarele afirmatii sunt adevdrate:
a) dacd supyc; An(lo(t) — @(z)],2) = a, — 0 si f o™t este uniform continud pe J, atunci

|Anf — fll = 0 si in plus
”Anf - f” <2 Wy (f, an) .

b) dacd ||[Anf — fll = 0 si (Anf) o o~ este uniform continud pe J, atunci f o @~
continud pe J.

L este uniform

Corolarul 2.19. Pentru operatorii Szasz-Mirakjan

Suse) =Sl (1),

k=0

10



avem ||S,, f — f|| — 0 daca f(x?) este uniform continui pe [0, 00). Daci f este mirginita si continua
pe [0,00) si ||Snf — f]| = 0, atunci f(x?) este uniform continui pe [0, c0) si avem

[Snf —fll <2 w (f(tQ), \/15> , n>1 (2.3)

Observatia 2.20. Totik [137, 140] demonstreazi pentru prima data faptul c& S, f converge uniform
la f pentru f € C[0,00) N B[0,00), dacd si numai daci f(z?) este uniform continui pe [0, 00).
Estimarea (2.3) apare pentru prima dati in J. de la Cal si Carcamo [40, Theorem 1].

Corolarul 2.21. Pentru operatorii Baskakov

(n+k—1 z* k
Vn = rramny A Bl
7@ ,;( y et (3)
avem ||V, f — f|| — 0, daca f(e” — 1) este uniform continua pe [0,00). Dacd f este marginita si
continua pe [0,00) si V,, f converge uniform la f pe [0, 00), atunci f(e” — 1) este uniform continua
pe [0,00). In plus, este adevarata estimarea

Vo = Al <20 (fe -0 2= ), w2 (2.4

Observatia 2.22. Totik [138, 140] demonstreaza ci pentru o functie f continud gi marginitd pe
[0,00), Vi f converge uniform la f, dacd si numai dacd f(e®) este uniform continud pe [0, 00).
Estimarea (2.4) este similara celei din [40, Theorem 7).

Corolarul 2.23. Operatorii Meyer-Konig si Zeller M,, definiti prin

w1 )

k=0

au proprietatea ca ||M,f — f|| — 0, pentru acele functii f pentru care functia f(1 — e™%) este
uniform continud pe [0,00). Dacd f este marginitd si continud pe [0,1) si M, f converge uniform
pe [0,1) la f, atunci f(1 — e™*) este uniform continud pe [0, 00). In plus, avem

IMnf —fl <2 w <f(1 —e ), \/15> , pentrun > 1. (2.5)

Observatia 2.24. In [138] Totik demonstreaza ca M, f converge uniform la f, pentru f continua
sl marginitd pe [0,00), dacd si numai dacd f (%) este uniform continua pe [0,00). In [140], el
rescrie conditia, in forma echivalentd a uniform continuitatii functiei f(1—e~%) pe [0, 00). Estimarea
(2.5) este similara celei din [40, Theorem 8].

Corolarul 2.25. Pentru operatorii Gauss-Weierstrass

definiti pentru functiile continue pe R, pentru care integrala este finitd, avem uniform convergenta
[Wnf —fll = 0, daca f este uniform continua pe R. Daca f este marginita si continua pe R si
W, f converge uniform la f pe intreaga axa reala, atunci f este uniform continua pe R. In plus,
avem

(u—=z)?
—plemo?

f(u) du,

IWeof—Ffll<2 w (f, pentru n > 1. (2.6)

)
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Observatia 2.26. Afirmatia ca [|[W,,f — f|| — 0, daci f este uniform continui pe R, a fost demon-
stratd pentru prima data de Stancu [133]. Afirmatia reciprocd, ci daci f este marginita gi continua
pe R si W, f converge uniform la f pe intreaga axa reala, atunci f este uniform continua pe R, este
demonstratd pentru prima datd in Holhog [76]. Estimarea (2.6) este similara celei din [133].

Corolarul 2.27. Operatorii Bleimann-Butzer-Hahn L,, au proprietatea ca | L, f — f|| — 0, pentru
acele functii f pentru care f(x=2 — 1) este uniform continui pe (0,1]. Dacd f este marginita si
continui pe [0, 00) si Ly, f converge uniform pe [0, 00) la f, atunci f(z=2 — 1) este uniform continua
pe (0,1]. In plus, are loc estimarea

Iaf = Fl 200 (£ = 0. o2 ) pentrun > 1 (27)

1
vn+1
Observatia 2.28. Functia f(z~2 — 1) este uniform continui pe (0,1] daci si numai daci avem

f € C*[0,00). Afirmatia c& L, f converge uniform la f, doar daci f € C*[0,00), apare pentru
prima datd in Totik [139]. Estimarea (2.7) apare pentru prima datad in Holhog [76].

12



Capitolul 3

Aproximarea functiilor continue si
nemarginite

3.1 Aproximare punctuala
3.2 Aproximare pe submultimi compacte

3.3 Aproximarea pe spatii ponderate

3.3.1 Spatii ponderate: definitie si exemple

In sectiunile anterioare, am amintit rezultate privind convergenta punctuala gi uniforma pe subin-
tervale compacte a unui gir de operatori liniari si pozitivi spre functia neméarginita care se doreste
a fi aproximata. Despre functia de aproximat f se presupune cid are o anumita crestere, exprimata
prin relatia

f(z) = O(p(x)). (3.1)
In continuare, dorim si obtinem rezultate globale (care au loc pe intreg domeniul de definitie
al functiilor) despre aproximarea functiilor neméarginite prin operatori liniari i pozitivi. Pentru
aceasta, in urmatoarea definitie, exprimam intr-un mod mai precis relatia (3.1).

Definitia 3.1. Pentru intervalul I C R numim pondere o functie continud p: I — (0,00). Numim
spatiu ponderat corespunzator lui p, multimea B,(I), care reprezinta spatiul tuturor functiilor
f: I — R, pentru care exista M > 0, astfel incat |f(z)] < M - p(z), pentru orice z € I. Acest
spatiu ponderat poate fi inzestrat cu p-norma

@)
17, = 5o~y

Definim de asemenea subspatiul C,(I) = C(I) N B,(I), iar pentru I = [0, c0)

C,0,00) = {f € C’p[O,oo),zEgloo‘;((g =K< —l—oo}.

Ca si exemple de spatii ponderate, mentionam
Exemplu 3.2. Spatiile ponderate polinomiale Cx[0, 00) sunt definite cu ajutorul ponderii
plx) =142, >0, N>0.

Unii autori folosesc ponderea wy (x) = (1+2)". Spatiul ponderat asociat acestei ponderi este acelasi
cu Cn[0,00) cu norme echivalente. Sunt multe persoane care au studiat aproximarea functiilor
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definite pe aceste spatii prin operatori liniari gi pozitivi, dintre care amintim pe A. Aral [10, 11],
F. Altomare [8], A. Attalienti [12], M. Becker [16], J. Bustamante [28], M. Campiti [12], A. Ciupa
(34, 35, 36, 38], O. Dogru [49], A. Erencyn [53], A.D. Gadjiev [61], S. Graczyg [123], V. Gupta
[11, 151], E. Ibikli [81], N. Ispir [83, 156], A.-J. Lépez-Moreno [97], E. Mangino [8], L. Morales de la
Cruz [28], J.M. Quesada [28], L. Rempulska [114, 119, 120, 121, 122, 123, 124], M. Skorupka [114,
119, 121, 122], F. Tagdelen [53], K. Tomczak [124], Z. Walczak [120, 144, 145, 146, 149, 150, 151],
I. Yuksel [156].

Exemplu 3.3. Spatiile ponderate exponentiale C,[0, c0) sunt definite cu ajutorul ponderei
plx) =€, x>0, p>0.

Dintre cei care au studiat problema aproximarii functiilor definite pe spatiile ponderate exponentiale
cu ajutorul operatorilor liniari gi pozitivi, amintim pe M. Becker [17], A. Ciupa [31, 32, 33, 37], Z.
Ditzian [46], M. Lesniewich [93], L. Rempulska [93, 114, 115, 116, 117, 118], M. Skorupka [114, 115,
116], Z. Walczak [117, 118, 147, 148].

Exemplu 3.4. D.-X. Zhou [157] folosegte ponderea
w(z)=z"*(1+z)° 1>a>00b>0,

pentru a obtine un rezultat similar celui lui Becker [16], pentru operatorii Szdsz-Mirakjan. In
[41, 42], B. Della Vecchia, G. Mastroianni si J. Szabados au considerat o clasa generala de ponderi
care include ponderi de forma

B

, >0,8>0.

w(z) = e”

Observatia 3.5. Spatiile B,(I), C,(I) si C;[0,00) sunt spatii Banach. Completitudinea acestor
spatii rezulta din completitudinea spatiilor B(I), C(I)NB(I) si respectiv C*[0, 00), pe baza relatiei
care exista intre p-normd si norma uniforma: | f[| - [[f/pl.

Observatia 3.6. Fie A un operator liniar si pozitiv definit pe multimea C,(I). Pentru ca operatorul
A sa aplice functiile din C,(I) in B,(I) este necesar si suficient ca sa avem

A(p,x) < M - p(x), pentru orice x € I,

unde M > 0 este un numadr independent de z. Aceasta conditie asigura marginirea (continuitatea)
operatorului A. Norma lui A va fi

||A||cpa3p = HAP||,)~
3.3.2 Teoreme de tip Korovkin

Rezultatul care urmeaza este prima generalizare a Teoremei 1.29 a lui Popoviciu-Bohman-Korovkin
pentru spatii ponderate. Pentru o teorema de acest tip in cadrul mai general al spatiilor ponderate
pentru functii definite pe un spatiu local compact Hausdorff se poate consulta [125] si [7].

Teorema 3.7 (Gadjiev). Fie ¢: [0,00) — [0,00) o functie strict crescdtoare, continud cu proprie-
tatea cd limy— o ¢(x) = 00 si fie p(x) = 1+ ¢?(x). Dacd A, : C,[0,00) — B,[0,00) este un sir de
operatori liniari i pozitivi, cu proprietatea cd

lim [[An¢" —o'|| =0, i=0,1,2,

n—oQ

atunci, pentru orice f € C} [0,00), avem
lim [[4,.f — ], = 0.
n—oo

Observatia 3.8. Aceasti teorema a fost enuntatd de A.D. Gadjiev [60] in 1974 si demonstratd in
1976 (vezi [61]), pentru spatiul ponderat al functiilor definite pe R.
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In continuare prezentam o varianta cantitativa a Teoremei 3.7.

Teorema 3.9 (Holhog [74]). Fie ¢: [0,00) — [0,00) o functie strict crescdatoare, continud cu
proprietatea cd ¢(0) = 0 $i lim,_, p(z) = oo si fie ponderea p(z) = 1+ ¢*(z). Consideram
A, : C,[0,00) = B,[0,00) un sir de operatori liniari si pozitivi pentru care

|A.1 = 1| = an,
lAng =~ ol 3 = bn,
[4ne® = %[, = cn,

unde (an)n>1, (bn)n>1, (Cn)n>1 sunt giruri convergente la 0. Facem notatia 8, = vapn, + 2b, + ¢y §i
consideram n, un gir de numere reale cu proprietatile

lim n, =00 ¢  lim p% (Nn)0n = 0.

n—oo n—oo

Atunci pentru orice functie f € C[0,00) avem estimarea
JAnf = fll, < Ky (an + )
+ (1, + K7 ) [0F m)onvT T an + an + 80 /5 +14]

L@ +an)w, (J;p (m)én)
+ 27, (3 + 2a, + 2¢,),

Nl

unde Ky = lim M §i T, = Sup
z—o0 p() >,

3.3.3 Aproximare uniforma in spatii ponderate

In aceasti sectiune, consideram ca pondere o functie crescitoare si derivabild p: I — [1,00), unde
I C R este un interval necompact si fie p: I — J, (J C R), o functie derivabila si bijectiva cu
proprietatea ca ¢'(x) > 0, pentru orice x € I. Rezultatele prezentate aici se gasesc in lucrarea [78].
Ele dau raspunsul la dou probleme deschise mentionate in articolul de sinteza [27):

1. Fie D un subspatiu liniar al spatiului R’ si fie A,,: D — C(I) un sir de operatori liniari si
pozitivi. Pentru ce ponderi p, A,, aplica C,[0,00) ND in C,[0,00) cu norme uniform marginite?

2. Pentru ce functii f € C,[0,00) avem [[A, — f|| - 0, cand n — oo?

Un rezultat in legatura cu problema 2 este mentionat in lucrarea amintitd [27, Theorem 3.8].

Teorema 3.10. Fie p o pondere arbitrard si fie G € C[0,00) o functie cu proprietatile: (i) G este
deriwabild, G'(x) > 0 pentru orice x > 0 gi G’ este o functie crescdtoare gi continud pe (0,00) gi
(ii) exista constantele xg > 0, hy > 0 si C astfel incat G' o Gt € Lip[zg, o0) si pentru orice v > xg
sih € (0,h1) avem G'(x+h) < C-G'(x). Fie A, : C,[0,00) = C,[0,00) un sir de operatori liniari
$1 pozitivi cu proprietatea

Ap
G oGt p(f) € Lip[zg,00), f € C,[0,00),n € N.

Daca pentru o functie f € Cp[0,00) avem limy o0 [An — f|l, = 0, atunci (f/p) o G este uniform
continud.

Teorema 3.11 (Holhos [78]). Fie A, : C,(I) — C,(I) un sir de operatori liniari si pozitivi care
conservd functiile constante. Presupunem cd sunt verificate conditiile

sup An([(t) = ¢(@)], ) = an 0, (n— o) (32
An(lp(t) — p(z)|,2) _ n — 0o
erI) p(z) Sl v
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Daca A, (f,x) este derivabila si existd o constantd K(f,n) astfel incat

|[(Anf) (@)

—— " < K(f,n)-p(x), pentru orice x € I, (3.4)
¢’ (x)
s, p si @ sunt date astfel incat exista o constanta o > 0 cu proprietatea
plz) <a-p(xz), pentru oricex € I, (3.5)
¢'(z) ~

atunci, urmdtoarele afirmatii sunt echivalente

(i) ||Anf—f||p—>0asn—>oo.

(i4) f o @™t este uniform continud pe J.
p
In plus, avem estimarea
|Anf — f||p <b,- ||pr +2-w, <£,an) ,  pentru orice n > 1. (3.6)

Observatia 3.12. Pentru p(z) = 1, rezultatul Teoremei 3.11 a fost obtinut de Totik [140, 141], de
cétre de la Cal si Carcamo [40] si de Holhos [76], vezi Teorema 2.18 din aceastd lucrare.

Observatia 3.13. Pentru operatorii Bleimann-Butzer-Hahn am gasit in Corolarul 2.27 functia

o(z) = \/11?: Ponderea maxima va fi p(z) = eVi++ care este o functie marginitd pe [0, 00), ceea

ce ne aratd cd aceastd pondere este echivalentd cu p(z) = 1 gi spatiul potrivit pentru aproximarea
globala a functiilor folosind operatorii Bleimann-Butzer-Hahn este C,[0, 00) = C*[0, c0).

Corolarul 3.14. Pentru a > 0si p(z) = e*V?, operatorii Szész-Mirakjan S, : C,[0, 00) — C,[0, 0)
au proprietatea ca
|Snf = fll, =0, cand n — oo
daca si numai daca
f(z*)e™** este uniform continua pe [0, 00).
In plus, pentru orice f € C,[0,00) si orice n > 1, avem

aC et 1
15, = £l < £l - 25 + 200 (£, 22 ).

unde C' = sup,,cy %\/HSH,OQHPQ +2[|Sppl|, +1 < oo este o constantd ce depinde numai de a.

Observatia 3.15. Rezultatul din Corolarul 3.14 pentru cazul limitd, a=0, a fost obtinut in [137],
[140], [40] si [76], vezi Corolarul 2.19 din prezenta lucrare.

Observatia 3.16. In [16], Becker studiaza aproximarea globald a functiilor folosind operatorii
Szasz-Mirakjan pentru ponderea p(z) = 1+ 2V, unde N € N. Becker, Kucharsky si Nessel [17]
studiazs aproximarea globald pentru ponderea exponentiala p(r) = %%, Dar pentru ci

Sn(eﬁt’x) nz(e%—l)—ﬂm

sup =supe

= —|—OO
>0 €57 >0 ’

ei obtin rezultate doar pentru spatiul C(n) = Ngs,Cp, unde Cp este C, pentru p = eB*. Tot acolo
se mentioneaza faptul cd pentru orice f € Cg are loc S,,f € C,, cuy > B si cu n > 8/In(y/B).
Ditzian [46] d& citeva teoreme inverse pentru spatiile exponentiale. In [9], Amanov obtine faptul

- Pl +/7)

sup ————= < o0
x>0 P(x)
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este o conditie necesara si suficienta pentru uniform marginirea normelor operatorilor S, : C,[0, 00) —
C,[0,00). El mentioneaza ca aceasta conditie implica inegalitatea

plx) < e e 2 >0.
De asemenea, el da o caracterizare a functiilor f care pot fi uniform aproximate prin S, f in norma
p, folosind un modul ponderat de netezime de ordinul doi.

Corolarul 3.17. Pentru o > 0 si p(z) = (1 4 x)®, operatorii Baskakov V,,: C,[0,00) = C,[0, 00)
au proprietatea ca
Ve = fll, = 0, cand n — oo

daca si numai daca
f(e” —1)e™** este uniform continua pe [0, c0).

In plus, pentru orice f € C,[0,00) si pentru orice n > 2, avem

\/&1 42w <f(et —1)et, \/7%> ,

unde C' = sup,,cy %\/HVansz +2[[Vapll, + 1 < oo este o constanta ce depinde numai de a.

WVaf = fll, < 71, -

Observatia 3.18. Rezultatul din Corolarul 3.17 pentru cazul limita, a=0, a fost obtinut in [13§],
[140], [40] si [76], vezi Corolarul 2.21 din prezenta lucrare.

Observatia 3.19. Dupi cum este mentionat si in lucrarea [16], ponderea polinomiala este cea
mai potrivitd pentru obtinerea de estimari globale ale restului in aproximarea functiilor continue
prin operatorii Baskakov. Motivul este faptul ca pentru ponderea exponentiald p(x) = €%, seria
Vi (p, z) este convergentd numai pentru x < (eg —1)71. Cu toate acestea, Ditzian [46] da niste
teoreme inverse pentru functii cu cregtere exponentiala.
(03
Corolarul 3.20. Pentru a > 0 si p(z) = (ﬁ) operatorii Meyer-Konig si Zeller M,,: C,[0,1) —
C,[0,1) au proprietatea ca
My f = fll, =0, cand n — oo

daca si numai daca
f(1—e™)e™ " este uniform continud pe [0, c0).

In plus, pentru orice functie f € C,[0,1) si pentru orice n > 3, avem

f + 2w (f(l e e, \/15> ;

unde C' = sup,,cy %\/HanQHpg +2||Mppl|, +1 < oo este o constanta ce depinde numai de a.

Mo f = fll, < IF1,

Observatia 3.21. Rezultatul Corolarului 3.20 pentru cazul limitd, « = 0, a fost obtinut in [138],
[140], [40] si [76], vezi Corolarul 2.23 din prezenta lucrare.

Corolarul 3.22. Pentru a > 0 i p(x) = 1+ 2%, operatorii Post-Widder P,,: C,(0,00) — C,(0, c0)
au proprietatea ca
[Pnf—fll, =0, candn — oo

daca si numai daca
f(e)e™ " este uniform continui pe (0, 00).

In plus, pentru orice functie f € C,(0,00) si orice n > 2, avem

aC +2~w<f(€t)€_at,l> )

”Pnf_ pr < HfHP \/m \/m

unde C' = sup,,cy %\/||Pnp2||p2 +2||Pypll, +1 < oo este o constantd ce depinde numai de a.
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Observatia 3.23. Rezultatul Corolarului 3.22 pentru cazul limitd, o = 0, a fost obtinut in [141]
si in [40].

Corolarul 3.24. Pentru o > 0 i p(x) = 142, operatorii Gamma G, definiti pe spatiul C,(0, c0),
n > [2a], au proprietatea ca
IGnf —fll, =0, candn — oo

daca i numai daca
f(e®)e " este uniform continui pe (0, 00).

In plus, pentru orice functie f € C,(0,00) si orice n > [2a], avem

+ 2w (f(et)e_o‘t, 1) ,

Gt = Fll, <171, NG

f

unde C = sup,,cy %\/||an2||/)2 +2||Gypll, + 1 < 0o este o constanta ce depinde numai de a.

Observatia 3.25. Rezultatul Corolarului 3.24 pentru cazul limit&, o = 0, a fost obtinut in [140].

Corolarul 3.26. Pentru a > 0 gi pentru p(z) = e operatorii Gauss-Weierstrass W, : C,(R) —
C,(R) au proprietatea ca
[Wnf—fll, =0, candn— oo,

daca si numai daca
f(x)e™*®  este uniform continua pe R.

In plus, pentru orice functie f € C,(R) si pentru orice n > 1, avem

€ o (f(t)e‘o‘t, 1) ,

W f = fll, <171, N

a? a2 2\ 2
unde C = e = 1+T(1—|—ez) .

Observatia 3.27. Rezultatul Corolarului 3.26 pentru cazul limitd, o = 0, a fost obtinut in [76],
vezi Corolarul 2.25 din prezenta lucrare.

f

Corolarul 3.28. Pentru a > 0 si pentru p(z) = e operatorii Picard P,: C,(R) — C,(R),
n > [2a] 4+ 2, au proprietatea ca

[Pnf = fll, =0, cand n— oo,

daca i numai daca
f(x)e™*"  este uniform continud pe R.

In plus, pentru orice functie f € C,(R) si pentru orice n > [2a] + 2, avem
aC Lot V2
IPnf ~ 71, < 171, 5 +2-w <f<t>e n) ,

unde C' > 0 este o constanta dependenta de «, dar independenta de n.
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3.3.4 Module de continuitate pentru spatii ponderate

Multi autori (vezi Exemplele 3.2 si 3.3) definesc urmatorul modul de continuitate pentru aproxi-
marea pe spatii ponderate:

wp(fa 6) = Oil;gé ”Athp ) unde Ah(fv l’) = f(ﬂf + h) - f(.’ﬂ)

Dar acest modul nu satisface unele proprietati ale modulelor asociate functiilor definite pe o multime
compacta. De aceea, Lopez-Moreno [97] introduce modulul

_ |f(z+h) — f(z)]
A= SR e n

pentru p(z) = 1+ 2™ si f € C,[0,00). Amanov [9] da o definitie similara pentru modulele lui

Ditzian si Totik:
|f(x + ho(z)) — f(2)]
w?(f,8), = sup su
(U000 = 50 G+ (@)

unde p: [0,00) — [1,00) este o functie crescatoare si p(z) = \/z.

In Teorema 3.9 estimarea restului f(z) — A, (f,z) in p-norma, in aproximarea functiei f prin
A, f, unde (A,)nen este un gir de operatori liniari gi pozitivi, se face prin intermediul cantittilor
W (%,6) i 7n, unde wy (+,-) este modulul definit in capitolul 2 (vezi Definitia 2.1), iar r, =

SUPy>p, J; Ef; - K f’ masoara viteza de convergenta a limitei lim,_, % = K cu ajutorul sirului

N, care converge la infinit. Baldsz si Szabados [13] introduc modulul

Q(f, 4) = sup [(f(z) = f(y)l,

T2y>A

pe care-l numesc "modulul la infinit”, cu scopul de a masura viteza de convergentd a limitei
lim,; o f(z) = L < oo. Spre deosebire de r,, acest modul nu presupune cunoagterea limitei
functiei date la infinit.

In Teorema 3.11, care este un rezultat din 2010 (vezi [78]), estimarea restului se face doar cu

ajutorul modulului ponderat w, (%,(5)7 fara a fi nevoie de cunoasterea vitezei de convergenta a

functiei f/p la infinit.
In [26, 27], Bustamante si Morales de la Cruz, construiesc module pe spatiul C;[0, o) folosind
module pe spatiul C[0, 1], prin relatia

O(f,0), = ©(2f,9),
unde © este un modul pe C0, 1], iar ® este un izomorfism ®: C[0,00) — C[0,1].

In [62], Gadjiev si Aral introduc urmatorul modul de continuitate

o |f(z) — f()]
Qp(f,0) = e @) = pl)| + 1p(x)’
[p(x)—p(y)|<d

unde p € C'0,00), p(0) = 1 si inf,>0p'(z) > 0si f € C,[0,00). Cu ajutorul acestui modul, se
demonstreaza urmatoarea teorema

Teorema 3.29. Fie (Ay)nen un sir de operatori liniari i pozitivi. Dacd |[Aneo — 1|, = an,
|[Anp —pll, = Bn si HAnp2 - ,02Hp2 = v, st dacd are loc convergenta o, + 28, + v, — 0, atunci

HAnf - pr4 <16- Qp(fa V O + zﬁn + 'Yn) + ||pr Qo

pentru orice functie f € C [0,00) i n suficient de mare.
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In continuare, introducem un modul asem&nator modulului lui Gadjiev gi Aral, cu ajutorul
caruia vom obtine estimari mai bune ale restului.

Definitia 3.30. Fie ¢: [0,00) — [0,00) o functie strict crescitoare, continud cu proprietatea ca
©(0) = 0 si lim, 00 p(z) = 00 si fie p(z) = 1+ ¢*(z). Pentru o functie f € C,[0,00) si pentru
6 > 0 introducem urméatorul modul de continuitate
t —
W (6= sup If@) = f@)] 3.7)
t,x>0 p(t) + p(x)
le(t)—p(z)|<é

Observatia 3.31. Daca ¢(z) = x, atunci w?, (f,-) este echivalent cu Q(f,-) definit prin

B Fa+h) — f(@)
UL = s AT R+ a?)

in sensul ca
wf;(f,é) SQ(f,(S)S?)OJZ(f,(S),

L

7 iar cea de-a doua pentru § > 0.

prima inegalitate fiind adevarata pentru 6 <

Propozitia 3.32. limw?’ (f,0) = 0, pentru orice functie f € C}[0, 00).

|
5N\0
Propozitia 3.33. Pentru orice § > 0 gi A > 0 avem

Propozitia 3.34. Pentru orice functie f € C,[0,00), pentru § > 0 si pentru orice z,t > 0

0= )] < ot0) + ) (2 EOZE ) wp 1.0

Teorema 3.35 (Holhog [73]). Fie A, : C,[0,00) — B,[0,00) un sir de operatori liniari i pozitivi
cu proprietatea cd

||An§00 - @OHPO = Qp,
[Anp — SDHP% = bn,

2 2 _
[4ne® = &, = cn,
[Ang® = &°[| 3 = dn,

unde (an)n>1, (0n)n>1, (Cn)n>1 §0 (dn)n>1 sunt giruri convergente la 0. Atunci
[ Anf — f”p% < (7+4an +2cp) 'WZ (f:0n) + Hf”p An

pentru toate functiile f € C,[0,00), unde

On = 2/ (an + 2, + ¢)(1 + ap) + an + 3b, + 3¢, + d,.
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Capitolul 4

Inegalitati referitoare la operatori
liniari si aplicatiile lor

4.1 Aproximarea prin functii rationale cu numarator fixat
folosind operatori liniari si pozitivi

In aceastd sectiune, sunt prezentate doua rezultate privind aproximarea functiilor prin functii
rationale cu numarator fixat: pentru functii care pastreaza semn constant pe intervalul pe care
aproximam functia, numaratorul este constant 1, iar pentru functii care isi schimba semnul, numa-
ratorul este un polinom care igi schimba semnul in aceleagi puncte ca si functia de aproximat.
Rezultatele prezentate (Teorema 4.3 gi Teorema 4.6) sunt rezultate cunoscute (vezi [96], [95], [94],
[155]), dar tehnica cu care au fost demonstrate este noud gi unitara. In articolele mentionate se
folosesc operatorii Jackson Impreuna cu o inegalitate demonstrata cu ajutorul polinoamelor lui
Cebagev. Noi obtinem aceste rezultate cu ajutorul unui sir de operatori liniari i pozitivi cu pro-
prietati "bune”. Demonstratiile Lemelor 4.2, 4.4 gi 4.5 sunt originale.

Fie A, : C[0,1] — II,, un sir de operatori liniari i pozitivi, unde II,, este spatiul polinoamelor
cu gradul cel mult n. Presupunem ca A,, verifica proprietatile:

. Ay(ei,x) = ei(x), i=0,1, unde e;(v) = z*,
*(x)

n2

—_

2. A, ((t—2)%z) < C-

, unde ¢(x) = /(1 — x),

s Anf — 11 < 0t (£2),

4. A, (f,xz) > f(z), 0 <z <1, pentru orice functie convexa f pe (0,1),
5. () = )] < € (1.2,

6 4nf sl <€ (1.2,

Propozitia 4.1 (Inegalitatea lui Jensen pentru operatori liniari gi pozitivi). Fie un operator liniar
si pozitiv A: C[0,1] — C[0, 1], care conserva functiile constante. Atunci, inegalitatea

A(f,x) > f(A(er,x)) (4.1)
are loc pentru orice x € (0,1) si pentru orice functie f convexa pe (0, 1).

Un exemplu de gir de operatori care verifica proprietéatile 1-6 este A,, = a[nst] 4 C[0,1] — I,
2

n > 3, unde H,, sunt operatorii lui Gavrea introdusi in Exemplul 1.11.
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Lema 4.2. Pentru un sir de operatori A,, cu proprietatile de mai sus, avem

Anuﬂw-—fmn%x>gcr[wf(ﬂi)}7

Teorema 4.3. Fie f € C[0,1] o functie neconstantd $i nenegativa. Atunci, existd un gir de
polinoame p,, € I1,, astfel incat

1 1

p7l n

Lema 4.4. Pentru orice numere 0 < by < by < --- < by < 1, £ > 1, consideram

ple) = (& = br)(@ — ba) - (x — by).

Atunci, existd un polinom S,, € II,, cu proprietatea ci pentru orice = € [0, 1] si orice n > ¢ avem

P(x
|z

4
lp(z)| : o )
< — < -
0<1 < min | 1, - ngl —bj\

Lema 4.5. Existd o constantda C' > 0 astfel incat pentru ¢,z € [0,1] i f € CJ0,1], are loc
inegalitatea
t 1
£ — )] min (1, 225000EDY oo (4 1)
n|t — x| n

Teorema 4.6. Existd o constantd pozitivd C' cu proprietatea: dacd functia f € C[0,1] schimba
semnul de exact £ > 1 ori in [0, 1], sd spunem, in punctele by, ba, ..., by, atunci pentru orice n > 2¢,
existd un polinom p, € I,,, avand acelasi semn ca si f in (be,1) si cu proprietatea cd pentru orice

x € [0,1] are loc inegalitatea
2 ¢ 1
<Clwi | f,—).
n

4.2 O inegalitate pentru o functionala liniara de tip discret

(JZ‘ — bl)(l‘— bg)(ﬂi — bg)
pn(z)

\ﬂm—

In [86], Kuang Jichang demonstreazi inegalitatea

1 k 1 n+1 k 1
n?%f(?>>n+1;: <n+1)>[;ﬂmMz

=1

unde f este o functie strict crescitoare si convexa (sau concava) pe (0, 1].
Folosind un gir de operatori liniari si pozitivi de tip Bernstein-Stancu, I. Gavrea [67] obtine
inegalitatea

1 n 1 n+1
" Zf(wk‘—l,n—l) Tl Z f(@r-1n) 20, (4.2)
k=1 k=1
pentru o functie crescdtoare si convexd f si pentru punctele x;,, i = 0,1,...,n din [0,1], care

satisfac proprietatile
OSxO,n S$1,n <<$nn§1

Tk—1,n < Tk—1,n—-1 < Tk,n
To,n—1 2 Zo,n §1 Tn—1,n—1 Z Tn,n

(n—k)(@rn-1—Tkn) > k(Trn — Tho1,n-1),
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pentru n > 1 si pentru orice k =1,2,...,n.

Pentru inegalititi aseminitoare se poate consulta [3],[67],[109],[112]. In [3], autorii prezinti un
istoric al acestor inegalitati si rezultate recente privitoare la acestea.

In aceasti sectiune, demonstram o inegalitate pentru o functionala liniara si discreta si obtinem
conditii necesare si suficiente referitoare la punctele x; ,, astfel incat si aiba loc inegalitatea (4.2).
Vom deduce si o inegalitate referitoare la majorizarea ponderata.

Fie m > 3 un numdr natural si fie I, = {1,2,...,m}. Consideram (zx)geys, un sir strict
descrescator de numere reale din [0, 1]. Fie A o functionald liniara

m
1= anf (), (4.3)
k=1
unde a sunt numere reale gi f este o functie reald definitd pe [0,1]. Dorim si gisim conditii
necesare si suficiente asupra punctelor zi, astfel incat
Alf] =0, (4.4)
este adevarata pentru o clasa de functii convexe. Are loc urmatorul rezultat

Teorema 4.7 (Holhog [75]). Considerdnd relatiile

Aleg] =0 (4.5)

Alel] 20 (4.6

Aler] <0 (4.7)

Zal zi — zk4+1) > 0, pentru orice k € Ip,_o. (4.8)
Zaz zi — zk—1) > 0, pentru orice k € I, \ {1,2}. (4.9)

atunci urmdatoarele aftrmatii sunt adevarate

a) (4.4) este adevdratd pentru orice functie crescdatoare gi convexd f dacd $i numai daca (4.5), (4.6)
st (4.8) sunt adevarate;

b) (4.4) este adevaratd pentru orice functie descrescatoare si convexd f dacd gi numai dacd (4.5),
(4.7) si (4.8) sunt adevarate;

¢) (4.4) este adevdratd pentru orice functie converd f dacd $i numai dacd (4.5), (4.6), (4.7) si
(4.8) sunt adevarate;

d) (4.4) este adevdratd pentru orice functie crescdtoare gi concavd f dacd i numai dacd (4.5), (4.6)
st (4.9) sunt adevarate;

e) (4.4) este adevaratd pentru orice functie descrescatoare si concavd f daca gi numai dacd (4.5),
(4.7) si (4.9) sunt adevdrate;

f) (4.4) este adevdratd pentru orice functie concavd f dacd si numai dacd (4.5), (4.6), (4.7) si
(4.9) sunt adevdrate;

Observatia 4.8. In [109], T. Popoviciu demonstreazi cazul ¢) din Teorema 4.7. El generalizeazs
acest rezultat pentru clasa functiilor convexe de ordinul n.

Corolarul 4.9. Fie n > 1 i fie (2;)ier, $i (y;)jer,., doud siruri crescitoare de numere din [0, 1].

Fie A functionala liniara definita de relatia

n+1

n+1

:%Zf(xk) Zf Yk)-
k=1
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Daca

1 2> Y1,
Tn 2 Ynt1,
(n — i) (zit1 — Yir1) = i(Yit1 — x;), pentrui € Iy,
(n+1—=4)(z; —yi) > i(yir1 — x;), pentru i € I,
atunci A[f] > 0, pentru orice functie crescitoare f : [0,1] — R si convexa sau concav.

Corolarul 4.10. Fie n > 1si fie (2;)ier, i (yj)jer,,, doua siruri crescatoare de numere din [0, 1],
astfel incat xp > yi, pentru orice k € I,,. Fie A functionala liniara definitd prin

n+1

A== o) = — = S f().
k=1 k=1

a) Dacd zp, > yn41 §i
(n — i) (ig1 — Yig1) = {(Yir1 — ), pentru i € I,_q,

atunci A[f] > 0, pentru orice functie f : [0,1] — R crescitoare si convexa.
b) Daca
(n+1—19)(z; —yi) > i(yiy1 — x;), pentru i € I,,,

atunci A[f] > 0, pentru orice functie f : [0,1] — R crescitoare si concava.

Corolarul 4.11. Fie (ap)nen un sir crescator de numere reale pozitive cu proprietatea ci girul
(n (1 e )) este crescator ((n (%) — 1) este crescitor). Atunci
neN n neEN

An41

n

1 ag > 1 e ag
n;f(an)_nHZf( )

a
k—1 n+1

pentru orice functie f : [0,1] — R crescitoare gi convexa (concavd).
Observatia 4.12. Rezultatul Corolarului 4.11 a fost obtinut pentru prima data in [113].

Corolarul 4.13. Fie n > 1si fie (2;)ier, i (yj)jer,,, doua siruri strict crescatoare de numere din
[0, 1], cu proprietatea
0<y1 <x1 <y < - <Yp <Tp <Ynt1 < 1. (4.10)

Fie A functionala liniara definita prin

n n+1
Alfl=ad  flar) =B flur), (4.11)
k=1 k=1

unde «, 8 > 0. Atunci A[f] > 0, pentru orice functie f : [0,1] — R crescitoare si convexid sau
concava, daca si numai daca sunt indeplinite conditiile

az%@iﬂz%ﬂ, unde ¢ > 0,
(n+1)(z1+22+ -+ xK) —n(y1 + -+ Yk) > kyr41,
4Dk + -+ o) = n(yrsr + -+ Yng1) 2 (n+ 1= k)ay,

pentru orice k € I,,.
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Observatia 4.14. Fie n > 1 si fie (2;)ier, st (y;)jer,,, doud siruri strict crescitoare de numere

din [0, 1], cu proprietatea

n+1

0<y1 <z1 <Y<+ <Yp <Tp <Ynt41 < L.
Atunci, conditiile
(m+ D)@k + -+ zn) = n(Yrtr + - +Ynt1) 2 (n+1—k)ay, k€ I,

sunt echivalente cu

n—1
(=) (@igr = yir1) = i(yisr — )] 20, k€ Ly i @0 = ynas,
i=k
si conditiile
(n+1)(x1+az2+-+ak) —nlyr +- - +yr) > kygp1, k€I,
sunt echivalente cu i
Z[(TL—F 1-— Z)(Z‘l — yi) — i(yi-',-l — xz)] >0, kel,.
i=1
Observatia 4.15. Folosind rezultatul Corolarului 4.13 impreuna cu Observatia 4.14 deducem rezul-

tatul obtinut in [67], mentionat la inceputul acestei sectiuni.

Observatia 4.16. Daca y; < yo < --- < y,41 sunt radacinile polinomului P de grad n + 1 si
r1 < a9 < --- <z, sunt radacinile derivatei polinomului P, atunci au loc inegalitatile

(n+1)(z1+x2+ - +ap) —nlyr+ -+ yr) > kg1,

pentru orice k € I,,_;. Pentru alte detalii a se consulta articolul lui T. Popoviciu [109].

Corolarul 4.17. Fien > 1si fie t (2;)ie1,,, (¥i)icr, doua siruri descrescatoare de numere din [0, 1]
st (pi)ier,,» (¢i)ier, doud siruri de numere reale cu proprietatea ca (p;) majorizeaza pe (g;) (adica
P+ +pr > q+--+qrpentruorice k € I,y sipi+- -+ pn =@+ -+ ¢). Dacd urmétoarele
conditii sunt satisfacute

k k

Z%‘ﬂfi > Zqiyi,pentru orice k € I,,_1,
i=1 i=1
k k

Zpia:,» > Zpiyi, pentru orice k € I,,,
i=1 i=1
si

n n
Zpixi = Z 4iYis
i=1 i=1

atunci, pentru orice functie convexa f : [0,1] — R, are loc inegalitatea

@ f (k)

NE

> peflar) >
k=1

=~
Il

1

Corolarul 4.18. Daca f este convexd pe [0, 1], atunci

B, (f,x) > Bpy1(f,z), pentru orice z € [0,1] sin > 1.
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