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Introducere

Teoria punctului fix pentru operatori univoci gi multivoci este un domeniu al
analizei neliniare cu o dezvoltare impetuoasa in ultimele decenii. Stau marturie
numeroasele monografii, proceedinguri si articole stiintifice apaute In acesti ani.
Tematica acestei teze se incadreaza, de asemenea, in acest important domeniu de
cercetare. Mali precis, teza de doctorat abordeaza studiul teoriei punctului fix pen-
tru contractii generalizate de tip univoc si multivoc ce nu invariaza domeniul de
definitie. Astfel sunt studiate existenta, unicitatea, dependenta de date, precum si
alte proprietati ale punctelor fixe penru contractii generalizate definite pe bile din
spatii metrice complete. Sunt enuntate o serie de teoreme locale de punct fix iar ca
si consecinte ale acestora sunt stabilite teoreme ale operatorilor deschisi, teoreme de
invarianta a domeniului gi teoreme de continuare. Cazul spatiilor inzestrate cu doua

metrici este considerat in ultimul capitol al tezei.

Studiul teoriei punctului fix pentru operatori ce actioneaza de la o submultime a
spatiului la spatiul intreg este extrem de prezent in literatura de specialitate a sec-
olului XX. Pornind de la lucrarile lui Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz si Sperner
(asupra operatorilor de tip K2M) ca si de la contributiile lui Borsuk (privind
operatorii continui i anti-podali), studiul teoriei punctului fix pentru operatori
f:Y C X — X se concretizeaza si capatd mai multa consistenta prin contributiile
lui Leray-Schauder, Rothe, Granas, Krasnoselskii, K. Fan, Browder, R.F. Brown,
etc. din anii 1940-1960. Rezultatele principale se refera la teoreme locale de punct
fix, principii de continuare si transversalitate topologica precum si la teoremele de
retractie. Ulterior, rezultate importante, pe cazul teoriei metrice si cazul teoriei

topologice a puntului fix pentru operatori univoci si multivoci au avut M. Frigon, A.



Granas (prin teoreme de continuare) S. Reich (cazul contractiilor slab interioare),
LLA. Rus (prin teoria structurilor de punct fix, bazata pe principii de retractie), R.
Precup (prin teoreme generale de continuare), R. Precup si D. O’'Regan (teoreme
de tip Leray-Schauder), K. Deimling (cazul contractiilor relativ la masuri de necom-
pactitate si cazul operatorilor condensatori), etc. (a se vedea I.A. Rus, A. Petrusel,

G. Petrusel [131])

Lucrarea de fata este structuratd pe patru capitole, precedate de o lista a

simbolurilor gi urmate de lista bibliografica a publicatiilor.

Primul capitol, intitulat Preliminarii, are scopul de a aminti unele notiuni si
rezultate de baza necesare in prezentarea capitolelor urmatoare ale acestei teze de
doctorat. In redactarea acestui capitol am utilizat urmatoarele surse bibliografice:
J.-P. Aubin, H. Frankowska [8], K. Deimling [36], J. Dugundji, A. Granas [49], S.
Hu, N. S. Papageorgiou [54], W.A. Kirk, B. Sims [59], A. Petrusel [90], I.A. Rus
[125], [121].

In capitolul al doilea, intitulat Teoria teoremei metrice de punct fix a lui
Reich vom considera, in prima parte, unele rezultate de baza din teoria punctului
fix pentru operatori univoci de tip Cirié-Reich—RuS, rezultate relativ la care vom
prezenta o noua metoda de demonstrare, utilizand tehnica introd usa de R.S. Palais
pentru cazul contractiilor. In a doua parte, vom prezenta rezultate care se constituie
intr-o teorie a teoremei metrice de punct fix pentru operatori multivoci a lui Reich.

Rezultate proprii ale autorului sunt urmatoarele:

e in paragraful 2.1 rezultatele proprii sunt: Lema 2.1.1, Lema 2.1.2, Lema
2.1.3 si Teorema 2.1.2 (aceste rezultate prezinta o noua metoda de demonstrare a
teoremei de punct fix pentru operatori univoci de tip Reich, metoda care induce si
aproximarea punctului fix cu regula de oprire a calculului iteratiilor operatorului),
Lema 2.1.4, Lema 2.1.5 si Teorema 2.1.3 (unde metoda mai sus mentionata se aplica
pentru cazul p-contractiilor). Rezultatele din acest paragraf extind la cazul opera-

torilor de tip Ciri¢-Reich-Rus si la cazul p-contractiilor, rezultate de data recenta



demonstrate de R.S. Palais [82] in cazul contractiilor univoce. Aceste rezultate au
fost prezentate la International Conference on Sciences (Oradea 12-14 noiembrie

2009) si au fost publicate in lucrarea T.A. Lazar [67];

e in paragraful 2.2 notiunile si rezultatele proprii sunt: Definitia 2.2.2,
Definitia 2.2.3, Definitia 2.2.4., Definitia 2.2.5, Teorema 2.2.2- Teorema 2.2.5.
Notiunile introduse prezinta cateva clase abstracte de operatori multivoci, iar rezul-
tatele obtinute sunt atat exemplificari ale notiunilor anterioare, cit si prezentarea
teoriei teoremei metrice de punct fix pentru operatori multivoci de tip Reich, mul-
tivoci ce satisfac aceste conditii. Notiunile gi rezultatele prezentate, completeaza
si extind notiuni si rezultate similare din lucrarile A. Petrusel, I.A. Rus [94], [100],
A. Petrugel, T.A. Lazar [99], I.LA. Rus, A. Petrugel, A. Sintamarian [132] si J.
Andres, J. Fiser [6]. Continutul acestui paragraf a fost prezentat la conferinta
internationald The 11th Symposium on Symbolic and Numeric Algorithms for
Scientific Computing (SYNASC09) (26-29 septembrie 2009, Timigoara) si va apare
in volumul acestei conferinte [99], precum si intr-o lucrare trimisd spre publicare

T.A. Lazar, G. Petrusel [68].

Al treilea capitol al lucrarii este intitulat Teoreme de punct fix pentru op-
eratori ce nu invariaza domeniul de definitie si aplicatii si are ca scop
dezvoltarea teoriei punctului fix pentru contractii generalizate univoce gi multi-
voce, definite pe bile din spatii metrice si care in general nu invariaza domeniul
de definitie. Apoi, ca si aplicatii ale teoremelor de mai sus, sunt prezentate teoreme
de dependenta de date, teoreme de invarianta a domeniului si noi principii ale oper-
atorilor deschisi. Acestea au fost publicate in lucrarea T.A. Lazar, A. Petrusel si

N. Shazhad, [65]. Rezultatele proprii ale autorului din acest capitol sunt:

e pentru cazul operatorilor univoci: Observatia 3.1.1, Observatia 3.1.2, Teo-
rema 3.1.4, Teorema 3.1.5, Teorema 3.1.6, Corolar 3.1.1, Teorema 3.1.7, Teorema

3.1.8, Teorema 3.1.9, Teorema 3.1.10;

e pentru cazul operatorilor multivoci: Teorema 3.2.4, Teorema 3.2.5, Lema

3.2.1, Teorema 3.2.6, Corolarul 3.2.1, Corolarul 3.2.2, Teorema 3.2.7, Observatia



3.2.2, Teorema 3.2.8.

Rezultatele acestui capitol completeaza, extind si generalizeaza teoreme de punct
fix pentru operatori non-self si aplicatii ale acestora in rezultate de dependenta
continua de date, teoreme de invarianta domeniului si teoreme de omotopie date
de Agarwal-O’Regan-Precup [5], Andres-Gérniewicz [7], L. Gérniewicz [48], V.
Berinde [14], [15], Bollenbacher-Hicks [19], Caristi [23], Browder [20], Chis-Novac,
Precup, I.A. Rus [29], R. Precup [103], [104], [104], Granas-Dugundji [37], [49],
Frigon-Granas [44], Hegediis [50], Hegediis-Szilagyi [51], Jachymski-Jézwik [58],
Park-Kim [85], Reich [115], I.A. Rus [122], I.A. Rus-S. Muresan [129], I.A. Rus-A.
Petrugel, M.A. Serban [133], A. petrusel [87], M.Pacurar-I.A.Rus [86], Ts.Tsacev-
V.G.Angelov [141], Walter [143], Wegrzyk [144], Ciric-Ume-Khan-Pathak [33],
Ciric [32], Hicks-Saliga [53], Radovanovi¢ [114], Aamri-Chaira [1], Aubin-Siegel
[9], Castafieda [24], Hicks-Rhoades [52], Hicks-Saliga [53], Jachymski [57], [56],
Maciejewski [70], A. Petrusel, A. Sintamarian [93], A. Petrusel [91].

Ultimul capitol si anume Teoreme de punct fix pe multimi inzestrate
cu doua metrici, prezinta o teorie a punctului fix pentru operatori univoci si
multivoci definiti pe spatii inzestrate cu doud metrici. Sunt enuntate si demonstrate
teoreme locale de punct fix pentru operatori univoci (¢-contractie, operatori Caristi-
Browder, contractie pe grafic) si multivoci (p-contractie, contractie generalizata de
tip Cirié). Sunt de asemenea precizate conditiile in care problema de punct fix este
bine-pusa, iar ca si aplicatii, este enuntata o teorema de omotopie pentru contractii

multivoce generalizate de tip Ciri¢. Mai precis, rezultatele autorului sunt:

e pentru cazul operatorilor univoci: Teorema 4.1.1, Teorema 4.1.2, Teorema

4.1.3, Teorema 4.1.4, Teorema 4.1.5, gi Teorema 4.1.6;

e pentru cazul operatorilor multivoci: Teorema 4.2.1, Teorema 4.2.2, Teo-
rema 4.2.3, Teorema 4.2.4, Teorema 4.2.5, Teorema 4.2.6, Teorema 4.2.7, Teorema

4.2.8, Corolarul 4.2.1., Observatiile 4.2.1 si 4.2.2.

Rezultatele prezentate in acest capitol au aparut in lucrarile: T.A. Lazar, Fixed

points for non-self nonlinear contractions and non-self Caristi type operators, Cre-



ative Math.& Inf. 17 (2008), No. 3, 446-451; T.A. Lazar, D. O’Regan, A. Petrusel,
Fixed points and homotopy results for Ciric-type multivalued operators on a set
with two metrics, Bull. Korean Math. Soc. 45 (2008), No. 1, 6773; T.A. Lazar,
V.L. Lazar, Fixed points for non-self multivalued operators on a set with two met-
rics, JP Journal of Fixed Point Theory and Applications 4 (2009), No. 3, 183-191.
Ele extind si generalizeaza unele teoreme de acest tip date de Agarwal-O’Regan [3],
R.P. Agarwal, J.H. Dshalalow, D. O’'Regan [4], Bucur-Guran [21], Bylka-Rzepecki
[22], Chifu-Petrusel [27], [28], Ciri¢ [31], Feng-Liu [39], Frigon [43], Frigon-Granas
[44], Matkowski [72], A.S. Muresan [77], O’'Regan-Precup [80], A. Petrusel-I.A. Rus
[95], [96], Reich [117], I.A. Rus [126], [127], [120], B.Rzepecki [134], S.P.Singh [136],
[

137).

In final, doresc si aduc calde multumiri conducatorului meu stiintific, prof.
univ. dr. Adrian Petrusel, pentru indrumarea atentd si incurajarea permanenta
de care m-am bucurat pe parcursul stagiul meu de doctorat, membrilor Catedrei
de Ecuatii Diferentiale, precum gi tuturor colaboratorilor seminarului de cercetare
al Catedrei de Ecuatii Diferentiale, pentru ajutorul si colaborarea pe care mi le-
au oferit. De la toti in ansamblu si de la fiecare in parte am invatat foarte mult.
Formarea mea ca profesor si cercetator s-a facut la Facultatea de Matematica si
Informatica din Universitatea ”Babes-Bolyai” Cluj-Napoca. Tuturor dascalilor mei

le multumesc inca o data.

Cluj-Napoca, februarie 2010 Drd. Tania Angelica Lazar



0.1 Lista simbolurilor

A.

Fie X o multime nevida. si f: X — X un operator.

P(X) :={Y|Y C X} multimea submultimilor lui X

P(X):={Y C X|Y # 0} multimea submultimilor nevide a lui X
lx : X — X, 1x(x) = x operatorul identitate

I(f) :={A e P(X)|f(A) C A} multimea submultimilor invariante
Fiz(f) :={z € X|z = f(z)} multimea punctelor fixe a lui f
fO=1x,---f"* = fo f" n € N iteratele lui f

O(z; f) == A{x, f(z), -+, f*(z), -} orbita lui f relativ la x

O(z,y; f) == O(z; f) UO(y; f)

Daca Y este o alta multime nevida atunci
M(X,Y):={f: X — Y| f este un operator } si

M(Y) := M(Y,Y).

B.

Fie (X, d) un spatiu metric.

B(z,R) := {y € X|d(x,y) < R} bila inchisa de centru z € X si

raza R >0

B(z,R) := {y € X|d(z,y) < R} bila deschisa de centru x € X si

raza R >0

diam(A) := sup{d(a,b)|a,b € A} € Ry U{+oo},unde A este

o submultime a lui X
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Py(X) = {Y € P(X)|5(Y) < 400}

Poy(X) :={Y € P(X)|Y este deschisi}
Pu(X):={Y € P(X)|Y =Y}

Pop(X) := {Y € P(X)|Y este o multime compacts }
Dy:P(X) x P(X) — Ry U {+oo}

inf{d(a,b)| a € A, b€ B}, daca A#0+# B
D4(A,B) =4 0, daca A=0=RB
+00, daca A=0+# Bsau A# () = B.

In particular, Dy(zq, B) = Dg({zo}, B) (unde zo € X).

0 P(X) x P(X) — Ry U {400},

sup{d(a,b)| a € A, be B}, daca A#0+# B

5d(A7 B) =
07 altfel

pa:P(X) x P(X) — Ry U{+o0},

sup{Dy(a,B)| a € A}, daca A#0)+# B
pd(A,B) =< 0, daca A =10
+00, dacR B=0+# A

Hy:P(X)x P(X)— Ry U{+oo},

max{pd(A’ B)a pd(B’A)}v daca A 7é 0 7& B
Hy(A,B) =14 0, daca A=0=D8
+o00, dacd A=0+# Bsau A# ()= B.

se numeste functionala generalizata Pompeiu-Hausdorff.

11



C.
Fie X un spatiu Banach.
P, (X) :={Y € P(X)|Y este o multime convexa }
Pepev(X) :={Y € P(X)|Y este o multime compacta si convexa }

[A[l = H(A,{0}), A€ Pya(X).

D.
Fie (X, d) un spatiu metric, Y € P(X) si € > 0. Atunci:
VO(Y,e) :={x € X| inf d(z,y) < €}
yey
V(Y,e) :={z € X| inf d(z,y) <e}
yey
Daca X, Z sunt multimi nevide, atunci simbolul

T:X —oZsauT:X — P(2)

noteazd un operator multivoc de la X la Z.
DomT := {z € X| T(z) # 0}
T(Y):= | T(x), pentru Y € P(X)
I(T) := {xjye P(X)|T(A) C A}
I,(T) == {Y € I(T)|6(Y) < 400}
Iya(T) == {Y € [(T)|6(Y) < +00,Y =Y}
I,(T) := {Y € I(T)|Y este compact }

T1(2):={z € X| z€T(z)}

GrafT = {(z,2) € X x Z| z € T(x)}

T=(W):= {z € X| T(x) N W # 0}, pentru W € P(Z)

TT(W) :={x € DomT| T(x) C W}, pentru W € P(Z)

12



Sirul aproximatiilor succesive corespunzator lui T ce porneste din

x € X este girul (x,)neny C X, definit de

xo =, sl Tne1 € T(xy), pentru n € N.

Daca T : X — P(X) este un operator multivoc atunci pentru x € X avem

iteratele operatorului T:

Tx) =2, TYz) = T(x),--- , T (z) = T(T"(x)).

De asemenea, un element 2 € X se numeste punct fix (respectiv punct fix strict)
pentru 1" daca

xz € T(x) (respectiv {z} = T'(z)).

Notam cu Fiz(T) ( respectiv cu SFix(T) ) multimea punctelor fixe (respectiv

ale punctelor fixe stricte) ale operatorului multivoc T, i. e.
Fix(T) := {z € X|z € T(x)} multimea punctelor fixe a lui T

SFiz(T) :={x € X|{z} = T'(z) }multimea punctelor fixe stricte a lui 7"

Daca X, Y sunt doua multimi nevide, atunci notam
MY(X,Y):={T |T:X —P(Y)}si

M%(Y) := M°(Y,Y).

13



Capitolul 1

Preliminarii

Vom aminti in acest capitol unele notiuni si rezultate de baza necesare in
prezentarea capitolelor urmatoare ale acestei teze de doctorat. In redactarea acestui
capitol am utilizat urméatoarele surse bibliografice: J.-P. Aubin, H. Frankowska [8],
K. Deimling [36], J. Dugundji, A. Granas [49], S. Hu, N. S. Papageorgiou [54], W.A.
Kirk, B. Sims [59], A. Petrusgel [90], I. A. Rus [125], [121].

1.1 Clase de operatori univoci.

1.2 Clase de operatori multivoci

14



Capitolul 2

Teoria teoremel metrice de

punct fix a lui Reich

Vom considera, In prima parte a acestui capitol, unele rezultate de baza din teoria
punctului fix pentru operatori univoci de tip Reich, rezultate relativ la care vom
prezenta o noua metoda de demonstrare, utilizand tehnica introdusa de R.S. Palais
pentru cazul contractiilor. In a doua parte a capitolului, vom prezenta rezultate care
se constituie intr-o teorie a teoremei metrice de punct fix pentru operatori multivoci

a lui Reich.

2.1 Aproximarea punctului fix pentru clase de

contractii generalizate

Intr-o lucrare recenta a lui R.S. Palais a fost data o altda demonstratie a principiului
de contractie a lui Banach. Rezultatul este insotit de o regula de oprire a girului
aproximatiilor succesive. Acesta demonstratie se bazeaza pe o forma a notiunii de

a-contractie a unui operator f: X — X si anume

d(z1,22) < T [d(z1, f(21)) + d(22, f(22))], oricare ar fi z1,22 € X.

15



Aproximarea punctului fix 16

Teorema 2.1.1 (Banach, Cacciopoli, R.S. Palais [82]) Fie (X,d) un spatiu metric
complet si operatorul f : X — X o a-contractie. Atunci operatorul f are un unic
punct fir x* € X gi pentru orice x din X, sirul aprozimatiilor succesive (f™(z))nen

converge catre x* cand n — +o0o. Mai mult, avem:
i) d(f"(x),z*) < %d(az, f(z)), pentru toti v € X;

i1) (R.S. Palais [82])(regula de oprire) pentru orice x € X i pentru orice € > 0

avem d(f™(x), z*) < €, pentru fiecare n > log(e)Hog(ljfg)(;l)og(d(x’f(m))).

In ceea ce urmeaza, prezentam extinderea acestui rezultat la cazul operatorilor
)
de tip Reich, precum si in cazul ¢-contractiilor. Rezultatele de mai jos au aparut in

lucrarea T.A. Lazar [67].

Definitia 2.1.1 Operatorul f : X — X se numeste operator de tip Ciri¢-Reich-

Rus sau (a, b, ¢)-contractie de tip Cirié-Reich-Rus, dacd Ja,b,c € Rty cua+b+e<1

A

a.t.

d(f(z1), f(22)) < ad(w1,22) + bd(w1, f(x1)) + cd(z2, f(22)), ¥V 21,22 € X.

Folosind conditia de tip Reich, obtinem inegalitatea centrala a acestui paragraf:

d(z1,72) < 1#[(1 F ) d(wn, fzn) + (14 Odas, F@))].  (213)

—a

Lema 2.1.1 (S. Reich [116], LA. Rus [121], L. Ciri¢ [30], T.A. Lazar [67]) Fie
(X, d) un spatiu metric gi f : X — X un op. de tip Reich. Atunci sirul iteratelor

succesive (f"(x))nen este un sir Cauchy, Vr € X.

Lema 2.1.2 (S. Reich [116], I.A. Rus [121], L. Ciri¢ [30], T.A. Lazir [67]) Fie
(X, d) un spatiuv metric i f : X — X un op. de tip Reich. Atuncicard(Fiz(f)) < 1.

De fapt, mai general avem urmatorul rezultat abstract.

Fie (X, d) un spatiu metric si f : X — X. Atunci f se numeste operator Picard

daca Fix(f) = {x*} sisirul (f"(x))nen al aproximatiilor succesive pentru f pornind
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din orice element © € X este convergent la x*. Mai mult, f se numegte operator

c-Picard daca ¢ > 0, f este un operator Picard si are loc relatia

d(z,z*) < ¢ d(z, f(z)), oricare ar fi x € X.

Lema 2.1.3 (T.A. Lazar [67]) Fie (X,d) un spatiu metric si f : X — X un oper-
ator c-Picard. Atunci d(x1,x2) < c[d(z1, f(z1)) + d(z2, f(22))], V1,22 € X.

Folosind rezultatele anterioare avem:

Teorema 2.1.2 (S. Reich [116], I.A. Rus [121], L. Ciri¢ [30], T.A. Lazir [67])
Daca (X,d) este un spatiu metric complet i f : X — X un op. de tip Reich, atunci
operatorul f are un punct fix unic x* € X si Vo € X, sirul aprorimatitlor succesive

(f™(x))nen converge catre x*. Mai mult, avem ca:
i) d(f"(z),2%) < {Fga"d(z, f(x)), Vo € X.

i1) (regula de oprire) Vo € X si fiecare € > 0, obtinem ca d(f™(z),x*) < e,

loge +log(1 — a) — log(1 +b) — logd(z, f(x))

. .
pentru orice n > log(a + b) — log(1 — ¢)

+ 1.

Consideram in continuare cazul (-contractiilor pentru care s-au obtinut o serie

de rezultate.
In acest sens amintim cateva notiuni:
Definitia 2.1.2 Fuctia ¢ : Ry — R4 se numeste functie de comparatie daca o este

crescatoare gi pentru t > 0, " (t) — 0 cand n — oo . In consecinta, pentru orice

t >0 avem ca ¢(0) =0 si p(t) < t.

Exemplul 2.1.1 Un exemplu de functie de comparatie este (t) = at
(cua€[0,1] ), p(t) = l%rt st (t) =log(1+1t), pentru t € R.

Definitia 2.1.3 Fie (X,d) un spativ metric. Atunci, f : X — X se numeste p-

contractie, dacd ¢ este functie de comparatie si

d(f(xl)’f(:E?)) < (p(d(xhx?))vv x1, 22 € X.
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pentru care se obtine relatia:

Ao, 22) < 9 (A, f@) + d(z, f2)) (215)
unde ¢ : Ry — Ry, ¥(t) :=t — ¢(t) este o functie strict crescatoare si surjectiva.

Folosind acesta relatie putem demonstra urmatoarele leme:

Lema 2.1.4 (J. Matkowski [72], . A. Rus [124], T.A. Lazar [67]) Fie (X,d) un
spatiu metric si fie f : X — X o p-contractie. Atunci, card(Fixz(f)) < 1.

Lema 2.1.5 (J. Matkowski [72], 1. A. Rus [124], T.A. Lazar [67]) Fie (X,d) un
spativ metric gi fie f : X — X o @-contractie. Presupunem cd ¢ : Ry — Ry,
Y(t) = t — p(t) este un operator continuu, strict crescator gi surjectiv. Atunci

YV x € X, sirul aprozimatiilor succesive (f™(x))nen este un sir Cauchy.

Rezultatul de baza privind cazul p-contractiilor este urmatoarea teorema (a se
vedea pentru rezultate de acest fel i lucrarile: J. Matkowski [72], I.A. Rus [124] si
J. Jachymski, I. Jézwik [58]).

Teorema 2.1.3 (J. Matkowski [72], I.A. Rus [124], T.A. Lazar [67]) Fie (X,d) un
spativ metric complet, f : X — X o @p-contractie si daca functia ¥ : Ry — R4,
Y(t) =t —@(t) este continua, strict crescatoare §i surjectivd, atunci f are un punct
fix unic x* € X i pentru ¥ x € X sirul (f"(x))nen converge catre x*. Mai mult,

avem cd

d(f™(z),z*) <" (d(z, f(x)))), pentru fiecare x € X.

cu Regula de oprire: Pentru z € X luat arbitrar, consideram n € N* ce

satisface relatia @™ (d(z, f(x))) < ¥ (€). Atunci, Ve > 0 avem ca d(f"(z),x*) < e.
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2.2 Teoria teoremei de punct fix a lui Reich

Pentru inceput reamintim conceptul de operator Picard multivoc dat de A.

Petrusel si I.A. Rus in [94].

Definitia 2.2.1 (A. Petrusel, I.A. Rus in [94]) Fie (X,d) un spatiu metric si T :
X — P(X). Spunem ca T se numeste operator Picard multivoc(operator

PM) daca:
(i) SFiz(T) = Fiz(T) = {z*}

(ii) T"(x) il {z*}, candn — o0, V z € X.

Conditii suficiente pentru ca un operator T : X — Py(X)sau T : X — P, 4(X)

sa fie un operator PM sunt date in lucrarea A. Petrusel, I.A. Rus [94].

Sa introducem 1n cele ce urmeaza, cateva noi clase abstracte de operatori mul-
tivoci, pentru care vom prezenta mai apoi cateva exemplificari. Notiunile si rezul-
tatele de mai jos au aparut in lucrarea A. Petrusel, T.A. Lazar [99] si in lucrarea

T.A. Lazar, G. Petrusel [68]

Definitia 2.2.2 (A. Petrusel, T.A. Lazar [99]) Fie (X,d) un spatiu metric gi un
operator T : X — P(X). Spunem ca operatorul T satisface proprietatea (PM2)

daca:
(i) SFix(T) = Fix(T) = {z*}

(i) pentru¥Y x € X siV y € T(x) , I(xn)nen al aprozimatiilor succesive ale lui

. . . d . .
T ce porneste din xg =z i x1 ==y a.t. x, — x*, cand n — 0.

Definitia 2.2.3 (A. Petrusel, T.A. Lazar [99]) Fie (X,d) un spativ metric gi un
operator T : X — P(X). Prin definitie, T satisface proprietatea (PM3) daca

exista * € Fiz(T) a.i. T"(z) i {z*}, cand n — o0, V z € X.

Definitia 2.2.4 (A. Petrusel, T.A. Lazar in [99]) Fie (X, d) un spatiu metric si un
operator T : X — P(X). Prin definitie, T satisface proprietatea (PM4) dacd

Ja* € Fix(T) st 3 x0 € X a.i. T"(xo) H {z*}, cand n — oo.
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Definitia 2.2.5 (A. Petrusel, T.A. Lazar [99]) Fie (X,d) un spatiu metric gi un
operator T : X — P(X). Prin definitie, T satisface proprietatea (PMS5) daca
Jd 2* € Fiz(T) a.i. pentru fiecare v € X si fiecare y € T(x) 3 (zp)nen, sirul

o ‘ . . . . d
aproximatiilor succesive a lui T, care porneste din rg :=x gi 1 =y a.i. x, — =¥,

cand n — 00.

O alta notiune in stransa legatura cu cele enuntate mai sus, este cea de operator

slab Picard, data de I.A. Rus, A. Petrusel si A. Sintdmarian in [132].

Definitia 2.2.6 (I.A. Rus-A. Petrusel-A. Sintamarian [132]) Fie (X, d) un spatiu
metric. Atunci T : X — P(X) se numeste operator multivoc slab Picard

(operator MWP ) daca pentru Ve € X giVy € T'(x) 3 sirul (xy)nen din X a.i.:
i)xo=x, T =y;
i) Tp1 € T(xy), Vn € N;

i11) sirul (xn)neneste convergent si limita lui este un punct fix al lui T

Definitia 2.2.7 Fie (X,d) un spatiu metric i T : X — P(X) un operator
MWP. Atunci definim operatorul multivoc T : GrafT — P(Fix(T)) prin for-
mula T (z,y) = { z € Fiz(T) | ca sir al aprozimatiilor succesive ale lui T', care

pornesc din punctul (x,y) si converg cdtre z }.

Definitia 2.2.8 Fie (X,d) un spatiu metric i T : X — P(X) un operator MWP.
Atunci spunem ca T este un operator multivoc c-slab Picard (pe scurt operator c-
MWP ) daca $i numai daca exista selectia t*° sau T a.i. d(x,t>®(x,y)) < cd(z,y),
YV (z,y) € GrafT.

In lucrarea [91] sunt prezentate si alte rezultate asupra operatorilor multivoci

slab Picard.

Pornind de la aceste concepte, avem urmatoarele rezultate pentru cazul operato-

rilor multivoci de tip Reich.
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Amintim o teorema de punct fix pentru operatori univoci de tip Ciri¢-Reich-

Rus, pe care o utilizam in demonstratia rezultatului principal al sectiunii.

Teorema 2.2.1 (S. Reich [116], I.A. Rus [121], L. Ciri¢ [30]) Fie (X, d) un spatiu
metric complet gi f : X — X o (a,b, c)-contractie de tip Reich, adica 3 a,b,c € Ry

cua+b+ec<l1 a.i.

d(f(z), f(y)) < ad(z,y) + bd(z, f(x)) + cd(y, f(y)), Yo,y € X.
Atunci f este un operator Picard, adicd avem:
(i) Fiz(f) ={z"};
(ii)V z € X sirul (f7(2))nen converge la o* in spatiul (X, d).

Rezultatul principal cu privire la teoria punctului fix pentru operatori de tip

Reich este urmatoarea teorema.

Teorema 2.2.2 (S. Reich [115], T.A. Lazar, G. Petrusel [68]) Fie (X,d) un spatiu
metric complet i T : X — Py(X) o (a,b, ¢)-contractie multivoca de tip Reich, adica

Ja,b,ceRy cua+b+c<1 ai

Hd(T(x)? T(y)) < ad(x, y) + de(a:,T(x)) + CDd(y? T(y)),V:U,y € X.

Notam o = ‘f—fg. Atunci avem:
(i) Fia(T) # 0;

(ii) T este un operator multivoc —-slab Picard;

(i1i) Fie S : X — Py(X) o (a,b,c)-contractie multivoca de tip Reich sin > 0
a.i. Hy(S(x),T(z)) <n, Vx € X. Atunci

n
1—a’

Hy(Fiz(S), Fiz(T)) <

(iv) Fie T, : X — Py(X), n € N un gir de (a,b, c)-contractii multivoce de tip
Reich, a.i. T,(x) By T(x) prin convergentd uniformd in raport cu x, cind n —

+oo, Vo € X. Atunci, Fiz(T),) il Fix(T) cand n — +oo.
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Daca in plus T(z) € Pp(X), ¥V o € X, atunct au loc si urmdtoarele:

(v) (stabilitatea Ulam-Hyers a incluziunii x € T'(z)) Fiee > 0 six € X
a.i. Dg(x,T(z)) <e. Atunci 3 z* € Fiz(T) a.i. d(z,z*) < =

17a;

(vi) T : (Pep(X), Hy) — (Pop(X), Hg), T(YV):= | T(z) este o (a,b,c)-
€Y

contractie de tip Reich si atunci Fixz(T) = {A%};
(vii) T™(z) il A} candn — 400, Vo € X;
(viii) Fix(T) C A% si Fiz(T) este compactd;

(iz) Ay = | ) T"(x), V z € Fix(T).
neN*

Un al doilea rezultat pentru (a,b,c)-contractii multivoce de tip Reich este

urmatoarea teorema, obtinuta in cazul SFiz(T) # (:

Teorema 2.2.3 (T.A. Lazar, G. Petrusel [68]) Fie (X, d) un spatiu metric complet
siT: X — Py(X) o (a,b,c)-contractie multivocd de tip Reich cu SFix(T) # 0.

Atunci au loc urmadatoarele relatii:
(z) Fiz(T) = SFix(T) = {z*};

(zi) (Problema de punct fix este bine pusa in raport cu D;) Dacd

(Zn)nen C X a.7. Dg(xyn, T(zy)) — 0 cand n — oo, atunci x, L 2* cindn — 00;

(zii) (Problema de punct fix este bine pusa in raport cu Hy) Dacd

(Tn)nen C X a.i. Hy(xn, T(zy)) — 0 cand n — oo, atunci x, L 2* cdnd n — .

Tot un rezultat pentru operatori multivoci de tip Reich este si urmatoarea teo-

rema:

Teorema 2.2.4 (T.A. Lazar, G. Petrusel [68]) Fie (X, d) un spatiu metric complet
siT : X — Pyp(X) o (a,b, c)-contractie multivoca de tip Reich a.i. T(Fix(T)) =
Fiz(T). Atunci au loc:

(xiii) T™(x) i Fix(T) cand n — +oo, ¥V z € X;
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(ziv) T(x) = Fiz(T), oricare ar fi x € Fix(T);

(zv) Dacd (xn)nen C X este un gir a.i. , 4 e Fix(T) cand n — oo i T

. . H, . N
este un operator Hg-continuu, atunci T(x,) =5 Fiz(T) cind n — +oo.
In cazul spatiilor metrice compacte, avem urmatorul rezultat:

Teorema 2.2.5 (T.A. Lazar, G. Petrusel [68]) Fie (X,d) un spatiu metric compact

siT: X — Py(X) o (a,b,c)-contractie multivoca de tip Reich, Hy-continua. Atunci

(xvi) Daca (xy)nen este un sir din X a.i. Dg(xn, T(x,)) — 0 cand n — oo,
atunci existd un subgir (Tn,)ien al sirului (Ty)neN, Tn, Lo e Fix(T) cand i — oo

(Problema de punct fix este bine pusa in raport cu D, in sens generalizat ).

Observatia 2.2.1 Rezultatele anterioare conduc, pentru cazul particular
b=c=0, la teoreme demonstrate in articolele: A. Petrugel, I.A. Rus [100] si A.
Petrusel, T.A. Lazar [99]

Observatia 2.2.2 In obtinerea acestor rezultatele au mai fost studiate si
urmatoarele lucrari: Ayerbe-Benavides-Acedo [10], M.F. Barnsley [11], [12], K. Bor-
der [18], Chang-Yen [25], Y.-Q. Chen [26], Espinola-Petrugel [38], Fraser-Nadler
gr. [40], M. Fréchet [}1], Glavan-Gutu [46], Gobel-Kirk [/7], Lasota-Myjak [60],
Latif-Beg [61], J.T. Markin [71], Mot-A.Petrusel-G.Petrugel [75], Petrusel-Rus [92],
LA. Rus [123], J.Saint-Raymond [135], N.S. Papageorgiou [83], L. Pasicki [84], A.
Muntean [76], A. Sintamarian [138], Taradaf-Yuan [140], H-K. Xu [145], Yamaguti-
Hata-Kigani [146].



Capitolul 3

Teoreme de punct fix pentru
operatori ce nu invariaza

domeniul de definitie si aplicatii

Scopul acestui capitol este de a dezvolta teoria punctului fix pentru contractii gen-
eralizate univoce si multivoce, definite pe bile din spatii metrice, si care in general
nu invariaza domeniul de definitie. Astfel, in acest capitol sunt prezentate teoreme
de dependenta de date, teoreme de invarianta a domeniului si noi principii ale op-
eratorilor deschigi. Acestea au fost publicate in lucrarea [65], i.e., T.A. Lazar, A.
Petrusel, N. Shahzad: Fixed points for non-self operators and domain invariance

theorems, Nonlinear Analysis 70 (2009) 117-125.
3.1 Teoreme de punct fix pentru operatori univoci ce
nu invariaza domeniul de definitie si aplicatii

Urmatorul rezultat local de punct fix se obtine ca si consecinta a principiului de

punct fix a lui Banach-Caccioppoli.

Teorema 3.1.1 (Granas-Dugundji [49], pp. 11) Fie (X,d) un spatiu metric com-

24
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plet, zg € X sir > 0. Daca f : B(zo;r) — X este a-contractie si d(xo, f(xg)) <

(1 —a)r, atunci functia f are un punct fix unic.

De remarcat este ci dacd f : B(wo;7) — X este o a-contractie, a.i. d(zq, f(z)) <
(1 — a)r, atunci B(zo;7r) € I(f) i rezultd din nou concluzia ci f are un punct fix

unic In bila inchisa B(zq; 7).

Definitia 3.1.1 Fie E un spatiu Banach si Y C E. Fiind dat un operator f : Y —
E, operatorul g : Y — E definit prin relatia g(z) := x — f(x) se numeste camp

asociat cu functia f.

Definitia 3.1.2 Un operator f : Y — E se numeste deschis, dacd pentru orice

submultime U a lui' Y, multimea f(U) este de asemenea deschisd in E.

Ca o consecinta a teoremei anterioare, avem principiul de invarianta a domeniului

de definitie pentru campuri de tip contractii.

Teorema 3.1.2 (vezi Granas-Dugundji [49], pp. 11) Fie E un spatiu Banach si
Y o submultime deschisa a lui E. Consideram f : U — E o a-contractie. Fie

g:U— FE, g(x) :=x— f(x), campul asociat. Atunci:
(a) g: U — E este un operator deschis;

(b) g:U — g(U) este omeomorfism. In particular, dacd f : E — E, atunci

campul asociat g este un omeomorfism de la mulfimea E la ea insasi.

In ceea ce urmeaza vom prezenta generalizari ale rezultatelor anterioare pentru

diverse clase de contractii generalizate.

Urmatorul rezultat este cunoscut in literatura ca teorema lui J. Matkowski gi 1. A.

Rus.

Teorema 3.1.3 (J. Matkowski [72], I. A. Rus [124]) Fie (X,d) un spatiu metric

complet si f : X — X o p-contractie.
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Atunci

Fix(f) ={z*} si f"(x0) — 2" cand n — oo,V x¢ € X.

Folosind conceptul de ¢-contractie definita pe bila deschisa, vom obtine mai
intdi o teorema de punct fix pentru un astfel de operator. De asemenea, ca o
consecinta a acestui rezultat, vom obtine o teorema de invarianta a caAmpurilor -

contractive. Pentru unele rezultate similare a se vedea Agarwal-O’Regan-Shahzad

2].

Teorema 3.1.4 (T.A. Lazar, A. Petrusel si N. Shazhad [65]) Fie (X,d) un spatiu
metric complet, cu xg € X sir > 0. Fie f : g(aco;r) — X o p-contractie a.i.

d(xo, f(x0)) < r — @(r). Atunci

Fix(f) N B(xo;r) = {z*}.

Teorema 3.1.5 (T.A. Lazar, A. Petrusel si N. Shazhad [65]) Fie E un spatiu Ba-
nach i U € Pyy(E). Presupunem cad f : U — E este ¢-contractie.  Fieg:U — E
o aplicatie asociata lui f.

Atunci:
(a) g: U — E este un operator deschis;

(b) g : U — g(U) este omeomorfism. In particular, dacd f : E — E, atunci

asociata g este un omeomorfism de la spatiul E la el insugi.

Observatia 3.1.1 (T.A. Lazar, A. Petrugel si N. Shazhad [65])

a) Daca luam ¢(t) = at, pentru ¥V t € Ry (unde a € [0,1]) atunci teorema

anterioara devine Teorema 3.1.2.

t

Alte exemple ce pot fi luate in calcul ar fi daca vom considera: p(t) = T

sau

o(t)=In(1+1t), cut e Ry.

b) Teorema 3.1.5 este o extindere a T.2.1 a lui Dugundji-Granas din lucrarea

[87], unde in plus s-a impus continuitatea aplicatiei p.
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¢) Teorema 3.1.5 se poate compara cu T.10 a lui Jachymski-Jozwik din lucrarea
[58], unde spatiul E nu e nevoie sa fie complet, multimea U nu e nevoie sd fie

deschisa, insa functia ¥ (t) ==t — @(t), t € Ry este crescatoare.

Prezentam acum cateva rezultate de dependenta continua de date pentru -
contractii ce nu invariaza domeniul de definitie. Rezultatele prezentate mai jos sunt
exemplificari ale unor rezultate mai generale (dar aparute ulterior) in A. Chis-Novac,

R. Precup, I.A. Rus [29].

Teorema 3.1.6 (T.A. Lazar, A. Petrusel si N. Shazhad [65]) Fie (X,d) un spatiu
metric complet, cu xg € X sir > 0. Fie o : Ry — Ry a.i. functia ¥ : Ry —
Ry definita prin ¢(t) = t — p(t), este strict crescatoare si surjectiva. Fie f,g :

B(zo;r) — X. Presupunem ca:

i) d(zo, f(x0)) <71 —(r);

i1) operatorul f este p-contractie (93}2 reprezentand unicul punct fix, conform

T.3.1.4);
i) exista z; € Fix(g);
i) d(f(x),9(x)) <0,V @ € Bwo;r).

Atunci avem d(z}, xj) < »=1(n). Mai mult =1(n) — 0 cand n — 0.

Observatia 3.1.2 (T.A. Lazdr, A. Petrusel si N. Shazhad [65]) In particular, dacd
p este o functie de comparatie continud §i . liin Y (t) = 400, atunci ) este o bijectie
— 100

de la Ry la R,

Teorema 3.1.7 (T.A. Lazar, A. Petrusel i N. Shazhad [65]) Fie (X,d) un spatiu

metric complet, xg € X sir > 0. Fie ¢ : Ry — Ry a.i. functia ¥ : Ry — Ry,

definita prin (t) =t — p(t), este crescatoare. Fie functiile f, f, : B(zo;r) — X,

n €N a.i. (fn)nen converge uniform catre f, cand n — +o00.

Presupunem ca:

i) d(zo, f(xo)) <1 —(r);
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ii) [ este p-contractie;
iii) Fix(fn) #0 ,VneN.

Atunci, pentru z, € Fiz(f,), n € N avem z, — z*, cand n — +oo (unde

{z*} = B(zo;7) N Fiz(f)).

In cele ce urmeazd am luat in calcul operatori de tip Caristi. Rezultatul obtinut
porneste de la o versiune a teoremei lui Caristi, data de Bollenbacher gi Hicks in

19].

Teorema 3.1.8 (T.A. Lazar, A. Petrusel si N. Shazhad [65]) Fie (X,d) un spatiu
metric complet, cu xg € X sir > 0. Fie o : X — Ry o functionald, a.i. p(z9) <.
Consider f : B(xzg;r) — X a.i. d(z, f(z)) < p(x)—¢(f(x)),V z € B(xo;r)NO¢(x0).
Daca f este un operator cu grafic inchis, sau functia x — d(z, f(x)), x € B(xo;T)

este s.c.i., atunci Fiz(f) # 0.

Corolar 3.1.1 (T.A. Lazar, A. Petrusel si N. Shazhad [65]) Fie (X,d) un spatiu
metric complet, cu f: X — X, z9 € X sir > 0. Presupunem ca 3 a €)0,1] a.i.
A(f(z), (@) < a-d(, f(2)), Ve € Blao;r) N Op(ao) si d(o, f(zo)) < (1 — a)r.

Daca Graff este o multime inchisa in X x X sau functia © — d(z, f(x)),

x € B(zo;r) este s.c.i., atunci Fix(f) # 0.

O alta consecinta a teoremei lui Caristi pentru operatori definiti pe bila este

rezultatul ce urmeaza.

Teorema 3.1.9 (T.A. Lazar, A. Petrusel si N. Shazhad [65]) Fie (X,d) un spatiu
metric complet si f : X — X wun operator cu orbita marginita. Presupunem ca
Ja € [0,1] a.i. diamOys(f(x)) < a - diamOyf(x),Yx € X. Daca Graff este o

multime inchisa in X x X, sau functia x — diamOy(x) este s.c.i., atunci avem cd

Fix(f) # 0.

Un nou rezultat local este urmatoarea teoremas:
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Teorema 3.1.10 (T.A. Lazdir, A. Petrusel si N. Shazhad [65]) Fie (X,d) un spatiu
metric complet, cu xg € X sir > 0. Fie f : X — X un operator cu orbita
marginita. Presupunem cd 3 a € [0,1] a.i. diamOy(f(x)) < a - diamOy¢(x), Vo €
B(xo;r) N Oy(x0) i diamOy(xg) < (1 —a)r. Dacd Graff este o multime inchisa

in X x X, sau functia x — diamO¢(x), © € B(xo;r) este s.c.i., atunci Fiz(f) # 0.
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3.2 Teoreme de punct fix pentru operatori multivoci ce

nu invariaza domeniul de definitie si aplicatii

Rezultatul ce urmeaza a fost demonstrat de catre M. Frigon si A. Granas in lucrarea

[44] (precum si in [7]).

Teorema 3.2.1 (Frigon-Granas [{4]) Fie (X,d) un spatiu metric complet, xo € X
sir > 0. Fie F: B(xo;r) — Py(X) o a-contractie multivocd ce satisface relatia

Dgy(xo, F(x0)) < (1 —a)r. Atunci Fix(F) # 0.

Observatia 3.2.1 Daca in T. precedentd se inlocuieste conditia Dg(zo, F(x0)) <
(1—a)r cu una mai restrictiva: 6(zo, F'(zo)) < (1—a)r, atunci obfinem ca operatorul
F invariazd bila inchisi B (xo; 8) si existenta punctului fix rezulta direct din teorema

Covitz-Nadler [34].

Fie X un spatiu Banach, U € P,,(X) si F': U — P(X) un operator multivoc.
Atunci notam cu G campul multivoc asociat cu F, adica G : U — P(X), dat prin

relatia G(z) = x — F(z).

Un principiu pentru operatori deschisi dat in cazul a-contractiilor multivoce este

urmatoarea teoremé (a se vedea in lucrarea [7]):

Teorema 3.2.2 (Andres-Gorniewicz [7]) Fie X un spatiu Banach, xy € X i
r > 0. Fie F: B(zg,r) = Ppa(X) o a-contractie multivoca, G : B(xzg,r) —
Py (X)) campul multivoc asociat cu F.

Atunci G(B(zo,r)) este o submultime deschisd a lui X .

Scopul acestui paragraf este de a generaliza teoremele T.3.2.1 i T.3.2.2 pentru

cazul unor contractii multivoce generalizate.

Rezultatul urmator este cunoscut in literatura ca teorema lui Wegrzyk’s (

[144]).
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Teorema 3.2.3 Fie (X,d) un spaliu metric complet si F : X — Py(X) o ¢-
contractie multivoca, unde ¢ : Ry — R este o functie de comparatie stricta. Atunci
Fix(F) # 0 iV 29 € X exista un gir al aproximatiilor succesive al lui F' ce porneste

din punctul xg $i care converge cdtre un punct fix al operatorului multivoc F'.

Un rezultat local pentru (-contractii s-a obtinut prin teorema urmatoare:

Teorema 3.2.4 (T.A. Lazar, A. Petrusel si N. Shazhad in [65]) Fie (X, d) un spatiu

metric complet, xg € X sir > 0. Fie p: Ry — Ry o functie de comparatie stricta

a.i. functia ¥ : Ry — Ry, ¥(t) := t — o(t) este strict crescatoare, continud in

T g igpn(w(s)) < @(s), ¥ s €]0,r[. Fie F : B(zo;r) — Py(X) o p-contractie
n=1

multivocd a.i. D(xo, F(x0)) <1 — @(r). Atunci Fiz(F) # 0.
Un rezultat similar este si urmatoarea teorema.

Teorema 3.2.5 (T.A. Lazar, A. Petrusel si N. Shazhad [65]) Fie (X,d) un spatiu
metric complet, xg € X gir > 0. Fie F' : é(.%’g;?") — P (X) o p-contractie multivoca

a.i. 0(xo, F (o)) < r—(r). Atunci Fix(F) N B(xo;r) # 0.

Un rezultat auxiliar este:

Lema 3.2.1 (T.A. Lazar, A. Petrusel si N. Shazhad [65]) Fie X spatiu normat.
Atunci pt. ¥V x,y € X iV A € Py(X) avem relatia: D(z,A+y) = D(y,z — A).

Folosind T.3.2.4 putem demonstra urmatorul rezultat asupra operatorilor multi-

voci deschisi.

Teorema 3.2.6 (T.A. Lazar, A. Petrusel si N. Shazhad [65]) Fie X un spativ Ba-
nach si U € P,,(X). Fie ¢ : Ry — Ry o funclie de comparatie strictd a.i. functia

YRy — Ry, ¥(t) :=1t — p(t) este strict crescatoare si continuud pe Ry .
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(o]
Presupunem ca Irg > 0 a.i. ng”(w(s)) < p(s), Vs €]0,r¢[. Fie F:U —
n=1
P (X) p-contractie multivocd.

Atunci, campul multivoc G asociat lui F' este deschis.

Luand in considerare faptul ca o ¢-contractie multivoca este s.c.i. si deoarece

imaginea unei multimi conexe este conexa, avem urmatorul corolar:

Corolar 3.2.1 (T.A. Lazar, A. Petrusel si N. Shazhad [65]) Fie X un spatiuv Ba-

nach si un domeniu U € P(X) (adica o submulfime deschisa si conexd a lui X ).

Fie ¢ : Ry — Ry o functie de comparatie stricta a.i. functia ¢ @ Ry — Ry,

W(t) :=1t — p(t) este strict crescatoare si continud pe Ry. Presupunem cd 3 rg >0

a.i. i " (WY(s)) < @(s),Y s €]0,19[. Fie F: U — Py(X) o -contractie multivocd.
n=1

Fie G un cdmp multivoc asociat cu F. Atunci G(U) este de asemenea un domeniu.

Folosind acelagi principiu de demonstratie si teorema lui Wegrzyk’s, obtinem

rezultatul urmator (vezi [122]):

Corolar 3.2.2 (T.A. Lazar, A. Petrusel si N. Shazhad [65]) Fie X un spatiuv Ba-
nach si ¢ : Ry — Ry o functie de comparatie stricta. Fie F : X — Py(X) o
p-contractie multivoca. Atunci, campul multivoc G asociat aplicatiei F' este surjec-

tiv.

In cele ce urmeaza vom lua in considerare cazul operatorilor multivoci de tip

Meir-Keeler.

Teorema 3.2.7 (T.A. Lazar, A. Petrusel i N. Shazhad [65]) Fie (X,d) un spatiu
metic, o € X sir > 0. Fie F': X — Py (X) un operator multivoc de tip Meir-
Keeler. Presupunem ca §(xo, F'(xo)) < n(r) unde cu n(r) s-a notat numarul pozitiv
corespunzator lui r > 0 dat in Def.1.2.8 punctul 9). Atunci:

(i) B(xo,r +n(r)) € I(F);

(ii) Dacd (X,d) este complet, atunci 3 z* € Fiz(F) N B(zo,r + n(r)).
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Observatia 3.2.2 (T.A. Lazar, A. Petrusel si N. Shazhad [65]) Daca op. F, din

teorema anterioard, este univoc, atunci se obtine un rezultat dat de Park si Kim in

/85].

Vom stabili un rezultat de punct fix pentru operatori multivoci de tip Caristi

definiti pe o bila.

Teorema 3.2.8 (T.A. Lazar, A. Petrusel si N. Shazhad [65]) Fie (X,d) un spatiu
metric complet, xo € X sir > 0. Fie ¢ : X — Ry o functie a.i. o(zg) < r.
Consideram F : B(zg;r) — Py(X) a.i. ¥V o € B(zo;r) , 3y € F(x) a.i. d(z,y) <
o(x) —¢(y). Dacd GrafF este o submulfime inchisd in X x X, atunci Fix(F) # 0.

Observatia 3.2.3 Rezultate din acest capitol completeaza si generalizeaza unele teo-
reme din lucrarile J. Andres-L. Gorniewicz [7], J.P. Aubin-J. Siegel [9], M. Frigon-
A. Granas [{4], M. Maciejewski [70], A. Petrusel [89], [88], [93], I.A. Rus [119)].



Capitolul 4

Teoreme de punct fix pe
multimi inzestrate cu doua

metrici

Scopul acestui capitol este de a prezenta o teorie a punctului fix pentru operatori

univoci si multivoci definiti pe spatii inzestrate cu doua metrici.

4.1 Teoreme de punct fix pentru operatori univoci

incepem acest paragraf prin prezentarea notiunii de problema de punct fix bine

pusa pentru operatori univoci.

Definitia 4.1.1 (Reich-Zaslawski, I.A. Rus [127]) Fie (X, d) un spatiu metric, Y C
X gif:Y — X. Spunem cd problema de punct fix este bine pusa pentru f relativ la
d , daca Fix(f) = x* si oricare ar fi un $ir (Tn)neny din'Y a.i. d(xp, f(zn)) — 0

. C d 4 .
cand n — oo, rezulta ca sirul x, — x* cand n — oo.

Primul rezultat al acestui paragraf este o extensie a teoremei Matkowski-Rus

(3.1.3), extensie ce trateaza cazul in care multimea X este inzestrata cu doua metrici.

34
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Teorema 4.1.1 (T.A. Lazdir [63]) Fie X # 0 si d,d doud metrici definite pe X.
Presupunem ca:

i) (X,d) este un spatiu metric complet;

i) existd ¢ > 0 a.i. d(x,y) < cd'(x,y), oricare ar fix,y € X.

Fie f : X — X o p-contractie in raport cu d' gi presupunem ca f : (X,d) —

(X, d) este continud. Atunci
A) Fix(f) =A{="}.

B) Daca in plus, functia ¥ : Ry — Ry, (t) :=t — ¢(t) este continud, strict
crescdtoare gi surjectiva, atunci problema de punct fix pentru f este bine pusd in

raport cu metrica d'.

Un rezultat local de acest tip este:

Teorema 4.1.2 (T.A. Lazar [63]) Fie X # 0 si d,d doud metrici definite pe X.

Presupunem ca:
i) (X,d) este un spatiu metric complet,
ii) 3¢ > 0 a.i. d(z,y) < cd'(z,y), Vx,y € X.

Fiexge X;r>04i f: Bg, (xo;7) — X 0 @-contractie in raport cu metrica d'.

Presupunem ca d' (xq, f(x9)) < r—(r) si f: (X,d) — (X,d) este continua. Atunci:
A) Fia(f) 0 B (ao,r) = {a°).

B) Daca in plus, functia ¥ : Ry — Ry, ¥(t) :=t — p(t) este continud, strict
crescatoare si surjectiva atunci problema de punct fizx pentru f este bine pusd in

raport cu metrica d'.

In continuare vom lua in considerare cazul operatorilor de tip Caristi.

Teorema 4.1.3 (T.A. Lazar [63]) Fie X # (0 si d,d" doud metrici definite pe X.

Presupunem ca:



Teoreme de punct fix pentru operatori univoci 36

i) (X,d) este un spatiu metric complet;
i) 3¢ > 0 a.i. d(z,y) < cd'(z,y) ,V z,y € X.

Fie zg € X,r > 0 si ¢ : X — Ry o functie a.i. p(xg) < r. Consideram
f o B(zosr) — X aid. d(z, f(2)) < p(x) — o(f(z)), VYV € B4(zg;r). Dacd
Graff este o multime inchisa in X X X in raport cu metrica d sau dacd funciia

z+— d(z, f(x)), © € B (z0;7) este s.c.i., atunci Fiz(f) # 0.

Urmatoarele trei rezultate sunt aplicatii ale teoremei locale de tip Caristi demon-

strata mal sus.

Teorema 4.1.4 (T.A. Lazar [63]) Fie X # (0 si d,d" doud metrici definite pe X.

Presupunem ca:
i) (X,d) este un spativ metric complet;
i) e>0 ai dz,y) <cd(z,y),Vz,yeX;
Fie f: X — X, un operator i fie xo € X. Presupunem ca 3 a €]0,1[ a.i.:
o) d(f(2), f*(2) < a-d(z, f(2)),Y © € By (z0;7)
b) d'(xo, f(w0)) < (1 —a)r.

Daca Graff este o multime inchisa in X x X in raport cu metrica d sau dacd

functia © — d(z, f(z)), x € B&(zo;7) este s.c.i., atunci Fiz(f) # 0.

O alta consecinta a teoremei Caristi pentru operatorii definiti pe o bila va fi

studiata in cele ce urmeaza.

Teorema 4.1.5 (T.A. Lazar [63]) Fie X # (0 si d,d" doua metrici definite pe X.

Presupunem ca:
i) (X,d) este un spatiu metric complet;

i) 3 e>0 a.i dz,y) <cd(r,y),Vz,yeX.
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Fie f : X — X un operator cu orbitele mdrginite. Presupunem ca 3 a € [0,1]
a.i. diamO?/(f(x)) <a- diamO?/(x), Ve € X. Daca Graff este o mulfime inchisa
in X x X in raport cu metrica d sau dacd functionala x +— diamO?(w) este s.c.i.,

atunci Fiz(f) # 0.
Urmatorul rezultat este de asemenea unul local:

Teorema 4.1.6 (T.A. Lazdir [63]) Fie X # 0 si d,d doud metrici definite pe X.

Presupunem ca:
i) (X,d) este un spatiu metric complet;
i) 3¢>0 a.i dz,y) <cd(x,y), Vo,y € X.

Fiexge X sir>0, f: X — X un operator cu orbitele marginite. Presupunem
ca 3 acl0,1] a.i. diamO?/(f(x)) <a- diamO?/(a:), .V x € BY(z0;7) N Of(x0) si
diamO?/(l‘o) < (1 —a)r. Daca Graff este o mulfime inchisa in X x X in raport
cu metrica d sau dacd functionala x — diamO?(z), x € B (zo;7) este s.c.i., atunci

Fiz(f) # 0.
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4.2 Teoreme de punct fix pentru operatori multivoci

4.2.1 Cazul operatorilor de tip p-contractie

Pornind de la cunoscutul rezultat al lui Wegrzyk ([144]), Teorema 3.2.3, s-a

obtinut urmatorul rezultat local, pe o multime inzestrata cu doua metrici.

Teorema 4.2.1 ( T.A. Lazar si V.L. Lazar [66]) Fie X # 0 si d,d" doua metrici

definite pe X. Fie xqg € X, si v > 0. Presupunem cd au loc urmatoarele conditii:
i) (X,d) este un spativ metric complet;
it) 3 e >0 ai dz,y) <cd(z,y),Vz,yeX;

iit) ¢ : Ry — Ry o functie de comparatie stricta a.i. functia ¢ : Ry —
[e.9]
Ry, (t) :=t—(t) este strict crescatoare gi continud cu g O"(P(r)) < ¢(r). Fie

n=0

F : Bd(w0;7) — Pu(X) o @-contractie multivocd a.i. Dg(zo, F(z0)) <1 — (7).

Presupunem cd operatorul F : BY(zo;7) — P((X,d)) are graficul o multime

inchisd in X x X. Atunci Fiz(F) # 0.

Ca si consecinta avem urmatorul rezultat pe o bila deschisa.

Teorema 4.2.2 ( T.A. Lazdr si V.L. Lazdr [66]) Fie X # 0 si d,d doud metrici
pe X, xg € X,r > 0. Presupunem ca:

i) (X, d) spatiu metric complet;

i) 3 e>0 ai dz,y) <cd(zy), Voe,y € X;

i) ¢ : Ry — Ry o functie de comparatie stricta a.i. functia ¥ : Ry —

Ry, ¢(t) :=1t — o(t) este strict crescatoare gi continud in r,
o0

cu Y @"(4(s)) < pls), Vs €)0,7]

Fie F : By (xzo;r) — Py(X) o @-contractie multivocd in raport cu metrica d' a.i.
Dy (zo, F(z0)) <1 — ().
Atunci Fix(F) # 0.
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Folosind acesta teorema, putem obtine un principiu pentru operatori deschisi

definiti pe spatii Banach.

Teorema 4.2.3 ( T.A. Lazir si V.L. Lazir [66]) Fie X un spatiu Banach, ||-||, ||-||
doud norme definite pe X. Notdim d,d metricile induse de normele ||-||,|-]|. Fie
U o multime deschisd in raport cu norma ||-||" si fie F : U — Py(X) un operator

multivoc. Presupunem ca:
i)3e>0 ai dz,y) <cd(z,y),Vz,yeX;

ii) F: U — Py(X) este o p-contractie multivoca in raport u norma ||-||, adica
avem

Hd/(F(wl),F(l'Q)) < (p(”.’L‘l — 1‘2“’),\7 xr1,T2 € U.

i) p : Ry — Ry este o functie de comparatie strictd, a.i. functia 1 : Ry —

Ry, 9(t) ==t — @(t) este strict crescatoare si continua pe Ry si exista ro > 0 a.i.

Y@M W(s) < p(s). Vs €0, 70].
n=1

Atunci, campul multivoc G : U — P(X), G(z) = xz — F(x) este un operator

deschis.

Vom stabili in cele ce urmeaza, un rezultat de punct fix pentru operatori multivoci

de tip Caristi, definiti pe o bila inzestrata cu doua metrici.

Teorema 4.2.4 ( T.A. Lazdr si V.L. Lazdr [66]) Fie X # 0 si d,d doud metrici

definite pe X, iar g € X gi r > 0. Presupunem ca
i) (X,d) este un spativ metric complet;
i) 3¢>0 ai dlzy) <cd(x,y),Vz,yeX;

Fie ¢ : X — Ry o functie ce satisface relatia ¢(xg) < r. Consideram F :
B (zg;r) — Py(X) un operator multivoc ce satisface conditia: ¥ x € B%(wo;7) |
Jy € F(z) a.i. d(z,y) < o(x) — oY)

Daca GrafF este o multime tnchisa in X X X in raport cu metrica d, atunci



Teoreme de punct fix pentru operatori multivoci 40
4.2.2 Cazul operatorilor de tip Ciri¢

Fie (X,d) un spatiu metric si 7' : X — P.(X) un operator multivoc. Pentru

x,y € X, vom nota

1
Mg (2,y) = max{d(z,y), Da(w, T(x)), Da(y, T(y)), 5 [Dalw, T(y)) + Daly, T'())]}
Urmitorul rezultat este o varianti usor modificatil a teoremei lui Ciri¢ [31].

Teorema 4.2.5 Fie (X, d) un spativ metric complet si T : X — P, (X) un operator

multivoc ce satisface urmatoarea conditie:
Jac0,1] a.i. Hy(T(z),T(y)) < - M (x,y),Vz,y € X.
Atunci Fix(T) # 0 si pentru¥V x € X iV y € T(z) existd un $ir (xp)nen a.i.:
(1) xo =z, 1 =y;
(2) xpi1 € T(xy), n €N;

(8) xpn v e T(z*), cand n — oo;

n

(4) d(@n, z*) < {22

—ap ~ Uwo,21), Vn €N (unde p €1, 11 arbitrar).

In legatura cu teorema de mai sus, primul rezultat al acestui paragraf este o

teorema de dependenta de date pentru operatori multivoci de tip Cirié.

Teorema 4.2.6 (T.A. Lazar, D. O’Regan si A. Petrusel [64]) Fie (X,d) un spatiu

metric complet si Ty, Ty : X — Py(X) doi operatori multivoci.  Presupunem ca:
7') = a; € [07 ]-[ a.i. Hd(ﬂ($)7ﬂ(y)) < Qg - MdTl(fE’y)aVl“vy € X: §Z (A4S {172}7
it) An >0 ai Hy(Ti(z),Ta(z)) <n, Vo e X.

In cele ce urmeazi, vom prezenta o versiune localda a teoremei lui Ciri¢ pe o
multime Inzestrata cu doua metrici. In acest sens vom aminti mai intai, pentru un

operator multivoc, conceptul de problema de punct fix bine pusa.
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Definitia 4.2.1 (I.A. Rus-A. Petrusel [96], [97]) Fie (X,d) un spatiu metric, Y C
X 51T :Y — Py(X) un operator multivoc. Spunem ca problema de punct fix este

bine pusa in sens generalizat

a) relativ la Dy: daca Fix(T) # 0 si oricare ar fi un sir (zp)peny C Y a.i.

Dy(xn, T(zy)) — 0,n — 400, rezultd ca x, Lre Fix(T),n — 400

b) relativ la Hy: daca SFiz(T) # 0 si oricare ar fi un $ir (xp)neny C Y a.i.

Hy(xn, T(zy)) — 0,n — 400, rezultd ca x, = SFiz(T),n — 400

Teorema 4.2.7 (T.A. Lazdar, D. O’Regan si A. Petrusel [64]) Fie X # 0, xg € X
st r > 0. Presupunem cd d, d' sunt doud metrici definite pe X iar T : E;l/ (xo,r) —

P(X) un operator multivoc. Presupunem ca:
i) (X,d) este un spatiu metric complet;
ii) 3¢ >0 a.i dlz,y) <cd(r,y),Vr,yeX;

iii) daca d # d atunci operatorul T : Egz(xg,r) — P(X%) are graficul o

multime inchisa in X x X, in timp ce
dacd d = d' atunci T : Ez(xg, r) — Py(X%);
w)Iael0,1] a.i. Hy(T(z),T(y)) < aMg/(a:,y), Va,ye EZ,(:[:O,T);
v) Dy (xo,T(x0)) < (1 —a)r.
Atunci:
(A) exista x* € EZI(:L‘O,T) a.i. ¥ € T(x*);
(B) dacd SFix(T) # 0 si (xn)nen C Eﬁﬁ/ (xo,7) este a.i.

Hy(xn, T(zy)) — 0 cind n — +o0,

atunci T LIy SFix(T) cind n — +oo (adica problema de punc fix pentru

operatorul T este bine pusa in sensul generalizat in raport cu Hy ).

Observatia 4.2.1 (T.A. Lazar, D. O’Regan si A. Petrusel [64]) Teorema 4.2.7 are

loc si daca inlocuim conditia (ii) prin:
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(it’) daca d' % d atunci¥V e >0,3 >0 a.i.
pentru ¥ x,y € Egl(mo,r) ce satisfac relatia d'(z,y) < 0 avem ca d(u,v) < €,

VueT(x) siveT(y).

Urmatoarea teorema este un rezultat de omotopie pentru operatori multivoci de

tip Ciri¢, definiti pe o multime inzestrata cu doua metrici.

Teorema 4.2.8 (T.A. Lazar, D. O’Regan si A. Petrusel [64]) Fie (X,d) un spatiu
metric complet i d' o altd metricd definitd pe X a.i. 3 ¢ >0 cu d(z,y) < cd'(x,y),

Va,yeX.

Fie U o submultime deschisa a lui (X,d') $i V o submulfime inchisd a lui

(X,d), a.i. UC V.
Fie G : V x[0,1] — P(X) un operator multivoc a.i. sunt satisfacute conditiile:
i)x ¢ G(z,t), Ve eV\U siVitel0l];
ii) 3 a€[0,1], a.i. Vt€[0,1] $iV z,y € V avem:

Hy(Glx,1), Gy, 1)) < aM5D (2, y);

iii) existd o functie crescatoare si continud ¢ : [0,1] — R a.7.

Hy(G(z,t),G(z,5)) < |p(t) — &(s)|,V t,s € [0,1]si ¥V = € V]

w) G:VIx[0,1] — P(X%) este un operator inchis.

Atunci G(-,0) are un punct fiz, daca i numai daca G(-,1) are un punct fiz.

Un caz special, util in aplicatii, al T.4.2.8 se obtine daci luam d = d'.

Corolar 4.2.1 (T.A. Lazar, D. O’Regan si A. Petrugel [64]) Fie (X,d) un spatiu
metric complet, U o submultime deschisd a lui X si 'V o submultime inchisa a lui
X, ce satisfac incluziunea U C V. Fie G : V x [0,1] — P(X) un operator multivoc

tnchis, a.1. urmatoarele condifii sunt satisfacute:
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i)x ¢ G(x,t), Ve V\UsiVtelol];
i) 3 ael0,1], a.i. Vt€[0,1] iV z,y €V avem:

Hy(G(x,1), Gy, 1)) < aM5CD (2, y);

i11) 3 ¢ : [0,1] — R crescatoare si continud, a.i.

Hy(G(z,1),G(x,5)) < |o(t) — ¢(s)[V £, s €[0,1] iV x €V
Atunci G(-,0) are un punct fiz daca i numai daca G(-,1) are un punct fiz.

Observatia 4.2.2 (T.A. Lazar, D. O’Regan si A. Petrusel [64]) In Corolarul 4.2.1

se poate considera (de requld pentru aplicatii) multimea Q = U.
In acest caz, conditia (i) devine:

(i’) x ¢ G(z,t), Yz €U siVtell].
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