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Introducere

Ecuatiile diferentiale partiale constitue un subiect cu multe fatete. Chiar daca teoria
ecuatiilor cu derivate partiale a devenit in ultimul secol o disciplina matematica n sine cu
metode si obiective proprii, nu poate fi ignorant faptul ca isi trage radacinile din fizica secolului
XIX, n speta din mecanica, din teoria electricitatii, a propagarii caldurii si electromagnetismului,
fizica ramanand si astazi principala beneficiara si domeniu de aplicabilitate a ecuatiilor cu
derivate partiale.  Dezvoltarea clasica a analizei functionale neliniare are loc simultan cu
inceputurile  analizei functionale liniara pe la inceputul secolului XX in lucrarile
matematicienilor Picard, S. Bernstein, Ljapunov, E. Schimdt, si Lichtenstein si a fost motivata de
dorinta de a studia existenta si proprietatile problemelor la limita pentru ecuatii neliniare cu
derivate partiale. Instrumentul clasic de lucru a fost principiul de contractie a lui Picard (pus Tn
forma sa cea mai clara de catre Banach in teza sa in 1920 - teorema de punct fix a lui Banach).

Dincolo de dezvoltarea timpurie a teoriei de bifurcatie a lui Ljapunov si E. Schimdt in
jurul anului 1905, a doua, si chiar si mai fructuoasa, sursa a metodelor clasice in analiza
functionala neliniara a fost dezvoltata in teoria aplicatiilor neliniare compacte in spatii Banach la
sfarsitul anilor 1920 si la inceputul anilor 1930. Acestea au inclus bine-cunoscuta Teorema de
punct fix a lui Schauder si extinderea gradului topologic a lui Brower de catre Leray si Schauder
in 1934 la aplicatii pe spatii Banach de forma | + C cu C compact (precum si rezultatele
interesante legate de aplicatiile neliniare Fredholm ale lui Caccioppoli ).

Rolul central al aplicatiilor compacte in aceasta faza de dezvoltare a analizei functionale
neliniare s-a datorat in parte, naturii aparatului tehnic in curs de dezvoltare, dar, de asemenea, in
parte, tendintei nu prea fructuoase de a privi teoria ecuatiilor integrale ca domeniu predestinat de
aplicare a teoriei ce urma sa fie dezvoltata. Cu toate acestea, mai multe probleme importante de
analiza se afla in domeniul oarecum diferit al problemelor la limita pentru ecuatii cu derivate
partiale, iar din eforturile de a aplica teoria operatorilor compacti (si in special al teoremei Leray-
Schauder), la problemele din urma au dat nastere la cereri tot mai inaccesibile (si, uneori,
invalide), estimari a priori Tn aceste probleme; speranta de aplicare a analizei functionale
neliniare la problemele de acest tip este centrata pe un program general de a crea teorii noi
pentru clasele importante de operatori neliniari ca generatori infinitezimali de Cy-semigrupuri de
contractii sau operatori monotoni.

Tematica acestei teze de doctorat se Tncadreaza n tematica generala de studiu a
problemelor semiliniare la limita, utilizand metoda operatorilor pe baza rezultatelor abstracte din
analiza neliniard. Metodele folosite au fost initiate la inceputul anilor saizeci de catre J.L. Lions
si Temam pentru ecuatii neomogene, cu termenul sursa in H~1(Q) , si Perov si Kibenko pentru
sistemele semiliniare de operatori iar de atunci au fost folosite pe scara larga pentru probleme
specifice ca:



-probleme la limita pentru ecuatii diferentiale partiale: J.-L.Lions [42], J.-L.Lions, E.Magenes
[41], T.Cazenave [15], T.Cazenave, A.Haraux [16], T.Cazenave, F.B.Weissler [17], T.Kato [36],
R.Temam [76], D.Bainov, E. Minchev and A.Myshkis [5], V.Barbu [6], H.Brezis and F.Browder
[11], I.Bialynicki-Birula and J. Mycielski [14], L.C.Evans [21], R.Glassey [28], T.Kato [34],
A.l.Perov, A.V.Kibenko [64], R.Precup [65], [66], [67].

-probleme parabolice si eliptice la limita: N.H.Pavel [62], D.Gilbarg si N.S.Trudinger [24],
K.Tintarev [77]

-sisteme semiliniare de operatori: A.l. Perov, A.V.Kibenko [64], R.Precup [65], [68],
C.Avramescu [4], .A. Rus [72], M.J. Ablowitz, B.Prinary and A.D.Trubatch [1], A.Domarkas
[20].

-semigrupuri neliniare si ecuatii diferentiale: V.Barbu [7], F.Kappel, H.Brezis si M.G.Crandall
[39], A.C.McBride [52], N.H.Pavel [62], A.Pazy [63], I.Vrabie [81], [82],[83].

-analizd functionala neliniara si ecuatii diferentiale partiale: H.Brezis [12], M.Clapp [18],
P.Jebelean [33].

Subiecte inrudite pot fi gasite in A.De Bouard [9], J.Bourgain [10], D.Bainov, E.
Minchev [13], C.Cohen-Tannoudji, J.Dupont-Roc, G.Grynberg [19], R.P.Feynman [22], [23],
J.Ginibre si G.Velo [25], [26], [27], A.Granas, J. Dugundji [29], H.Grosse si A.Martin [30].

Scopul acestui studiu este de a gasi astfel de operatori pentru care putem dovedi proprietatea de
compactitate, Tn scopul aplicarii principiilor de punct fix pentru diferite clase de ecuatii
diferentiale partiale si sistemele corespunzatoare.

Probleme clasice la limitd din fizica matematica includ, in afard de ecuatii de tip eliptic, cu
valori initiale pentru ecuatia caldurii §i problema Cauchy pentru ecuatia undelor, in plus, ca
urmare a dezvoltarii mecanicii cuantice, probleme cu valoari initiale pentru ecuatia Schrédinger.
Toate aceste probleme pot fi scrise intr-o forma operatoriala comuna:

Lu=Fu
unde
(1) pentru ecuatia caldurii: Lu = u, — dAu
(2) pentru ecuatia undelor: Lu = u; — dAu
(3) pentru ecuatia lui Schrodinger: Lu = iu; + Au,
L este un operator diferential iar F o aplicatie neliniara. Vom arata ca operatorul solutie L™t = §
pentru problema neliniara:

{Lu = fx)

Ule=g = U

exista si mai mult, este complet continuu pentru toate cele trei tipuri de ecuatii.



Scopul acestei lucrari este de a face noi precizari privind abordarea operatoriala a unor ecuatii cu
derivate partiale de evolutie si de a extinde aceasta teorie la sistemele semiliniare de operatori.
Mai exact, vom demonstra proprietati de baza, cum ar fi estimarea Tn norma si compactitatea
pentru operatorul solutie (liniar) asociat unor ecuatii heomogene de evolutie liniare si le vom
folosi pentru a aplica teoremele lui Banach, Schauder si Leray-Schauder pentru problemele de
punct fix echivalente cu probleme Chauchy-Dirichlet pentru ecuatiile de evolutie. Vom extinde
aceste rezultate la sistemele semiliniare operatoriale corespunzatoare. Principiul Banach de
contractie pe spatii metrice complete va fi inlocuit cu teorema lui Perov de punct fix pentru
operatorii complet continui si principiul Leray-Schauder pentru operatorii complet continui si
multimi de contractii.

Lucrarea de fata este structuratd pe patru capitole precedate de un breviar teoretic si urmate de
lista bibliografica a publicatiilor.

Primul capitol, intitulat Preliminarii are scopul de a aminti unele notiuni si rezultate de baza
necesare In prezentarea capitolelor urmatoare ale acestei teze de doctorat. Tn redactarea acestui
capitol am utilizat urmatoarele resurse bibliografice: R.Precup [67],[68], H.Brezis [12], A.Granas
si J.Dugundji [29], A.L.Perov si A.V. Kibenko [64], .LA.Rus [72]. [73], H.Brezis [12], D.
Gilbarg si N. S. Trudinger [24], J.-L. Lions [42], [43], J.-L.Lions et E.Magenes [41], T.
Cazenave, A.Haraux [16], J.-L.Lions si E.Magenes [41], V.Barbu [7], A.Pazy [63], |.Vrabie
[81], [82] .

Motivatia capitolului al doilea, intitulat Teoreme de existenta a sistemelor de ecuatii
semiliniare pentru ecuatia caldurii si a undelor consta in rezultatele cunoscute ale lui A. 1.
Perov si A.V. Kibenko [64] pentru versiunea vectoriald a principiului de contractie aplicat pentru
ecuatia caldurii si a undelor ce a fost recent extinsa de catre R. Precup [67] la alte subiecte de
analiza neliniard. Scopul nostru principal in capitolul 2 este de a extinde aceste metode la sisteme
de ecuatii si de a generaliza rezultatele din R. Precup [68].

In sectiunea 2.1. vom prezenta prima ecuatie de evolutie pentru care vom aplica rezultatele
noastre. Vom prezenta proprietatile de baza, precum estimari in norma si compactitate pentru
operatorul solutie asociat ecuatiei caldurii neomogene liniare si le vom folosi in scopul aplicarii
teoremelor de punct fix ale lui Perov, Shauder si Leray-Shauder pentru problema echivalenta cu
sistemul:

Lu =F(u,v)

Lv =Gu,v) pe Q

u(x,0) =0, v(x,0) =0peQ (0.0.1)
u=v=0 peX

Aici prin Lu intelegem Lu = u, — Au astfel incat S = L~1iar F,G sunt operatori neliniari.
Cautam solugia slaba a problemei (0.0.1) echivalenta cu problema de punct fix [¥] = N[¥]n



spatiul C([0,T]; H~1(Q)) x C([0, T; H™1(Q)) , unde w,v € C([0,T];L3(Q)), N = (Ny,Ny)
definit de

N1=S°F$| N2=S°G.
Tn sectiunea a doua vom folosi acelasi program pentru ecuatia undelor si urmatorul sistem:

( Lu=Fuu,vv)

Lv =G(u,u,v,v)

Ju(x,0) =0, Z(x,0) =0 0.0.2)
v(x,0) =0, 2 (x,0) =0

\ u=v=0pel

n spatiile E, = H(Q) X L2(Q) si E = L*(Q) x H™1(Q) Tnzestrate, respectiv, cu normele:

1/
wlg, = (Iws2 + %)

1/2
wlg = (|W1|12} + |W2|Z—1)

: . a2
pentru orice w = [wy, w,]. Aici Lw = a—tvzv —Aw,w; = (u,u), w, = (v,v).

Studiul realizat pentru (0.0.1) si (0.0.2) va fi unul vectorial si vom folosi matrice in loc de
constante. Rezultatul va fi unul de teorie de existenta derivata din principiile de contractie.

Rezultatele proprii ale autorului sunt urmatoarele:
Lema 2.1.1, Teorema 2.1.2, Teorema 2.1.3, Teorema 2.1.4, Teorema 2.2.1, Teorema 2.2.2.

Al treilea capitol al lucrarii se intituleaza Teoreme de existenta pentru ecuatii de evolutie
semiliniare, generale si sisteme si are ca scop extinderea rezultatelor din capitolul 2 la cazul
general al ecuatiilor de evolutie si Sisteme. Capitolul este structurat in doua sectiuni.
Contributiile autorului din prima parte au la baza rezultate din 1.Vrabie [81], [82]. Vom
demonstra ca operatorul solutie este complet continuu, proprietate cruciala pentru obtinerea
rezultatelor din sectiunea a doua.

In sectiunea a doua vom prezenta doua rezultate referitoare la urmatoarele sisteme semiliniare de
ecuatii:

uy —Au = F(u,v)
vy —Au = G(u,v) (0.0.3)
u(0) =v0)=0



in spatiul Banach X. Aici Lu = u; — Au si A: D(A) € X — X este generatorul infinitezimal al
unui C, -semigrup de contractii. L este operatorul liniar pentru care S=1L"1!si F,G sunt
operatori neliniari. Se cauta solugia slaba a problemei de punct fix [“] = N[¥] in spatiul X2,
unde u,v € C([0,T]; X) x C([0,T]; X), N = (N,, N,) definit de

N, =SoFsiN,=S0G.

Vom prezenta in continuare cazuri particulare ale teoremei de punct fix a lui Perov’s si
principiul de contractie a lui Schauder. Rezultatele din aceasta sectiune reprezinta un caz
particular al rezultatelor din R. Precup (see [68]).

Rezultatele proprii ale autorului sunt urmatoarele: Teorema 3.1.2, Teorema 3.1.3 s Teorema
3.2.1.

Capitolul 4 si anume : Teoreme de punct fix pentru ecuatia neliniara Schrodinger prezinta
solvabilitatea problemei Cauchy-Dirichlet pentru ecuatiile Schrédinger perturbate:

u; —iAu = F(u) pe Q% (0,T)
u(x,0) =0 pe Q (0.0.4)
u=20 pe dQ x (0,T)

unde Q c R"™ este un domeniu marginit si F este un operator general nelinear care, in particular,
poate fi un operator de superpozitie, un operator de intarziere, sau un operator integral. Ecuatii
Schrodinger specifice se prezinta ca modele Tn cateva domenii din fizica. Problema studiata este
una clasica (vezi [15], [36], [42], [41] si [76]) iar scopul nostru aici este de a pune in valoare
abordarea operatoriala bazata pe rezultate abstracte din analiza functional neliniara. Mai precis
vom demonstra proprietati de baza ca estimarile in norma si compactitatea pentru operatorul
solutie (liniar) asociat ecuatiei liniare Schrédinger neomogene, proprietati pe care le vom folosi
la aplicarea teoremelor de punct fix Banach, Schauder si Leray-Schauder. Acelasi program a fost
aplicat in discutia perturbarilor neliniare din ecuatia caldurii si a undelor in [65] si [66].

Teoremele 4.2.1, 4.3.1, 4.3.2, si 4.3.3, sunt rezultatele originale ale autorului continute in
Capitolul 4 al acestei lucrari de doctorat. Aceste teoreme sunt incluse in M.Manole and R.Precup
[49].

Ultimul capitol si anume Sisteme de ecuatii Schrodinger neliniare, prezinta o generalizare a
rezultatelor din capitolul patru la sisteme de ecuatii Schrédinger neliniare. Tn prima parte vom
prezenta ecuatia Schrodinger pentru care vom aplica rezultatele:

u—iAu=f pe Q =0x(0,T)
u(x,0)=0 pe Q (0.0.5)
u=20 peX=00x(0,T)



Vom prezenta proprietatile de baza (estimari in norma si compactitate) ale operatorului
solutie (liniar) asociat ecuatiei liniare neomogene Schrodinger obtinute in Capitolul 4 si le vom
folosi Tn scopul aplicarii teoremelor de punct fix Perov, Schauder si Leray-Schauder problemei
echivalente cu sistemul:

Lu = F(u,v)
Lv = G(u,v) (0.0.6)
u(x,0) =0, v(x,0)=0

n H~1(Q). Aici prin Lu se intelege Lu = u, — iAu astfel incat S = L™ si F, G sunt operatori
neliniari. Se cautd solutia slaba a problemei (0.0.6) echivalentd cu problema de punct fix
[¥] = N[¥] n spatiul C([0,T]; H=(Q)) x C([0, TI; H-(Q)) , unde w,v € C([0,T]; 12(Q)) ,
N = (Ny, N,) este definit de

N,=SoFsiN,=S0G.

Rezultate proprii ale autorului sunt regasite in teoremele 5.1.1, 5.1.2, 5.1.3 si sunt incluse in
Manole [50].

In final doresc si aduc calde multumiri conducitorului meu stiintific, prof. univ. dr. Radu
Precup, pentru indrumarea atenta si incurajarea permanenta de care m-am bucurat pe parcursul
stagiului meu de doctorat.

Cluj-Napoca, Septembrie 2010 Drd. Mihaela Manole
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1 Preliminarii

Argumentele si demonstratiile din aceasta teza de doctorat au la baza urmatoarele rezultate de
baza din analiza neliniara.

1.1 Notatii de baza si rezultate

1.1.1  Operatori complet continui

1.1.2  Principii de punct fix

Tn formularea rezultatelor de existentd vom aplica urmatoarele teoreme (vezi Cazenave [14],
Vrabie [82] si Precup [66]) in capitolele 2, 3 si 4. Dupa ce vom demonstra existenta si
compactitatea operatorului solutie pentru ecuatia caldurii, a undelor si Schrédinger vom putea
aplica urmatoarele rezultate ecuatiilor de evolutie. Tn capitolul 2 al acestei lucrari vom folosi

rezultatele din Precup [66] si [68]. Primul este principiul de contractie a lui Banach.

Teorema 1.1.11 (Banach). Fie (X,d) un spatiu metric complet si F:X — X . Daca exista 0
constanta L < 1 astfel incat d(F(x),F(y)) < Ld(x,y) pentru orice x,y € X, atunci F are un

unic punct fix x, € X; adica, exista un singur x, € X astfel incat F(x,) = x,.

Urmatoarele doua teoreme sunt cunoscute ca teoreme de punct fix ale lui Schauder. In aplicatii a

doua varianta este mai utila.

Teorema 1.1.12 (Schauder). Fie K o multime nevidd, convexda si mdrginitd intr-un spatiu
Banach X i fie T: K — K un operator continuu. Atunci T are cel putin un punct fix in K, adica

exista cel pugin un u € K astfel incat T(u) = u.

Teorema 1.1.13 (Schauder). Fie D o multime nevida, convexa, marginita si inchisa in spatiul
Banach X si fie T: D — D un operator complet continuu. Atunci T are cel pugin un punct fix in
D.

Urmatoarea teorema este principiul de punct fix al lui Leray-Schauder. In aplicatii, una
dintre conditiile din teorema de punct fix a lui Schauder este invarierea domeniului T(D) < D
care trebuie sa fie indeplinitd pentru o submultime marginita, inchisa si convexa a lui D ntr-un
spatiu Banach. Principiul Leray-Schauder face posibila evitarea acestei conditii si implica numai

o conditie de marginire sa fie indeplinita.
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Teorema 1.1.14 (Leray—Schauder). Fie X un spatiu Banach, K o submultime marginita deschisa
In X cuO€ K, si N: K - X un operator complet continuu. Dacd u # AN (u) pentru tofi

u € K\ K si A€ (0,1), atunci N are cel putin un punct fix.

In aplicatii principiul Leray-Schauder este de obicei folosit impreuni cu asa numita tehnica de

marginire ‘a priori’:
Sa presupunem ca avem de rezolvat urmatoarea ecuatie operatoriala:
N(u)=u, u€k, (1.1.1)

unde K este o submultime inchisa, convexa a spatiului Banach (X, [|:||x), si N: K — K este

complet continuu. Atunci cautam solutii pentru familia de ecuatii:
u=(1—-Duy+AN(u), u€Kk, (1.1.2)

cand A € (0,1). Aici u, € K fixat (in cele mai multe cazuri u, = 0). Daca aceasta multime este

marginitd, adica exista R > 0 astfel Tncat
lu —uollxy <R

atat timp cét u este o solutie pentru (1.1.2) pentru unele valori A € (0,1), atunci fie U intersectia
submultimii K cu bila deschisia B(uy, R) din X. In acest caz, Teorema 1.1.14 se aplica si

garanteaza existenta solutiei ecuatiei (1.1.1).

Ultima teorema de punct fix utilizatd in lucrare este teorema lui Perov. Principiul de
contractie a lui Banach a fost generalizat in A.l.Perov si A.V.Kibenko [64] pe spatii inzestrate cu
metrici vectoriale. Vom prezenta in primul rand cateva notiuni de baza si rezultate si apoi vom

enunta teorema lui Perov.

Fie X o multime nevida. Prin metrica vectoriala pe X intelegem o aplicatie d: X X X — R" cu

urmatoarele proprietai:

i) d(u,v) = 0 pentru toti u, v € X; daca d(u, v) = 0 atunci u = v.
i) d(u,v) = d(v,u) pentru toti u, v € X;
iii) d(u,v) < d(u,w) + d(w, v) pentru toti u, v,w € X.
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O multime X inzestratd cu o metrica vectoriala formeaza un spatiu metric generalizat. Pentru
spatiile metrice generalizate notiunile de siruri convergente, completitudine, submultimi deschise

si inchise sunt similare ca cele pentru spatiile metrice obisnuite.

Definitia 1.1.15 Fie (X, d) un spatiu metric generalizat. O aplicatie N: X — X spunem ca este 0

contractie daca exista 0 matrice M € M,,,,,(R,) astfel incat

M¥ — 0 pentru k — oo (1.1.3)

d(N(uw),N(v)) < Md(u,v)

pentru orice u, v € X. O matrice M care satisface conditiile (1.1.3) spunem ca este convergenta

la zero.

Lema 1.1.16 (vezi Precup [68]) Fie M o matrice patratica cu elemente nenegative. Urmatoarele

afirmatii sunt echivalente:

Q) M este o matrice convergenta la zero.
(i) I-M este o matrice nesingulara si
I-M)1t=1+M+M?+-..
(iii))  |A] < 1 pentru orice A € C cudet(M — AI) = 0.
(iv) I — M este nesingulara si (I — M)~ are elemente nenegative.
Teorema 1.1.15 (Perov) Fie (E,d) un spatiu metric complet generalizat cu d: E X E —» R", si
fie N: E — E astfel incat

d(N(w),N(v)) < Md(u,v) (1.1.4)

pentru orice u, v € E si unele matrice patratice M de numere nenegative. Daca matricea M este

convergentd la zero, adica M* — 0 pentru k — oo atunci N are un singur punct fix u si
d(N*(v),u) < M*(I — M) *d(N(v),v) (1.1.5)

pentruoricev € E si k > 1.
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1.2 Spatii Sobolev
1.3 Functii si valori proprii ale problemei Dirichlet

1.4  Ecuatia neomogend a caldurii in H-1(Q)
Urmatoarele leme si teoreme se vor folosi in Capitolul 2 in scopul justificarii completei
continuititi a operatorului solutie S pentru ecuatia neomogena a caldurii in H~1((Q).

%—Au=f peQ =Qx(0,T)

u(x;o)zgo peQ
u=20 peX =00 x (0, T)

(1.4.1)

Tn acest fel vom avea suportul teoretic pentru extinderea teoriei la sistemele semiliniare de
operatori. Avem in vedere Precup [65] si [66] pentru urmatoarele rezultate .

Teorema 1.4.1 (Lions) Daca f € LZ(O, T; H_l(ﬂ)) si go € L2(Q), atunci existd o functie unicd
u € L2(0,T; Hy()NC ([0, T]; L2 ()
astfel incat pentru orice v € H3(Q) functia (u(t),v),2 este absolut continud pe [0,T] si
d
E(u(t), V)2 + ), v)y = (f(),v) a.p.t.t € [0,T]
u(0) = g,.

Mai mult, pentru orice t € [0, T], avem

1 1 t t
Z O =310l + [ W@Pgdr = | (F0,u@)dr
Urmatoarea teorema de estimare presupune pe de o parte, dependenta continua a functiilor f si

Jo de solutia u a problemei (1.4.1), si, pe de alta parte garanteaza neexpansivitatea operatorului
solutie de la L2(0,T; H™1(Q)) la L?(0, T; HA(Q)) si de la L2(0, T; H*(Q)) la ([0, T]; L2()).

Teorema 1.4.2 Fie f € L2(0,T; H™1(2)) si go € L?(Q). Dacd u este solutia problemei (1.4.1)
atunci pentru orice t € [0, T] avem

1 2 2
(o g ) < 3 (1 +VIFZ + 210

unde |f| = |f|Lz(0,t;H-1m)) st 1gol = 190l12(0)-
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Tn particular, pentru g, = 0 si t € [0, T], avem urmdtoarele inegalitifi :
|u|C([0,t];L2(.Q)) S IfILZ(o,t;H—l(n))

|u|L2(o,t;Hg(n)) = |f|L2(O,t;H_1(.Q))'
Teorema 1.4.3 Fie g € L*(Q) si
@:C([0,T]; L2(Q) - 12(0, T; H1())

fie o aplicatie pentru care exista o constantd a € R, astfel incdt urmadtoarele inegalitafi au loc
pentru orice u, v € L2(0,T; H~1(Q))

|[2(W)(t) — (W) (O)|y-1(0) < alu(t) —v(t)l2) a-p-t.pe [0, T].
Atunci problema (2.0.1.) admite solutie unica u, adica o functie
u € L2(0,T; Hy()Nc([0, T1; L2(Q))

cu proprietatea ca pentru orice v € Hj (2) functia (u(t), v) 2 este absolut continud pe [0, T] si

d
%(u(t), v) + (u(t),v)H& = (®w)(t),v)a.p.t. t €[0,T]
u(0) = go.

Teorema 1.4.4 Operatorul solutie S este complet continuu de la LZ(O, T; H‘l(ﬂ)) la
L%(0,T; LP(Q)) pentru (2*)' < p < 2* dacd n > 3 si pentru orice p = 1dacin =1orin = 2.

1.5 Ecuatia neomogena a undelor in H=1(2).
Alt grup de teoreme si leme vor fi folosite pentru a demonstra completa continuitate a

operatorului solutie S pentru ecuatia undelor neomogena. Facem referiri in cele ce urmeaza la
Precup [66].

Teorema 1.5.1 (Lions-Mangenes) Dacd f € L*(0,T; H™1(Q)), go € L*(Q) si g, € H1(Q),
atunci existd o functie unica u astfel incat

u e C([0,T]; L2()NC ([0, T]; H~1(Q))

u(0) = go, u'(0) = g4

| aumade = [ .odde + (g0, v(0) = (g0, v(@),
0 0
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Pentru orice functie h € L2(0,T;L2(Q)), unde v € C([0,T]; H:())NC*([0, T]; L2()) este

solutia problemei

ﬁ—szh pe Q
v(x,T) =%(x,T) =0peQ
v=20 peX

Definitia 1.5.1 Prin solutie (slaba sau generalizatd) a problemei Cauchy-Dirichlet

0%u

m—Au:f pe Q == Q x (0,00)
{ u(x,0) = go(x), Z—Z(x, 0) = g1(x) pe
ku:o pe X := 0Q X (0, 00)

(1.5.1)

(1.5.2)

unde f € L2(0,T; H *(Q)), go € L*(Q) si g, € H1(Q), se intelege functia u definitd in

Teorema 1.5.1

Observatia 1.5.2 Daca f € LZ(O, T; H_l(Q)), Jgo € L*(Q) si g, € H1(Q), atunci solutia slabd

a problemei (1.5.2) satisface relatiile:

u € C([0, T]; HE(@)Nc ([0, T]; L2 ()

t
|u(t)|121& <3 <|go|12{3 + 19115 + tJ |f(5)|,2,—1ds>
0

¢
|u’(t)|zz <3 <|90|1213 + |g1|1242 + tJ |f(5)|,2{—1ds>.
0
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2 Teoreme de existenti a sistemelor de ecuatii semiliniare pentru ecuatia céildurii si a
undelor

Scopul nostru principal in acest capitol este de a extinde metoda prezentatd de Precup in [67] si
de a generaliza rezultatele la sisteme semiliniare de operatori pentru ecuatiile caldurii si a
undelor. Tn prima parte a acestui capitol vom considera problema neliniari Cauchy-Dirichlet
pentru sisteme de ecuatii ale caldurii. Suportul teoretic este asigurat de rezultatele de existenta si
unicitate obtinute de R.Precup (vezi [65]) iar noi vom stabili existenta solutiei slabe pentru un
sistem de ecuatii ale caldurii semiliniare. Tn continuare vom aplica teoria punctului fix pentru
acest tip de sistem si vom enunta teoreme de existenta de tipul principiilor lui Banach, Schauder
si Leray-Schauder. Abordarea folosita are la baza teoria operatorilor complet continui combinata
cu metoda matricelor ce converg la zero. Acelasi program va fi folosit pentru ecuatia undelor
neliniara pentru care, de asemeni vom stabili rezultate de existenta de tipul principiilor de punct
fix.

2.1 Sisteme semiliniare pentru ecuatia caldurii
Fie Q o submultime deschisi si mirginitd din RY , 0 < T < oo si consideram problema Cauchy-
Dirichlet pentru ecuatia caldurii:

u—Au=f peQ@=0x(0,T)
u(x,0) =0 pe Q (2.0.2)
u=20 peX =00 x(0,T)

Conform teoremelor 1.3.1, 1.3.2 si 1.3.3 din R.Precup [67] putem asocia problemei (2.1.1)
operatorul solutie

S:12(0,T; H1(Q)) - 12(0,T; H ())NC([0, TT; L2(1)),

definit de Sf = u unde u € L2(0, T; H3(Q))NC([0, T]; L2(Q)) este solutia slabd a problemei
(2.1.1).

Obiectul studiului nostru Tn prima parte a acestui capitol este existenta solutiei sistemului de
ecuatii neliniare pentru ecuatia caldurii:

Lu = F(u,v) pe Q
Lv =G(u,v) pe Q
u(x,0) =0, v(x,0) =0pe
u=v=_0

(2.0.2)

Aici prin Lu intelegem Lu = u, — Au astfel incat S = L™ si F, G sunt operatori neliniari. Cautim
solutia slabd a problemei (2.0.2) care este problema de punct fix [¥] = N[%] in spatiul
C([0,T]; L2(Q)) x C([0, T]; L2(£)), unde N = (N,, N,) este definit prin
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N, =SoFsiN,=S0G.

2.1.1 Aplicatie a teoremei de punct fix a lui Perov

Primul rezultat este o teorema de existentd, unicitate si aproximare. In continuare prezentim un
rezultat util dezvoltarilor ulterioare.

a;

b .
1]. Atunci pentru un 6 > 0
a, b,

Lema 2.1.1 Fie matricea patratica cu elemente nenegative [

suficient de mare matricea

a,/Vo b1/\/§l
a/NO by /\O

este convergentd la zero.

Teorema 2.1.2 Fie F,G:C([0,T];L2(Q)) x C([0,T]; L*(Q)) - L*(0,T; H~1(Q)) operatori
continui. Presupunem ca

|F(uqg, v1) () — F(uz, v2) ()| g-1 < aqlug (t) — up (0|2 + belvi () — v (8)]12
s (2.1.1)
|G (uy, v1)(8) — G(Uz, v2) (D) g1 < azlug (t) — ux (912 + ba|vy () — v2 (D)2

pentru orice (u;,vy), (up, v,) € C([0,T1; L2(2)) x C([0,T];L(2)) si unele constante
nenegative aq,a,, by, b, .

Atunci (2.0.2) are o solutie unicd (u,v) € C([0,T]; L2(2)) x C([0,T]; L*(2)).

2.1.2 Aplicatie a teoremei de punct fix a lui Schauder

Urmatoarea teorema de existenta este un rezultat de tipul principiului de punct fix a lui Schauder,
presupunand ca nelinearitatile F si G au o crestere cel mult liniara.

Teorema 2.1.3

Fie F, G: L2([0, T]; L2(Q)) x L2([0, T]; L2(Q)) - L*(0,T; H~*(Q)) . Presupunem ca F si G sunt

continue §i satisfac conditiile de cregtere.
|F (ug, uz) (D) g-1 < aqlug ()12 + by lua (D12 + by (2.1.5)

si
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|G (uq, u) () g1 < azlug (0|2 + balua ()2 + hy

pentru tofi u = (uy,uy) € C(0,T;L2(Q)) x C(0,T;L2(Q)) , unde a; by, h; € R, . Atunci
(2.0.2) are cel putin o solutie u = (uq,u,), adica functia

u € L2(0,T; Hy(W)NC([0, TT; L2(Q)) x L2(0, T; Hy(W)NC([0, TT; L2()).

2.1.3 Aplicatie a teoremei de punct fix Leray-Schauder

Urmatorul rezultat se bazeaza pe principiul Leray-Schauder. Se cauta o solutie slaba a sistemului
(2.0.2).

Teorema 2.1.4

Fie F, G: L*([0, T]; L2(Q)) x L?([0, T]; L2(Q)) - L*(0,T; H~(Q)). Presupunem ci F si G sunt
continue si admit descompunerile F = Fy(u,v) + f si G = Gy(u,v) + g astfel incdt sa fie
satisfacute urmdtoarele condifii pentru orice u,v € LZ(O, T; H&(.Q)) orice t € [0,T] , unele

constante a4, a,, by, b, € R, astfel incat A, > (a1 + b, + J(al —by)? + 4a2b1)/2 , i
f,g € H1(0):

(Fo(u, v) (&), u(t)) < asu(®)fz + bylv(t) 72

(2.1.7)
(Go(u, ) (), v(1) < azlu(®)|?= + bylv(t)]2

atunci (2.0.2) admite cel putin o solutie (u,v) € L*(0,T; H3(2)) x L?(0, T; H} (12)).

Exemplu 2.1.1 Fie Fy, Gy: LP(Q) X LP(Q) — L(Z*)’(Q) doua aplicatii continue care satisfac
urmatoarele conditii:

P p
|Fo(u, U)|L(z*)’ < C1|U|fp) si|Go(u, U)|L(z*)’ < C2|U|fp) ’ (2.1.11)

pentru orice u, v € L2 (0, T; H&(.Q));
(Fo(w,v),w) < aglul? + by |v|%

(Go(u,v),v) < azlulfz + by |v|2

pentru orice u, v € L?(0, T; H}(2))
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(a1+b2+\/ (al—b2)2+4a2b1)

- , a1,Q5,by, b, >0,(2") <p <2"dacin >3
sip>1pentru n=2si n=1. Atunci functiile F,G:L?(0,T;LP(Q)) x L2(0,T; LP(Q)) -
1%(0,T; H™1(Q)) date de relatia F(w)(t) = Fo(u(t)) si de G(w)(t) = Go(u(t)) satisfac toate
conditiile Teoremei 2.1.4.

pentru unele valori 4, >

Exemplu 2.1.2 Fie f,g: Q X R - R doua functii astfel incat f(.,7), g(.,7) sunt masurabile
pentru orice T € R, f(x,.),g(x,.) sunt continue pentru aproape toti x €  si existd ¢;,c,, a €
R,, 1 < a < 2" — 1 astfel incét

lf Ce, D < eql]®si |gCx, D] < calT|%; (2.1.13)
f(x,7) <0 sitg(x,7) <0 (2.1.14)

pentru aproape toti x € Q si toti T € R. Atunci operatorii de superpozitie F, G: LP () X LP(Q) =
H™1(Q) dati de F(u,v) = f(.,v(.)), siG(u,v) = g(.,v(.)), cup = a(2")', satisfac conditiile
din exemplul precedent.

Exemplul 2.1.3 Functiile f(x,7) = —|t|* Yrsig(x,7) = —|t|f~r (t€R,),unde 1 < a,f <
2" — 1, satisfac toate conditiile din Exemplul 2.1.2.

2.2 Sisteme de ecuatii neliniare pentru ecuatia undelor

Ne vom ocupa in continuare de gasirea solutiei slabe pentru un alt sistem de evolutie.

Fie Q o submultime deschisd si mirginitd a lui R¥Y , 0 <T < oo si considerim problema
Cauchy-Dirichlet la limita:

ZZTZ—Auzf peQ =0Qx(0,T)
u(x,0) = 0, Z_j(x, 0)=0 pe 0 (2.2.1)
ku=0 peX =00x(0,T)

Conform Teoremei 1.4.1 si Observatiei 1.4.2 putem asocia problemei (2.2.1) operatorii solutie
So: L2(0,T; H-1(Q)) - ¢([0, T]; H ())NC([0, T1; L*(1)),

S:12(0,T; H1(Q)) - C([0, T]; HA(Q) x L2(Q)),

definiti de Sof = u, Sf = [u, u'], unde u este solutia problemei (2.2.1).

In aceastd sectiune vom urmiri existenta solutiei pentru un sistem de ecuatii semiliniare pentru

ecuatia undelor:
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( Lu = F(u,v)pe Q
Lv = G(u,v)pe Q

]
Ju(x,0) =0, a—lz(x, 0) =0peQ (2.2.2)
v(x,0) =0, %(x,O) =0peQ

\ w; =w, =0peX

2
Aici Lw = ZT‘;V — Aw. Vom face citeva notatii pentru urmatoarele spatii: £, = H3(Q) x L?(Q) si

E = L?(Q) x H~1(Q) Inzestrate cu normele:

1/2
wlg, = (i + 1vI2%)

1/2
wlg = (lul?z + v]5-1)

pentru orice w = [u, v].

2.2.1 Aplicatie a teoremei de punct fix a lui Perov

Teorema 2.2.1 Fie F,G:C([0,T]; E)? > L?(0,T; H~*(Q)) operatori continui. Presupunem cd
exista a,,a,, by, b, € R, astfel incat daca w, = [uy, u,], w, = [, v,] atunci

|[F(w) (@) — Fw2) (D) g-1 < aqluq(8) — uZ(t)IEo + by |vy (2) - Vz(t)|EO
s (2.2.3)
|G (W) (t) — G(w2) (D) -1 < az|ug(t) —up(t)lg, + balvi(t) — v2(t)lg,

pentru orice w; = [uy,u;], wy, = [v1, 2] € C([0,T]; E). Atunci sistemul (2.2.2) are o Solufie
unicd w = (wy,wy), cuwy,w, € C([0,T]; H3(2)) n C*([0,T]; L?(2)).

Urmadtoarea teorema reprezinta un rezultat de existenta bazat pe principiul de punct fix a lui
Schauder, presupunand ca aplicatiile neliniare F si G au o crestere cel mult liniara.
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2.2.2  Aplicatie a teoremei de punct fix a lui Schauder

Urmatoarea teorema este un rezultat de existentd pentru problema (2.2.2) derivat din principiul
de punct fix a lui Schauder, cu presupunerea ca aplicatiile neliniare F si G au o crestere aproape
liniara.

Teorema 2.22 Fie F,G:C([0,T];L*(Q) X E)? - L?(0,T; H"1(Q)). Presupunem ci F si G
sunt continui §i satisfac conditiile de crestere:

|F(ug, ux) ()| g1 < aglug () 1g, + by lua(B)lg, + (2.2.6)
si
|G (uy, uz) (D) |1 < azluqg (D)5, + boluz (D)5, + by

pentru tofi U € C([0,T]; E), u = (uy,u,), unde a;, b;, h; € R,. Atunci problema (2.2.2) are cel
putin o solufie u = (uy,uz), uy,u; € C([0,T]; HE(2)) n CL([0, T; L2(2)).
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3  Teoreme de existenta pentru ecuatii de evolutie semiliniare, generalizate si sisteme

Tncepand cu un rezulat de existentd si uUnicitate pentru o ecuatie de evolutie neomogena
generalizata cu termenul sursa intr-un spatiu Banach, X, prezentim in continuare teoreme de
existentd pentru sisteme de evolutie semiliniare via teoremele de punct fix Perov si Schauder . Tn
u =Au+f

u(0) =0
putem asocia operatorul solutie S: L'(0,T; X) - C([0,T]; X) < LP(0,T; X), conform rezultatelor
din Vrabie ([82], pp.142). Pornind de la aceleasi rezultate vom demonstra ca avem completa
continuitate a operatorului solutie necesara aplicarii teoremei de punct fix a lui Schauder, atat
pentru ecuatia semiliniard operatoriala cat si pentru sistemul de operatori.

prima parte a acestui capitol vom considera problema neomogena { careia 1i

Tn acest capitol vom studia existenta solutiilor pentru urmatorul sistem de ecuatii semiliniare

u' —Au = F(u,v)
v' —Av = G(u,v) (3.0.2)
u(0) =0, v(0)=0

ntr-un spatiu Banach X.

Scopul studiului din acest capitol este de a aplica aceleasi metode folosite in capitolul 2, acum
pentru sisteme de ecuatii de evolutie generalizate. Aceasta presupune folosirea operatorului
Lu = u' — Au, unde operatorul A este generatorul infinitezimal al unui C,-semigrup. L este un
operator liniar astfel incat S =L"1si F,G sunt operatori neliniari. Cautim solutia slaba a
problemei de punct fix [¥] = N[¥] in spatiul C([0,T],X)*, unde u,v € C([0,T];X) X
C([0,T]; X), N = (Ny, N,) definit prin

N1=S°F$| N2=S°G.

Interesul deosebit aratat problemei (3.0.1) se datoreaza faptului ca acest sistem poate fi
privit ca un model abstract pentru sisteme particulare care descriu procese specifice precum
sistemele mecanice sau dinamice.

In prima sectiune vom prezenta teoreme de existenta pentru sistemul semiliniar de operatori

{u’ = Au+ F(u)

2(0) = 0 (3.0.2)

unde A: D(A) € X — X este generatorul infinitezimal al C,-semigrupului {T(¢t);t = 0} .
X este un spatiu Banach si vom defini urmatoarele spatii Banach:

L(X) ={T(t); T:X — X liniar si continuu} inzestrat cu norma operatoriala:

23



I7llo = sup [|7x]l

llxll=1
pentru orice T € L(X) si C([0,T]; X) spatiul functiilor continue inzestrat cu norma:
Iflleo = sup{llf (©Il;¢ € [0, TT}.
F este un operator continuu definit prin:
F:C([0,T];X) c LP(0,T; X) - L'(0,T; X)

Analiza sistemului (3.0.1) va fi una pentru valori vectoriale si vom folosi matrice in loc de
constante, asa cum a fost initiatd de catre A.l. Perov si A.V. Kibenko [64] pentru versiunea
vectoriald a principiului de contractie si a fost extinsa recent in R.Precup [68] la alte problematici
din analiza neliniarda. Mai mult, aceasta teorie poate fi usor extinsi la sisteme de n ecuatii
operatoratoriale cu n > 2, si contine, ca un caz particular teoria din sectiunile 3.1.2 si 3.1.3
pentru o singura ecuatie.

3.1  Ecuatii de evolutie semiliniare

Este bine cunoscut (vezi Vrabie [82], pp.142) faptul ca putem asocia problemei neomogene

{”’ =Autf (3.1.1)

u(0) =0
operatorul solutie
S: 11(0,T; X) - €([0,T]; X) < LP(0,T; X)
dat de Sf = uunde u:[0,T] — X este definit de asa numita formula a variagiei constantelor:
u(t) = fOtT(t —s)f(s)ds pentru fiecare t € [0, T] (3.1.2)

este 0 Cy-solutie a problemei (3.1.1).

3.1.1 Operatorul solutie

Urmatoarele leme se vor folosi in scopul aplicarii teoremei de punct fix a lui Schauder, mai exact
pentru a demonstra completa continuitate a operatorului solutie S.
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Lema 3.1.1 Fie f € L*(0,T; X) si S: L}(0,T; X) - C([0,T]; X) c LP(0,T; X) operatorul solutie
a problemei (3.1.1). Atunci operatorul solutie S este neexpansiv de la L'(0,T; X) la C([0, T]; X).
Tn particular S aplicd mulfimile marginite din L*(0, T; X) in multimi marginite din ([0, T]; X) .

Lema 3.1.2 (Vrabie [82] pp.143) Fie A:D(A) € X — X generatorul infinetizimal al unui Cy-
semigrup de contractii {T(t);t =0}, si fie F o submulfime uniform integrabila din
LY(0,T; X). Atunci SF este relativ compactd in C([0,T]; X) existd o submultime densa D Tn
[0, T] astfel Incét, pentru orice t € D, sectiunea familiei SFin t, (SF)(t) = {(Sf)(t); f € F}
este relativ compacta in X.

Lema 3.1.3 (Vrabie [82] p.147) Fie A: D(A) € X — X generatorul infinitezimal C,-semigrup de
contractii {T(t);t = 0}, si fie F o submultime mdrginita din L(0, T; X). Atunci SF este relativ
compacta in LP(0,T; X) pentru orice p € [1, +o0) daca si numai daca pentru orice € > 0 existd
o submultime relativ compacta C, n X astfel ncat pentru orice f € F, exista o submulfime E, s
in [0,T] a carei masura Lebesgue este mai mica decat € si astfel incat (SF)(t) € C, f pentru
orice f € Fsit € [0, TI\E.

Lema 3.1.4 (Gutman) O famile uniform integrabila F din LP (0, T; X) este relativ compacta daca
si numai daca:

0] F este p-echiintegrabila;

(i) pentru orice € > 0 exista o multime compacta C, Tn X astfel incat, petru orice
f € F exista o submultime mdasurabila E.r din [0,T] a cdrei masura Lebesgue
este mai mica ca ¢ i astfel incdt (SF)(t) € C, pentru oricef € F si t € [0, T]\E .

Lema 3.1.5 (Baras-Hassan-Veron) Fie A: D(A) € X — X, (X este un spatiu Banach) generatorul
infinitezimal al unui C,-semigrup de contractii compact. Atunci pentru orice submulfime F

mardinita din L*(0, T; X) si pentru orice p € [1, +0), mulfimea
SF = {Sf;f € F},
este relativcompacta in LP (0, T; X).

Teorema 3.1.1 Operatorul solutie S este complet continuu de la L'(0,T;X) la LP(0,T; X)

pentru orice p € [1, o).

3.1.2 Aplicatie a principiului de contractie a lui Banach

VVom aplica teorema de punct fix a lui Banach in scopul obtinerii existentei solugiei problemei
(3.1.2).
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Teorema 3.1.2 Fie F:C([0,T];X) c LP(0,T; X) — L*(0,T; X) o functie continud pentru care
existd o constanta a € R, astfel incdt sa fie verificate urmatoarele inegalitafi

IF) (@) = Fw)(®)lx < alu(®) —v(®)lx (3.1.5)

pentru toi u,v € C([0,T]; X) si orice t € [0, T]. Atunci exista cel putin o solutie a problemei
(3.1.2).

3.1.3 Aplicatie a teoremei de punct fix a lui Schauder

Urmatorul rezultat de existentd provine din teorema de punct fix a lui Schauder. Conditia
Lipschitz pentru functia neliniard F din Teorema 3.1.2 este slabita pana la o conditie de crestere
cel mult liniara.

Teorema 3.1.3 Fie F:LP(0,T;X) - L*(0,T; X) o aplicatie continud pentru care existd
constantele a, b € R, astfel incat urmatoarea inegalitate are loc

[FW)(@®)|x < alu(®)lx +b
oricare ar fi u € C([0,T]; X) sia.p.t. t €[0,T].
Atunci exista cel putin o solutie a problemei (3.1.1).
Exemplu 3.1.1 Fie Q ¢ R™ un domeniu mirginit, n > 1, si fie fiR, XxQxXxR->Rsip€

[1, +o0] astfel incat

(@ f(.,.,7) este masurabila pentru orice T € R,

(b) continua a.p.t. x € Q, si

(c) pentru fiecare T > 0 exista constantele a; > 0 si by € R astfel incat
If (¢, x, )| < ar|t|? + br

pentru a.p.t. x € Qsioricet € R.
Atunci operatorul F:L?(0,T;X) — L'(0, T; X) definit prin
Fu)(x) = f(t,x,u(x))

satisface toate conditiile Teoremei 3.1.3.
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3.2 Sisteme de ecuatii de evolutie semiliniare

Studiul acestei sectiuni este centrat pe existenfa solutiei pentru urmatorul sistem de ecuatii de
evolutie semiliniare:

Lu = F(u,v)
Lv =G(u,v) (3.2.1)
u(0) =0, v(0)=0

ntr-un spatiu Banach X. Aici Lu = u’ — Au este un operator liniar astfel incat S = L%, F, G
sunt operatori neliniari si A este generatorul infinitezimal al unui C,-semigrup de contractii
{T(t);t = 0}. Se cautd solutia slaba a problemei de punct fix [%] = N[%] in spatiul X2, unde
u,v € C([0,T]; X) x C([0,T]; X), N = (Ny, N,) definit prin

N1=S°F$| N2=S°G.
Primul rezultat este o teorema de existenta, unicitate si aproximare.

3.2.1 Aplicatie a teoremei de punct fix a lui Perov

Teorema 3.2.1 Fie F,G: C([0,T]; X)? - L*(0,T; X) . Presupunem cd
|F (uy, v1) — Fug, v)ll < aglluy — ugll + byllvg — vell

si (3.2.2)
G (uy, v1) — G(uz, )l < azlluy — uzll + ballvy — vyl

pentru orice u,v € C([0,T]; X) X C([0,T]; X), u = (uy,uy), v = (v, v,) si aq,a,, by, b, sunt
constante nenegative .

Atunci problema (3.2.1) are o solutie unica u = (uq,u,) € C([0,T]; X) x C([0,T]; X).

3.2.2 Aplicatie a teoremei de punct fix a lui Schauder

Urmatoarea teorema este un rezultat de existenta derivat din principiul de punct fix a lui
Schauder, cu presupunerea ca aplicatiile neliniare F si G au o crestere cel mult liniara.

Teorema 3.2.2 Fie F,G:LP(0,T; X)? - L(0,T; X) . Presupunem cd F si G sunt continue i
satisfac conditiile de crestere:

|F(ug, uz) (O)x < aqlug () |x + belua(8)[x + he (D)
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si (3.2.4)
|G (ug, uz) () |x < azlui(O)x + baluy () |x + ha(2)

pentru tofi u = (uq,uy) € C([0,T]; X) x C([0,T];X), unde a;, b;, h; € R,. Atunci problema
(3.2.1) are cel putin o solutie u = (uq,u,) € C([0,T]; X) X C([0,T]; X).

3.2.3 Exemple
Exemplu 3.2.1 Fie F,G:LP(0,T;X)? - L'(0,T; X) doua aplicatii continue pentru care existd

constantele a4, a,, b, b, € R, astfel incat
|F(uy, uz) () x < aglua (@) |x + b1luz(O)1x + ha(2)
s

|G (uy, uz) () |x < azlug (O)|x + baluz(t)|x + by (2).

Atunci aplicatiile F;, G{: F:LP(0,T; X)? - L}(0,T; X) definite de
Fiw)(t) = Fu(®) si Gyw)(t) = G(u(t)), ((uy,uz), € C([0,T];X) x C([0,T]; X))
satisfac toate conditiile Teoremei 3.2.2.

Exemplu 3.2.2 Fie Q ¢ R™ un domeniu marginit, n > 1, si consideram functiile f, g: R, X Q X
R — R si p €[1,400] astfel incat f(t,, ) si g(t, x,-) sunt masurabile pentru orice 7 € R,
continue a.p.t. x € Q, f(¢,.,7),g(t,-,0) € L*(0, T; X) si exista constantele a,, by € R, cu

|f(t,x,7) — f(t,x,0)| < apl7]|
lg(t,x,7) = g(t, x,0)| < bl
a.p.t. x € Qi pentru toti T € R. Atunci operatorii F,G: L? (0, T; X) - L*(0, T; X) definiti prin

F(u,v) = f(t,, u()) si G(u,v) = g(t,, u(")

satisfac toate conditiile din exemplul precedent.
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4  Ecuatii Schrodinger neliniare via principii de punct fix

Considerand pentru inceput un rezultat de existenta si unicitate pentru ecuatia Schrodinger
neomogend cu termenul sursi in H™1(Q), prezentim rezultate de existentid pentru ecuatia
Schrodinger neliniara perturbata via teoremele de punct fix Banach, Schauder si Leray-Schauder.
Tn prima parte a acestui capitol vom considera problema Cauchy-Dirichlet pentru ecuatia lui
Schrodinger. Cadrul teoretic al acestui capitol are la bazi teoria spatiului Sobolev H~1(Q) iar
noi vom demonstra existenta solutiei slabe pe baza unui rezultat de existenta si unicitate datorat
lui J.L.Lions [42]. Vom include o demonstratie adaptata dupa Temam [76] si Precup [66] pentru
completitudine. Tn continuare vom asocia problemei Cauchy-Dirichlet operatorul solutie
S:L2(0,T; H1(Q)) - L?(0,T; H3(Q)) n C([0, T]; H"1(Q)). Vom studia completa continuitate a
acestui operator pe spatiul L2(0, T; L?(£2)) in scopul obtinerii unui rezultat referitor la problema
superliniara. Acesta va fi stabilit folosind teorema de punct fix a lui Leray-Schauder. (vezi
Precup [66]).

4.1 Ecutii Schrodinger liniare

4.1.1 Introducere
Acest capitol trateaza solvabilitatea slaba a problemei Cauchy-Dirichlet pentru
urmatoarea ecuatie Schrodinger perturbata:

u; —iAu = F(u) pe QA x (0, T)
u(x,0)=0 pe Q (4.1.2)
u=0 pe 90 X (0, T)

Aici  c R" este un domeniu marginit si F este un operator neliniar general care, in particular,
poate fi un operator de superpozitie, un operator de intarziere, sau un operator integral. Ecuatii
Schrodinger specifice apar ca model in unele domenii ale fizicii. Preblema pusa este una clasica
(vezi [15], [36], [42], [41] si [76]) iar scopul autorului este de face precizari asupra abordarii ei
operatoriale pe baza rezultatelor abstracte din analiza functionala neliniard. Mai exact, vom
demonstra proprietdti de baza, precum estimari in norma si compactitate, pentru operatorul
solutie (liniar) asociat ecuatiei Schrddinger liniare, neomogene si vom folosi aceste proprietati in
scopul aplicarii teoremelor Banach, Schauder si Leray-Schauder problemei de punct fix
echivalenta cu problema (4.1.1). Acelasi program a fost aplicat si in discutia ecuatiilor caldurii si
a undelor neliniare in [65] si [66].

Tn comparatie cu [65] si [66], aici spatiile pe care lucrdm sunt spatii de functii cu valori
complexe. Astfel L2(Q) aste spatiul tutur functiilor u masurabile cu valori complexe cu

|lu(x)|?dx < oo inzestrat cu produsul scalar si norma:
qQ p
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1

(u,v),2 =f u()v(x)dx, |ulz = <f |u(x)|2dx>2.
)

Q

De asemeni, spatiul Sobolev de functii complexe HZ(2) este inzestrat cu produsul scalar si
norma

n
du 0V 3
(u, U)H& = .[;1 ( ——) dx, |u|H3 = (u,u)f{&.
k=1

De obicei prin H~1(Q2) se intelege spatiul dual al spatiului H}(), care este spatiul tuturor
functionalelor liniare, continue cu valori pe H}(2). Dualitatea dintre H}(2) si H™1(02) este
definitd in felul urmator: pentru f € H-1(Q) siu € H}(R), (f, u) reprezintd valuarea lui f in

i; In particular, dacd f € Lj,.(Q), atunci (f,u) = [, fudx, si daca f € L*(Q), atunci
(f,uw) = (f,v),2. Reamintim ci - A este o izometrie intre spatiile Hg(2) si H~1(0).

Pe parcursul acestui capitol prin A, si ¢ (k = 1,2, ...) vom intelege valorile si functiile
proprii ale operatorului — A. Astfel

{—Aﬁbk = kP pe
¢r =0 pe 0Q)

De asemenea, presupunem ca |¢|,2 =1 . Atunci sistemul (¢k)k21,<\/%_¢k) este
k k=1

ortonormat si complet in L2 () si, respectiv in H3(2). Tn plus, amintim inegalitatea lui Poincaré:

1
|u|L2 < E |u|H&, u e H&(Q). (4.1.2)

4.1.2 Ecuatia neomogeni Schridinger in H~1(Q)

Vom avea nevoie Tn demonstratii de urmatoarea lema, o versiune pentru functii cu valori
complexe a rezultatului din [65], care este o transpunere a relatiei lui Parseval pe H1(Q) si a
proprietatii de completitudine a functiilor proprii ¢y.

Lema 4.1.1 (i) Pentru orice u € H~1(2), avem

u =371 dr) ¢ (in H7H(2)) (4.1.3)
Z;‘?ﬂﬁ—kl(u. Pr)l? = lulf- (4.1.4)

(ii) Dacd u € L*(0,T; H~1(2)), atunci
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u =Y (W dr) pr (in L2(0,T; HTH(Q)).

Consideram acum problema Cauchy-Dirichlet pentru ecuatia Schrédinger neomogena:

U —iAu=f pe Q% (0,T)
u(x,0) = go(x) pe Q (4.1.5)
u=20 pe dQ x (0,T)

Avem urmatorul rezultat de existentd si unicitate. Demonstratia foloseste argumente
provenite din lucrarile [41], [76] si [66].

Teorema 4.1.1 Daca f € L>(0,T; H Y(2)) si go € L>(2) , atunci existd o functie unicd u
astfel Tncat

u € L(0,T; H} (2)) n €([0,T]; L?(2)), w' € L?(0,T; H™1(2)) (4.1.6)

{(u'(t),v) + i(u(t),v)H& = (f(t),v) a.e. on[0,T], for all v € H}(2),

4.1.7
u(0) = go ( )

Prin solutie (unica sau generalizatd) a problemei Cauchy-Dirichlet (4.1.5), cand f €
L?(0,T; H1(2) si gy € L*(2), intelegem functia u care satisface (4.1.6) si (4.1.7). Aplicatia

S:L2(0,T; H1(Q)) - L?(0,T; H3(Q)) n C([0, T]; L2 (1))

data de Sf = wu, unde u este solutia unicd a problemei (4.1.5) pentru g, = 0, este numita
operatorul solugie a problemei Cauchy-Dirichlet pentru ecuatia Schrédinger.

4.2  Operatorul solugie Schrodinger

4.3 Estimari in normd
Urmatoarea teorema de estimare garanteaza neexpansivitatea si proprietatea Lipschitz a
operatorului solutie S de la L2(0,T; H~1(Q)) la L?(0, T; H3 (Q)) si, respectiv, C([0, T]; L2 ().
Teorema 4.2.1 Fie f € L?(0,T; H~1(Q)). Atunci pentru orice t € [0,T] avem

|Sf|L2(0,t;H(}(Q)) < flizeorn-1@) (4.2.1)
si

|Sf|C([0.t];L2(Q)) = \/mf'LZ(o,t;H-l(n)) (4.2.2)
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4.3.1 Compactitatea

Aceasta sectiune trateaza completa continuitate a operatorului solutie S. Vom folosi de asemeni
urmatorul rezultat (vezi [65, p 255] si [82, p 307]):

Lema 4.2.1 Fie X, B si Y spatii Banach astfel incdt au loc scufundarile X c B compacta si
B c Y continua. Daca mulfimea F este marginita in LP(0,T;X) si relativ compacta in
LP(0,T;Y),unde 1 < p < oo, atunci F este relativcompacta in L (0,T; B) .

Teorema 4.2.2 Operatorul solutie S este complet continuu de la L?(0,T; H 1(Q)) la
L?(0,T; LP(Q)) pentru (2*)" = 2 < p<2"= % dacan = 3 si pentru orice p = 1 daca n=1

n+2 —
sau n=2.

4.4  Rezultate de existentd pentru ecuatia Schrodinger neliniarda

4.4.1 Aplicatie a teoremei de punct fix a lui Banach

Primul rezultat de existenta si unicitate pentru problema semiliniara (4.1.1) este stabilit Tn sensul
teoremei de punct fix a lui Banach.

Teorema 4.3.1 Fie g, € L2(Q) si F:C([0,T]; L2(©2)) - L?(0,T; H"1(2)) o aplicatie pentru
care exista constantd a € R, astfel Tncat urmatoarea inegalitate are loc oricare ar fiu,v €
c([o,T]; L2()):

|F(w)(t) — F(wv)(O)|y-1 < alu(t) —v(t)|,2 a.p.t.pe [0,T]. (4.3.1)
Atunci existd o solutie unica u a problemei (4.1.1), adica o functie,
u€eL*(0,T; Hy@) nc([0, T 12(Q), u €10, T; H (1))
i

{(u'(t), v) + i(u(t), v)H& = (F(w)(t),v) a.p.t t €[0,T], pentru orice v € Hj(Q)
u(0) = go

Exemplu 4.3.1 Fie G: L2(Q) —» H~1(Q) o aplicatie pentru care existd o constanti a € R, cu
|G(w) — GW)|y-1q) < alu —v|;2¢q), U,V E L*(Q). (4.3.2)
Atunci aplicatia F: C ([0, T]; L2(©)) - L?(0,T; H~1(2)) dati de

Fw)(®) = G(u®)) (ue C([0,T]; L2(Q)),t € [0,T])
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satisface toate conditiile Teoremei 4.3.1.

Exemplu 4.3.2 Fie g: QO X R = R o functie astfel incat g(.,7) este masurabila pentru fiecare
T € R, g(.,0) € H~1(Q) si existd o constantd a, € R, cu

l9(x, 71) — g(x, T2)| < aglty — 75
a.p.t. x € Q si orice 74,7, € R. Atunci operatorul G: L?(Q) —» H~1(Q) definit prin
Gw = g(.,ul))
satisface toate conditiile din exemplul precedent.

4.4.2 Aplicatie a teoremei de punct fix a lui Schauder

Urmatorul rezultat de existentda provine din teorema de punct fix a lui Schauder. Conditia
Lipschitz pentru termenul neliniar F din Theorem 4.3.1 este slabita pana la o conditie de crestere
cel mult liniara.

Teorema 4.3.2 Fie g, € L>(Q) si F:L2(0,T; L*(Q)) - L*(0,T; H"1(Q)) o aplicatie continud
pentru care existda constanta a € R, astfel incdt sa aiba loc urmatoarea inegalitate pentru orice
u e C([0,T]; L*()

|F(w)(®) = F(0)(®)|z-2 < alu(®)|.z a.p.t pe [0,T].
Atunci exista cel putin o solutie a problemei (4.1.1).

Exemplu 4.3.3 Fie G: L?(Q2) » H~(Q) o functie continui pentru care existd o constanti a € R,
astfel ca

1G(w) — G(0)|y-1 < alul,z, u€ L*(Q). (4.3.3)
Atunci aplicatia F: C ([0, T]; L*(Q)) — L?(0,T; H~1(Q)) dati prin
Fw)(®) = G(u@®)) (ue L*(0,T;L*(),t €[0,T])
satisface toate conditiile Teoremei 4.3.2.

Exemplu 4.3.4 Fie g:Q X R — R o functie astfel incat g(.,7) este masurabila pentru orice
T € R, g(x,.) este continud a.p.t. x € Q, g(.,0) € H~1(Q) siexistd a, € R, astfel ca

lg(x, 1) = g(x, 0 < aolt|

a.p.t. x € Qsioricare ar fi T € R. Atunci operatorul G:L?(Q) —» H~1(Q) definit prin
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G(w) = g(.,ul))
satisface conditiile din exemplul anterior.

4.4.3 Aplicatie a teoremei de punct fix a lui Leray-Schauder
Urmatorul rezultat de existentd se inscrie in seria celor obtinute pe baza teoremei de punct fix a
lui Leray-Schauder (vezi [66]).

Teorema 4.3.3 Fie g, € L*(Q)si F:L*(0,T; LP(Q)) - L?>(0,T; H"1(Q)), unde (2*)' <p <
2*daca n=3si p=1pentru n=2gsin=1. Presupunem ca F este continud si marginita
(transforma multimi marginite in multimi marginite) si exista constantele a,b € R,, a < A; si
f € H™Y() astfel incdt daca F, := F — f atunci are loc urmatoarea inegalitate

(Fo(w)(®),u(t)) < alu(t)lfz +b (4.3.4)
pentru orice u € L2(0,T; LP (1)) sia.p.t.t € [0,T].
Atunci existd cel putin o solutie a problemei (4.1.1).

Exemplu 4.3.5 Fie G: LP(Q) — L@ (Q2) o aplicatie continua care satisface urmatoarele conditii:

p

|G(u) — G(O)|L(z*)' < cOIUI(LZpT)’, pentru orice v € LP(Q); (4.3.6)
(G(v),v) < al|v|% + b pentru orice v € LP(Q), (4.3.7)

pentru unele valori a < A4, b,c>0,(2") <p <2 dacan=3sip=>1pentru n=2si
n = 1. Atunci aplicatia F: L?(0, T; LP (Q0)) - L?(0,T; H~1(Q)) dati prin

Fw)(®) = 6(u®)
satisface conditiile Teoremei 4.3.3.

Exemplu 4.3.6 Fie g:Q X R — R o functie astfel incat g(.,7) este masurabila pentru orice
T € R, g(x,.) este continua a.p.t. x € Qsiexistia ¢y, € Ry, 1 < a < 2* — 1 astfel incat

l9(x, D] < colT|% (4.3.8)
tg(x,7) <0 (4.3.9)

a.p.t. x € Qsi orice T € R. Atunci operatorul de superpozitie G: LP () —» H~1(Q) dat prin
G(w) =g(.,v(.)),cu p = a(2*), satisface conditiile exemplului precedent.

Exemplu 4.3.7 Functia g(x,7) = —|7|* 1t (r € R,), unde 1 < a < 2* — 1, satisface conditiile
din Exemplul 4.3.6.
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5 Sisteme de ecuatii neliniare Schrodinger

Flosind teoria de existenta liniara din capitolul 4 vom stabili rezultate de existenta pentru sisteme
de ecuatii neliniare perturbate de operatori Schrédinger via teoremele de punct fix ale lui Perov,
Schauder si Leray-Schauder. Cadrul abstract de lucru este corelat cu spatiile Lebesgue-Sobolev.
Demonstratiile sunt bazate pe metoda matricelor convergente la zero prezentatd in lucrarea
Precup [68]. Rezultatele autorului particularizeaza teoria generald din lucrarea amintitd. Acest
capitol are ca obiect de studiu solvabilitatea slaba a sistemelor semiliniare de operatori folosind
metoda matricelor convergente la zero. Punctul de plecare in acest studiu este operatorul solutie

Schrodinger, pentru care am stabilit proprietatea de compactitate in Capitolul 4.

5.1 Ecuatii Schrodinger neliniare

Fie Q 0 submultime deschisi si mirginitd din RY , 0 < T < oo si considerdm problema Chaucy-
Dirichlet pentru ecuatia Schrodinger liniara:

us—idu=f peQ=0Qx(0,T);
u(x,0) =0 pe Q; (5.1.1)
u=20 pe X:=00 % (0,T).

Conform Teoremelor 4.1.1, 4.2.1 si 4.2.2 putem asocia acestei probleme operatorul solutie
S:12(0,T; H-1(Q)) - L2(0, T; L2()Nc ([0, TT; L2(Q)),

definit prin Sf = u unde u € L2(0,T; L>(Q))NC([0, T]; L*(Q)) este solutia slabd a problemei
(5.1.1).

In prima parte ne vom ocupa cu existenta solutiei pentru urmatorul sistem de ecuatii semiliniare
Schrodinger:

JLu = F(u,v) pe Q% (0,T);

Lv =G(u,v) pe Q% (0,T);

u(x,0) =0,v(x,0) =0 pe; 1.2
k u=v=20 pe X.
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Aici prin Lu se intelege Lu = u, — iAu astfel incat S = L™1si F, G sunt operatori neliniari. Se
urmareste gasirea unei solutii slabe pentru problema (5.1.2), care reprezinta, de fapt, un punct fix
aproblemei [“] = N[%], unde u,v € C([0,T]; L*(Q)), N = (N, N,) definit prin

N1=S°F, Sl N2=S°G.

5.1.1 Aplicatie a teoremei de punct fix a lui Perov

Primul rezultat este o teorema de existenta, unicitate si aproximare.

Teorema 5.1.1 Fie F,G:C([0,T];L2(Q)) x €([0,T]; L*(Q)) - L*(0,T; H™1(Q)) operatori
continui. Presupunem ca

|F (uy, 1) (8) = F(ug, v2) () g1 < aqlug (t) — upa(B) 12 + by|v1 (1) — v2(D)],2
si (5.1.3)
|G (uy, 1) (t) — G(up, v2) (D) -1 < azlug(t) — uz(O)]12 + balvi () — v (B)],2

pentru orice (uy, v1), (U, v,) € C([0,T1; L2(2)) x €([0,T1; L2(2)), t € [0, T] si unele
constante nenegative a,,a,, b1, b, .

Atunci problema (5.1.2) admite o solutie unica (u, v) € C([O, T]; L? (.Q)) X C([O, T]; L? (.(2))

Exemplu 5.1.1 Fie F;, Gy: L*>(Q) x L?>(Q) » H™1(Q) doua aplicatii pentru care existd
constantele a,, a,, by, b, € R, astfel ca

|Fy(uy, v1) — Fy(ug, v2) g1 < ag|lug — uplyz + bylvy — v 2
si
|Gy (uq, 1) — Gy (uz, Vo) |g—1 < azluy — uzlyz + bolvy — v2l 12
pentru orice uq, vy, Uy, v, € L2(Q).
Atunci aplicaiile F,G:C([0,T]; L(Q)) x C([0,T]; L*(Q)) - L*(0,T; H~1(Q)) date prin
F(u,v)(t) = F;(u(®), v(t)) si G(u,v)(t) = G, (u(t), v(t))

pentru orice (u,v) € C([0,T]; L2(Q)) x ([0, T]; L?(Q)) satisfac condifiile Teoremei 5.1.1.
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5.1.2 Aplicatie a teoremei de punct fix a lui Schauder

Urmatorul rezultat este un rezultat de existenta provenit din aplicarea principiului de punct fix a
lui Schauder, cu presupunerea ca neliniaritatile F si G au o crestere cel mult liniara.

Teorema 5.1.2 Fie F,G:C([0,T]; L2(Q)) x C([0,T]; L*(Q)) - L*(0,T; H~1(€)). Presupunem
ca F si G sunt continue i satisfac conditiile de crestere

|F(uq, up) () -1 < aqlug (812 + bylup(t)12 + hy
si (5.1.7)
|G (ug, uz) ()1 < azlug (0|2 + balua ()2 + hy

pentru orice u = (uy,uy) € C(0,T;L2(Q)) x €(0,T; L?(Q)) ,t € [0,T], unde a;, b;, h; € R,.
Atunci (5.1.2) are cel putin 0 solugie u = (uy,u,),

u € L2(0,T; Hy(W)NC([0, TT; L2(Q)) x L2(0, T; Hy(W)NC([0, TT; L2()).

Exemplu 5.1.2 Fie F;,G;:L?(Q) x L2(Q) » H™(Q) doua functii continue pentru care existd
a;,a,, by, b, € R, astfel ca

|Fy (ug, up)lyg-1 < aqluqglz + byluylz + by
si
|Gy (U, u) g1 < azlugliz + baoluylz + hy

Atunci aplicaiile F,G:C([0,T]; L>(Q) x C([0,T]; L2(Q)) - L*(0,T; H~1(2)) date prin

F)(®) = F(u(®) st G)(®) = G (u(®))

pentru orice u = (uy,u,) € C([0,T]; L2(2)) x C([0,T]; L?(R2)) satisfac  conditiile  din
Teorema 5.1.2.

Exemplu 5.1.3 Fie f,g:Q X R - R doua functii continue astfel incat f(.,7) si g(.,7) sunt
masurabile pentru orice T € R, f(.,7),g(x,.) sunt continue a.pt. x€Q, f(.,7),9(,0)€
H~1(Q) si existd constantele a,, by € R, astfel ca

If (x, ) = f(x,0)] < a7
Si

lg(x, 7) — g(x,0)| < byl
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apt x€Q si orice T €R. Atunci operatorii F,G:C([0,T];L*(Q)) x ¢([0,T]; L2(Q)) -
L%(0,T; H3 () definiti prin
Fwv) =f(.,u())siGwv) = g(.,ul))

satisfac conditiile din exemplul precedent.

5.1.3 Aplicatie a teoremei de punct fix a lui Leray-Schauder

Urmatorul rezultat este bazat pe principiul de punct fix a lui Leray-Schauder. Urmarim obtinerea
unei solutii slabe a sistemului (5.1.2).

Teorema 5.1.3 Presupunem ca F §i G sunt continue si admit descompunerile F = Fy(u,v) + f
si G =Gy(u,v) + g astfel incdt urmatoarele conditii sunt satisfacute pentru tofi u,v €
1%(0,T; H3()) , orice t €[0,T] , unele constante ay,a,, by, b, € R, astfel incat A, >

(ay+ by +/(as — by)? + 4a;b;)/2 5 f, g € H™'(2):

(Fo(u, v) (&), u(t)) < asu(®)|fz + bylv(t) 72

(5.2.9)
(Go(u, ) (), v(1) < azlu(®)|?= + bylv(t)]2

Atunci (5.1.2) are cel putin o solutie
(uw,v) € L2(0,T; H3(2)) x L2(0,T; H3 (2)).

Exemplu 5.1.4 Fie F,, GO:LP(Q)XL”(Q)—)L(Z*)’(Q) aplicatii continue care satisfac
urmatoarele conditii:

_p_
@'

si|Go(u, V)|, vy S 2|Vl (5.2.13)

_p_
@'

|Fo(u, U)|L(z*)’ < C1|U|Lp

pentru toti u, v € L? (0, T; H&(.Q));

(Fo(w, v)(8), u(t)) < asu(®)|fz + bylv(®)I72

Si (5.1.14)
(Go(u, V) (1), v(D) < azlu(®)|}2 + bylv(t)|7

pentru toti u, v € L2(0, T; H3 (2))
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(a1+b2+\/ (al—b2)2+4a2b1)

pentru unele valori 4, > > , Q1,a3,b1,b, > 0,(27) <p <2-dacin >3
sip=1pentru n=2 si n=1. Atunci aplicatiile F,G:L*(0,T;LP(Q)) X L*(0,T; LP(Q)) —
L2(0,T; HYdate prin F(w)(t) = Fo(u(t)) si prin G(w)(t) = Go(u(t)) satisfac toate conditiile
din Teorema 5.1.3.

Exemplu 5.1.5 Fie f,g:Q X R - R doua functii astfel incat f(.,7), g(.,7) sunt masurabile
pentru orice T € R, f(x,.),g(x,.) sunt continue a.p.t. x € Q si existd ¢y, ¢, x ER,, 1 <a <
2" — 1 astfel incat

If (e, DI < crlel®si 1g(x, D] < calTl%; (5.1.15)
f(x,7) <0 sitg(x,7) <0 (5.1.16)

a.p.t. x € Qsitoti T € R. Atunci operatorii de superpozitie F, G: LP (Q) X LP(Q) —» H~1(Q) dati
prin F(w,v) = f(.,v(.)), si G(w,v) = g(.,v(.)), cu p = a(2")', satisfac conditiile din
exemplul precedent.

Exemplu 5.1.6 Functiile f(x,7) = —|7|* *rsig(x,7) = —|7|¥"'t (r €R)), unde 1 < a,f <
2" — 1, satisfac conditiile din Exemplu 5.1.5.
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