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Introducere 

 

Ecuaţiile diferenţiale parţiale constitue un subiect cu multe faţete. Chiar dacă teoria 

ecuaţiilor cu derivate parţiale a devenit in ultimul secol o disciplină matematică în sine cu 

metode şi obiective proprii, nu poate fi ignorant faptul că îşi trage rădăcinile din fizica  secolului 

XIX, în speţă din mecanică, din teoria electricităţii, a propagării căldurii şi electromagnetismului, 

fizica rămânând şi astăzi principala beneficiară şi domeniu de aplicabilitate a ecuaţiilor cu 

derivate parţiale.   Dezvoltarea clasică a analizei funcţionale neliniare are loc simultan cu 

începuturile  analizei funcţionale liniară pe la începutul secolului XX în lucrările 

matematicienilor Picard, S. Bernstein, Ljapunov, E. Schimdt, şi Lichtenstein şi a fost motivată de 

dorinţa de a studia existenţa şi proprietăţile problemelor  la limita pentru ecuaţii neliniare cu 

derivate parţiale. Instrumentul clasic de lucru a fost principiul de contracţie a lui Picard (pus în 

forma sa cea mai clară de către Banach în teza sa în 1920 - teorema de punct fix a lui Banach). 

Dincolo de dezvoltarea timpurie a teoriei de bifurcaţie a lui Ljapunov şi E. Schimdt în 

jurul anului 1905, a doua, şi chiar şi mai fructuoasă, sursa a metodelor clasice în analiza 

funcţională neliniară a fost dezvoltată în teoria aplicaţiilor neliniare compacte  în spaţii Banach la 

sfârşitul anilor 1920 şi la începutul anilor 1930. Acestea au inclus bine-cunoscuta Teoremă de 

punct fix a lui Schauder şi extinderea gradului topologic a lui Brower de către Leray şi Schauder 

în 1934 la aplicaţii pe spaţii Banach de forma  I + C cu C compact (precum şi rezultatele 

interesante legate de aplicaţiile neliniare Fredholm ale lui Caccioppoli ). 

Rolul central al aplicaţiilor compacte în această fază de dezvoltare a analizei funcţionale 

neliniare s-a datorat în parte, naturii aparatului tehnic în curs de dezvoltare, dar, de asemenea, în 

parte, tendinţei nu prea fructuoase de a privi teoria ecuaţiilor integrale ca domeniu predestinat de 

aplicare a teoriei ce urma să fie dezvoltată. Cu toate acestea, mai multe probleme importante de 

analiză se află în domeniul oarecum diferit al problemelor la limită pentru ecuaţii cu derivate 

parţiale, iar din eforturile de a aplica teoria operatorilor compacţi (şi în special al teoremei Leray-

Schauder), la problemele din urmă au dat naştere la cereri  tot mai inaccesibile (şi, uneori, 

invalide),  estimări a priori în aceste probleme; speranţa de aplicare a analizei funcţionale 

neliniare la problemele de acest tip este centrată  pe un program general de a crea teorii noi 

pentru clasele importante de operatori neliniari ca generatori infinitezimali de   -semigrupuri de 

contracţii sau operatori monotoni. 

Tematica acestei teze de doctorat se încadrează în tematica generală de studiu a 

problemelor semiliniare la limită, utilizând metoda operatorilor pe baza rezultatelor abstracte din 

analiza neliniară. Metodele folosite au fost iniţiate la începutul anilor şaizeci de către J.L. Lions 

şi Temam pentru ecuaţii neomogene, cu termenul sursă în        , şi Perov şi Kibenko pentru 

sistemele semiliniare de operatori iar de atunci au fost  folosite pe scară largă pentru probleme 

specifice ca: 
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-probleme la limită pentru ecuaţii diferenţiale parţiale: J.-L.Lions  [42], J.-L.Lions, E.Magenes 

[41], T.Cazenave [15], T.Cazenave, A.Haraux [16], T.Cazenave, F.B.Weissler [17], T.Kato [36], 

R.Temam [76], D.Bainov, E. Minchev and A.Myshkis [5], V.Barbu [6], H.Brezis and F.Browder 

[11], I.Bialynicki-Birula and J. Mycielski [14], L.C.Evans [21], R.Glassey [28], T.Kato [34], 

A.I.Perov, A.V.Kibenko [64], R.Precup [65], [66], [67]. 

-probleme parabolice şi eliptice la limită:  N.H.Pavel [62], D.Gilbarg şi N.S.Trudinger [24], 

K.Tintarev [77]  

-sisteme semiliniare de operatori: A.I. Perov, A.V.Kibenko [64], R.Precup [65], [68], 

C.Avramescu [4], I.A. Rus [72], M.J. Ablowitz, B.Prinary and A.D.Trubatch [1], A.Domarkas 

[20]. 

-semigrupuri neliniare şi ecuaţii diferenţiale: V.Barbu [7], F.Kappel, H.Brezis şi M.G.Crandall 

[39], A.C.McBride [52], N.H.Pavel [62], A.Pazy [63], I.Vrabie [81], [82],[83]. 

-analiză funcţională neliniară şi ecuaţii diferenţiale parţiale: H.Brezis [12], M.Clapp [18], 

P.Jebelean [33]. 

             Subiecte înrudite pot fi găsite în A.De Bouard [9], J.Bourgain [10], D.Bainov, E. 

Minchev [13], C.Cohen-Tannoudji, J.Dupont-Roc, G.Grynberg [19], R.P.Feynman [22], [23], 

J.Ginibre şi G.Velo [25], [26], [27], A.Granas, J. Dugundji [29], H.Grosse şi A.Martin [30]. 

Scopul acestui studiu este de a găsi astfel de operatori pentru care putem dovedi proprietatea de  

compactitate, în scopul aplicării principiilor de punct fix pentru diferite clase de ecuaţii 

diferenţiale parţiale şi sistemele corespunzătoare. 

Probleme clasice la limită din fizica matematică includ, în afară de ecuaţii de tip eliptic,  cu 

valori iniţiale pentru ecuaţia căldurii şi problema Cauchy pentru ecuaţia undelor, în plus, ca 

urmare a dezvoltării mecanicii cuantice, probleme cu valoari iniţiale pentru ecuaţia Schrödinger. 

Toate aceste probleme pot fi scrise într-o formă operatorială comună: 

      
unde  

(1) pentru ecuaţia căldurii:            

(2) pentru ecuaţia undelor:             

(3) pentru ecuaţia lui Schrödinger:          , 

L este un operator diferenţial iar F o aplicaţie neliniară. Vom arata că operatorul soluţie        

pentru problema neliniară: 

 
       
         

  

există şi mai mult, este complet continuu pentru toate cele trei tipuri de ecuaţii.  
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Scopul acestei lucrări este de a face noi precizări privind abordarea operatorială a unor ecuaţii cu 

derivate parţiale de evoluţie şi de a extinde această teorie la sistemele semiliniare de operatori. 

Mai exact, vom demonstra proprietăţi de bază, cum ar fi estimarea în normă şi compactitatea 

pentru operatorul soluţie (liniar) asociat unor ecuaţii neomogene de evoluţie liniare şi le vom 

folosi pentru a aplica teoremele lui Banach, Schauder şi Leray-Schauder pentru problemele de 

punct fix echivalente cu  probleme Chauchy-Dirichlet pentru ecuaţiile de evoluţie. Vom extinde 

aceste rezultate la sistemele semiliniare operatoriale corespunzătoare. Principiul Banach de 

contracţie pe spaţii metrice complete va fi înlocuit cu teorema lui Perov de punct fix pentru 

operatorii complet continui şi principiul Leray-Schauder pentru operatorii complet continui şi 

mulţimi de contracţii. 

Lucrarea de faţă este structurată pe patru capitole precedate de un breviar teoretic şi urmate de 

lista bibliografică a publicaţiilor. 

Primul  capitol, intitulat Preliminarii are scopul de a aminti unele noţiuni şi rezultate de bază 

necesare în prezentarea capitolelor urmatoare ale acestei teze de doctorat. În redactarea acestui 

capitol am utilizat urmatoarele resurse bibliografice: R.Precup [67],[68], H.Brezis [12], A.Granas 

si J.Dugundji [29], A.I.Perov  şi A.V. Kibenko [64], I.A.Rus [72]. [73], H.Brezis [12], D. 

Gilbarg şi N. S. Trudinger [24], J.-L. Lions [42], [43], J.-L.Lions et E.Magenes [41], T. 

Cazenave, A.Haraux [16], J.-L.Lions şi E.Magenes [41], V.Barbu [7], A.Pazy [63], I.Vrabie 

[81], [82] . 

Motivaţia capitolului al doilea, intitulat Teoreme de existenţă a sistemelor de ecuaţii 

semiliniare pentru ecuaţia căldurii şi a undelor constă în rezultatele cunoscute ale lui A. I. 

Perov şi A.V. Kibenko [64] pentru versiunea vectorială a principiului de contracţie aplicat pentru 

ecuaţia căldurii şi a undelor ce a fost recent extinsă  de către R. Precup [67] la alte subiecte de 

analiză neliniară. Scopul nostru principal în capitolul 2 este de a extinde aceste metode la sisteme 

de ecuaţii şi de a generaliza rezultatele din R. Precup [68].  

În secţiunea 2.1. vom prezenta prima ecuaţie de evoluţie pentru care vom aplica rezultatele 

noastre. Vom prezenta proprietăţile de bază, precum estimări în normă şi compactitate pentru 

operatorul soluţie asociat ecuaţiei căldurii neomogene liniare şi le vom folosi în scopul aplicării 

teoremelor de punct fix ale lui Perov, Shauder şi Leray-Shauder pentru problema echivalentă cu 

sistemul: 

                                   

                                         
                                    

                         
                                      

                                               (0.0.1)         

Aici prin     întelegem            astfel încât        iar      sunt operatori neliniari. 

Cautăm soluţia slabă a problemei (0.0.1) echivalentă cu problema de punct fix    
 
     

 
  în  
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spaţiul                                , unde                   ,           

definit de 

                                                     şi        . 

În  secţiunea a doua vom folosi acelaşi  program pentru ecuaţia undelor şi urmatorul sistem:                                                  

                   

 
  
 

  
 

               

               

            
  

  
       

         
  

  
       

          

                                                   (0.0.2) 

în spaţiile      
           şi                 înzestrate, respectiv, cu normele: 

              
        

  
   

 

  

            
         

  
   

 

pentru orice          . Aici     
   

   
    ,                    . 

Studiul realizat pentru (0.0.1) şi (0.0.2) va fi unul vectorial şi vom folosi matrice în loc de  

constante. Rezultatul va fi unul de teorie de existenţă derivată din principiile de contracţie. 

Rezultatele proprii ale autorului sunt urmatoarele: 

 Lema 2.1.1, Teorema 2.1.2, Teorema 2.1.3, Teorema 2.1.4, Teorema 2.2.1, Teorema 2.2.2. 

Al treilea capitol al lucrării se intitulează Teoreme de existenţă pentru ecuaţii de evoluţie 

semiliniare, generale şi sisteme şi are ca scop extinderea rezultatelor din capitolul 2 la cazul 

general al ecuaţiilor de evoluţie şi sisteme. Capitolul este structurat în două secţiuni. 

Contribuţiile autorului din prima parte au la bază rezultate din  I.Vrabie [81], [82]. Vom 

demonstra că operatorul soluţie este complet continuu, proprietate crucială pentru obţinerea 

rezultatelor din secţiunea a doua.  

În secţiunea a doua vom prezenta două rezultate referitoare la urmatoarele sisteme semiliniare de 

ecuaţii: 

                                         

            
            

           

                                                 (0.0.3) 
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în spaţiul Banach   . Aici          şi            este generatorul infinitezimal  al 

unui   -semigrup de contracţii.   este operatorul liniar pentru care        şi      sunt 

operatori neliniari. Se caută soluţia slabă a problemei de punct fix   
 
     

 
  în spaţiul    , 

unde                          ,           definit de  

                                                     şi       . 

Vom prezenta în continuare cazuri particulare ale teoremei de punct fix a lui Perov’s şi 

principiul de contracţie a lui Schauder. Rezultatele din această secţiune reprezintă un caz 

particular al rezultatelor din R. Precup (see [68]).    

Rezultatele proprii ale autorului sunt următoarele: Teorema 3.1.2, Teorema 3.1.3 ş Teorema 

3.2.1. 

Capitolul 4 si anume : Teoreme de punct fix pentru ecuaţia neliniară Schrödinger prezintă 

solvabilitatea problemei Cauchy-Dirichlet pentru ecuaţiile Schrödinger perturbate: 

                           

                          

                                           

                                     

                                         (0.0.4) 

unde       este un domeniu marginit şi F este un operator general nelinear care, în particular, 

poate fi un operator de superpoziţie, un operator de întârziere, sau un operator integral. Ecuaţii 

Schrödinger specifice se prezintă ca modele în cateva domenii din fizică. Problema studiată este 

una clasică (vezi [15], [36], [42], [41] şi [76]) iar scopul nostru aici este de a pune în valoare 

abordarea operatorială bazată pe rezultate abstracte din analiza funcţional neliniară. Mai precis 

vom demonstra proprietăţi de bază ca estimarile în normă şi compactitatea pentru operatorul 

soluţie (liniar) asociat ecuaţiei liniare Schrödinger neomogene, proprietăţi pe care le vom folosi 

la aplicarea teoremelor de punct fix Banach, Schauder şi Leray-Schauder. Acelaşi program a fost 

aplicat în discuţia perturbărilor neliniare din ecuaţia căldurii şi a undelor în [65] şi [66]. 

Teoremele 4.2.1, 4.3.1, 4.3.2, şi 4.3.3, sunt rezultatele originale ale autorului conţinute în 

Capitolul 4 al acestei lucrări de doctorat. Aceste teoreme sunt incluse in M.Manole and R.Precup 

[49]. 

Ultimul capitol şi anume Sisteme de ecuaţii Schrödinger neliniare, prezintă o generalizare a 

rezultatelor din capitolul patru la sisteme de ecuaţii Schrödinger neliniare. În prima parte vom 

prezenta ecuaţia  Schrödinger pentru care vom aplica rezultatele:  

                           

                        

                                              
                                 

                                   (0.0.5) 
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Vom prezenta proprietăţile de bază (estimări în normă şi compactitate) ale operatorului 

soluţie (liniar) asociat ecuaţiei liniare neomogene Schrödinger   obţinute în Capitolul 4 şi le vom 

folosi în scopul aplicării teoremelor de punct fix Perov, Schauder şi Leray-Schauder problemei 

echivalente cu sistemul: 

                          

         
         

                    

                                        (0.0.6)                                                

în       . Aici prin     se întelege             astfel încât        şi      sunt operatori 

neliniari. Se caută soluţia slabă a problemei (0.0.6) echivalentă cu problema de punct fix 

  
 
     

 
  în spaţiul                                , unde                   , 

          este definit de 

                                                     şi       . 

Rezultate proprii ale autorului sunt regăsite în teoremele 5.1.1, 5.1.2, 5.1.3 şi sunt incluse în 

Manole [50]. 

În final doresc să aduc calde mulţumiri conducătorului meu ştiinţific, prof. univ. dr. Radu 

Precup, pentru îndrumarea atentă şi încurajarea permanentă de care m-am bucurat pe parcursul 

stagiului meu de doctorat. 

 

 

 

 

 

 

   Cluj-Napoca, Septembrie 2010                                                Drd. Mihaela Manole 
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1 Preliminarii 

 

Argumentele şi demonstraţiile din această teză de doctorat au la bază următoarele rezultate de 

bază din analiza neliniară.  

1.1 Notaţii de bază şi rezultate       

1.1.1    Operatori complet continui 

1.1.2    Principii de punct fix 

În formularea rezultatelor de existenţă vom aplica următoarele teoreme (vezi Cazenave [14], 

Vrabie [82] şi Precup [66]) în capitolele 2, 3 şi 4. După ce vom demonstra existenţa şi 

compactitatea operatorului soluţie pentru ecuaţia căldurii, a undelor şi Schrödinger vom putea 

aplica următoarele rezultate ecuaţiilor de evoluţie. În capitolul 2 al acestei lucrări  vom folosi 

rezultatele din  Precup [66] şi [68]. Primul este principiul de contracţie a lui Banach. 

Teorema 1.1.11 (Banach).  Fie (X,d) un spaţiu metric complet şi       . Dacă există o 

constantă  L < 1 astfel încât                       pentru orice       , atunci F are un 

unic punct fix      ; adică, există un singur      astfel încât         . 

Urmatoarele două teoreme sunt cunoscute ca teoreme de punct fix ale lui Schauder. În aplicaţii a 

doua variantă este mai utilă.  

Teorema 1.1.12 (Schauder). Fie K o multime nevidă, convexă şi mărginită într-un spaţiu 

Banach X şi fie        un operator continuu. Atunci T are cel puţin un punct fix în K, adică 

există cel puţin un     astfel încât        . 

Teorema  1.1.13 (Schauder). Fie D o mulţime nevidă, convexă, mărginită şi închisă în spaţiul 

Banach  X şi fie        un operator complet continuu. Atunci T are cel puţin un punct fix în 

D. 

Urmatoarea teoremă este principiul de punct fix al lui Leray-Schauder. În aplicaţii, una 

dintre condiţiile din teorema de punct fix a lui Schauder este invarierea domeniului        

care trebuie să fie îndeplinită pentru o submulţime mărginită, închisă şi convexă a lui D într-un 

spaţiu Banach. Principiul Leray-Schauder face posibilă evitarea acestei condiţii şi implică numai 

o condiţie de mărginire să fie indeplinită. 
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 Teorema 1.1.14 (Leray–Schauder). Fie X un spaţiu Banach, K o submulţime mărginită deschisă 

în X cu      , şi          un operator complet continuu. Dacă            pentru toţi  

           şi        , atunci N are cel puţin un punct fix. 

     În aplicaţii principiul Leray-Schauder este de obicei folosit împreună cu aşa numita tehnică de 

marginire ‘a priori’: 

    Să presupunem ca avem de rezolvat urmatoarea ecuaţie operatorială: 

                                                                                                                              (1.1.1) 

unde K este o submulţime închisă, convexă a spaţiului Banach           şi       este 

complet continuu. Atunci căutăm soluţii pentru familia de ecuaţii: 

                                                                                                                  (1.1.2) 

când        . Aici       fixat (în cele mai multe cazuri     ). Dacă această mulţime este 

mărginită, adică există     astfel încât 

          

atât timp cât u este o soluţie pentru (1.1.2) pentru unele valori        , atunci fie U  intersecţia 

submulţimii K cu bila deschisă         din X. În acest caz, Teorema 1.1.14 se aplică şi 

garantează  existenţa soluţiei ecuaţiei  (1.1.1). 

 Ultima teoremă de punct fix utilizată în lucrare este teorema lui Perov. Principiul de 

contracţie a lui Banach a fost generalizat în A.I.Perov şi A.V.Kibenko [64] pe spaţii înzestrate cu 

metrici vectoriale. Vom prezenta în primul rând câteva noţiuni de bază şi rezultate şi apoi vom 

enunţa teorema lui Perov. 

     Fie X o mulţime nevidă. Prin metrică vectorială pe X înţelegem o aplicaţie          cu 

următoarele proprietăţi: 

i)          pentru toţi      ; dacă          atunci    . 

ii)               pentru toţi      ; 

iii)                      pentru toţi        . 
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    O mulţime X înzestrată cu o metrică vectorială formează un spaţiu metric generalizat. Pentru 

spaţiile metrice generalizate noţiunile de şiruri convergente, completitudine, submulţimi deschise 

şi închise sunt similare ca cele pentru spaţiile metrice obişnuite.  

Definiţia 1.1.15  Fie       un spaţiu metric generalizat. O aplicaţie       spunem că este o  

contracţie dacă există o matrice            astfel încât 

                                                            pentru                                                         (1.1.3) 

şi 

                     

pentru orice      . O matrice M care satisface condiţiile (1.1.3) spunem că este convergentă 

la zero.  

Lema 1.1.16 (vezi Precup [68]) Fie M o matrice patratică cu elemente nenegative. Urmatoarele 

afirmaţii sunt echivalente: 

(i) M este o matrice convergentă la  zero. 

(ii) I-M este o matrice nesingulară şi  

                . 

(iii)       pentru orice      cu det          

(iv)     este nesingulară şi         are elemente nenegative. 

Teorema 1.1.15 (Perov) Fie (E,d) un spaţiu metric complet generalizat cu          , şi 

fie       astfel încât 

                                                                                                                       (1.1.4) 

pentru orice       şi unele matrice pătratice   de numere nenegative. Dacă matricea   este 

convergentă la zero, adică      pentru     atunci   are un singur punct fix   şi  

                                                                                                           (1.1.5) 

pentru orice      şi     . 
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1.2  Spaţii Sobolev  

1.3 Funcţii şi valori proprii ale problemei Dirichlet  

1.4 Ecuaţia neomogenă a căldurii in        

Următoarele leme şi teoreme se vor folosi în Capitolul 2 în scopul justificării completei 

continuităţi a operatorului soluţie   pentru ecuaţia neomogenă a căldurii în       .  

                       

  

  
                      

                                              
                                 

                                                                 (1.4.1) 

În acest fel vom avea suportul teoretic pentru extinderea teoriei la sistemele semiliniare de 

operatori. Avem în vedere Precup [65] şi [66] pentru următoarele rezultate . 

Teorema 1.4.1 (Lions) Dacă                  şi         , atunci există o funcţie unică 

           
                     

astfel încât pentru  orice      
      funcţia            este absolut continuă pe        şi  

 

 

  
                                             

        

  

Mai mult, pentru orice t        , avem 

 

 
        

  
 

 
      

            
                   

 

 

 

 

 

Următoarea teoremă de estimare presupune pe de o parte, dependenţa continuă a funcţiilor   şi  

   de soluţia   a problemei (1.4.1), şi, pe de altă parte garantează neexpansivitatea operatorului 

soluţie de la                 la          
      şi de la                la               . 

Teorema 1.4.2 Fie                  şi         . Dacă   este soluţia problemei (1.4.1) 

atunci pentru orice         avem 

   
              

              

   
         

     
 
 

 
                   

unde         
              

 şi               . 
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În particular, pentru      si         , avem următoarele inegalităţi : 

   
              

    
              

 

   
         

     
    

              
  

Teorema 1.4.3 Fie           şi  

                                

fie o aplicaţie pentru care există o constantă       astfel încât următoarele inegalităţi au loc 

pentru orice                    

                                                          

Atunci problema  (2.0.1.) admite soluţie unică u, adică o funcţie 

           
                     

cu proprietatea ca pentru orice     
     funcţia            este absolut continuă pe       şi 

 

 

  
                                                

                                                                                                                                   

  

Teorema 1.4.4   Operatorul soluţie S este complet continuu de la                la 

              pentru            dacă     şi pentru orice      dacă     ori      

1.5 Ecuatia neomogena a undelor in       . 

Alt grup de teoreme şi leme vor fi folosite pentru a demonstra completa continuitate a 

operatorului soluţie S pentru ecuaţia undelor neomogenă. Facem referiri în cele ce urmează la 

Precup [66].  

Teorema 1.5.1 (Lions-Mangenes) Dacă                 ,          şi          , 

atunci există o funcţie unică  u astfel încât 
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Pentru orice funcţie                , unde             
                      este 

soluţia  problemei 

                              

 
 

 
   

   
                      

       
  

  
                

                                     

                                                                 (1.5.1) 

Definiţia 1.5.1 Prin soluţie (slabă sau generalizată) a problemei  Cauchy-Dirichlet  

                              

 
 

 
   

   
                                                         

             
  

  
                                   

                                                                    

                         (1.5.2) 

unde                 ,          si          , se înţelege funcţia u definită în  

Teorema 1.5.1 

Observaţia 1.5.2 Dacă                 ,          şi          , atunci soluţia slabă 

a problemei (1.5.2) satisface relaţiile: 
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2 Teoreme de existenţă a sistemelor de ecuaţii semiliniare pentru ecuaţia căldurii şi a 

undelor 

 

Scopul nostru principal în acest capitol este de a extinde metoda prezentată de Precup în [67] şi 

de a generaliza rezultatele la sisteme semiliniare de operatori pentru ecuaţiile căldurii şi a 

undelor. În prima parte a acestui capitol vom considera problema neliniară Cauchy-Dirichlet 

pentru sisteme de ecuaţii ale căldurii. Suportul teoretic este asigurat de rezultatele de existenţă şi 

unicitate obţinute de R.Precup (vezi [65]) iar noi vom stabili existenţa soluţiei slabe pentru un 

sistem de ecuaţii ale căldurii semiliniare. În continuare vom aplica teoria punctului fix pentru 

acest tip de sistem şi vom enunţa teoreme de existenţă de tipul principiilor lui Banach, Schauder 

şi Leray-Schauder. Abordarea folosită are la bază teoria operatorilor complet continui combinată 

cu metoda matricelor ce converg la zero. Acelaşi program va fi folosit pentru ecuaţia undelor 

neliniară pentru care, de asemeni vom stabili rezultate de existenţă de tipul principiilor de punct 

fix.  

2.1 Sisteme semiliniare pentru ecuaţia căldurii   

Fie   o submulţime deschisă şi mărginită din    ,       şi considerăm problema Cauchy-

Dirichlet pentru ecuaţia căldurii: 

                    

                       

                                    
                                 

                                                                    (2.0.1) 

Conform teoremelor 1.3.1, 1.3.2 si 1.3.3 din R.Precup [67] putem asocia problemei (2.1.1) 

operatorul soluţie  

                                                      
                    , 

definit de      unde            
                     este soluţia slabă a problemei 

(2.1.1) . 

Obiectul studiului nostru în prima parte a acestui capitol este existenţa soluţiei sistemului de 

ecuaţii neliniare pentru ecuaţia căldurii: 

                                        

                        

                        

                         
     

                                                      (2.0.2) 

Aici prin    înţelegem          astfel încât       şi     sunt operatori neliniari. Cautăm 

soluţia slabă a problemei (2.0.2) care este problema de punct fix    
 
     

 
  în spaţiul  

                             , unde           este definit prin 
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                                                     şi       . 

2.1.1 Aplicaţie a teoremei de punct fix a lui Perov 

 

Primul rezultat este o teoremă de existenţă, unicitate şi aproximare. În continuare prezentăm un 

rezultat util dezvoltărilor ulterioare. 

Lema 2.1.1 Fie matricea patratică cu elemente nenegative   
    
    

 . Atunci pentru un      

suficient de mare matricea 

                                    
          

          
   

 este convergentă la zero.  

Teorema 2.1.2 Fie                                                  operatori 

continui.  Presupunem că  

                                                                                  

şi                                                                                                                                              (2.1.1) 

                                                                    

pentru orice                                              şi unele constante 

nenegative              . 

Atunci  (2.0.2) are o soluţie unică                                     . 

2.1.2 Aplicaţie a teoremei de punct fix a lui Schauder 

 

Următoarea teoremă de existenţă este un rezultat de tipul principiului de punct fix a lui Schauder, 

presupunând că nelinearităţile F şi G au o creştere cel mult liniară. 

Teorema 2.1.3  

Fie F                                                  . Presupunem că F şi G sunt 

continue şi satisfac condiţiile de creştere.  

                                                                                                       (2.1.5) 

şi  
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pentru toţi           
                           , unde             . Atunci 

(2.0.2) are cel puţin o  soluţie           , adică funcţia 

           
                              

                    . 

2.1.3 Aplicaţie a teoremei de punct fix  Leray-Schauder 

 

Următorul rezultat se bazează pe principiul Leray-Schauder. Se caută o soluţie slabă a sistemului 

(2.0.2). 

Teorema 2.1.4    

Fie                                                   . Presupunem că F şi G sunt 

continue şi admit descompunerile             şi             astfel încât să fie 

satisfacute următoarele condiţii pentru orice              
     ,orice         , unele 

constante                astfel încât                              , şi 

          : 

                            
            

  

                                                                                                                                                 (2.1.7) 

                            
            

  

atunci  (2.0.2) admite cel puţin o soluţie                
               

     . 

Exemplu 2.1.1 Fie        
              

       două aplicaţii continue care satisfac 

următoarele condiţii:  

                                                   

 

                                

 

                              (2.1.11) 

                          
                                                    

                                             
         

  

şi                                                                                                                   (2.1.12) 

                                             
         

  

pentru orice               
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pentru unele valori    
                       

 
                          dacă     

şi     pentru     şi    . Atunci funcţiile                                 

                date de relaţia                   şi de                  satisfac toate 

condiţiile  Teoremei 2.1.4. 

Exemplu 2.1.2   Fie           două funcţii astfel încât               sunt măsurabile 

pentru orice    ,               sunt continue pentru aproape toţi      şi există         

  ,          astfel încât  

                                    
  si                

                                                          (2.1.13)        

                                                                                                                       (2.1.14)                                                                                               

pentru aproape toţi     şi toţi      Atunci operatorii de superpoziţie                 

       daţi de                   şi                   cu         , satisfac condiţiile 

din exemplul precedent.  

Exemplul 2.1.3 Funcţiile                                     (   ,), unde        

     , satisfac toate condiţiile din Exemplul 2.1.2. 

2.2 Sisteme de ecuaţii neliniare pentru ecuaţia undelor  

 

Ne vom ocupa în continuare de găsirea soluţiei slabe pentru un alt sistem de evoluţie.  

Fie   o submulţime deschisă şi mărginită a lui    ,        şi considerăm problema 

Cauchy-Dirichlet la limită: 

                             

 
 

 
   

   
                    

         
  

  
                 

                                   

                                                        (2.2.1) 

Conform Teoremei 1.4.1 şi Observaţiei 1.4.2 putem asocia problemei (2.2.1) operatorii soluţie 

    
                        

                     , 

                           
           , 

definiţi de                , unde u este soluţia problemei (2.2.1). 

În această secţiune vom urmări existenţa soluţiei pentru un sistem de ecuaţii semiliniare pentru 

ecuaţia undelor: 
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                                                                 (2.2.2) 

Aici    
   

   
   . Vom face câteva notaţii pentru urmatoarele spaţii:      

           şi 

               înzestrate cu normele: 

             
       

  
   

 

  

           
        

  
   

 

pentru orice        . 

 

2.2.1 Aplicaţie a teoremei de punct fix a lui Perov 

 

Teorema 2.2.1 Fie                                operatori continui. Presupunem că 

există                  astfel încât dacă            ,            atunci 

                                                                                

şi                                                                                                                                              (2.2.3) 

                                                                  

pentru orice            ,                       . Atunci sistemul (2.2.2) are o soluţie 

unică                                
                     . 

Următoarea teoremă reprezintă un rezultat de existenţă bazat pe principiul de punct fix a lui 

Schauder, presupunând că aplicaţiile neliniare F şi G au o creştere cel mult liniară.  
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2.2.2 Aplicaţie a teoremei de punct fix a lui  Schauder 

 

Următoarea teoremă este un rezultat de existenţă pentru problema (2.2.2) derivat din principiul 

de punct fix a lui Schauder,  cu presupunerea că aplicaţiile neliniare F şi G au o creştere aproape 

liniară. 

Teorema 2.2.2  Fie                                      . Presupunem că F şi G 

sunt continui şi satisfac condiţiile de creştere:  

                                                                                                       (2.2.6) 

şi  

                                                                                 

pentru toţi u                       , unde            . Atunci problema (2.2.2) are cel 

puţin o soluţie                            
                     . 
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3  Teoreme de existenţă pentru ecuaţii de evoluţie semiliniare, generalizate şi sisteme 

  

  Începând cu un rezulat de existenţă şi unicitate pentru o ecuaţie de evoluţie neomogenă 

generalizată cu termenul sursă într-un spaţiu Banach, X, prezentăm în continuare teoreme de 

existenţă pentru sisteme de evoluţie semiliniare via teoremele de punct fix Perov şi Schauder . În 

prima parte a acestui capitol vom considera problema neomogenă    
       

      
     căreia îi 

putem asocia operatorul soluţie                                  , conform rezultatelor 

din Vrabie ([82], pp.142). Pornind de la aceleaşi rezultate vom demonstra că avem completa 

continuitate a operatorului soluţie necesară aplicării teoremei de punct fix a lui Schauder, atât 

pentru ecuaţia semiliniară operatorială cât şi pentru sistemul de operatori.  

În acest capitol vom studia existenţa soluţiilor pentru următorul sistem de ecuaţii semiliniare  

                                     

            

            

                

                                                                         (3.0.1) 

într-un spaţiu Banach  .  

Scopul studiului din acest capitol este de a aplica aceleaşi metode folosite în capitolul 2, acum 

pentru sisteme de ecuaţii de evoluţie generalizate. Aceasta presupune folosirea operatorului  

        , unde operatorul A este generatorul infinitezimal al unui   -semigrup. L este un 

operator liniar astfel încât        şi      sunt operatori neliniari. Cautăm soluţia slabă a 

problemei de punct fix   
 
     

 
  în spaţiul            , unde                

          ,           definit prin 

                                                     şi        . 

 Interesul deosebit arătat problemei (3.0.1) se datorează faptului ca acest sistem poate fi 

privit ca un model abstract pentru sisteme particulare care descriu procese specifice precum 

sistemele mecanice sau dinamice. 

În prima secţiune vom prezenta teoreme de existenţă pentru sistemul semiliniar de operatori  

                                        
          

      
                                                                              (3.0.2)            

unde            este generatorul infinitezimal al   -semigrupului            . 

  este un spaţiu Banach şi vom defini urmatoarele spaţii Banach: 

                                      înzestrat cu norma operatorială:  
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pentru orice         si             spaţiul funcţiilor continue înzestrat cu norma: 

                                                                          . 

   este un operator continuu definit prin: 

                                 

Analiza sistemului (3.0.1) va fi una pentru valori vectoriale şi vom folosi matrice în loc de 

constante, aşa cum a fost iniţiată de către A.I. Perov şi A.V. Kibenko [64]  pentru versiunea 

vectorială a principiului de contracţie şi a fost extinsă recent în R.Precup [68] la alte problematici 

din analiza neliniară. Mai mult, această teorie poate fi uşor extinsă la sisteme de n ecuaţii 

operatoratoriale cu    , şi conţine, ca un caz particular teoria din secţiunile 3.1.2 şi 3.1.3 

pentru o singură ecuaţie. 

3.1  Ecuaţii de evoluţie semiliniare  

 

Este bine cunoscut (vezi Vrabie [82], pp.142) faptul că putem asocia problemei neomogene 

                                          
       

      
                                                                                  (3.1.1) 

operatorul soluţie 

                                  

dat de      unde            este definit de aşa numita formulă a variaţiei constantelor: 

                                   
 

 
   pentru fiecare                                                   (3.1.2) 

este o    -soluţie a  problemei (3.1.1). 

 

3.1.1 Operatorul soluţie  

 

Urmatoarele leme se vor folosi în scopul aplicării teoremei de punct fix a lui Schauder, mai exact 

pentru a demonstra completa continuitate a operatorului soluţie  . 
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Lema 3.1.1 Fie             şi                                   operatorul soluţie 

a problemei (3.1.1). Atunci operatorul soluţie S este neexpansiv de la            la           . 

În particular   aplică mulţimile mărginite din           în mulţimi mărginite din           . 

Lema 3.1.2 (Vrabie [82] pp.143) Fie            generatorul infinetizimal al unui   -

semigrup de contracţii            , şi fie     o submulţime uniform integrabilă din 

         . Atunci     este relativ compactă în            există o submulţime densă   în 

      astfel încât, pentru orice    ,  secţiunea familiei     în t,                       

este relativ compactă în X. 

Lema 3.1.3  (Vrabie [82] p.147) Fie            generatorul infinitezimal   -semigrup de 

contracţii            , şi fie    o submulţime mărginită din          . Atunci    este relativ 

compactă în            pentru orice          dacă şi numai dacă pentru orice     există 

o submulţime relativ compactă    în   astfel încât pentru orice    , există o submulţime      

în        a cărei măsură Lebesgue este mai mică decât   şi astfel încât             f pentru 

orice     şi             . 

Lema 3.1.4 (Gutman) O famile uniform integrabilă   din           este relativ compactă dacă 

şi numai dacă: 

(i)    este p-echiintegrabilă; 

(ii) pentru orice     există o mulţime compactă    în   astfel încât, petru orice 

    există o submulţime măsurabilă       din        a cărei măsură Lebesgue 

este mai mică ca   şi astfel încât            pentru orice    şi             . 

Lema 3.1.5 (Baras-Hassan-Veron) Fie           , (X este un spaţiu Banach) generatorul 

infinitezimal al unui   -semigrup de contracţii compact. Atunci pentru orice submulţime   

mărginită din           şi pentru orice         , mulţimea   

                                                                        , 

 este  relativ compactă în            

Teorema 3.1.1 Operatorul soluţie    este complet continuu de la            la           

pentru orice        .  

3.1.2 Aplicaţie a principiului de contracţie a lui Banach 

 

Vom aplica teorema de punct fix a lui Banach în scopul obţinerii existenţei soluţiei problemei 

(3.1.1). 
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Teorema 3.1.2 Fie                                   o funcţie continuă pentru care 

există o constantă      astfel încât să fie verificate urmatoarele inegalităţi 

                                                                                                             (3.1.5) 

pentru toţi                 şi orice         . Atunci există cel puţin o soluţie a problemei 

(3.1.1). 

3.1.3 Aplicaţie a teoremei de punct fix a lui Schauder 

 

Următorul rezultat de existenţă provine din teorema de punct fix a lui Schauder. Condiţia 

Lipschitz pentru funcţia neliniară F din Teorema 3.1.2 este slăbită până la o condiţie de creştere 

cel mult liniară. 

Teorema 3.1.3   Fie                       o aplicaţie continuă pentru care există 

constantele        astfel încât următoarea inegalitate are loc 

                                                         

oricare ar fi               şi a.p.t.         . 

Atunci există cel puţin o soluţie a problemei (3.1.1). 

Exemplu 3.1.1 Fie      un domeniu mărginit,    , şi fie              şi   

       astfel încât  

(a)          este măsurabilă pentru orice    ,  

(b) continuă a.p.t.     , şi  

(c) pentru fiecare     există  constantele      şi      astfel încât 

                                                                     
           

pentru a.p.t.      şi orice    .  

Atunci operatorul                        definit prin 

                    

satisface toate condiţiile Teoremei 3.1.3.  
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3.2 Sisteme de ecuaţii de evoluţie semiliniare 

 

Studiul acestei secţiuni este centrat pe existenţa soluţiei pentru următorul sistem de ecuaţii de 

evoluţie semiliniare: 

                                   

         
         

                

                                                                           (3.2.1) 

într-un spaţiu Banach   . Aici           este un operator liniar astfel încât       ,     

sunt operatori neliniari şi A este generatorul infinitezimal al unui    -semigrup de contracţii  

          . Se caută soluţia slabă a problemei de punct fix    
 
     

 
  în spaţiul   , unde 

                         ,           definit prin 

                                                     şi        . 

Primul rezultat este o teoremă de existenţă, unicitate şi aproximare.  

3.2.1 Aplicaţie a teoremei de punct fix a lui  Perov 

 

 

Teorema 3.2.1 Fie                           . Presupunem că  

                                                    

şi                                                                                                                                              (3.2.2) 

                                                   

pentru orice                                       ,            şi              sunt 

constante nenegative . 

Atunci problema (3.2.1) are o soluţie unică                                . 

3.2.2 Aplicaţie a teoremei de punct fix a lui Schauder 

 

Următoarea teoremă este un rezultat de existenţă derivat din principiul de punct fix a lui 

Schauder, cu presupunerea că aplicaţiile neliniare F şi G au o creştere cel mult liniară.  

Teorema 3.2.2  Fie                          . Presupunem că F şi G sunt continue şi 

satisfac condiţiile de creştere:  
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şi                                                                                                                                              (3.2.4) 

                                                                                 

pentru toţi                                  , unde             . Atunci problema  

(3.2.1)  are cel puţin o soluţie                                 . 

3.2.3 Exemple 

Exemplu 3.2.1 Fie                           două aplicaţii continue pentru care există 

constantele                astfel încât 

                                                                

şi 

                                                                                   

Atunci aplicaţiile           
                     definite de  

                  şi                 ,                                    

satisfac toate condiţiile Teoremei 3.2.2.              

Exemplu 3.2.2 Fie      un domeniu mărginit,    , şi considerăm funcţiile           

    şi           astfel încât          şi          sunt măsurabile pentru orice    , 

continue  a.p.t.    ,                             şi există constantele           cu 

                                                                                     

                          

 a.p.t.      şi pentru toţi    . Atunci operatorii                         definiţi prin 

                   şi                    

satisfac  toate condiţiile din exemplul precedent.  
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4 Ecuaţii  Schrödinger  neliniare via principii de punct fix 

 

Considerând pentru început un rezultat de existenţă şi unicitate pentru ecuaţia Schrödinger 

neomogenă cu termenul sursă în       , prezentăm rezultate de existenţă pentru ecuaţia 

Schrödinger neliniară perturbată via teoremele de punct fix Banach, Schauder şi Leray-Schauder.  

În prima parte a acestui capitol vom considera problema Cauchy-Dirichlet pentru ecuaţia lui 

Schrödinger. Cadrul teoretic al acestui capitol are la bază teoria spaţiului Sobolev          iar 

noi vom demonstra existenţa soluţiei slabe pe baza unui rezultat de existenţă şi unicitate datorat 

lui J.L.Lions [42]. Vom include o demonstraţie adaptată după Temam [76] şi Precup [66] pentru 

completitudine. În continuare vom asocia problemei Cauchy-Dirichlet operatorul soluţie  

                          
                     . Vom studia completa continuitate a 

acestui operator pe spaţiul               în scopul obţinerii unui rezultat referitor la problema 

superliniară. Acesta va fi stabilit folosind teorema de punct fix a lui Leray-Schauder. (vezi 

Precup [66]). 

4.1 Ecutii Schrödinger liniare 

4.1.1 Introducere 

Acest capitol tratează solvabilitatea slabă a problemei Cauchy-Dirichlet pentru 

următoarea ecuaţie Schrödinger perturbată: 

                                      

                          

                                           

                                     

                                                    (4.1.1) 

Aici       este un domeniu mărginit şi F este un operator neliniar general care, în particular, 

poate fi un operator de superpoziţie, un operator de întârziere, sau un operator integral. Ecuaţii 

Schrödinger specifice apar ca model în unele domenii ale fizicii. Preblema pusă este una clasică 

(vezi [15], [36], [42], [41] şi [76]) iar scopul autorului este de face precizări asupra abordării ei 

operatoriale pe baza rezultatelor abstracte din analiza funcţională neliniară. Mai exact, vom 

demonstra proprietăţi de bază, precum estimări în normă şi compactitate, pentru operatorul 

soluţie (liniar) asociat ecuaţiei Schrödinger liniare, neomogene şi vom folosi aceste proprietăţi în 

scopul aplicării teoremelor Banach, Schauder şi Leray-Schauder problemei de punct fix 

echivalentă cu problema (4.1.1).  Acelaşi program a fost aplicat şi în discuţia ecuaţiilor căldurii şi 

a undelor neliniare în [65] şi [66]. 

 În comparaţie cu [65] şi [66], aici spaţiile pe care lucrăm sunt spaţii de funcţii cu valori 

complexe. Astfel       aste spaţiul tutur funcţiilor u măsurabile cu valori complexe cu 

            
 

 înzestrat cu produsul scalar şi norma:  
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De asemeni, spaţiul Sobolev de funcţii complexe    
     este înzestrat cu produsul scalar şi 

norma  

            
  

   

 

   

   

   
    

 

               
  
 

 
   

De obicei prin         se întelege spaţiul dual al spaţiului   
    , care este spaţiul tuturor 

funcţionalelor liniare, continue cu valori pe   
    . Dualitatea dintre   

     şi          este 

definită in felul următor: pentru          şi     
    ,       reprezintă valuarea lui    în  

  ; în particular, dacă        
    , atunci              

 
, şi dacă         , atunci  

              . Reamintim că –   este o izometrie între spaţiile    
     şi       . 

 Pe parcursul acestui capitol prin    şi              vom înţelege valorile şi funcţiile 

proprii ale operatorului –  . Astfel 

 
–                
                        

  

De asemenea, presupunem că         . Atunci sistemul          
 

   
   

   

 este  

ortonormat şi complet în       şi, respectiv în   
    . În plus, amintim inegalitatea lui Poincaré: 

                                                            
 

   
           

                                              (4.1.2) 

4.1.2 Ecuaţia neomogenă Schrödinger în        

 

Vom avea nevoie în demonstraţii de urmatoarea lemă, o versiune pentru funcţii cu valori 

complexe a rezultatului din [65], care este o transpunere a relaţiei lui Parseval pe        şi a 

proprietăţii de completitudine a funcţiilor proprii    .  

Lema 4.1.1 (i) Pentru orice          , avem 

                                            
 
               

                                                          (4.1.3)                                                                                   

                                       
 

   
        

  
          

                                                             (4.1.4) 

                         (ii) Dacă                 , atunci 
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              . 

Considerăm acum problema Cauchy-Dirichlet pentru ecuaţia Schrödinger neomogenă: 

                                 

                                      

                                              

                                           

                                                  (4.1.5) 

      Avem următorul rezultat de existenţă şi unicitate. Demonstraţia foloseşte argumente 

provenite din lucrările [41], [76] şi [66]. 

Teorema 4.1.1   Dacă                   şi          , atunci există o funcţie unică u 

astfel încât 

                             
                                                              (4.1.6)                           

şi      
                                                           

     

                                                                                                                       
                 (4.1.7) 

    Prin soluţie (unică sau generalizată) a problemei Cauchy-Dirichlet (4.1.5), când    

              şi         , înţelegem funcţia   care satisface (4.1.6) şi (4.1.7). Aplicaţia 

                                             
                     

dată de      , unde   este soluţia unică a problemei (4.1.5) pentru     , este numită 

operatorul soluţie a problemei Cauchy-Dirichlet pentru ecuaţia Schrödinger. 

4.2 Operatorul soluţie Schrödinger  

4.3 Estimări în normă 

 

Urmatoarea teoremă de estimare garantează neexpansivitatea şi proprietatea Lipschitz a 

operatorului soluţie   de la                 la          
      şi, respectiv,              .  

Teorema 4.2.1   Fie                 . Atunci pentru orice         avem 

                                                                                                                              (4.2.1) 

şi 

                                                                                                                            (4.2.2) 
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4.3.1 Compactitatea 

 

 Această secţiune tratează completa continuitate a operatorului soluţie  . Vom folosi de asemeni 

următorul rezultat (vezi [65, p 255] şi [82, p 307]):    

Lema 4.2.1   Fie X, B şi Y spaţii Banach astfel încât au loc scufundările      compactă şi 

    continuă. Dacă mulţimea F este mărginită în           şi relativ compactă în  

         , unde       , atunci F este  relativ compactă în           .            

Teorema 4.2.2 Operatorul soluţie S este complet continuu de la                 la 

              pentru       
  

   
      

  

   
  dacă     si pentru orice     dacă n=1 

sau  n=2.  

4.4 Rezultate de existenţă pentru ecuaţia Schrödinger neliniară 

4.4.1 Aplicaţie a teoremei de punct fix a lui Banach 

 

Primul rezultat de existenţă şi unicitate pentru problema semiliniară (4.1.1) este stabilit în sensul 

teoremei de punct fix a lui Banach. 

Teorema 4.3.1 Fie                                                 o aplicaţie pentru 

care există constantă       astfel încât urmatoarea inegalitate are loc oricare ar fi     

               : 

                                                                                                 (4.3.1) 

Atunci există o soluţie unică u a problemei  (4.1.1), adică o funcţie, 

                           
                     ,                         

şi 

 
                                                                         

    

                                                                                    
  

Exemplu 4.3.1 Fie                o aplicaţie pentru care există o constantă       cu 

                                                
                                                    (4.3.2) 

Atunci aplicaţia                                  dată de   
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satisface toate condiţiile Teoremei 4.3.1. 

Exemplu 4.3.2 Fie         o funcţie astfel încât        este măsurabilă pentru fiecare 

   ,               şi există o constantă       cu 

                            

 a.p.t.     şi orice           Atunci operatorul                definit prin 

               

satisface toate condiţiile din exemplul precedent.  

4.4.2  Aplicaţie a teoremei de punct fix a lui  Schauder 

 

Următorul rezultat de existenţă provine din teorema de punct fix a lui Schauder. Condiţia 

Lipschitz pentru termenul neliniar   din Theorem 4.3.1 este slăbită până la o condiţie de creştere 

cel mult liniară.  

Teorema 4.3.2   Fie           şi                                  o aplicaţie continuă 

pentru care există constanta      astfel încât să aibă loc urmatoarea inegalitate pentru orice 

                  

                                                

Atunci există cel puţin o soluţie a problemei (4.1.1). 

Exemplu 4.3.3 Fie                o funcţie continuă pentru care există o constantă      

astfel ca 

                                                  
                                                            (4.3.3)     

Atunci aplicaţia                                  dată prin  

                                           

satisface toate condiţiile Teoremei 4.3.2. 

Exemplu 4.3.4 Fie         o funcţie astfel încât        este măsurabilă pentru orice 

   ,        este continuă a.p.t.    ,                şi există        astfel ca 

                      

 a.p.t.      şi oricare ar fi       Atunci operatorul                 definit prin 
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satisface condiţiile din exemplul anterior.  

4.4.3 Aplicaţie a teoremei de punct fix a lui Leray-Schauder  

Următorul rezultat de existenţă se înscrie în seria celor obţinute pe baza teoremei de punct fix a 

lui Leray-Schauder (vezi [66]).             

Teorema 4.3.3   Fie           si                                , unde          

   dacă      si      pentru      şi    . Presupunem că F este continuă şi mărginită 

(transformă mulţimi mărginite în mulţimi mărginite) şi există constantele       ,       şi 

         astfel încât dacă          atunci are loc urmatoarea inegalitate 

                                                           
                                                            (4.3.4) 

pentru orice                  şi a.p.t.        .  

Atunci există cel puţin o soluţie a problemei  (4.1.1). 

Exemplu 4.3.5 Fie            
       o aplicaţie continuă care satisface urmatoarele condiţii:  

                        
   

           

 

                                                                (4.3.6)             

                                      
    pentru orice          ,                                          (4.3.7)                     

pentru unele valori                         dacă     şi     pentru     şi 

   . Atunci aplicaţia                                 dată prin 

                                                                              

satisface condiţiile Teoremei 4.3.3. 

Exemplu 4.3.6   Fie         o funcţie astfel încât         este măsurabilă pentru orice 

   ,        este continuă a.p.t.     şi există        ,          astfel încât  

                                                          
                                                                        (4.3.8) 

                                                                                                                                     (4.3.9) 

a.p.t.     şi orice      Atunci operatorul de superpoziţie                dat prin 

                cu          , satisface condiţiile exemplului precedent. 

Exemplu 4.3.7 Funcţia                 (   ,), unde           , satisface condiţiile 

din  Exemplul 4.3.6. 
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5 Sisteme de ecuaţii neliniare Schrödinger  

 

Flosind teoria de existenţă liniară din capitolul 4 vom stabili rezultate de existenţă pentru sisteme 

de ecuaţii neliniare perturbate de operatori Schrödinger via teoremele de punct fix ale lui Perov, 

Schauder şi Leray-Schauder. Cadrul abstract de lucru este corelat cu spaţiile Lebesgue-Sobolev. 

Demonstraţiile sunt bazate pe metoda matricelor convergente la zero prezentată în lucrarea  

Precup [68]. Rezultatele autorului particularizează teoria generală din lucrarea amintită. Acest 

capitol are ca obiect de studiu solvabilitatea slabă a sistemelor semiliniare de operatori folosind 

metoda matricelor convergente la zero. Punctul de plecare în acest studiu este operatorul soluţie 

Schrödinger, pentru care am stabilit proprietatea de compactitate în Capitolul 4.  

5.1 Ecuaţii Schrödinger neliniare   

 

Fie   o submulţime deschisă şi mărginită din     ,       şi considerăm problema Chaucy-

Dirichlet pentru ecuaţia Schrödinger liniară: 

                            

                         

                                             

                                   

                                                           (5.1.1) 

Conform Teoremelor 4.1.1, 4.2.1 şi 4.2.2  putem asocia acestei probleme operatorul soluţie 

                                                           , 

definit prin      unde                                este soluţia slabă a problemei 

(5.1.1) . 

În prima parte ne vom ocupa cu existenţa soluţiei pentru următorul sistem de ecuaţii semiliniare 

Schrödinger: 

                         

 
 

 
                                                           

                                                           

                                                       
                                                                  

                                       (5.1.2) 
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Aici prin    se înţelege             astfel încât        şi      sunt operatori neliniari. Se 

urmăreşte găsirea unei soluţii slabe pentru problema (5.1.2), care reprezintă, de fapt, un punct fix 

a problemei    
 
     

 
  , unde                   ,           definit prin 

                                                       şi        . 

 

5.1.1 Aplicaţie a teoremei de punct fix a lui  Perov 

  

Primul rezultat este o teoremă de existenţă, unicitate şi aproximare.  

Teorema 5.1.1 Fie                                                  operatori 

continui.  Presupunem că   

                                                                                  

şi                                                                                                                                              (5.1.3) 

                                                                    

pentru orice                                                         şi unele 

constante nenegative              . 

Atunci problema  (5.1.2) admite o soluţie unică                                    . 

Exemplu 5.1.1 Fie         
                  doua aplicaţii pentru care există 

constantele                 astfel că 

                                                                  

şi                                                                                                                                         

                                                    

pentru orice                   . 

Atunci aplicaţiile                                                    date prin  

                                                    

pentru orice                                      satisfac condiţiile Teoremei 5.1.1. 
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5.1.2 Aplicaţie a teoremei de punct fix a lui Schauder 

 

Următorul rezultat este un rezultat de existenţă provenit din aplicarea principiului de punct fix a 

lui Schauder, cu presupunerea că neliniarităţile F şi G au o creştere cel mult liniară. 

Teorema 5.1.2 Fie                                                  . Presupunem 

că F şi G sunt continue şi satisfac condiţiile de creştere 

                                                                                

şi                                                                                                                                              (5.1.7) 

                                                                                  

pentru orice                                      ,       , unde            . 

Atunci (5.1.2) are cel puţin o soluţie            

           
                              

                    . 

Exemplu 5.1.2  Fie         
                  două funcţii continue pentru care există 

                astfel ca 

                                                                              

şi  

                                                      

Atunci aplicaţiile                                                    date prin  

                                      

pentru orice                                          satisfac condiţiile din  

Teorema 5.1.2. 

Exemplu 5.1.3  Fie           două funcţii continue astfel încât        şi         sunt 

măsurabile pentru orice    ,               sunt continue a.p.t.     ,               

       şi există constantele          astfel ca 

                      

şi 
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a.p.t.     şi orice      Atunci operatorii                                   

         
      definiţi prin 

                                                    şi                  

satisfac condiţiile din exemplul precedent.  

 

5.1.3 Aplicaţie a teoremei de punct fix a lui Leray-Schauder 

 

Următorul rezultat este bazat pe principiul de punct fix a lui Leray-Schauder. Urmărim obţinerea 

unei soluţii slabe a sistemului (5.1.2). 

Teorema 5.1.3 Presupunem că F şi G sunt continue şi admit descompunerile             

şi              astfel încât următoarele condiţii sunt satisfacute pentru toţi     

         
     , orice         , unele constante                astfel încât    

                          , şi           : 

                            
            

  

                                                                                                                                                 (5.2.9) 

                            
            

  

Atunci (5.1.2) are cel puţin o soluţie       

                                               
               

     . 

Exemplu 5.1.4 Fie        
              

       aplicaţii continue care satisfac 

următoarele condiţii: 

                                 

 

                                

 

                                                (5.2.13) 

                         
                                                    

                                                 
            

  

şi                                                                                                              (5.1.14) 

                                                 
            

  

pentru toţi              
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pentru unele valori     
                       

 
                          dacă     

şi     pentru     şi    . Atunci aplicaţiile                                 

          date prin                                           satisfac toate condiţiile 

din Teorema 5.1.3. 

Exemplu 5.1.5   Fie           două funcţii astfel încât                sunt măsurabile 

pentru orice    ,               sunt continue a.p.t.     şi există           ,     

     astfel încât  

                      
  şi                

                                                                        (5.1.15)                                                                                                                                                                         

                                                                                                                       (5.1.16) 

a.p.t.     şi toţi      Atunci operatorii de superpoziţie                        daţi 

prin                    şi                   cu          , satisfac condiţiile din 

exemplul precedent. 

Exemplu 5.1.6 Funcţiile                                     (   ,), unde       

     , satisfac condiţiile din Exemplu 5.1.5. 
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