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Este bine cunoscut faptul ca metoda iteratiilor mono-
tone (MIM pe scurt), cuplatd cu metoda sub §i supra
solutiilor, oferd un mecanism eficient si flexibil pentru
demonstrarea atat teoreticd cit si constructiva a rezul-
tatelor de existentd (si unicitate) pentru o varietate largd
de ecuatii i sisteme neliniare.

Aceste doud metode apar in lucrdrile lui E. Picard 1n
anii 1890, in studiul problemei Dirichlet pentru ecuatii
diferentiale neliniare de ordinul al doilea ([77], [78],
[79)). in esentd, MIM descrie urmitorul fenomen ab-
stract:

Fie problema de punct fix

x=Tx) (xeX) (D

unde X = (X, <) este o multime ordonatiasi 7 : X — X
este un operator crescdtor in raport cu relatia de ordine pe
X (.e., T(x) < T(y)oricand x < y). Daca xg, yo € X
sunt astfel Incat

Xo = Yo

xo < T'(xo) .

Yo = T(yo)

atunci sirurile (x,), (y,) definite recursiv prin
Xnt1 = T(xn)
Yn+1 =T (yn)

sau, echivalent (folosind puterile functionale ale lui T),
prin

@)

(n €N) 3)

Xp = T"(x0)
neN
%W=T%m) (<N
satisfac
X=X1=Z...2X = S Yym = S y1 < Yo D)

Mai mult, dacd x este o solutie pentru (1) astfel Incat
X9 < x < Yo, atunci

Xn <Xx <y, pentruoricen,m € N.

In prezenta unei convergente pe X si in anumite
conditii (a se vedea, spre exemplu, Krasnosel’skii [46]),
se poate obtine cd (x,) este convergent la o solutie x*
(minimald) pentru (1) si (y,) este convergent la o solutie
y* (maximald) pentru (1), insemnand c& orice solutie x
pentru (1) astfel incat xo < x < yq se va afla intre x*
si y*. Presupuneri suplimentare pot asigura cd x* = y*,
adica unicitatea solutiei in intervalul [xg, yo].

Aproximarea monotonond bilaterald a solutiei si
metoda constructiva pe care le aduce MIM a condus la
un interes crescut in a extinde metoda si la alte clase de
operatori, altele decit cea a operatorilor crescatori. S-a
observat mai intai (vezi Babkin [6]) cd monotonia poate

il
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fi usor slébitd prin considerarea unei conditii Lipschitz
unilaterale asupra operatorului 7. Dacd X este un spatiu
liniar real si existd un scalar M > 0 astfel incat

T(y)—T(x) > —-M(y —x) pentruorice x <y,
atunci T poate fi Inlocuit cu operatorul crescitor

T(x) _ T(x)+ Mx (x
M +1
deoarece T si T au aceleasi puncte fixe.

De asemenea, cazul cind 7T este descrescitor
(T(x) = T(y) oricand x < y) a fost considerat, fie
prin modificarea metodei iterative (vezi Picard [77]), fie
prin studierea punctelor fixe ale operatorului crescator
T? = T o T cu presupuneri suplimentare care si asigure
cd solutii pentru (1) se pot obtine din solutii ale ecuatiei
x = T?(x).

Un pas important in extinderea MIM la o clasa mai
largd de operatori a fost facut de catre Opoitsev [74] care
a considerat cazul operatorilor heterotonici (denumifi ast-
fel de Opoitsev), i.e., operatorii 7' ce se pot scrie sub
forma

X),

T(x)=A(x,x) (xeX)
unde A : X2 — X este mixt-monoton, i.e., crescitor in
raport cu primul argument si descrescdtor in raport cu al
doilea. Aceastd clasd contine, evident, atat clasa operato-
rilor crescatori, cat si cea a operatorilor descrescatori.
in acest caz, MIM este descrisd in termenii operatoru-

lui A; (2) este Tnlocuitd prin

Xo = Yo

xo < A(xo, yo0)

Yo = A(¥o. xo)
(perechea (xg, yo) este numita sub-supra punct fix cuplat
pentru A), sirurile aproximante (3) sunt definite prin

Xp+1 = A(Xn, Yn)
Yn+1 = A(Yn, xn)

in timp ce conceptul de solutie pentru (1) este sldbit, con-
siderand cvasi-solutii, i.e., perechi (x,y) € X? ce satis-

fac
x = A(x,y)
7
{y=A@J) @
(perechea (x, y) este numitd punct fix cuplat pentru A).
In aceste conditii, (x,), (y,) verifica (4) si, dacd (x, y) €
X?2 este o cvasi-solutie pentru (1) astfel incat

X0 =Y = Yo,

®)

(n €N), (6)

Xo =X = Yo,

3
atunci
Xn =X = VYm,

Xn <y < ym pentruoricen,m € N.



Urmand teoria operatorilor crescdtori si concavi dez-
voltatd de Krasnosel’'skii si studentii sdi tn anii 1960
([71, [8], [46], [47], [48], [49], [97], [98]), Opoitsev [73],
[74], [75] a studiat 1n anii 1970 o clasd particulard de
operatori heterotonici (asa-numitii operatori heterotonici
pseudoconcavi) si a stabilit primele rezultate de punct
fix, respectiv de punct fix cuplat pentru operatori het-
erotonici (respectiv, pentru operatori mixt-monotoni), in
cadrul spatiilor Banach ordonate. in ultimele trei decenii,
rezultatele lui Opoitsev au fost “redescoperite” sau ex-
tinse de diversi autori, insd, regretabil, nici unul dintre
acestia nu citeaza lucrdrile lui Opoitsev [74].

*

Obiectivul pe care mi l-am propus prin aceastd tezd a
fost acela de a realiza un studiu detaliat si unitar in ceea
ce priveste punctele fixe ale operatorilor mixt-monotoni,
folosind MIM atat in prezenta, cét si in absenta metodei
sub §i supra solutiilor.

Am pornit studiul in contextul cel mai general (cel
al mulgimilor ordonate) - ceea ce constituie o noutate -
si am avansat la cazul spatiilor metrice ordonate (unde
existd doar cateva rezultate de punct fix, aparute recent),
apoi in spatii liniare ordonate folosind metrica Thomp-
son, si 1n final in cazul spatiilor Banach ordonate (unde
sunt formulate marea majoritate a teoremelor de punct fix
existente la ora actuald). De asemenea, mi-am propus sd
exemplific modul de aplicare al teoriei si rezultatelor ab-
stracte la studiul catorva probleme neliniare pe care le-am
considerat ilustrative.

Am pus accentul, in principal, pe acele rezultate de
punct fix care produc atit existenta punctului fix cat si
unicitatea (fie intr-o multime predefinita, fie local, Intr-o
mulfime care se poate preciza), iar punctele fixe se pot
obtine intr-un mod constructiv, ca limitd a unui proces
iterativ bilateral (punctul fix este aproximat atat de jos,
ct si de sus, ceea ce este extrem de util pentru controlul
erorii de aproximare).

Am exclus acele rezultate in care punctele fixe se
obtin ca elemente maximale (sau minimale) ale unor
multimi, folosind lema lui Zorn sau ca supremum (re-
spectiv, infimum) ale unor multimi in latici (desi folosesc
MIM, astfel de rezultate de existentd a punctului fix sunt
neconstructive).

Nu am intentionat sd realizez o prezentare de ansam-
blu a teoriei punctului fix pentru operatori mixt-monotoni
ci, mai degraba, intentia a fost de a urma cateva di-
rectii importante de cercetare pe aceastd temd si de a le
scoate in evidenta conceptele si rezultatele fundamentale,
prezentand atit rezultate i concepte cunoscute cit, mai
ales idei, notiuni si rezultate noi, originale.

Dintre contributiile personale cuprinse in prezenta
teza pe care le consider cele mai importante ag vrea sa
amintesc:

e realizarea unui studiu sistematic al MIM pentru op-
eratori mixt-monotoni, atit in prezenta cét si in ab-
senta metodei sub si supra solutiilor;

e definirea §i studierea unor notiuni si concepte
noi, in scopul simplificdrii si prezentdrii unitare a
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teoriei;

e formularea pentru prima datd a MIM pentru opera-
tori mixt-monotoni in cadrul general al multimilor
ordonate;

e prima investigare sistematicd a MIM pentru oper-
atori mixt-monotoni in cadrul spatiilor metrice or-
donate si in cel al spatiilor liniare ordonate prin in-
termediul metricii Thompson;

e analiza detaliatd a proprietétilor si caracteristicilor
metricii Thompson 1n cadrul general al spatiilor
liniare ordonate, cu multe rezultate noi;

e aplicarea rezultatelor teoretice, abstracte, la citeva
probleme neliniare ilustrative, incluzand aici si sis-
teme de ecuatii.

De asemenea, lucrarea lasd loc la numeroase directii
de cercetare pentru viitor.

*

§1. In contextul multimilor ordonate (Secfiunile 3.1 si
3.2), ardtdm mai intdi cd este posibil sd exprimam
sirurile aproximante (x,), (v,) din (6) folosind puterile
functionale ale operatorului A in raport cu o anumita
lege de compozitie asociativa (pe care o introducem in
Definitia 3.1.1 si o numim operatia de m-compunere' a
operatorilor de doud variabile). Evident, daci A, B :
X? — X, atunci compunerea uzuali B o A (sau A o B)
nu este posibila, astfel ca definim m-compunerea lui A4 si
B prin

(B * A)(x,y) = B(A(x,y), A(y.x)) (x,y € X),

si demonstram ca este asociativd si cd are ca element
neutru proiectia canonici a lui X2 pe X (Propozitia
3.1.2). Este important de notat cd m-compunerea opera-
torilor mixt-monotoni este tot un operator mixt-monoton
(Propozitia 3.1.17). Folosind acest nou concept, este
posibil sa rescriem sirurile (x;) si (y,,) definite in (6) prin

Xp = A" (X0, Y0)
Yn = A" (yo, xo0)

unde puterile functionale ale lui A sunt 1n raport cu x*.

Fara a fi nevoie de o topologie pe X, aritdm in
Sectiunea 3.2 cd este posibil sd formuldm o schemd de
aproximare pentru punctele fixe ale unui operator mixt-
monoton doar in termenii relatiei de ordine. in conditi-
ile exprimate anterior in descrierea MIM pentru operatori
heterotonici (i.e., mixt-monotoni), se aratd (printre alte
rezultate) ca:

(}’l € N)v

1. Dacid () [xn,yn] = 9, atunci (1) nu are solutii In

n>0
[x0, yo] (Corolarul 3.2.3).
2. Dacid () [xn,yn] = {x*}, atunci x* este unica
n>0

solutie a ecuatiei (1) in intervalul [xg, yo] si pentru
orice ug, vg € [xg, yo] astfel incat ug < x* < vy,
sirurile (i), (v,) definite prin

up, = A" (Uo,vo), va = A" (v, up) (n € N), (9)

verificd () [up,vn] =
n>0
fenomen 1n Teorema 3.2.1 prin introducerea noti-

{x*} (descriem acest

n original (in limba englezad): mirror composition sau m-composition (pe scurt)



uni de punct fix slab (o)-atractiv (weakly order-
attractive fixed punct) — Definitiile 3.2.4 si 3.2.9).
3. Dacid sup x, siinf y, existd si
sup x, = inf y, = x*,
atunci () [xn, yn] = {x*} (deci, x* este unica
n>0

solutie a ecuatiei (1) in [xg, yo]) si, pentru orice
Ug, Vg In [xo, yo] astfel incat ug < x* < vy,
sirurile (u,), (v,) definite prin (9) verifica

supu, = infv, = x*

(descriem acest fenomen 1n Teorema 3.2.1 prin in-
troducerea notiuni de punct fix (0)-atractiv (order-
attractive fixed punct) — Definitiile 3.2.7 si 3.2.9).

Discutdm, de asemenea, in detaliu ce se intampla
daci (x9. yo) nu este o sub-supra solutie pentru (1). In
acest caz, aratim cd este posibil sd folosim MIM féra aju-
tor din partea metodei sub si supra solutiilor (Lema 3.2.1,
Teorema 3.2.16, Corolarul 3.2.17). in particular, studiem
cazul cand, dupd un numdir de k iteratii, (xg, yx) este o
sub-supra solutie pentru (1) (Teorema 3.2.19).

§2. Mai departe (in Sectiunea 3.3), extindem MIM pen-
tru operatori mixt-monotoni in contextul spatiilor met-
rice ordonate, dotate cu o metricd extinsi? completd d
si studiem convergenta sirurilor aproximante (x), (y,)
in noul context. Presupunem urmaétoarele proprietdti de
legdturd intre d si relagia de ordine (aceste proprietati
sunt satisfacute in orice spatiu Banach ordonat cu con
normal atit de metrica normei, cat si de metrica (extinsd)
Thompson):
(i) d este interval-semi-monotond, i.e., existi y >
1 astfel incat d(x’,y") < yd(x,y) pentru orice
x,x',y,y € Xcux < x' <y <y (Definitia
3.3.1);
(ii) orice interval din X este inchis In raport cu sirurile
monotone.

Pentru a obtine un unic punct fix pentru operatorul
A 1n intervalul [xg, yo] iar acesta si fie limita (in raport
cu d) a sirurilor (x,) si (y,), aritim ca este necesar si
suficient (Teorema 3.3.24) ca

lim d(x,, y,) =0, (10)
n—>oo
sau, echivalent,
lim (d * A™")(xo, yo) = 0.
n—>0oo

in caz afirmativ, daci x* noteazi unicul punct fix a lui
A in [xg, yo] atunci, pentru orice x,y € [xo, Vo], sirul
(A™(x, y)) este convergente la x* (descriem acest com-
portament introducind notiunea de operator m-Picard,
vezi Definitia 3.3.16). Mai mult, sup x, = inf y, = x*,
astfel cd toate concluziile din contextul anterior raman
valide. De notat cd nu se cer conditii de continuitate sau
compacitate pentru A.

Investigdm si cazul cand (x¢, yo) nu este o sub-supra
solutie pentru (1) si aratdm ca aceastd condifie restric-
tivd nu este esentiald, dacd suntem dispusi sd renuntdm
la monotonia sirurilor aproximante si cerem ca A sd fie

continuu (Teorema 3.3.20, Corolarul 3.3.21). In particu-
lar, studiem cazul cand dupd un numar de iteratii se obtine
o sub-supra solutie pentru (1) (in Teorema 3.3.26).

In esentd, toate rezultatele de punct fix din aceastd
sectiune exprimd conditii asupra operatorului A care sunt
suficiente pentru a asigura (10). In aceasti directie,
studiem cazul cand A este de tip contractiv 1n raport cu
m-compunerea, i.e.,

d(A(x,y), A(y,x)) = ¥(x,y)
sau, echivalent,

(d*A)(x,y) <¥(x,y)

unde W satisface anumite conditii (Teorema 3.3.29 si
Corolarul 3.3.38). in particular, ardtim in Corolarul
3.3.39 cd dacd A satisface o conditie de tip Meir-Keeler
(a se vedea [63]), atunci (10) este satisfacutd pentru orice
sub-supra solutie (xg, yo) cu d(xg, yo) < 00.

Un caz special este cel cand W este o functie radiala,
i.e., cand A satisface o conditie de tip ®-contractie, sim-
ilara cu cea datd de Boyd si Wong [15] pentru operatori
de o variabild, si anume:

(d * A)(x,y) = P(d(x,y)). (11)
Demonstram (in Teorema 3.3.47) ca daca (11) este satis-
facuta si
(*) pentru orice ¢t > 0, existd ¢ > 0 astfel incat
®(s) < t pentru orice s € [t,1 + T)
atunci (10) este verificatd pentru orice sub-supra solutie
(*x0, ¥0) cu d(xo, yo) < o0.

Clasa functiilor ® ce verificd (*) este studiatd 1n
Propozitiile 3.3.48, 3.3.49, 3.3.50, 3.3.54, Corolarul
3.3.52, Exemplul 3.3.46. Ardtdm, spre exemplu, cd dacd
®(¢) < ¢t pentru orice ¢ > 0 si P este superior semicon-
tinud la dreapta, atunci & satisface (x).

O scurta comparatie intre rezultatele proprii si cAteva
rezultate recente de punct fix pentru operatori mixt-
monotoni 1n spatii metrice ordonate (a se vedea Agarwal
et al. [1], Ciri¢ et al. [25], Gnana Bhaskar si Laksh-
mikantham [30], Lakshmikantham si Ciri¢ [54], Nieto si
Rodriguez-Lépez [69] si [70]) pot fi gésite In Sectiunea
3.5.

§3. O parte importantd a tezei consta din teoreme de
punct fix pentru operatori mixt-monotoni n spatii liniare
ordonate, utilizind metrica Thompson (cf. Thomp-
son [102]) si rezultatele obtinute in spatii metrice ordo-
nate. Abordarea nu este noud si poate fi gdsitd in lucrarile
lui Opoitsev [74] si Chen [22] pentru cazul spatiilor Ba-
nach ordonate.

Daci (X, K) este un spatiu liniar ordonat (a se vedea
Sectiunea 1.6) si x, y € K, atunci (semi)metrica extinsad
Thompson intre x si y este definitd prin

p(x,y) =inf{s >0:e°x <y <e’x},
unde inf @ = +o00. Daci p(x, y) este finitd, atunci x si
y se numesc legate sau cvasi-comparabile (in original:
linked, conform Thompson [102]) - aceasta este echiva-
lentd cu existenta scalarilor 0 < p < A astfel incat
ux <y < Ax. Aceastd relatie este o echivalentd care

20 metrici extinsi are aceeasi definitie cu cea a unei metrici obignuite, cu diferenta ci poate lui si valoarea 400 (vezi Sectiunea 1.4). Un exemplu
este metrica (extinsd) Thompson studiatd 1n detaliu in Capitolul 2 si folositd in Capitolul 3.
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desparte K 1Tn componente disjuncte (numite pdrti), ast-
fel cd p este o semimetricd pe orice parte a conului K;
in plus, dacd K este aproape arhimedean, atunci p este o
metricd pe fiecare parte a lui K (Propozitia 2.1.2).

Capitolul 2 este dedicat in Intregime studiului
metricii Thompson, cu un interes special acordat com-
pletitudinii. Una dintre concluziile care pot fi trase din
acest studiu separat este ca putem aplica teoremele de
punct fix din Sectiunea 3.3 la spatiul metric ordonat
(K, p), in conditiile in care K este arhimedean si auto-
complet (Definitia 2.1.2).

In aceastd directie, singura preocupare rimasi este
de exprima conditiile din teoremele de punct fix fard uti-
lizarea explicita a lui p. Spre exemplu, se aratd cd daca
Y este oparte alui K si A : Y2 — K este un operator
mixt-monoton, atunci conditia de tip ®-contractie (11) n
raport cu p, Impreuna cu (), pot fi obtinute presupunand
ca

A(Ax,x) > (A)A(x,Ax) pentruorice A € (0,1),x € Y
(12)
unde ¢ : (0,1) — (0, 1] este astfel incat
(*") pentru orice t € (0, 1), existd T > 0 astfel Incat
¢(s) > t pentru orice s € (t — t,1].

Un rezultat similar, in contextul spatiilor Banach or-
donate, poate fi gasit la Chen [22].

Clasa functiilor ce satisfac conditia () este studi-
atd in Propozitiile 3.4.18, 3.4.21, 3.4.22, 3.4.23, 3.4.25,
Corolarul 3.4.24. Se aratd, spre exemplu, cd dacd ¢(¢) >
t pentru orice ¢ € (0, 1) si ¢ este inferior semicontinui la
stAnga, atunci ¢ satisface (*’). Meritd mentionat faptul ci
(%) poate fi sldbitd, cerdnd doar ca ¢(t) > t pentru orice
t € (0,1), daca (12) se inlocuieste cu

A(Ax,y) = p(A)A(x, Ay)
pentru orice A € (0, 1), x, y € Y liniar dependente.
(13)

In acest fel, se obtin rezultate apropiate de cele ale lui
Opoitsev [74].

§4. Toate rezultatele de punct fix obtinute in spatii liniare
ordonate folosind metrica Thompson rdméan adevdrate 1n
cazul spatiilor Banach ordonate cu con normal, intrucat
normalitatea conului asigurd cd p este completd (Teorema
2.4.6). In plus, p-convergenta este mai puternici decit
convergenta in norma (Teorema 2.4.6), ceea ce inseamnd
cd operatorii m-Picard in raport cu p sunt m-Picard si in
raport cu norma.

in acest mod, regdsim rezultatele lui Opoitsev [74],
[75], Guo [32], Liang et al. [57], Liu et al. [59], Xu si Jia
[113], Xu si Yuan [111], [112], Wu si Liang [110], Li et
al. [56] drept cazuri particulare sau versiuni mai slabe ale
rezultatelor proprii din Sectiunea 3.4.

In acelasi context, putem aplica rezulatele de punct
fix din spatii metrice ordonate la orice spatiu Banach or-
donat cu con normal, unde metrica este cea indusa de
normd (normalitatea conului asigurd cd norma este semi-
monotond, deci ci d este interval-semi-monotond). Ast-
fel, se obtin rezultate de punct fix ce nu sunt restrictionate
la con.

§5. Ardtam in Sectiunea 3.5 ci este posibil sd extindem

metodele si rezultatele obtinute pentru operatori mixt-
monotoni la o clasd mai largd de operatori, In contextul
spatiilor liniare ordonate. Aceastd idee apare intr-o forma
simplificatd 1n lucrdrile lui Shuvar [96], Guo si Laksh-
mikantham [34].

Daca (X, K) este an spatiu liniar ordonat si 4, B :
X? — X, atunci se defineste

B®A:=BxA—B+P:X*>—>X,

unde P este proiectia canonici a lui X2 pe X (i.e.,
P(x,y) = x). Ariitam in Propozitia 3.5.4 ci Asi B® A
au aceleasi puncte fixe (cuplate) dacd B este m-injectiv
(vezi Definitia 3.5.3). Presupunand mai departe ca B ® A
este mixt-monoton, rezultd cd punctele fixe ale lui A pot
fi studiate indirect prin intermediul operatorului mixt-
monoton B ® A.

Spre exemplu, alegand B(x,y) = ax (¢ > 0), se
poate vedea ci orice teorema de punct fix pentru operatori
mixt-monotoni raman valabile dacd cerem ca operatorul

B®A=aA(x,y)+ (1 —a)x

sa fle mixt-monoton, in loc sd cerem ca A sa fie mixt
monoton.

§6. O aplicatie abstracta a rezultatelor din Capitolul 3
este prezentatd In Sectiunea 4.3 unde se studiaza sistemul

xt=Ti(x ', x2,....xN), ie{l,....,N}
x:(xl,xz,...,xN)eU

unde N > 1, {(X;,<):i €{1,2,...,N}} este o fam-
ilie de mulfimi ordonate, X := X; X Xp X -+ x Xy
e spatiul produs, ordonat in raport cu relatia de ordine
x = (L2 xN) < L y2 L vN) = y daca si
numai dacd x* < yi pentruoricei € {1,2,...,N},U; C
Xi(@e{l,2,...,N),U:=Uy; xUyx...xUy C X,
{T; :U — X;:i €{1,2,..., N}} o familie de operatori
de N variabile si T = (T1,7T3,...,Ty) : U — X iar
T; este partial monoton pentru orice i € {1,2,..., N},
i.e., T; este monoton (crescitor sau descrescitor) in ra-
port cu fiecare variabild independent. Evident, sistemul
poate fi vazut ca problema de punct fix pe multimea U
pentru operatorul 7. Idea este de a demonstra cd T
este heterotonic, i.e., cd existd un operator mixt-monoton
A :U? — X (pe care il construim efectiv) astfel incat

A(x,x) = T(x) pentruorice x € U.

In acest mod, putem stabili o echivalenti intre sistemul
considerat si problema de punct fix pentru A pe mulfimea
U.

*

Teza este structuratd dupd cum urmeaza.

Capitolul 1 este un capitol preliminar cu scopul de
a oferi un punct central de referintd pentru notiunile, no-
tatiile si rezultatele (cunoscute) ce se folosesc 1n prezenta
teza, astfel incat sd se realizeze o tratare unitara a tuturor
subiectelor si ideilor ce fac obiectul tezei. Lucririle de
referintd pentru acest capitol sunt cele ale lui Amann [4],
Blumenthal [14], Deimling [27], Guo et al. [31], Edel-
stein [29], Jameson [40], Jung [41], Krasnosel’skii [46],
Luxemburg [61], Namioka [66], Nussbaum [71], Schae-
fer [93], Thompson [102], Wong [107].

Capitolul 2 este dedicat in Intregime unui studiu de-
taliat al metricii introduse de A. C. Thompson 1n 1963



(cf. [102]). Acest studiu este motivat de rolul important
pe care il are aceastd metricd in rezultatele din capitolul
urmator.

In cea mai mare parte, rezultatele din acest capitol
sunt rezultate proprii - rezultatele care nu imi apartin au
fost referite cdtre autorii lor. Cele mai importante dintre
rezultatele personale sunt Teoremele 2.3.21, 2.4.5, 2.4.6,
Propozitiile 2.2.4, 2.2.30 si Corolariile 2.2.7, 2.2.16,
2.3.23, 2.3.24, 2.4.7. Lucrdrile de referina pentru acest
capitol sunt cele ale lui Amann [4], Andd [5], Bauer
si Bear [9], Bear [10] si [11], Bear si Weiss [12],
Birkhoff [13], Chen [23], Deimling [27], Jameson [40],
Krasnosel’skif [46], Krause si Nussbaum [51], Namioka
[66]), Nussbaum [71], Nussbaum si Walsh [72], Ng
[68], Opoitsev [75], Peressini [76], Schaefer [93], Ste-
cenko [98], Thompson [102], Turinici [103] si [104],
Wong [107], Zabreiko et al. [115].

Capitolul este structurat In cinci sectiuni, fiecare din-
tre acestea tratdnd cite un aspect al metricii Thompson.
Sectiunea 2.1 este introductivd. Sectiunea 2.2 trateazd
cateva dintre proprietafile metricii Thompson, grupate
pe categorii (monotonie, convexitate, topologice). Com-
pletitudinea metricii este studiatd separat, In detaliu, Tn
sectiunile 2.3 si 2.4. Sectiunea 2.5 cuprinde o scurtd
prezentare a generalizdrilor metricii Thompson.

Capitolul 3 este dedicat 1n intregime teoriei punctu-
lui fix pentru operatori mixt-monotoni, aspecte descrise

vii

pe scurt pe parcursul prezentei introduceri. Sectiunea
3.1 face introducerea in subiect. Sectiunea 3.2 prez-
intd metoda iteratiilor monotone pentru operatori mixt-
monotoni in contextul cel mai general, cel al multimilor
ordonate. Sectiunea 3.3 prezintd rezultate de punct fix
in spatii metrice ordonate. Sectiunea 3.4 acoperd cazul
spatiilor liniare ordonate, unde rezultatele de punct fix
sunt obtinute din folosind metrica Thompson si rezul-
tatele din sectiunea anterioard. Cazul particular al spati-
ilor Banach ordonate este descris pe scurt in Sectiunea
3.5, impreuna si cu alte aspecte importante.

Cu putine exceptii, rezultatele din acest capitol sunt
noi. Cele mai importante sunt Teoremele 3.2.13, 3.2.14,
3.2.18, 3.2.19, 3.3.24, 3.3.26, 3.3.47, 3.4.19, 3.4.20,
3.4.26, 3.4.28, 3.4.29, 3.4.30, 3.4.31, 3.4.32, 3.4.33,
3.4.34, 3.5.1, Propozitiile 3.3.17, 3.3.49, 3.4.21, Lema
3.2.1 si Corolariile 3.3.21, 3.3.38, 3.3.39, 3.3.52. Unele
dintre acestea (sau rezultate similare) au aparut 1n [89],
[90], [91], [92].

in Capitolul 4 aplicim rezultatele de punct fix din
Capitolul 3 la cateva clase de probleme neliniare ex-
primate ca ecuatii de punct fix pentru operatori mixt-
monotoni. Unele rezultate din acest capitol (sau altele
similare) au fost deja publicate in [91], [92]. Cele mai im-
portante rezultate personale sunt Teoremele 4.1.9, 4.1.10,
4.2.1,4.2.2,4.25,4.2.6.






1
Preliminarii

Scopul acestui capitol preliminar este de a oferi un punct central de referintd pentru notiunile, notatiile si rezultatele
(cunoscute) ce se folosesc in prezenta tezd, astfel Tncit sd se realizeze o tratare unitard a tuturor subiectelor si ideilor
ce fac obiectul tezei. Facem referire, pentru mai multe detalii cétre lucrdrile lui Amann [4], Blumenthal [14], Deim-
ling [27], Guo et al. [31], Edelstein [29], Jameson [40], Jung [41], Krasnoselskii [46], Luxemburg [61], Namioka [66],
Nussbaum [71], Schaefer [93], Thompson [102], Wong [107].

1.1 Multimi ordonate
1.2 Spatii semimetrice

1.3 Spatii semimetrice extinse

Printr-o semimetrica extinsa se va intelege o semimetrica ce poate lua si valoarea +00. Dacad (X, d) este un spatiu
semimetric extins, atunci relatia < datd de x < y dacd i numai dacd d(x,y) < oo este o echivalenti ce partitioneazi
X 1n componente, numite componente semimetrice. Dacd x € X, atunci X(x) va nota componento semimetricdd a lui
X ce il contine pe x. Completitudinea In acest caz se defineste la fel ca in cazul finit. Conform lui Jung [41, p. 114],

P 6 Un spatiu semimetric extins este complet dacd §i numai dacd toate componentele sale semimetrice sunt complet.

Un exemplu important de spatiu semimetric extins este cel dat de un con (intr-un spatiu liniar peste R) in care se
defineste semimetrica extinsd Thompson (studiatd in Capitolul 2). Mai multe detalii se pot consulta in lucrdrile lui Jung
[41] si Luxemburg [61].

1.4 Spatii metrice ordonate

in mod uzual, un spatiu (semi)metric ordonat reprezinta simpla asociere dintre o (semi)metrica (d) si o relatie de ordine
(<) pe o multime (X)) si se noteaza prin (X, d, <) sau prin (X, <, d). Este clar ci acest concept poate cuprinde si cazul
cind d este o (semi)metricd extinsi, ceea ce va fi i conventia folosita pe parcursul intregii teze.

Nu existd o acceptare generald asupra legdturilor care ar trebui considerate intre metrica extinsd d si relatia de
ordine <. Majoritatea acestor presupuneri suplimentare privesc proprietdti de inchidere ale relatiei de ordine relativ la
topologia indusi de d pe X, cum ar fi:

(C1) < este inchisi in X2, i.e., daci (x,), () sunt siruri convergente in X astfel incit x,, < y, pentru orice n € N,
atunci lim x, < lim y,;
n—>oo n—>00
(C2) [x) si (x] sunt inchise, pentru orice x € X, i.e., daci x € X si (x,) este un sir convergent astfel incét x, > x
pentru orice n € N (sau x,, < x pentru orice n € N), atunci nll)n;o Xp > X (sau nli_)ngo Xp < X, respectiv);

(C3) Orice interval in X este inchis, i.e, daca x,y € X astfel incit x < y si (x,) este un sir convergent din [x, y],
atunci lim x, € [x, y];
n—00
sau versiuni mai slabe (notate aici prin (C;), (C,), (C3)) care cer inchiderea doar prin siruri monotone.
De asemenea, ludm in considerare si urmdtoarele proprietéti:

(C) Orice sir crescitor (respectiv, descrescitor) si convergent din X este majorat (respectiv, minorat) de limita sa.
(C?%) Orice sir monoton si convergent din X este mérginit in ordine.

P8 (C]) & (C3) & ((C3)5i(Cy) = (C)) = (C3) -
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1.5 Spatii liniare

Spatiile liniare din aceastd teza sunt considerate peste corpul numerelor reale R . Elementul nul al spatiului se va nota
cu 6 si se vor considera notatiile gi terminologia standard.

Dacd x € X astfel incat —x + U este absorbantd, atunci x este numit punct intern al lui U si U este numita
radiald in x. Multimea punctelor interne ale lui U se noteaza cu U° si este numita interiorul linial (sau nucleul) lui
U. Multimea X \ (X \ U)° este numita inchiderea liniald a lui U si este notatd prin U€. Dacad U = U°, atunci U se
numeste linial deschisd. Dacd U = U*€, atunci U este numita linial inchisd.

O multime £ de elemente din X este numité /inie daci existd x € X astfel incat x + £ este un subspatiu unidimen-
sional al lui X. U este numitd linial mdrginitd dacd £ N U este marginitd (in £) pentru orice line £ din X .

U este numita stea, stea punctatd, balansatd, pozitiv omogend, strict pozitiv omogend, sau omogend daca incluzi-
unea AU C U are loc pentru orice A in, respectiv, [0, 1], (0, 1], [-1, 1], [0, 00), (0, 00), R.

1.6 Spatii liniare ordonate

Fie X un spatiu liniar. O submultime K a lui X este numitd con dacd este convexa, pozitiv omogend si verificd
K N (—K) = {A}. K induce pe X o relatie de ordine compatibild cu structura liniara, datd de: x < y dacd si numai
dacay —x € K.

Presupunem in continuare ci (X, K) este un spatiu liniar ordonat. Conul K este numit:

1. linial solid dacd K° # @;

2. generator (sau reproducdtor) daca X = K — K;

3. arhimedean dacid x < 6 oricind existd y € X astfel incAt nx < y pentrutotin € N.

4. aproape arhimedean dacd x = 6 oricand existd y € X astfel incit —y < nx < y pentru toti n € N.

Daci K este linial solid, atunci orice element din K° este numit element unitate relativ la ordine.
P20 Daci K este linial solid, atunci este generator.
P24 K este aproape arhimedean dacd §i numai dacd orice multime marginit in ordine este linial marginita dacd si

numai dacd K nu include linii dacd si numai dacd K€ este con.

P25 K este arhimedean dacd si numai dacd K este linial inchisa.

Doud elemente x, y din K se numesc legate sau cvasi-comparabile (linked, cf. Thompson [102]) daci existd 0 <
u < A astfel incat ux < y < Ax si notdm aceastd relatie cu x ~ y. Aceasta este o echivalenti care partitioneazi conul
K in componente disjuncte (numite pdrti ale conului) si notdm prin K(u) clasa de echivalentd (partea conului) ce il
contine pe u € K.
P26 K(0) = {0}.
P27 Daci K este linial solid, atunci K° este o parte a lui K.
P28 Orice parte a lui K este convexd, convexa relativ la ordine, Inchisa fatd de adunare si strict pozitiv omogena.

1.7 Spatii normate ordonate

O p—
Presupunem in continuare cd (X, K, ||-||) este un spatiu normat ordonat. Relativ la topologia normei, U si U noteaza,
respectiv, interiorul si Inchiderea submultimii U 1n X.
Conul X este numit:

solid daci K # 0

totaldaca X = K — K;

regular dacad orice sir crescitor care este majorat este convergent;

tare regular daci orice sir crescdtor care este marginit in normd este convergent;

normal dacd norma este semi-monotona, i.e., existd y > 0 astfel incat || x|| < y ||y|| pentru orice x,y € K,
X <y.

P32 Daci K este solid, atunci este linial solid si Ig = K°.

P33 Dacid K este generator, atunci este total.

P34 Dacid K este tare regular, atunci este regular.

P35 Daci K este regular, atunci este normal.

S e

X este numit (cf. Wong [107]) fundamental o-(o) complet (respectiv, monoton secvential complet) dacd orice sir
Cauchy crescdtor in X are supremum (respectiv, are limitd).
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1.8

Topologia marginirii in ordine pe un spatiu liniar ordonat

Topologia mdrginirii in ordine tp pe un spatiu liniar ordonat (X, K) este topologia local convexi absorbanti generata de
familia tuturor intervalelor. Altfel spus, o multime convexad este o t,-vecindtate a originii dacd §i numai dacd absoarbe
orice interval.

P44
P45

P46

Tp este cea mai mare topologie local convexd pentru care toate intervalele sunt topologic marginite.

Daca K este linial solid, atunci t; este topologia seminormabild indusa de oricare dintre seminormele unitate ||,
(u € K°) (vezi Sectiunea 1.9) si K=K°.

Dacd K este generator §i 7¢ este o topologie metrizabild completd pe X astfel incit K este Inchisd, atunci t; <
70.

Presupunem in continuare ca (X, K, ||-||) este un spatiu normat ordonat. Legétura dintre topologia normei () si tp
este datd de urmaitoarele consecinte ale proprietatilor (P44)—(P46).

P47
P48
P49

1.9

K este normal dacd §i numai dacd © C tp.

Daca (X, ||-||) este complet si K este generator, atunci 75 C T.

Dacid (X, ||-||) este complet si K este un con normal si solid, atunci T = 75 §i norma pe X este echivalentd cu
oricare dintre normele unitate (u € K°). Reciproc, dacd T = 73 si K este linial solid, atunci K este normal si
solid.

Seminormele unitate intr-un spatiu liniar ordonat

Fie (X, K) un spatiu liniar ordonat. Fixdim u € K \ {0} si fie X}, = {x € X : [-u, u] absoarbe pe x}, K,, = X;, N K.

P50
P52
P53
P54
P55

X, este un subspatiu liniar al lui (X, K) ce include intervalul [—u, u] si are pe u ca element unitate.
Daci v € K \ {0}, atunci X, = X,, dacd si numai dacd v ~ u.

Xy = X dacd si numai dacdu € K°.

Ku = U6 2u] : 2 = 0}

K,° = K(u).

Functionala |-|,, definitd pe X, prin |x|, = inf{A > 0:—Au < x < Au} este functionala Minkowski asociatd
mulfimii convexe, balansate, absorbante [—u, 1], deci este o seminormé pe X,,, numitd u-seminorma.

P56
P58
P59
P60
P61

Daca v ~ u, atunci ||, si |-|, sunt echivalente.

|-|,, este monotond, i.e., § < x <y implicd |x|, < |y|,.
K, este generator gi normal.

|-|,, este o norma pe Xy, dacd i numai dacd K,, este aproape arhimedean.

K, este Inchisad in X,, dacd si numai dacd K, este linial inchisd dacd si numai dacd K,, este arhimedean.

Presupunem in continuare ca K, este arhimedean.

P62
Po4

P65
P66
P67

P68

(Xu. Ky, |-|,,) este un spatiu normat ordonat.
[—u, u] este bila unitate inchisd din X,,.

K, este |],-solid, deci Igu = K,° = K(u).

Topologia u-normei pe X,, este topologia marginirii in ordine.

Daci K este arhimedean, atunci orice parte Q alui K\ {0} are asociat un subspatiu liniar al lui (X, K) care este un
spatiu normat ordonat relativ la oricare dintre u-normele (echivalente) (1 € Q) si conul este solid (deci generator)
si normal. In plus, Q este interiorul (topologic si lineal) al conului pozitiv in spatiul normat corespondent.

Daci K este arhimedean si linial solid, atunci (X, K) devine un spatiu normat ordonat relativ la oricare dintre u-
norme, cuu € K°. Adi;i(gnal, topologia lui X este topologia marginirii n ordine, K este normal (orice u-norma

este monotoni) si solid (K = K°).






2

Metrica Thompson

Scopul acestui capitol este de a realiza un studiu detaliat al metricii introduse de A. C. Thompson in 1963 (cf. [102]).
Acest studiu este motivat de rolul important pe care il are aceastd metricd in rezultatele din capitolul urmaétor.

In cea mai mare parte, rezultatele din acest capitol sunt rezultate proprii - rezultatele care nu imi apartin au fost
referite citre autorii lor. Lucririle de referinta pentru acest capitol sunt cele ale lui Amann [4], Andd [5], Bauer si Bear
[91, Bear [10] si [11], Bear si Weiss [12], Birkhoff [13], Chen [23], Deimling [27], Jameson [40], Krasnosel’skii [46],
Krause si Nussbaum [51], Namioka [66]), Nussbaum [71], Nussbaum si Walsh [72], Ng [68], Opoitsev [75], Peressini
[76], Schaefer [93], Stecenko [98], Thompson [102], Turinici [103] si [104], Wong [107], Zabreiko et al. [115].

In cele ce urmeazi, X va nota un spatiu liniar ordonat avand conul K, daci nu se specifici altfel.

2.1 Concepte si rezultate introductive

Metrica Thompson ([102]) (notatd aici cu p) este definitd intre oricare doud elemente cvasi-comparabile x, y € K prin
p(x,y) =inf{s >0:e™x <y <e’x}. (2.1.1)

Propozitia 2.1.2 p este o semimetricd pe fiecare parte a lui K. Mai mult, p este o metricd pe fiecare parte a lui K daca
si numai daca K este aproape arhimedean.

Observatia 2.1.3 Este convenabil sd definim p pentru orice pereche de elemente din K, prin p(x, y) = oo pentru orice
x,y € K ce nu sunt cvasi-comparabile (cf. Krause [S1]) si folosind conventia cd inf @ = oo, (2.1.1) rdméne adevarata.
In acest fel, p devine o (semi)metricd extinsd pe K si x ~ y dacd si numai dacd p(x, y) < oo. Desi p nu este o metrici
pe K in adevaratul sens al cuvantului, vom continua sd o numim metrica.

Observatia 2.1.5 Definitia lui p(x, y) depinde doar de relatia de ordine de pe subspatiul liniar generat de {x, y}. Acest
fapt asigurd cad dacd x si y sunt vizute ca elemente intr-un subspatiu liniar Y al lui X, atunci p(x, y) este aceeasi atat
in X catsiin Y (presupunand, bineinteles, cd ¥ mosteneste relatia de ordine de pe X).

Exemplul 2.1.6 Daci X = Rsi K = Ry, atunci partie lui K sunt {0} si (0, 00), iar p(x, y) = |[lnx —In y|.

2.2 Proprietatile metricii Thompson

In aceasti sectiune studiem proprietitile elementare ale metricii Thompson, in cazul general al spatiilor liniare ordonate.
De notat ca majoritatea rezultatelor sunt adevarate fard a presupune vreo proprietate de tip arhimedean asupra lui K.

2.2.1 Proprietiti de monotonie

Propozitia 2.2.4 Fie x,x’,y,y" € K astfel incdt x < x" si y > y'. Atunci p(x',x" + y') < p(x,x + y).
Corolarul 2.2.6 Fie x,x’,y,y’ € K astfelincat x <y < x’ <y’ siy' —x' <y —x. Atunci p(x', y") < p(x, y).
Corolarul 2.2.7 Fie x,x’,y,y’ € K astfel incdat x < x’ <y’ < y. Atunci p(x’,y") < p(x, y).

Corolarul 2.2.9 (Bauer and Bear [9]) Fie x,x’,y,y € K si A, u > 0. Atunci
p(Ax + juy, Ax" + py') < max {p(x,x"), p(y, y")} .

Corolarul 2.2.10 (Bauer and Bear [9]) Fie x,y,z € K. Atunci p(x + z,y + z) < p(x, y).
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2.2.2 Proprietiti de convexitate

Propozitia 2.2.11 p este cvasiconvexd in raport cu fiecare dintre argumente.
Propozitia 2.2.13 Fieu € K, x,y € K(u) sit € [0, 1]. Atunci

p((1=1)x +1y,u) < In (1 = )P 4 12O @2.1)
Observatia 2.2.15 Altfel spus, Propozitia 2.2.13 afirmi cé e” este convexa in raport cu fiecare dintre argumente.

Corolarul 2.2.16 Fie x,y € K astfel incdt x ~ y si s,t € [0, 1]. Atunci

p((1=1)x + 1y, (1 —$)x + sy) <In (|z Cs|ePI) 4y — s|) . (2.2.2)

2.2.3 Proprietati topologice
Propozitia 2.2.21 (Bauer and Bear [9]) Operatorii (A, x) — Ax din (0,00) x K in K §i (x,y) + x + y din K? in

K sunt continui in raport cu p.

Propozitia 2.2.22 (Bauer and Bear [9]) Fie Q o parte a lui K. Atunci operatorul (A,x,y) +— Ax + (1 — A)y din
[0,1] x Q2% in Q este continuu in raport cu p.

Propozitia 2.2.24 Dacd K este arhimedean si x € K, atunci [x) §i [0, x] sunt p-inchise.
Observatia 2.2.25 Propozitia 2.2.24 afirma ca spatiul metric ordonat (K, p, <) satisface proprietatea (C3).

Propozitia 2.2.26 Fie x,y € K astfel incdt x < y. Atunci intervalul [x, y] este
1. p-mdrginit daca si numai dacd x ~ y;
2. p-inchis dacd K este arhimedean.

2.2.4 Legatura dintre metrica Thompson si seminormele unitate

Propozitia 2.2.30 Fieu € K\ {0} si x,y € K(u). Atunci
1 p(x.y) = Inmax {|x|, .|y}
p(x.y) = [In x|, —Inlyl,[;
[xly < P |yl (silyl, < PO |xl,);
e—P(x,u) <l|x|, < er(x;u) ( si e—P(x,u) <|ul, < ep(x,u));

lul, < eP(x,¥) |u|y (si |U|y < eP(x,¥) ul,);

p(x.y) <In 1+ |x = yl, - max {ful, . |ul, });

(ep(x’y) — 1) -min {|u|;1, |u|;1} <|x—yly < (Zep(x’” —e Py 1) ~ming| x|y, [V]u}s
(1= 7@ - max ful* July '} < x = v,

X = yle = 1—e P (5i|x — |, > 1—e PEY),

X 0 NSk

Urmatorul rezultat este o consecintd a Propozitiei 2.2.30. Pentru rezultate similare se poate consulta Opoitsev [75],
Stecenko [98], Bauer si Bear [9, Theorem 4].

Teorema 2.2.31 Metrica Thompson si u-(semi)norma sunt topologic echivalente pe K(u).

2.3 Completitudinea metricii Thompson

Deoarece p este definitd in orice spatiu liniar ordonat, este de asteptat ca sd exprimdm completitudinea metricii in
termenii proprietdtilor relatiei de ordine 1n raport cu structura liniard. Un astfel de rezultat Tnsad nu existd. Scopul acestei
sectiuni este de a enunta si demonstra un astfel de rezultat. Pentru a enunta si demonstra rezultatele principale, e nevoie
de introducerea unor notiuni noi si stabilirea catorva proprietiti.

2.3.1 Siruri auto-marginite si multimi auto-complete intr-un con

Definitia 2.3.1 Un sir (x,) din K este numit:

1. auto-mdrginit superior in ordine (sau, simplu, auto-mdrginit superior) daci pentru orice A > 1 exists k € N
astfel incét x,, < Axj pentru orice n > k.
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2. auto-mdrginit inferior in ordine (sau, simplu, auto-mdrginit inferior ) daca pentru orice u € (0, 1) exists k € N
astfel inct ux; < x, pentru orice n > k.
3. auto-mdrginit in ordine (sau, simplu, auto-mdrginit) daca este auto-marginit superior i inferior.
Observatia 2.3.2 Proprietitile de auto-marginire ale unui sir depind doar de structura spatiului liniar ordonat generat
de valorile sirului. Astfel, daca (x,) este un sir dintr-un subspatiu liniar Y al lui X, atunci (x,) este auto-marginit
(superior/inferior) in X dacd si numai dacd (x,) este auto-mérginit (superior/inferior) in ¥ (unde Y mosteneste relatia
de ordine din X).

Observatia 2.3.3 Daci (x,) este un sir crescétor din K, atunci este auto-marginit superior dacd si numai dacd pentru
orice A > 1 exists k € N astfel incat Ax; majoreaza pe (x,). De asemenea, daca (x,) este descrescitor, atunci este
auto-mérginit inferior dacd §i numai dacd pentru orice u € (0, 1) exists k € N astfel incat px; minoreazi pe (x,).
Propozitia 2.3.4

1. Orice sir p-Cauchy din K este auto-mdrginit.

2. Orice sir crescdtor din K este auto-mdrginit inferior.

3. Orice sir descrescdtor din K este auto-mdrginit superior..

4. Un sir crescdtor din K este auto-mdrginit superior dacd si numai daci este p-Cauchy.

5. Un gir descrescdtor din K este auto-mdrginit inferior dacd si numai daca este p-Cauchy.

Definitia 2.3.7 O submultime nevidd U a lui K este numita:
1. auto-completd superior in ordine (sau, simplu, auto-completd superior) dacd orice sir crescdtor din U, auto-
marginit superior are supremum $i sup x, € U.
2. auto-completd inferior in ordine (sau, simplu, auto-completd inferior) daca orice sir descrescdtor din U, auto-
marginit inferior are infimum si inf x, € U.
3. auto-completd in ordine (sau, simplu, auto-completd) daca este auto-completd inferior si superior.
Daca nu se cere ca supremumul (respectiv, infimumul) si fie in U, spunem cd U este cvasi auto-completd (supe-
rior/inferior).
Urmitorul rezultat aratd ca existd o dualitate intre sirurile crescétoare auto-marginite superior si cele descrescatoare
auto-marginite inferior.
Propozitia 2.3.8 Fie (x,) un sir crescdtor din K, auto-mdrginit superior §i () un sir descrescdtor de numere reale,
convergent la 1. Atunci existd un subsir (xn k) al lui (xp,) astfel incdt urmdtoarele conditii sunt satisfdcute:
1. Sirul (yx) dat de yy = txxy, (k € N) este descrescdtor si auto-mdrginit inferior.
2. Xpn < yi pentru orice n, k € N.
3. Dacd K este arhimedean, x majoreazd pe (x,,) si y minoreazd pe (yi), atunci y < X.
4. Dacd K este arhimedean §i (x,,) apartine unui subspatiu liniar Y al lui X, atunci urmdtoarele afirmatii sunt

echivalente:
(a) (x,) are supremum. (c) (yr) are infimum. (e) Ix € Kai xp, <x <y
(b) (x,) are supremuminY . (d) (yx) are infimuminY. pentru orice n,k € N.

o . . . ..p P
In caz afirmativ, sup x,, = sup x, = inf y; = H;f Ve = X §i Y — X, Xp — X.
Y

Un rezultat similar se poate formula pentru siruri descrescitoare, auto-marginite inferior. Au loc urmaitoarele con-
secinte:
Teorema 2.3.10 Presupunem cd K este arhimedean §i fie U o submultime nevidd a lui K, convexd in ordine, strict
pozitiv-omogend. Atunci toate cele sase proprietdti de auto-completitudine din Definitia 2.3.7 sunt echivalente pe U.
Propozitia 2.3.13 Presupunem cd K este arhimedean.

1. K este auto-complet dacd si numai dacd orice parte a sa este auto-completd.
2. Dacd K este linial solid si K° este auto-complet, atunci K este auto-complet.

2.3.2 Cateva proprietati ale sirurilor monotone in raport cu normele unitate intr-un spatiu
liniar ordonat

Fixdm u € K \ {0} si presupunem ci K,, este arhimedean.
Propozitia 2.3.20 Fie (x,) un gir |-|,,-Cauchy din K,.
1. Dacd existd § > 0 §i un subsir (xp, ) al lui (x,) astfel incdt x,, > Su pentru orice k € N, atunci (x,) este
auto-mdrginit.
2. Dacd (x,) este crescdtor i existd ng € N astfel incdt x,, € K(u), atunci (x,) este auto-mdrginit.
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2.3.3 Rezultate principale

Teorema 2.3.21 Fieu € K\{0} astfel incdit Ky, este arhimedean (in X,,). Atunci urmdtoarele conditii sunt echivalente:

1. K(u) este p-complet. 4. X, este fundamental o-(0) complet.
2. K(u) este auto-complet in X,. 5. Xy este monoton secvential complet.
3. K, este auto-complet in X,. 6. X, este |-|,-complet.

In plus, dacd K este arhimedean, atunci conditiile 2 si 3 pot fi inlocuite de versiunile mai tari:
2a. K(u) este auto-complet (in X ).
3b. K, este auto-complet (in X ).

Observatia 2.3.22 Echivalenta dintre 4, 5 si 6 se poate obtine si din rezultate mai generale (vezi Jameson [40, pp.
111-119] si Wong [107]).

Corolarul 2.3.23 Dacd K este arhimedean, atunci p este completd pe K daci si numai dacd K este auto-complet.

Corolarul 2.3.24 Dacd K este arhimedean §i linial solid, atunci urmdtoarele conditii sunt echivalente:

1. p este completd pe K. 3. K° este auto-complet. 5. Topologia mdrginirii in or-
2. K este auto-complet. 4. p este completd pe K°. dine pe X este completd.

2.4 Metrica Thompson in spatii Banach ordonate

Cand X este un spatiu Banach ordonat, completitudinea lui X,, in raport cu u-norma este strins legata de normalitatea lui
K. Aceste aspecte au fost in parte studiate de Krasnosel’skii [46] si le vom extinde cu noi rezultate in aceastd sectiune.
Este presupus in continuare cd (X, K, ||-||) este un spatiu Banach ordonat. Primul rezultat apartine lui Thompson:

Teorema 2.4.2 (Thompson [102]) Dacd K este normal, atunci orice parte Q a lui K este un spatiu metric complet in
raport cu p. Mai departe, dacd un sir (x,) din Q este p-convergent la x € Q, atunci este convergent in normd la x.

Urmatoarele rezultate include céteva rezultate partiale ale lui Amann [4, Theorem 2.3], Chen [22], Deimling [27,

Proposition 19.9], Jameson [40, pp. 111-119], Krasnosel’skii [46, Theorem 1.3], Nussbaum [71, Remark 1.3] si Thomp-
son [102, Lemma 3].

Teorema 2.4.5 Fie u € K \ {0}. Atunci urmdtoarele conditii sunt echivalente:
1. p este completd pe K(u).

|-|,, este completd pe X,,.

Scufundarea lui X,, in X este continud.

[0, x] este mdrginit in normd pentru orice x € K(u).

[0, u] este mdrginit in normd.

S N

Orice sir (x,) din K(u) ce este p-convergent la x € K(u), este convergent in normd la x.

Teorema 2.4.6 Urmdtoarele conditii sunt echivalente:
1. p este completd pe K.
2. K este auto-complet.
3. K este normal.
4. Topologia normei pe K este mai slabd decdt topologia lui p.

Corolarul 2.4.7 Dacd K este solid, atunci urmdtoarele conditii sunt echivalente:
1. p este completd pe K.
p este completd pe K.
[0, u] este mdrginitd in normd pentru un anume (sau, pentru tofi) u € K.
Orice sir (xp,) din K , care este p-convergent la x € K , este convergent in normd la x.
K este normal.
Topologia (normatd a) mdrginirii in ordine pe X este completd.
Topologia (normatd a) mdrginirii in ordine pe X este mai find decdt topologia normei.

NS R W
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2.5 Extinderi ale metricii Thompson

2.5.1 Metrica generata de un semigrup de operatori crescatori

O generalizare a metricii Thompson la o metricd generatd de un semigrup de operatori crescdtori a fost propusa de
Turinici in [103] si [104].

2.5.2 Metrica Bauer-Bear-Weiss

Semimetrica extinsd Bauer-Bear-Weiss (cf. [9], [10], [11], [12]) este o generalizare naturald a metricii Thompson in
orice spatiu liniar X, unde conul poate fi inlocuit de orice mulfime convexa K, nemaifiind nevoie de o relatie de ordine
pe X compatibild cu structura liniard. In cazul in care K nu include linii, atunci semimetrica devine metricd (extinsa).






3

Teoria punctului fix pentru operatori
mixt-monotoni

Scopul acestui capitol este de a elabora un studiu detaliat si unitar al punctelor fixe pentru operatori mixt-monotoni,
folosind metoda iteratiilor monotone atit in prezenta, cit si Tn absenta metodei sub si supra solutiilor. Am pornit
studiul in contextul cel mai general (cel al multimilor ordonate) - ceea ce constituie o noutate - si am avansat la cazul
spatiilor metrice ordonate (unde existd doar cateva rezultate de punct fix, apdrute recent), apoi 1n spatii liniare ordonate
folosind metrica Thompson, si in final In cazul spatiilor Banach ordonate (unde sunt formulate marea majoritate a
teoremelor de punct fix existente la ora actuald).

Am pus accentul, in principal, pe acele rezultate de punct fix care produc atat existenta punctului fix cét gi unicitatea
(fie Intr-o multime predefinita, fie local, intr-o mulfime care se poate preciza), iar punctele fixe se pot obtine intr-un mod
constructiv, ca limitd a unui proces iterativ bilateral (punctul fix este aproximat atat de jos, cit si de sus, ceea ce este
extrem de util pentru controlul erorii de aproximare).

Am exclus acele rezultate in care punctele fixe se obtin ca elemente maximale (sau minimale) ale unor multimi,
folosind lema lui Zorn sau ca supremum (respectiv, infimum) ale unor multimi in latici (desi folosesc metoda iteratiilor
monotone, astfel de rezultate de existentd a punctului fix sunt neconstructive).

Nu am intentionat sd realizim o prezentare de ansamblu a teoriei punctului fix pentru operatori mixt-monotoni
ci, mai degraba, intentia a fost de a urma cateva directii importante de cercetare pe aceastd tema si de a le scoate
in evidenta conceptele si rezultatele fundamentale, prezentand atit rezultate i concepte cunoscute cat, mai ales idei,
notiuni si rezultate noi, originale.

Deoarece teoria punctului fix pentru operatori mixt-monotoni are avantajul cd include atat teoria pentru operatori
crescdtori, cat si pe cea pentru operatori descrescdtori Intr-o singurd abordare unitard, se pot obtine prin particularizare
atit rezultate cunoscute cit si rezultate noi in aceste directii intens studiate. Intrucit aceasti sarcini este elementari,
vom omite orice detalii Tn aceastd directie.

3.1 Concepte si rezultate introductive

Peste tot in aceasti sectiune, U, V, W vor fi multimi nevide si 4 : U2 — V, B : V2 — W operatori de doui variabile,
dacd nu se specifica altfel.

3.1.1 Compunerea operatorilor de doua variabile

In timp ce compunerea uzuald a operatorilor A si B nu are sens, este posibil sd definim o lege de compozitie asociativa
similari (numiti operatia de m-compunere' si notati prin *).

Definitia 3.1.1 m-compunerea operatorilor A si B este definita prin
BxA:U? W, (BxA)(x,y)=B(A(x,y),A(y,x)) (x,y€U). (G.1.1)

Propozitia 3.1.2 m-compunerea este asociativd.

Pentru orice multime nevida X, notdm prin Py operatorul proiectie canonica

Px:X*>—> X, P y)=x (x,yeX). (3.1.2)
Propozitia 3.1.3 A x Py = Py « A = A.

'Tn original (in limba englezd): the mirror composition sau, pe scurt, the m-composition.

11
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Observatia 3.1.4 Dacéd A invariazda pe U, ie., A : U 2 . V C U, atunci, conform Propozitiei 3.1.2, se pot defini
puterile functionale ale lui A prin A”t! = A x A" = A" x A (n e N),cu A° = Py.

3.1.2 Puncte fixe si puncte fixe cuplate pentru operatori de doua variabile
Presupunem in continuare ca U NV # @.

Definitia 3.1.7 Un element x € U N V este numit punct fix pentru A daca A(x, x) = x.

Definitia 3.1.9 (Guo and Lakshmikantham [34]) O pereche (x,y) € (U N V)? este numitd punct fix cuplat pentru

A daca
x = A(x,y)

y=A(y,x) ’

Observatia 3.1.10 Evident, (x, y) este punct fix cuplat (pentru A) dacd si numai dacd (y, x) este punct fix cuplat. De
asemenea, x este punct fix dacd si numai dacd (x, x) este punct fix cuplat.

Pentru ugurarea expunerii, vom nota multimea punctelor fixe cuplate ale lui A prin cfp(A).

3.1.3 Puncte fixe cuplate extremale ale operatorilor de doua variabile

Din acest punct in aceastd sectiune, U, V, W vor fi multimi ordonate (pentru simplificare vom nota cu < relatia de ordine
indiferent de multimea considerat). Intrucét interesul este de a obtine rezultate pentru puncte fixe si nu pentru puncte
fixe cuplate, este de dorit ca anumite proprietdti impuse operatorului sd asigure ca (aproape) oricare punct fix se obtine
dintr-un punct fix cuplat. in acest sens, vom considera urmitoarea proprietate:

() Dacai (x, y) € cfp(A) astfel incat x si y sunt comparable, atunci x = y.

Daca U; este o submulfime nevidd a lui U si restrictia lui A la Ul2 satisface (i), atunci vom spune cd A are
proprietatea (sau, satisface) (i) pe Uj.

Definitia 3.1.13 Dacid U; C U si (x, y) € cfp(A), atunci (x, y) este numit extremal in U? dacd

x,yelU;, x<y, cfp(4nN U12 C [x,y]z.

Combinatia dintre proprietatea (i) si existenta unui punct fix cuplat extremal dd primul rezultat de existentd si
unicitate a punctelor fixe pentru operatori de doud variabile.

Propozitia 3.1.14 Dacd A are proprietatea (1) pe Uy C U si (x,y) este un punct fix cuplat extremal al lui A in UZ,
atunci x =y, (x, x) este unicul punct fix cuplat al lui A in U12 si x este unicul punct fix al lui A in U.

3.1.4 Operatori mixt-monotoni

Definitia 3.1.15 (Guo and Lakshmikantham [34]) A este numit mixz-monoton, sau se spune ca are proprietatea de
mixt-monotonie, daca A(x1, y1) < A(x3, y2) pentru orice x1, X2, y1, y2 € U astfel incat x; < x3, y1 > y».

Propozitia 3.1.16 A este mixt-monoton daca si numai dacd A(-,y) : U — V este crescdtor pentru orice y € U si
A(x,) : U — V este descrescdtor pentru orice x € U.

Propozitia 3.1.17 Dacd A si B sunt mixt-monotoni, atunci B x A este mixt-monoton.

Corolarul 3.1.18 DacidV C U, n € N (n > 1) si A este mixt-monoton, atunci A" este mixt-monoton.

3.1.5 Sub-supra puncte fixe cuplate pentru operatori de doua variabile

Notiunile de sub punct fix si supra punct fix din cazul operatorilor de o variabila se transpun in cazul operatorilor de
doua variabile dupd cum urmeaza (presupunem in continuare cd U, V, W sunt submultimi ale unei multimi ordonate
(X, <), deci U, V, W folosesc aceesi relatie de ordine).

Definitia 3.1.19 (Guo and Lakshmikantham [34]) O pereche (x,y) € U? se numeste sub-supra punct fix cuplat
pentru Adacix < y,x < A(x,y)siy > A(y, x).

Pentru usurinta expunerii, se va nota prin A(A4) multimea sub-supra punctelor fixe cuplate ale lui A.
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3.2 Metoda iteratiilor monotone pentru operatori mixt-monotoni in multimi
ordonate si puncte fixe (0)-atractive
Peste tot 1n aceastd sectiune, (U, <) este o multime ordonati si A este un operator mixt-monoton ce invariazi pe U,

dacd nu se specifica altfel.
De asemenea, fie xo, yo € U astfel incét xo < y si se definesc sirurile (x,), (y,) prin

Xn+1 = AXn,Yn) s Ynt1 = A(Yn, Xn) (n €N, (3.2.1)
sau, echivalent, prin
xn = A"(x0,¥0), Yn = A"(yo,x0)  (n€N). (3.22)
in raport cu m-compunerea. De asemenea, notim Uy := (1) [Xn, Yal-
n>0

Proprietitile fundamentale ale lui (x,) , (y») si Uy sunt adunate in urmatoarea lema.

Lema 3.2.1
1. xp <y, i A ([xn, yn]z) C [Xn+1. Yn+1] pentru orice n € N.
2. Uy este convexd in ordine (posibil vida) §i
cfp(4) N [x0. yo]®* € Ug . (3.23)

3. Presupunem cd X, < ym pentru orice m,n € N. Dacd sup x, existd, atunci sup x, este cel mai mic element al
lui Uy. Simetric, dacd inf y,, existd, atunci inf y, este cel mai mare element al lui Uy. Dacd atdt sup x,, cdt si
inf y, existd, atunci sup x,, < inf y, si

Uy = [sup xp, inf y,]. (3.2.4)

4. Dacd (xg,y0) € A(A), atunci (xy,) este crescdtor, (y,) este descrescdtor, X, < yn pentru orice m,n € N,
(Xn,yn) € A(A) si A ([xn, y,,]z) C [xn, yn] pentru orice n € N.

Corolarul 3.2.3 Daci Uy = @, atunci A nu are puncte fixe cuplate in [xq. yol* (deci nu are puncte fixe in [xq. yo))-

Motivati de Lema 3.2.1, dim urmitoarele definitii.

Definitia 3.2.4 Un punct x* € U este numit (xg, yo)-slab (o0)-atractiv’ pentru A daci Uy = {x*} si notim prin

4
x* € (xg, yo).
w

A
Observatia 3.2.5 Evident, dacd x* € (xg, o), atunci x* € [xg, yo]-
w

Definitia 3.2.7 Un punct x* € U este numit (xo, yo)-(0)-atractiv® pentru A daci sup x,, = inf y, = x* si scriem

A
x* € (x9, yo).

A A
Propozitia 3.2.8 x* & (xo, y¢) dacd si numai dacd x* € (xo, yo) §i sup xy, inf y, existd.
w

A
Definitia 3.2.9 Un punct x* € U este numit (slab) (o0)-atractiv* pentru A pe [xg, yo] daci x* € [xo, yo] si x* €
A A
(ug, vo) (respectiv, x* € (ug, vg)) pentru orice ug, vg € [Xg, Vo] astfel incat ug < x* < vg si notdm prin x* € [xg, yo]
w
A
(respectiv, prin x* € [xo, yo))-
w
oy O A P A ) A . A A
Propozitia 3.2.10 Dacd x* € [xo, yol, atunci x* € (xo, yo) §i x* € [ug, vo] pentru orice ugy, vy € [xo, yo| astfel incit
w w w

Ug < x* < vy.

A A A
Propozitia 3.2.11 Dacd x* € [x¢, Yo, atunci x* € (xg, yo) $i x* € [ug, vo] pentru orice ug, vo € [xo, yo| astfel incdt
Ug < x™* < .

A A
Propozitia 3.2.12 Dacd x* € [xo, Yo, atunci x* € [x¢, Yol
w

2(x0, yo)-weakly order-attractive
3(x0, yo)-order-attractive
4(weakly) order-attractive
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Teorema 3.2.13 Fie x* € U. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

LA
1. x* € [xo, yo]-
w

A
2. x* este punct fix pentru A si x* € (xg, yo)-
w

In caz afirmativ, (x*,x*) este unicul punct fix cuplat pentru A in [xq, yo]? (si x* este unicul punct fix pentru A in
[x0. yol).

Teorema 3.2.14 Fie x* € U. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
A
1. x* € [x0, Yol

A
2. x* este punct fix pentru A §i x* € (xo, Vo).
In caz afirmativ, (x*, x*) este unicul punct fix cuplat pentru A in [xq, yo]? (si x* este unicul punct fix pentru A in
[0, Yol)-

Concluziondm prin rezultatele principale ale acestei sectiuni.

k—1 A
Teorema 3.2.16 Fie x* € U gi presupunem cd existd k > 1 astfel incat x* € () [Xn, yn] §i X* € (Xk, y). Atunci
n=0 w
A k
x* € [xn, yn]| pentru orice n € {0,1,...,k}, (x*,x*) este unicul punct fix cuplat pentru A in |J [xn, yn]* si x*
w n=0
k A A

este unicul punct fix pentru A in \J [Xn, yu- In plus, dacd x* € (xy., yr), atunci x* € [xp, yn]| pentru orice n €

n=0
{0,1,....k.

Corolarul 3.2.17 Dacd x* € [xg, yo| astfel incat x* % (x1,y1), atunci x* % [x0, yo], x* % [x1, y1], (x*, x*) este
unicul punct fix cuplat pentru A in [xq, yo]? U [x1, y1]? si x* este unicul punct fix pentru A in [xo, yo] U [x1, y1]. In
plus, dacd x* é (x1, y1), atunci x* é [x0, yo] si x* é [x1, y1]-

Teorema 3.2.18 Presupunem cd (xg, yo) € A(A). Dacd x* % (x0, Yo), atunci (x*, x*) este unicul punct fix cuplat
pentru A in [xg, yo]?, x* este unicul punct fix pentru A in [xq, yo] si x* % [x0. Yol. In particular, dacd x* é (x0, y0),

A
atunci x* € [xg, yo| §i toate celelalte concluzii rdmdn adevdrate.

A
Teorema 3.2.19 Dacd k € N gi x* € [xg, yo| sunt astfel incdt (xi, yr) € A(A) si x* € (xk, yr), atunci (x*, x*)
w

k k A
este unicul punct fix cuplat pentru A in | J [xn, yu)? x* este unicul punct fix pentru A in \J [X,, Y] $i x* € [Xn, Yul
n=0 n=0 w
o A A
pentru oricen € {0, 1, ..., k}. In plus, dacd x* € (xg, yx), atunci x* € [xy, yn] pentru oricen € {0, 1,...,k}.

3.3 Teoreme de punct fix pentru operatori mixt-monotoni in spatii metrice
ordonate

Peste tot in aceasti sectiune, (X, d, <) va fi un spatiu metric ordonat, cu d o mertica extinsd, U o submultime nevidi

a lui X, convexad in ordine §i A un operator mixt-monoton ce invariazd pe U, daca nu se specifica altfel. De notat ca,

in acest caz, supremumul In raport cu X este notat prin sup si cel In raport cu submultimea U este notat prin sup (la
U

A
fel pentru infimum). Aceasti distinctie este necesard cAnd vorbim de puncte (0)-atractive, astfel cd dacid x* € (xg, Vo)
(x0, y0 € U, xo < y9), atunci se Intelege cd x* € U si x* = sup x, = ir[}f Yn, intrucit 4 : U? — U.
U

3.3.1 Proprietati ale spatiilor metrice ordonate cu metrica extinsa si interval-semi-monotona

Definitia 3.3.1 d este numita interval-semi-monotond (in raport cu <) daci existd y > 1 (numitd constantd de semi-
monotonie), astfel Incat d(x’, y’) < yd(x, y) pentru orice x,x’, y,y' € X cux < x’ <y’ < y. Dacd y = 1, atunci d
este numitd interval-monotond.
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Exemplul 3.3.2 Daci (X, K) este un spatiu liniar ordonat si K este aproape arhimedean, atunci metrica Thompson p
este 0 metricd extinsd interval-monotond pe K.

Exemplul 3.3.3 Daci (X, K, ||-||) este un spatiu normat ordonat si K este normal, atunci X este un spatiu metric
ordonat a carui metrica (indusa de norma) este semi-monotona.

Din acest moment, in aceasta subsectiune, presupunem ci d este interval-semi-monotona, cu y notind constanta de
semi-monotonie.

Propozitia 3.3.4
1. Orice componentd metricd a lui X este convexd in ordine.
2. Orice interval dintr-o componentd metricd a lui X este mdrginitd.

Propozitia 3.3.5 Dacd (C3) este satisfdcutd §i (x,) este un gir crescdtor din X avdnd un subgir (xn k) convergent §i
majorat, atunci (x,) este convergent, are supremum §i lim x, = supx, = lim x,,.
n—oo k—o00

Propozitia 3.3.7 Dacd (xy,), (Vn), (zn) sunt siruri din X astfel incdt x, < y, < z, pentru orice n € N §i (xy), (z)
converg la x, atunci (yn) converge la x.

Propozitia 3.3.8 Fie (x,) un sir crescdtor si (yy) un sir descrescdtor din X astfel incat x, < yp, pentru orice n € N.
Fie urmdtoarele afirmatii:

(i) (xn), (yn) sunt convergente si au aceeasi limitd.
(ii) lim d(x,,y,) =0.
n—oo
(iii) inf d(x,, yn) = 0.
n

Atunci (ii) §i (iii) sunt echivalente si sunt implicate de (i). In plus, dacd d este completd, atunci cele trei afirmatii
sunt echivalente.
3.3.2 Puncte fixe atractive si operatori mixt-monotoni m-Picard
Fie x¢, yo € U si se definesc sirurile (x,) , (y,) prin (3.2.1) sau, echivalent, prin (3.2.2).
Definitia 3.3.10 x* € X se numeste (xo, yo)-atractiv pentru A (in raport cu d) dacd lim x, = lim y, = x* si
n—>oo n—>o00

A
notdm acest lucru prin x* % (x0, y0)-

A
Propozitia 3.3.13 Dacd A este continud §i x* € U astfel incdt x* € (xo, yo), atunci x* este punct fix pentru A.
d

Definitia 3.3.14 Fie V o submultime nevidid a lui U. Un punct x* € X se numeste atractiv pentru A pe V daci

A A
x* € (uo, vo) pentru orice ug, vo € V si notdm acest fapt prin x* € V.
d d

Definitia 3.3.16 Fie V' be a submultime nevidéd a lui U. A se numeste operator m-Picard pe V daca

A:U? > U Ax.y) = (A(x,y). A(y. X))
este operator Picard pe V2 (i.e., A are un unic punct fix in V2 si (A" (x, y)) este convergent la unicul punct fix pentru
orice (x,y) € V?).

Propozitia 3.3.17 Fie V o submultime nevidd a lui U. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
1. A este m-Picard pe V.

2. A este Picard pe V in raport cu m-compunerea (i.e., A are un unic punct fix x* in V si (A" (x, y)) este convergent
la x* pentru orice (x,y) € V?).

A
3. A are un unic punct fix x* in V six* € V.
d
. * *\ A 2 o7 X 4
4. A are un unic punct fix cuplat (x*,x*)in V= six* € V.
d

In caz afirmativ, (x*, x*) este unicul punct fix pentru A in V2.

A A
Propozitia 3.3.18 Dacd d este interval-semi-monotond, xo < yg si x* € X astfel incdt x* € (xg, yo), atunci x* €
d d

[Xn, Yn] pentru orice n € N.
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A A A
Observatia 3.3.19 Dacid x* € V; si x* € V5, atunci nu este valabil, in general, ca x* € V; U V5.
d d d

Teorema 3.3.20 Presupunem cd (C,) este satisfdcutd. Dacd xo < yo §i x* este punct fix pentru A in [xq, yo] astfel

A
incat x* € (xo., yo), atunci x* = sup x, = inf y,, (x*, x*) este unicul punct fix cuplat pentru A in \J [xp. yn]? x*
d n>0

A
este unicul punct fix pentru A in | [Xn, Yn] §i X* € [Xn, yu| pentru orice n € N.
n>0

In plus, dacd d este interval-semi-monotond, atunci A este m-Picard pe [xy,, y,| pentru orice n € N.
Corolarul 3.3.21 Presupunem cd (C») este satisficutd si A este continud. Dacd xo < yo i x* € [xo, yo] astfel incat

x* € (x9, yo), atunci x* este punct fix pentru A si concluziile Teoremei 3.3.20 se mentin.
d

Observatia 3.3.22 Cand (x,), (y,) sunt mérginite in ordine, atunci (C5) poate fi inlocuita de (C3) in Teorema 3.3.20
si Corolarul 3.3.21.

Observatia 3.3.23 In general, punctele fixe (0)-atractive nu sunt (metric) atractive, chiar si atunci cind are loc (C5),
metrica este interval-semi-monotona si operatorul mixt-monoton este continuu.

Urmatorul rezultat este fundamental.
Teorema 3.3.24 Presupunem cd (xg, yo) € A(A) si se considerd urmdtoarele afirmatii:
A
(i) x* € (xo, yo) pentru un anume x* € X.
d
(ii) lim d(x,,y,) =0.
n—00
(iii) inf d(x,, yn) = 0.
n
Atunci:

A
1. Dacd (C}) este satisfdcutd, atunci (i) asigurd cd x* este unicul punct fix pentru A in [xo, yo], X* € [xo, yo] si A
este m-Picard pe [xg, yo].
2. Dacd d este completd si interval-semi-monotond, atunci cele trei afirmatii sunt echivalente.

Teorema 3.3.26 Presupunem ci (C}) este satisficutd, d este completd §i interval-semi-monotond.
Dacd xo < yo §i existd k € N astfel incdt (x, yr) € A(A), atunci cele trei afirmatii din Teorema 3.3.24 sunt

N A A
echivalente. In caz afirmativ, x* este unicul punct fix pentru A in [xg, V|, X* € [xk, V&l, x* € [xn, yu] pentru orice
d

ne€{0,1,...,k} si Aeste m-Picard pe [xi, yi]-.

k
In plus, dacd x* € [xg, yol, atunci x* este unicul punct fix pentru A in | J [xn, yn] si A este m-Picard pe [xy, yu]
n=0
pentruoricen € {0,1,...,k}.

3.3.3 Existenta si unicitatea punctelor fixe atractive pentru operatori mixt-monotoni
m-contractivi via sub-supra puncte fixe cuplate

Definitia 3.3.27 Sub-supra punctul fix cuplat (xg, yg) € A(A) se numeste:
1. propriu pentru A dacd existd n € N astfel incat (d * A")(xo, yo) < 00;
2. impropriu pentru A daci nu este propriu, i.e., daci (d * A")(xo, yo) = oo pentru orice n € N.

Definitia 3.3.28 A se numeste propiu dacd A(A) este nevidi si oricare dintre sub-supra punctele fix cuplate ale lui A
este propriu pentru A.

In toate rezultatele care urmeaza, presupunem ca are loc (C3’), d este completa si interval-semi-monotona, iar y > 1
noteazi constanta de semi-monotonie a lui d.
Fie
W =A{(x,y) € A(A) :x # ysid(x,y) < oo}
si presupunem cd W este nevida.

Teorema 3.3.29 Fie ¥ : W — [0, 00) astfel incat:

(71) Pentru orice gir crescdtor (x,) §i orice gir descrescdtor (yy,) din aceeagsi componentd metricd a lui U astfel incdt
(Xn, yn) € A(A) pentru totin € N siinf d(x,, yn) > 0, existd k € N astfel incdt V(xg, yr) < inf d(xy, yn).
n n
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Dacad
(d * A) (x,y) < V(x,y) pentru orice (x,y) € W, (3.3.1)

atunci urmdtoarele proprietdti au loc:
1. (d *= A)(x,y) <d(x,y) pentru orice (x,y) € W.
2. A satisface proprietatea (1) pe fiecare componentd metricd a lui U.

A
3. Dacd (xg,y9) € A(A) este propriu, atunci A are un unic punct fix x* in [xo, yol, x* € [xo, yo] si A este
m-Picard pe [xq, Yo)-
4. Dacd A este propriu, atunci A satisface proprietatea () si concluziile din 3 se mentin pentru orice (xg, o) €
A(A).

Pentru a gasi functii W ce verifica conditiile din teorema anterioard, este imperativ sd gasim criterii clare pentru
(1). Astfel, fie D = d(W) < (0, 00). Vom nota cu D/, multimea punctelor limita la dreapta pentru D in (0, 00), i.e.,
D! ={t>0:(t,t+ 1) N D % @ pentru orice T > 0}

si prin D vom nota inchiderea lui D la dreapta in (0, 00), i.e.,
Dy=DUD, ={t>0:[t,t +1)N D # @ pentru orice > 0} .
De remarcat ca vom folosi aceste notatii pentru orice submultime a lui (0, 00) (nu doar pentru D), daca este necesar.
Propozitia 3.3.36 Daca ¥V : W — [0, oo) satisface:
(72) Pentruoricet € D4, existd t > 0 astfel incdt
(x,y) e Wsid(x,y) €[t ,t + ) implica ¥(x,y) <t (3.3.2)
atunci \V satisface (my).

Observatia 3.3.37 Daci ¢ > 0 astfel incat# ¢ D, atunci [t,# 4+ 7) N D = @ pentru un anume 7 > 0, astfel ci (3.3.2)
este automat satisfacutd (deoarece nu este nimic de verificat). Cu aceastd observatie, (;r,) este echivalenti cu:

(%) Pentru orice ¢ > 0, existd 7 > 0 astfel incat (3.3.2) este satisfacuta.
Corolarul 3.3.38 Daca ¥V : W — [0, 00) satisface (73) si (3.3.1), atunci concluziile Teoremei 3.3.29 se mentin.

Corolarul 3.3.39 Dacd pentru orice t € D, existii T > 0 astfel incat
(x,y) e Wsid(x,y) € [t,t + 1) implicd (d * A)(x,y) <t, (3.3.3)
atunci concluziile Teoremei 3.3.29 se mentin.

Observatia 3.3.40 Cand A este un operator de o variabila, i.e., A(x,y) = A(x) sau A(x,y) = A(y), conditia din
Corolarul 3.3.39 este identicd cu cea datd de Meir si Keeler [63] (cu exceptia cd monotonia nu era necesara).

Este posibil sd simplificdim conditiile din (;r1) si (;r2), considerand doar functii radiale. Definim mai ntai cateva
notiuni noi.
Fie ® : D — [0, o0) o functie arbitrara.
Definitia 3.3.42 Spunem ca A este o ®-m-contractie daca
(d = A)(x,y) < ®(d(x, y)) pentru orice (x,y) € W. (3.3.4)

Urmatorul concept este o modificare a unei notiuni similare (L-functie) introduse de Lim [58].

Definitia 3.3.44 Spunem cd ® este o M -functie dacd urmitoarea proprietatea este satisfacuti:
(M) Pentruorice t € D, existd T > 0 astfel incit ®(s) < ¢ pentru orice s € [¢t,¢ + ) N D.

Dacd & este definitd pe o multime ce include D si restrictia lui ® la D este o M -functie, atunci spunem cd ® este
0 M -functie pe D.

Observatia 3.3.45 Este clar ci cerintele din (M) sunt verificate pentru orice ¢ > 0 astfel incit 1 ¢ Dy, deoarece
mulfimea [t,¢ + ) N D este vidd pentru un anume t > 0, astfel cd (M) este echivalentd cu:

(M7) Pentru orice t > 0, existd v > 0 astfel incat ®(s) < ¢ pentru orice s € [¢,¢ + ) N D.
Exemplul 3.3.46 Daci o € [0, 1) si ®(¢) = af pentru orice ¢t € D, atunci ® este o M -functie.

Teorema 3.3.47 Dacd A este o0 ®—m-contractie si @ este o M -functie, atunci concluziile Teoremei 3.3.29 se mentin.
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Pentru rezultate similare, facem referire la lucrarile lui Agarwal et al. [1], Cirié et al. [25], Gnana Bhaskar si Lak-
shmikantham [30], Lakshmikantham si Ciri¢ [54], Nieto si Rodriguez-Lépez [69] si [70]. Pentru o analiza comparativa
intre rezultatele personale si rezultatele din lucririle citate facem referire la Sectiunea 3.5.

Studiem mai departe clasa M -functiilor. Se considerd mai intdi urmdtoarele proprietdti similare cu (M1):

(M>) Pentru orice t € D', existd T > 0 astfel incat ®(s) < ¢ pentru orice s € (¢,¢ + ) N D.
(M3) Pentru orice sir (f,) In D astfel incat nll»rgo t, =t > 0, existd k € N astfel incat ®(7z) < t.

(My) Pentru orice sir (f,) In D astfel incat inf ¢, = ¢ > 0, existd k € N astfel incat ®(#) < 7.
(M5) Pentru orice sir descrescator (¢,) in D astfel incat lim 1, =t > 0, existd k € N astfel incat (¢;) < ¢.
n—oo

(M) Pentru orice sir strict descrescator (¢,) in D astfel incat lim 7, =t > 0, existd k € N astfel incat O(t;) < ¢.
n—o0

Propozitia 3.3.48 Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

1. ® este o M -functie. 3. ® satisface (M3). 5. ® satisface (Ms).
2. © satisface (M, ) si 4. ® satisface (My). 6. ® satisface (M) si
®(t) < t pentru oricet € D. ®(t) <t pentru oricet € D.

Urmatoarele conditii (similare cu cele date de Boyd si Wong in [15]) sunt suficiente pentru ca ® si fie o M -functie.

Propozitia 3.3.49 Dacd ®(t) < t pentru orice t € D gi limsup ®(s) < t pentru orice t € D!, atunci ® este o
s—>tT

M -functie.
Presupunem in continuare ci ® este definitd pe D ;..

Propozitia 3.3.50 Daci ®(t) < t pentru oricet € D si limsup ®(s) < O(t) pentru orice t € D!,, atunci ® este
s—tt, seD

o M -functie pe D.

Propozitia 3.3.51 Dacd ®(t) < t pentru orice t € D si ® este superior semicontinud la dreapta, atunci ® este o
M -functie pe D.

Corolarul 3.3.52 Dacd ®(t) = a(t)t pentru oricet € D, unde o : Dy — [0,1) este superior semicontinud la
dreapta, atunci ® este o M -functie pe D.

Fixdm 7 > 0 (oricat de mic dorim) si fie
D:=((D-D)NO.71)={s—t:teD| se(t,i+7)ND}.
Presupunem in continuare ci ® : D4 U D; — [0, 00).

Propozitia 3.3.54 Dacd urmdtoarele conditii sunt satisfdcute:
(i) ®(t) <t pentru oricet € D ;
(ii) ®(¢t) <t pentruoricet € D,
(iii) D(s —1t) > ®(s) — D(t) pentru orice t € D!, siorices € (t.t + 1) N D;
atunci ® este o M -functie pe D.

3.3.4 Teoreme de punct fix pentru operatori mixt-monotoni via puncte fixe cuplate extremale

3.4 Teoreme de punct fix pentru operatori mixt-monotoni in spatii liniare
ordonate

Peste tot in aceasta sectiune, (X, K) va fi un spatiu liniar ordonat, K un con arhimedean si auto-complet, iar < noteazi
relatia de ordine indusd de K pe X. Din studiul realizat in Capitolul 2 rezultd cdt metrica Thompson p este o metricd
extinsd si completd pe K (Propozitia 2.1.2, Observatia 2.1.3 si Corolarul 2.3.23) care este interval-monotond (Corolarul
2.2.7). in plus, spatiul metric ordonat (K, p, <) satisface (C,) (Propozitia 2.2.24), deci si (C3) si (C)),cui = 1.5.In
concluzie, putem aplica oricare dintre rezultatele din sectiunea anterioara la cazul spatiului metric ordonat (K, p, <).
Facem referire la Sectiunile 1.5, 1.6 si Capitolul 2 pentru detalii legate de spatii liniare ordonate si metrica Thompson.
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3.4.1 Rezultate preliminare exprimate in termenii metricii Thompson

Fie U o submultime nevidd alui K, convexa 1n ordine si A un operator mixt-monoton ce invariazad pe U. De notat ca
vom folosi aceleasi notatii din Subsectiunea 3.3.3, i.e.,
W={(x.y) e A4 :x #ysix~y}, D=pW)c(0,00)
si presupunem din acest moment cd W este nevida.
Considerem, de asemenea, componentele proiective ale lui W,

Wy ={x eU: existi y € U astfel incat (x,y) € W}

Wy ={y e U : existi x € U astfel incat (x,y) € W}
si fie

E = {e_p(x’y) ((x,y) € W} =e P,

E._ ={1€(0,1): (A —¢e,A) N E # @ pentru orice ¢ > 0} = e D% c(0,1)
(multimea punctelor limita la stdnga pentru E in (0, 1))

E_={Ae€(0,1):(A—e Al N E # @ pentru orice ¢ > 0} = e P+ = FUE c(0,1)
(inchiderea Iui E la stanga in (0, 1))

Es = {% Ae€E., pe (SA,A)} — e Dus1 € (8,1)
pentru un § € (0, 1) (orice valoare, oricit de aproape de 1 este suficientd).

Urmatorul rezultat este o consecinta directa a Teoremei 3.3.29, 1n termenii metricii Thompson.

Teorema 3.4.1 Fie v : W — (0, 1] care satisface urmdtoarea proprietate:

(p1) Pentru orice A € E_ si oricare siruri (x,), (yn) din aceeasi parte a lui U astfel incdt (x,) este crescdtor, (yn)
este descrescdtor, (xp, yn) € A(A) pentru tofin € N si im p(x,, y,) = InA~Y, existd k € N astfel incat
n—>oQ

V (XK, yk) > A
Dacad
A(x,y) = ¥(x,y)A(y,x) pentruorice (x,y) € W, (3.4.1)

atunci urmdtoarele proprietdti au loc:
1. (pxA)(x,y) < p(x,y) pentru orice (x,y) € W.
2. A satisface proprietatea () pe fiecare parte a lui U.

A
3. Dacd (xg,yo9) € A(A) este propriu, atunci A are un unic punct fix x* in [xg, yo|, x* € [xo, yo] si A este
m-Picard pe [xo, yo] in raport cu p.
4. Dacd A este propriu, atunci A are proprietatea (|1) si concluziile din 3 au loc pentru orice (xg, yo) € A(A).

3.4.2 Rezultate principale

Inconvenientul major din Teorema 3.4.1 este folosirea explicitd a metricii Thompson 1n exprimarea conditiei (pg).
Dorim sd depasim acest inconvenient prin urmatoarele rezultate de punct fix.

Considerdm in continuare ci V este o submultime a lui K ce include pe U si fie A : V2 — K un operator
mixt-monoton ce invariazd multimea U. Vom folosi aceleagi notatii (cu acelasi sens) din subsectiunile anterioare
(W, Wy, W,, D, E, ...) pentru restrictia operatorului A la U 2,

Definitia 3.4.6 Un sir crescitor (x,) din W este numit W -imperechiat® daci existi un sir descrescitor (y,) astfel incat
(Xn, yn) € W sixg ~ yg. Sirul (y,) este numit o W-pereche descrescdtoare a lui (xy).

n mod simetric, un sir descrescitor (y,) din W5 este numit W -imperechiat daci existi un sir crescitor (x,) astfel
incét (xp, yn) € W si xg ~ yo. Sirul (x,) este numit o W-pereche crescdtoare a lui (yy).

Observatia 3.4.7 Daci (y,) este o W-pereche descrescitoare a unui gir crescétor W-imperechiat (x,) din Wj, atunci
(yn) este un sir W-imperechiat din W5 si (x,) este o W-pereche crescétoare a lui (y,). De asemenea, (x;), (y,) sunt
din aceeasi parte a lui U.

Simetric, dacd (x,) este o W-pereche crescitoare a unui sir descrescitor W -imperechiat (y,) din W», atunci (x,)
este un sir W-imperechiat din Wj si (y,) este o W-pereche descrescétoare a lui (x,). De asemenea, (x,), (v,) sunt din
aceeasi parte a lui U.

Teorema 3.4.8 Fie ¢ : E x Wy — (0, 1] care satisface urmdtoarea proprietate:

SW -paired (in englezi)
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(p2) Pentru orice sir crescdtor W -imperechiat (x,) din Wy si orice sir crescdtor (A,) din E care converge la un
A # 1, existd k € N astfel incat ¢(Ax, yx) > A.

Dacad

AYWy €V pentru orice A € E (3.4.2)
A(x, A71x) > ¢, x)A(A"x,x) pentru orice A € E,x € Wy, (3.4.3)

atunci concluziile Teoremei 3.4.1 ramdn adevdrate.

Teorema 3.4.9 Fie ¢ : E x W, — (0, 1] care verificd urmdtoarea proprietate:

(p3) Pentru orice sir descrescator W -imperechiat (y,) din Wy si orice sir crescdtor (A,) din E ce converge la un

A # 1, existd k € N astfel incdt ¢(Ak, yr) > A

Daca
AW, CV  pentruorice A € E (3.4.4)

AAy,y) = ¢ (A, y)A(y,Ay) pentruorice A € E,y € W,, (3.4.5)

atunci concluziile Teoremei 3.4.1 ramdn adevdrate.

Observatia 3.4.11 Dacid ¢ : E x W; — (0, 1] satisface (p,), atunci ¢ (A, x) > A pentru orice A € E, x € W. Similar,
dacd ¢ : E x W, — (0, 1] satisface (p3), atunci ¢(A, y) > A pentru orice A € E, y € W,.

Daci ¢ se alege independent de al doilea argument, i.e., #(X,-) = @(A) € (0, 1] pentru orice A € E, atunci (p3)
si (p3) se simplificd. Urmand aceeasi pasi ca in Subsectiunea 3.3.3, mai Intdi definim si studiem un nou concept numit
N —functie (analog cu cel de M -functie, definit anterior).

Fiep : E — (0,1].

Definitia 3.4.14 Spunem ci ¢ este o N—functie daca urmitoarea proprietatea este satisfacuti:
(N1) Pentru orice A € E_, existi & > 0 astfel incat ¢(11) > A pentru orice p € (A — &, A] N E.

Daca ¢ este definita pe o multime mai mare din (0, 1) ce include pe E si restrictia Iui ¢ la E este o N—functie, atunci
spunem cd ¢ este o N—functie pe E.

Observatia 3.4.15 Este clear ci cerintele din (N;) sunt verificate pentru orice A ¢ E _, deoarece multimea (A—e, A\]NE
este vidd pentru un anume ¢ > 0.

Urmatorul rezultat aratd ca existd o dualitate intre M —functii si N—functii.

Propozitia 3.4.16 ¢ este o N—functie dacd si numai dacd ® : D — [0, 00) este o M -functie, unde
D=WmE" ={lnA™" : 1€ E} (echivalent, E=¢"P ={e™":teD})
() = In(p(e™)) !, t € D (echivalent, p(A) = e~ ®®4™D A e E).

Exemplul 3.4.17 Daci ¢(1) = A pentru orice A € E, unde @ € [0, 1), atunci ¢ este o N—functie, deoarece duala sa
®(t) = In(p(e™))~! = at este o M -functie (vezi Exemplul 3.3.46).

Legat de (N;) se considerd urmatoarele proprietdfi similare:
(N,) Pentru orice A € E’, existd ¢ > 0 astfel incit ¢ () > A pentru orice u € (A —¢,A) N E.
(N3) Pentru orice sir (4,) in E astfel incat lim A, = A < 1, existd k € N astfel incit p(1;) > A.
n—>0o0

(N4) Pentru orice sir (A,,) in E astfel incat sup A, = A < 1, existd k € N astfel incat (Ag) > A.

(Ns) Pentru orice sir crescitor (A,) in E astfel incat lim A, = A < 1, existd k € N astfel incat (1) > A.
n—>00

(Ng) Pentru orice sir strict cresciitor (A,,) in E astfel incat lim A, = A < 1, existd k € N astfel incat (1) > A.
n—00

Propozitia 3.4.18 Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

1. @ este o N—functie. 3. ¢ satisface (N3). 5. @ satisface (Ns).
2. ¢ satisface (N») si 4. ¢ satisface (Ny). 6. ¢ satisface (Ng) §i
@(X) > A pentru orice A € E. ©(A) > A pentru orice A € E.

Urmatoarele rezultate sunt consecinte imediate ale Teoremelor 3.4.8, 3.4.9 si Propozitiei 3.4.18.

Teorema 3.4.19 Dacd ¢ este o N—functie, (3.4.2) este satisfdacutd §i
A, A7) = (M AW " x, x)  pentru orice A € E,x € Wy, (3.4.6)

atunci concluziile Teoremei 3.4.1 se mentin.
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Teorema 3.4.20 Dacd ¢ este o N—functie, (3.4.4) este satisfdcutd si
ALy, y) = (M) A(y,Ay) pentruorice A € E,y € W, (3.4.7)
atunci concluziile Teoremei 3.4.1 se mentin.

Pentru ca Teoremele 3.4.19 si 3.4.20 sd poate fi aplicate practic, este necesar sd gdsim conditii suficiente pentru ca
¢ s fie o N—functie. Rezultatele care urmeazd se obtin din proprietdti similare pentru M —functii.

Propozitia 3.4.21 Dacd ¢(A) > A pentru orice A € E si lim anf o(i) > A pentru orice A € E', atunci ¢ este o
w—>A=
N —functie.

Propozitia 3.4.22 Dacid ¢ : E_ — (0, 1] astfel incdt ¢(1) > A pentru orice A € E_ si lim anf o(n) = (L) pentru
nW—>A"

nekE
orice A € E’, atunci ¢ este o N—functie pe E.

Propozitia 3.4.23 Daci ¢ : E_ — (0, 1] astfel incat (L) > A pentru orice A € E _ i @ este inferior semicontinud la
stanga, atunci ¢ este o N—functie pe E.

Corolarul 3.4.24 Dacda : E_ — [0, 1) este superior semicontinud la stanga (in particular, este o functie crescdtoare),
atunci ¢ 1 E_ — (0, 1] datd de p(X) = A*P) este o N—functie.

Propozitia 3.4.25 Dacd ¢ : E_ U Es — (0, 1] satisface:
(i) (L) > A pentru orice A € E_;
(ii) ¢(A) > A pentru orice A € Eg;

wy _ e(p) : ;o )
(iii) ¢ ()L) < o) pentru orice A € E” siorice u € (6A,A) N E;

atunci ¢ este o N—functie pe E.

Daci (3.4.6) sau (3.4.7) este Intdritd, este posibil sd sldbim cerintele pentru ¢.

Teorema 3.4.26 Fie ¢ : E_ U Es — (0, 1] astfel incat

o(A) > A pentruorice A € E _ (3.4.8)
@(X) = A pentru orice A € Eg. (3.4.9)
Dacd .
AV CV  pentruorice A € E_U Eg (3.4.10)
A(Ax,y) = @A) A(x,Ay) pentruorice A € E_ U Eg si x, y € V liniar dependente, (3.4.11)

atunci concluziile Teoremei 3.4.1 se mentin.

Teorema 3.4.27 Fie ¢ : E_ U Es — (0, 1] care satisface (3.4.8) si (3.4.9).
Dacad _
AW CV  pentruorice A € E_ U Ej (3.4.12)

A(x,A71y) = oM A X, y) pentruorice h € E_ U Eg six,y € V liniar dependente,

atunci concluziile Teoremei 3.4.1 se mentin.

In cazul mai general cand ¢ nu este neapirat independenti de a doua variabili, este inci posibil s obtinem rezultate
similare cu cele din Teoremele 3.4.19, 3.4.20 si 3.4.26.

Teorema 3.4.28 Fie ¢ : E x Wy — (0, 1] care satisface urmdtoarea proprietate:
(pa) Pentru orice (u,v) € W cuu ~ v, existd o N—functie ¢y : E — (0, 1] astfel incat
@A, X) > @uv(A) pentruorice A € E,x € [u,v] N W
Dacd (3.4.2) si (3.4.3) sunt satisfdcute, atunci concluziile Teoremei 3.4.1 se mentin.
Teorema 3.4.29 Fie ¢ : E x W, — (0, 1] care satisface urmdtoarea proprietate:
(ps) Pentru orice (u,v) € W cuu ~ v, existd o N—functie ¢y, : E — (0, 1] astfel incat
(A, y) = ouv(A) pentruorice A € E,y € [u,v] N Wh.

Dacd (3.4.4) si (3.4.5) sunt satisfdcute, atunci concluziile Teoremei 3.4.1 se mentin.

Intr-un mod similar se pot formula versiuni mai generale ale Teoremelor 3.4.26 si 3.4.27.
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Teorema 3.4.30 Fie ¢ : E_ x V2 — (0, 1] care satisface urmdtoarea proprietate:
(ps) Pentru oricare doud elemente cvasi-comparabile u,v € V cuu < v, existd a functie ¢y : E_ — (0,1] astfel

incdt
dA,x,¥) > @uo(A) > A pentruorice . € E_ si x,y € [u,v] NV liniar dependente. (3.4.13)
Dacd V satisface (3.4.10) si A verificd
AAx,y) = ¢p(A,x, y)A(x,Ay) pentruorice . € E_ si x,y € V liniar dependente, (3.4.14)
A(Ax,y) = AA(x,Ay) pentruorice A € Es si x,y € V liniar dependente, (3.4.15)

atunci concluziile Teoremei 3.4.1 se mentin.

Teorema 3.4.31 Fie ¢ : E_ x V> — (0, 1] care verifici (ps). Dacdi (3.4.12),
A, A7y > oA, x, ) A Yx, y)  pentru orice A € E_ si x,y € V liniar dependente,
A(x, A7) = AMA(A 7YX, y) pentru orice A € Es si x,y € V liniar dependente,

atunci concluziile Teoremei 3.4.1 se mentin.

3.4.3 Concluzii

Concluziondm aceasta sectiune prin cateva rezultate mai particulare dar mult mai usor de aplicat. Cadrul este acelasi,
i.e., un spatiu liniar ordonat (X, K), cu K con arhimedean si auto-complet.

Teorema 3.4.32 Fie Y submultime nevidd a lui K, A : Y? — K un operator mixt-monoton si (xo, yo) € A(A) astfel
incadt [XO,yo] cY.

Se definesc sirurile (x,), (yn) prin (3.2.1) si presupunem cd existi k € N, ¢ € (0,1) si ¢ : [e,1) — (0, 1] astfel
incdt urmdtoarele conditii sunt satisfdcute:

(i) Xp = &yk;
(i) Vi=|J Axe. el € Y5
A€(0,1]

(iii) (L) > A pentru orice A € [g, 1);
(iv) A(Ax,y) = @(A)A(x, Ay) pentru orice A € [e, 1) si x,y € V liniar dependente.

A

Atunci A are un unic punct fix x* in [xo, yo|, x* € [x0, yo] §i A este m-Picard pe [xq, yo| in raport cu p.

Teorema 3.4.33 Fie Y o submultime nevidd a lui K, convexd in ordine astfel incat AY C Y pentru orice A € (0, 1) i
A : Y2 — K un operator mixt-monoton. Presupunem cd existd ¢ : (0, 1) — (0, 1] astfel incat
@A) > A pentru orice A € (0, 1) (3.4.16)
A(Ax,y) = 9(A)A(x,Ay) pentruorice A € (0,1), x,y €Y. (3.4.17)
A

Dacd (xo, yo) € A(A) este propriu, atunci A are un unic punct fix x* in [xg, yo], X* € [xo, Vo] §i A este m-Picard

pe [xo Yol in raport cu p.
In plus, daci (x,y) € A(A) este propriu si A € (0, 1) astfel lncatx € [x,y]siA7ly €Y, atunci (Ax, 17 1y) €

A(A) este propriu, x* este unicul punct fix pentru A in [Ax, A71y], x* C [Ax, A1 ] y] si A este m-Picard pe [Ax, A™1y]
in raport cu p. In partlcular dacd A € (0,1) astfel incat A='x* € Y, atunci x* este unicul punct fix pentru A in

[Ax* A7 1x*], x* @ [Ax*, A71x*] si A este m-Picard pe [Ax, A~'x*] in raport cu p.
Teorema 3.4.34 Fie Y o parte alui K si A : Y?> — K un operator mixt-monoton.
Dacd existdu € Y astfel incat A(u,u) € Y si ¢ : (0,1) — (0, 1] astfel incdt (3.4.16) i
A(Ax,y) = p(A)A(x, Ay) pentru orice A € (0,1) si x,y € Y liniar dependente, (3.4.18)
atunci A(Y?) C Y, A(A) este nevidd si A are un unic punct fix x* in' Y. Mai mult, A este m-Picard pe Y in raport cu

A
p §i x* € [xo, yo] pentru orice (xg, yo) € A(A).

3.5 Cateva note si observatii finale

3.5.1 Teoreme de punct fix pentru operatori mixt-monotoni in spatii Banach ordonate

Toate rezultatele de punct fix obtinute in spatii liniare ordonate folosind metrica Thompson raman adevérate in cazul
spatiilor Banach ordonate cu con normal, Intrucat normalitatea conului asigurd cd p este completd (Teorema 2.4.6). In
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plus, p-convergenta este mai puternicd decat convergenta in norma (Teorema 2.4.6), ceea ce inseamnd ca operatorii
m-Picard in raport cu p sunt m-Picard si n raport cu norma.

in acest mod, regasim rezultatele lui Opoitsev [74], [75], Guo [32], Liang et al. [57], Liu et al. [59], Xu si Jia [113],
Xu i Yuan [111], [112], Wu si Liang [110], Li et al. [56] drept cazuri particulare sau versiuni mai slabe ale rezultatelor
proprii din Sectiunea 3.4.

In acelasi context, putem aplica rezulatele de punct fix din spatii metrice ordonate la orice spatiu Banach ordonat cu
con normal, unde metrica este cea indusd de norma (normalitatea conului asigurd cd norma este semi-monotona, deci
ca d este interval-semi-monotond). Astfel, se obtin rezultate de punct fix ce nu sunt restrictionate doar la con.

3.5.2 Teoria punctului fix pentru operatori crescatori, respectiv descrescatori din perspec-
tiva operatorilor mixt-monotoni

Deoarece teoria punctului fix pentru operatori mixt-monotoni are avantajul cd include atét teoria pentru operatori cresca-
tori, cét si pe cea pentru operatori descrescatori Intr-o singurd abordare unitard, se pot obtine prin particularizare atat
rezultate cunoscute cit si rezultate noi in aceste directii intens studiate. Intrucét aceasti sarcini este elementars, vom
omite orice detalii n aceastd directie.

3.5.3 Dualitatea intre operatorii crescatori si operatorii mixt-monotoni

3.5.4 Echivalenta unor teoreme de punct fix in spatii metrice ordonate

3.5.5 O scurta comparatie intre cateva teoreme de punct fix pentru operatori mixt-monotoni
in spatii metrice ordonate

Fie (X, <,d) un spatiu metric ordonat unde d este o metrici completi si fie 4 : X?> — X un operator mixt-monoton.
O consecintd directd a Teoremei 3.3.47 si Propozitiei 3.3.49 este urmatorul rezultat.

Teorema 3.5.1 Presupunem cd existd a functie @ : [0,00) — [0,00) cu ®(t) < t si limsup ®(s) < t pentru orice
s—>tt+
t > 0, astfel incdt

d(A(x,y), A(y,x)) < ®(d(x,y)) pentruorice x,y € X astfel incdt x < y. (3.5.1)
De asemenea, presupunem cd X satisface proprietatea (C3) si d este interval-semi-monotond. Dacd existd (xo, yo) €
A
A(A), atunci A are un unic punct fix x* in [xg, yo|, X* € [xo, Yo] §i A este m-Picard pe [xg, yol.
In comparatie, unul dintre cele mai recente si mai generale rezultate de acest tip este urmitorul (a se vedea si lucririle

lui Agarwal et al. [1], Ciri¢ et al. [25], Gnana Bhaskar si Lakshmikantham [30], Nieto si Rodriguez-Lépez [69] si [70]
pentru rezultate similare, dar mai putin generale):

Teorema 3.5.2 (Lakshmikantham and Ciri¢ [54]) Presupunem cd existi a functie @ : [0, 00) — [0,00) cu (t) <t
si lin} ®(s) < t pentru orice t > 0, astfel incat
S

d(x,u)+d(y,v)
2

d(A(x. y). A, v)) < cb(

De asemenea, presupunem cd:

) pentru orice x,y,u,v € X astfel incitx <u iy > v.

1. A este continud
sau
la. X satisface proprietatea (Cy).
Dacda existd xo, yo € X astfel incat
Xo < A(Xo, yo) si yo = A(yo, Xo),

atunci A are cel pugin un punct fix cuplat. In plus, dacd xo, yo sunt comparabile, atunci A are cel putin un punct fix.

Evident, conditia de tip ®-contractie (care este cea mai restrictiva dintre toate conditiile enumerate in cele doua
teoreme) este mai generald in Teorema 3.5.1, la fel si concluziile sunt mai puternice.
3.5.6 Problema de punct fix pentru operatori de doua variabile in spatii liniare ordonate via

operatori mixt-monotoni

3.5.7 Cateva comentarii






4
Aplicatii

In acest capitol aplicim rezultatele de punct fix din Capitolul 3 la citeva clase de probleme neliniare exprimate ca ecuatii
de punct fix pentru operatori mixt-monotoni. Unele rezultate din acest capitol (sau altele similare) au fost deja publicate
in [91], [92].

4.1 Solutii continue si pozitive pentru ecuatii integrale Fredholm neliniare

Fie ecuatia integrald Fredholm neliniara

x(t) = /01 G(t,s) f(s,x(s),x(s))ds, te€]0,1], “4.1.1)

in necunoscuta x, unde f poate fi singulard in a doua sau a treia variabila. Se cautd solutii continue si pozitive,
astfel cé se considerd X = C([0, 1]) spatiul liniar al functiilor continue pe [0, 1] cu valori reale. Impreund cu norma

|X|oo = sup |x(z)| (x € X)siinraport cu conul K = C([0, 1]; Ry), X devine un spatiu Banach ordonat astfel incat
t€l0,1]

norma sa este monotond, deci K este normal. Reamintim ci dacd x € K, atunci K(x) noteazd partea lui K ce contine

pe x.

4.1.1 Rezultate preliminare

Mai intdi, presupunem ca
(G1) G :]0,1] x [0, 1] — [0, co) este continud si neidentic nula
si considerdm:

g(r) = sup G(t,5) = |G, ). 1€[0,1]

s€[0,1]
I' ={t €[0,1] : G(¢,s) = 0 pentru orice s € [0, 1]}
J =1[0,1]\T
20 = jnt S s e o]
Lo ={s €[0.1] : go(s) = 0}
Jo = [0, 1]\ Tp.

Mai departe, restrictiondm discutia asupra cazurilor cand

(Gy) T'si Iy sunt finite
si considerdm multimile

Ur ={x € K(g) : |x|oc <r} pentruoricer € (0, c0] arbitrar

1
V ={xeC(J):x(s) > 0pentru orice s € J §i/ x(s)ds < oo}
0

Evident, K(g) = Us. De asemenea, spatiul liniar C(J) este ordonat de conul functiilor continue si pozitive pe J.

Acum fixdm r, rg € (0, co] astfel incét ry < r. De notat cd dacd a < b = oo, atunci prin [a, b] se va intelege [a, 00)
si prin (a, b] se va intelege (a, 00). Fie urmatoarele conditii asupra lui f, r si ro:

25
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(f1) f:J x(0,r] x(0,r] = (0, 0c0) este continua.
(f2) f(s,uq,v1) < f(s,uz,v2) pentru orice s € J siuq,usz, vy, vz € (0, 7] astfel incat uy < up, v; > v;.
(f3) Pentru orice A € (0, 1),
. f(s, Au,v)
inf {¥—""—7—2":
Sf(s,u, Av)

(fa) fol f(s,ug, vog(s)) ds < oo pentru un anume vy € (0,

seJ, uve (O,ro]} > A.

o | ) pentru toti ug € [ro,r], dacdry < oo

1€ 0o pentru un anume ug > 0, dacdrop =o00 °
Lema 4.1.3 Presupundnd ( f1)—( f3) satisfdcute, functia

f(s, Au,v)

¢:(0,1) > R, (p(x):inf{f(s,u,)tv)'

sed, u,ve(O,ro]} (A € (0, 1))
este corect definitd si verificd

A < @A) <1 pentruorice A € (0,1)
f(s, Au,v) > @A) f(s,u,Av) pentruorice A € (0,1), s € J, u,v € (0, ro]. 4.1.2)

Lema 4.1.4 Dacd ( f1)—( f4) sunt satisfdcute, atunci
1
r
/ f(s,u,vg(s))ds < oo pentruoriceu € (0,r], v € (O, —:| .
0 |g|oo

Lema 4.1.5 Presupunem (G1), (G2), (f1), (f2) si ( f1). Dacd x* € K este o solutie pentru (4.1.1), atunci x* € U,..

Propozitia 4.1.7 Dacd (G1), (G2), ( f1)—( f1) sunt satisfdcute, atunci operatorul

1
AU — K(g). A, »)() =/0 G(t.5) f(s.x(5), y(s))ds. (x.y €Uy, 1 €[0.1])

este corect definit, mixt-monoton §i
A(Ax,y) = @(A)A(x,Ay) pentruorice A € (0,1), x,y € Uy,.

4.1.2 Rezultate principale

Definitia 4.1.8 Daci x¢, yo € K(g) verificd
Xo(1) < yo(?)
xo(t) < [y G(t,5) f(s,x0(s), yo(s))ds  pentru orice ¢ € [0, 1], (4.1.3)
Yo(t) 2 [y G(t.5) /(s yo(s), xo(s)) ds

atunci perechea (xg, yg) este numita o sub-supra cvasi-solutie pentru (4.1.1).

Teorema 4.1.9 Dacd au loc (G1), (G2), ( f1)—(fa) curg = r = 00, atunci ecuatia (4.1.1) are o solutie unicd x* € K.
Mai mult, x* € K(g) si pentru orice xo, yo € K(g), sirurile (x,), (y,) definite prin

_r1
Xn+1([) - fOl G(I,S)f(s, xn(s)’ Yn(s)) ds , = [0’ 1]’ ne N (414)
yn+1(l) = fO G(tas)f(sv J’n(s)s xn(s)) dS
sunt convergem‘e la .X* in I’ﬂpO}"t cu norma ||oo §l cu metrica ThOI’I’lpSOﬂ P-

In plus, dacd (xq, yo) este o sub-supra cvasi-solutie pentru (4.1.1), atunci (x,(t)) este crescdtor, (y,(t)) este de-
screscdtor §i x, (t) < x*(t) < yn(t) pentru oricet € [0,1] sin € N.

Teorema 4.1.10 Presupunem (G1), (Ga), ( f1)~(f1) cu ro < 00 si fie (xo, yo) € U2 o sub-supra cvasi-solutie pentru
(4.1.1). Se definesc sirurile (x,), (yn) prin (4.1.4) si presupunem cd existd k € N astfel incdt |yg|,o < ro. Atunci
ecuatia (4.1.1) are o solutie unicd x* € K astfel incdt xo(t) < x*(t) < yo(t) pentru orice t € [0,1]. Mai mult,
urmdtoarele proprietdti sunt satisfdcute:

1. (x,(t)) este crescdtor, (yn(t)) este descrescdtor i x,(t) < x*(t) < y,(t) pentru oricet € [0,1] sin € N;
2. (xn), (yn) sunt convergente la x* in raport cu norma |-|o, §i cu metrica Thompson p.
In plus, pentru orice ug, vy € U, astfel incdt (ug, vo) este a sub-supra cvasi-solutie pentru (4.1.1) si
ug(t) < x*(t) <wo(t) pentruoricet € [0,1], (4.1.5)
se definesc
1
un+1(t) _f()l G(sz)f(S,un(s)s Un(s))ds , t c [0,1], n EN (416)
Unt1(2) = [y G(t.5) f(5.0a(s5), un(s)) ds

Dacd existd k € N astfel incdt |v|o < Fo, atunci x* este unica solutie a lui (4.1.1) din K care verificd (4.1.5).



4.2 Solutii pozitive ale problemelor la frontiera pentru ecuatiilor diferentiale de ordinul al doilea 27

4.2 Solutii pozitive ale problemelor la frontiera pentru ecuatiilor diferentiale
de ordinul al doilea

Considerdm urmatoarea problema
=x"(t) = f(t,x(t).x(1)), 1€(01)
aopx(0) —box'(0) =0 4.2.1)
arx(1) +b1x'(1) =0

cu

4.2.2)

aO’alvbO»bl = 0
8 :=agpay; + aob; +ai1by >0 -

4.2.1 Rezultate preliminare

Este un rezultat standard ca problema (4.2.1) se reduce la ecuatia integrald Fredholm (4.1.1), unde G este functia lui
Green

I (aot +bo)(a1(1 —5) +by) daciO<r<s<1
G(t.5) = 5 { (aps + bo)(a1(1 —t) +by) daciO<s<t<1"~ (4.2.3)
t+b 1—-t)+b
Daca ugy(t) = ol + % siug(t) = M pentru orice ¢ € [0, 1], se poate rescrie
aop + bo a; + by
G(t.5) = (a0 +bo)(ar + b1) (ug(H)u(s) daci0<t<s<1
8= F3 ug($Hu1(t) daci0<s <t <1 "
Se obtine usor ca
b 1- b b b
2(s) = G(s,5) = G0+ 0)(‘1;( ) +b) _ a0+ ")8("1 00 s (s). s € [0.1] (4.2.4)
go(t) = min{ug(t),ui(t)}, ¢ e<]0,1],
iar
b b b b
(@0 + bo)(a1 + 1)go(t) <g() < (@0 + bo)lar + 1)go(t) pentru orice ¢ € [0, 1]
8 + aoaq 8

ceea ce aratd ca g si go sunt cvasi-comparabile. De notatca I’ = T’y C {0, 1}.

4.2.2 Rezultate principale

Teorema 4.2.1 Dacd (4.2.2), (fi)—(fa) curg =1 = oo, J = (0,1), G si g date de (4.2.3)-(4.2.4), atunci problema
(4.2.1) are o solutie pozitivd unicd x* € C*(0,1) N C[0, 1].

Mai mult, x* € K(g) si pentru orice xo, yo € K(g), sirurile (x,), (y») definite prin (4.1.4) sunt convergente la x*
in raport cu norma ||, si cu metrica Thompson p.

In plus, dacd (xo, yo) este o sub-supra cvasi-solufie pentru (4.1.1), atunci (x,(t)) este crescdtor, (yn(t)) este de-
screscdtor i x, (t) < x*(t) < yn(t) pentru oricet € [0,1] sin € N.

Teorema 4.2.2 Presupunem (4.2.2), (fi)~(fa) curg < r < oo, J = (0,1), G si g date de (4.2.3)-(4.2.4) si fie
(x0, y0) € U? 0 sub-supra cvasi-solutie pentru (4.1.1).
Dacd sirurile (x), (yn) date de (4.1.4) satisfac | yi | < ro pentruun k € N, atunci problema (4.2.1) are o solutie

pozitivd unicd x* € C%(0,1) N CY[0, 1] astfel incat xo(t) f_x*(t) < yo(t) pentru orice t € [0, 1].
Mai mult, urmdtoarele proprietdti sunt satisfdcute:
1. (x,(2)) este crescdtor, (y,(t)) este descrescdtor i x,(t) < x*(t) < y,(t) pentru oricet € [0,1] sin € N;
2. (xn), (yn) sunt convergente la x* in raport cu norma |-, §i cu metrica Thompson p..

In plus, dacd ug, vy € U, sunt astfel incdt (ug, vo) este o sub-supra cvasi-solutie pentru (4.1.1),

ug(t) < x*(t) <vo(t) pentruoricet € [0,1], (4.2.5)

§i |Vkloo < ro pentruunk € N, cu (up), (v,) definite prin (4.1.6), atunci x* este unica solutie pozitivd pentru (4.2.1)
in C2(0, 1) N C'(0, 1] care verificd (4.1.5).

4.2.3 Cateva exemple

Considerdm urmdtoarea problemd concreta
—x" = ux*+x8), re(,1)
aopx(0) —box'(0) =0 (4.2.6)
arx(1) +b1x'(1) =0
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cu
ap,ay,bo, by, 0, >0
uw>0 . 4.2.7)
8 :=apay + apby +arbp >0
Fie
f1(0.00) x (0.00) = (0.00).  f(x.y) = px* +y 7).
Evident, f este continud si mixt-monotond, astfel cd ( f1) si (f2) sunt satisficute, cu r = oo.

Lema 4.2.3 Dacd B < 1, atunci ( f3) §i ( f4) sunt satisfdcute, cu r = oo §i pentru orice rqy astfel incat
1. rg <oo,dacia < 1;
2. ro <oo, dacia = 1;

1
1 — B\ a+B
( /3) s dacd o > 1.

3. ro

IA

o—1
Cand «, B < 1, obtinem o ugoara extindere a unui rezultat al lui Zhao [119].

Teorema 4.2.4 Dacd (4.2.7) si o, B < 1, atunci problema (4.2.6) are o solutie pozitivd unicd x* € C*(0,1) N C1[0, 1].
Mai mult, dacd G §i g sunt definite prin (4.2.3)-(4.2.4), atunci x* € K(g) si pentru orice xo, yo € K(g), sirurile
(xn), (yn) date de
= ! o —B
xn+1(t) /’Lf()l G(t’s) (xﬂ(s)a+yﬂ(s)_ﬂ) dS , t e [0’ 1]’ n EN (428)
Yn+1(t) = Mfo G(t,s) (J’n(s) + x5 (s) ) ds
sunt convergente la x* in raport cu norma || o, si cu metrica Thompson p.
In plus, daca
xo(1) < yo(t)
xo(t) < ufol G(t,5) (xo(s)* + yo(s)™P) ds  pentru orice t € [0,1], (4.2.9)
Yo(t) = 1 fy G(t,5) (yo(9)* + xo()™#) ds
atunci (x, (1)) este crescdtor, (y,(t)) este descrescdtor §i x,(t) < x*(t) < y,(t) pentru oricet € [0,1] sin € N.

Teorema 4.2.5 Presupunem (4.2.7), o« > 1 5i § < 1 si fie G §i g definite prin (4.2.3)-(4.2.4).
Dacd (xg, yo) € K(g)? satisface (4.2.9) iar sirurile (xy), (y,) date de (4.2.8) satisfac

1
1— a+B
[Viloo < (—'?) pentruunk € N,
o —

atunci problema (4.2.6) are o solutie pozitivd unicd x* € C(0,1) N C[0, 1] astfel incat xo(t) < x*(t) < yo(t) pentru
orice t € [0, 1].

Mai mult, urmdtoarele proprietdti sunt satisfdcute:

1. (x,(2)) este crescdtor, (y,(t)) este descrescdtor §i x,(t) < x*(t) < y,(t) pentru oricet € [0,1] sin € N;

2. (xn), (yn) sunt convergente la x* in raport cu norma ||, si cu metrica Thompson p.

In plus, dacd ug, vo € K(g) sunt astfel incat

uo(t) < vol(t)

uo(t) < 1 [} G(t,s) (uo(s)* + vo(s)F) ds  pentru orice t € [0,1], (4.2.10)
vo(t) = 1 fy G(t,5) (vo(s)* +1o(s)P) ds
ug(t) < x*(t) <wo(t) pentruoricet € [0, 1], 4.2.11)

§i
1— B\ &8
Wiloo < | — pentruunk € N,
a—1
cu (Up), (vy) definite prin

1 (1) = 1 fy G () + vn@)P) ds oy g
Vni1(0) = fy G(t,5) (v (9)* + un(s)7P) ds I

atunci x* este unica solutie pozitivd pentru (4.2.6) in C*(0, 1) N C'[0, 1] care verificd (4.2.11).

Teorema 4.2.6 Dacd (4.2.7) sia = 1, B < 1, atunci problema (4.2.6) are o solutie pozitivd unicd x* € C?(0,1) N
C10, 1] si concluziile Teoremei 4.2.4 se pdstreazd.
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4.2.4 Cateva reprezentari grafice

Tlustram grafic procedeul de aproximare monotona bilaterala a solutiilor pe citeva exemple. Unul dintre aceste exemple
este urmatorul:

04r- 04
035 0.35
0.3 0.3
025 0.25
02 0.2
015 0.15
01 0.1
0.05 0.05
00 0‘1 0.‘2 0.‘3 0‘.4 0‘5 0.‘6 0.‘7 0‘.8 019 1 00 0‘.1 0‘2 0‘3 0.4 0‘.5 016 O‘v7 0‘8 0‘9 1
Perechea initiala (xo, yo) Rezultatul dupa prima iteratie
04r 0.4
035 0.35
03 03
T T T
0251 // \ 0251 _ ~_
/,/ \\ ) e P — \\\
g ~ e N \
02l / o — \ 02t //:/ = —— XL N
, - ~ i O
/ g O \. Y v SO
0151 / i \ 015 //// \\>\i\\
74 N // \\
N Y/ /4 AW
/ // \\\“x Y /4 \\ \
oosi- / // \\\ 0.05 ,/?// \K\
0 Il Il Il Il Il Il Il Il Il 0 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Rezultatul dupa a doua iteratie Rezultatul dupa a treia iteratie

Figura 1: Aproximarea bilaterald a unicei solutii pozitive a problemei
" = x3 +x_%, t€(0,1)
x(0)=x(1)=0

unde xo(1) = L si yo(r) = 2G (¢ € [0,1))

4.3 Problema de punct fix pentru sisteme de operatori partial monotoni

Fie N > 1 un numar intreg, {(X;, <) :i € {1,2,..., N}} o familie de multimi ordonate, X := X; x X3 x --- X Xy
spatiul produs ordonat 1n raport cu relatia de ordine
X = (xl,xz,...,xN) < (yl,yz,...,yN) = y dacd §i numai dacd x* < y* pentru orice i € {1,2,..., N},
Ui CX;(@ef{l,2,...,N}), U :=U; xUyx...xUy € X, {T; : U - X, :i € {1,2,..., N}} o familie de operatori
de N variabile si T = (T1,T»,...,Ty) : U — X. Studiem sistemul
=T x2 X)), x=ha2 . xN)eU ie{1,2,...,N} (4.3.1)

in ipoteza ca T; este partial monoton pentru orice i € {1,2,..., N}, i.e., T; este monoton (crescitor sau descrescitor)
n raport cu fiecare variabila independent. Evident, sistemul (4.3.1) poate fi vdzut ca problema de punct fix pe multimea
U pentru operatorul 7. Idea pe care am dezvoltat-o in [91] a fost de a demonstra cd T este heterotonic, i.e., existd un
operator mixt-monoton A : U2 — X astfel incat

A(x,x) = T(x) pentruoricex € U. (4.3.2)
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In acest mod, putem stabili o echivalenti intre (4.3.1) si problema de punct fix pentru A pe multimea U
x = A(x,x), xeUl. 4.3.3)
Pentru a construi operatorul A, asociem fiecarui 7; un operator
Y= (21, Zin.....0iN)UP > U
ale cdrui componente sunt definite prin

xj, dacd T; este crescitor In variabila j

vj, dacd T; este descrescator in variabila j (jeil.2,....N} x.y €l).

Ei’jIU2—>Uj, E,-,j(x,y)zi
De asemenea, scriem x <; y (x,y € X)cand ¥;(x,y) < X;(y,x), i.e.,
xj < yj dacd T; este crescdtor in variabila j .
{ xj > yj daca T; este descrescitor in variabila j (j €il2,.... N}, (4.3.4)
Se constati ci <; defineste o relatie de ordine (alternativi) pe X . in aceste conditii si folosind notatiile din Capitolul 3,
aritdm ca:
Lema 4.3.1 Pentru oricei € {1,2,...,N}:
1. % (Z(x,y), Zi(u,v)) = X;(x,v) pentru orice x, y,u,v € U.
¥i(x,x) = x pentru orice x € U.
Eiz = Py , unde puterile functionale sunt considerate in raport cu operatia de m-compunere.
Y este m-inversabild (i.e., inversabild in raport cu operatia de m-compunere) i Ei_l = 3.
Yi(x,y) <; Z;(u,v) daci si numai dacda X; (x,v) < X;(u, y) pentru orice x, y,u,v € U.
3i(x,y) <i Z;i(y, x) dacd si numai dacd x < y pentru orice x,y € U.
= (U?, <) — (U, <) este crescdtor, i.e., £j(x,y) < X;j(u,v)dacdx <usiy <v(x,y,u,velU).
= (U?, <) — (U, <) este mixt-monoton, i.e., X;(x,y) <; Xj(u,v)dacix <ugsiy >v(x,y,u,velU)
9. T; : (U, <i) — (Xi, <) este crescdtor, i.e., Ti(x) < T;(y) dacd x <; y (x,y € U).

0N SR W

Teorema 4.3.2 Operatorul

A= (A1, As,... AN):U?> > X, A =T% (e€{l,2,....,N}) 4.3.5)
este mixt-monoton §i satisface (4.3.2). Mai mult,

(A; * X)) (x,y) =Ti(x) pentruoricei € {1,2,...,N}six,y € U.
Exemplul 4.3.3 Daci N = 3 si T} este descrescitor in raport cu primele doud argumente si crescitor in ultimul

argument (pe scurt, 77 :\\), atunci Z;(x,y) = (y',y2,x3) si 4;1(x,y) = Ti(y', y?, x3) pentru orice x =
(x',x%,x3),y = (y', y%,»?) € U. De asemenea, x < y dacd si numai dacd x* > y', x*> > y?, x> < y3.

4.3.1 O teorema de punct fix in spatii metrice ordonate

Presupunem in continuare ci d; este o metricd completd pe X; care verificd (Cj) si care este interval semi-monotond,
cu y; notind constanta de semi-monotonie; de asemenea, fie U; := X; pentru orice i € {1,2,..., N}, astfelci U = X.
In mod clar,

d:X*—[0,00), d(x,y)=maxd;(x;,y;) (x,y€X)
1
este o metricd completd pe X care verificd (C}) si este interval semi-monotond, iar max y; este constanta de semi-
1

monotonie.
O consecinta directd a Teoremelor 3.5.1 si 4.3.2 este urmatorul rezultat.

Teorema 4.3.4 Fie ® : [0,00) — [0,00) o functie ce verificd ®(t) < t si limsup ®(s) < ¢ pentru orice t > 0.

s—>tt
Presupunem cd
di(Ti(x), T;(y) <@ (maxdj(xj,yj)) pentruoricex,y € X cux <; ysii € {1,2,...,N}. (4.3.6)
J
Dacd existd (xo, yo) € X? astfel incdt

xXh < yh
xg = Ti%Zi(xo,y0) (i €{1,2,....N}), 4.3.7)
vo = Ti X (yo. xo)

atunci T este un operator Picard pe [xg, yo]. Mai mult, dacd x* este unicul punct fix al lui T (i.e., unica solutie a lui
(4.3.1)) in [xo, o), atunci sirurile (x,), respectiv (y,) definite prin
x;;—i—l =TiZi(Xn, yn)
yﬁ,ﬂ =T;%; (yn» Xn)
sunt crescdtoare, respectiv descrescdtoare §i convergente la x*.

ie{l,2,....N}, neN) (4.3.8)
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4.3.2 O teorema de punct fix in spatii liniare ordonate

in cele ce urmeazi, presupunem ci X; este un spatiu liniar ordonat in raport cu conul arhimedean si auto-complet K;
(pentru orice i € {1,2,...,N}) si ca U; este o parte a lui K;. Evident, X este un spatiu liniar ordonat in raport cu
conul K = K; x K» x -+ x Ky. Este usor de verificat cd U este o parte a lui K si cd K este arhimedean si auto-
complet. in particular, se poate presupune ci (X;, K;, || ;) este un spatiu Banach ordonat avind conul normal pentru
oricei € {1,2,...,N}.

Teorema 4.3.5 Presupunem cd existd ¢ : (0, 1) — (0, 1] astfel incat ¢(A) > A pentru orice A € (0, 1) si
TiXi(Ax,x) > o(M)T; 2 (x, Ax) pentru orice A € (0,1), x e U sii € {1,2,...,N}. 4.3.9)
Dacd existd ug € U astfel incat T(ug) € U, atunci T(U) C U, T este Picard pe U in raport cu metrica Thompson §i

existd (xg, yo) € U? care satisface (4.3.7). Mai mult, pentru orice (xg, yo) € U? ce verificd (4.3.7), sirurile (x,), (V)
definite prin (4.3.8) sunt crescdtoare, respectiv descrescdtoare §i convergente la unicul punct fixal ui T in U.

4.3.3 Un exemplu abstract

x! = Tl(xl,xz,x3)
Fie 4.3.1)cu N = 3: { x2 = To(x', x2,x3) sipresupunem ci T; 1,/ N\, T2 N\ 7\ si T3 :\\\.. In acest caz,
x3 =Ta(x! x2,x3)

EI(X, y) = (xl,yZ, y3)
Zox,y) = (a2 y?)
30, y) = (L y%7)
si
t
Tl(xlvyzvy:”)
A(x,y) = | 200", %%, »%)
(0", y%, %)
pentru orice x = (x!,x2,x3)si y = (', y2,y3). Presupunem, de asemenea, contextul din subsectiunea precedenti.
In acest caz, (4.3.9) devine

2

Ti(Ax', x2,x3) > M) Ti(x!, Ax2, Ax3)
To(x', Ax2,x3) > oM To(Ax!, x2,Ax3) 4.3.10)
T3(x!',x2,x3) > oW Tr(Ax', Ax2, Ax3)

(4.3.7) se scrie explicit dupd cum urmeaza:

X0 = Yo
xq = Ti(xg. ¥5.73) g = Ti(yg. X3, X3) @3.11)
X§ < Tz(yé,xgyé) yé > Tz(x(i,yé,x(z)
x()ST:”(y()vyO?yo) Yo 2T3('x0’x0’x0)
iar girurile (x,), respectiv (y,) in (4.3.8) sunt construite astfel:
x%-;-l = Tl(xr?)ﬁz’y;?) Y%_H = Tl(y;%ax,;xr?)
xg.’-l = Tz(y;«{5 xyév yrz) yré—',—l = Tz(xyf5 yysz;v;:) . (4312)
Xnt1 = T3(yn’yn’yn) Yn+1 = T3(xn,xn,xn

Teorema 4.3.5 se rescrie dupd cum urmeaza:

Teorema 4.3.6 Presupunem existd ¢ : (0,1) — (0, 1] astfel incat ¢(L) > A pentru orice A € (0, 1) si (4.3.10) pentru
orice A € (0,1) si x = (x',x2,x3) € U. Dacd existi ug € U astfel incat T (ug) € U, atunci T(U) € U, T este
Picard pe U in raport cu metrica Thompson si existd (xo, yo) € U? care verificd (4.3.11). Mai mult, pentru orice
(x0.y0) € U? ce verifici (4.3.11), sirurile (x,), (yn) definite prin (4.3.12) sunt crescdtoare, respectiv descrescdtoare
si convergente la unicul punct fixal ui T in U.
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