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Introducere

Teoria sistemelor dinamice s-a dezvoltat intr-un ritm rapid datorita succesului aces-
teia in modelarea matematica a unor fenomene si procese reale din fizica, chimie, biolo-
gie, economie gi alte domenii ale gtiintei [35](Marsden i Ratiu, 1994), [18](Hirsch, Smale
si Devaney, 2003), [41](Petrera, Phadlery si Surris, 2009), [43](Puta, 1993), [2](Andrica
si Casu, 2008). Analiza proceselor modelate poate fi studiata folosind diferite metode
geometrice, analitice si numerice. O clasa de sisteme dinamice este constituita din sis-
temele Hamilton-Poisson.

Pentru analiza proprietatilor dinamice ale unui sistem Hamilton-Poisson se cerceteaza
urmatoarele probleme:

(1) existenta unei structuri Poisson si a unor functii Casimir;

(2) problema stabilitatii starilor stationare si existenta orbitelor periodice;

(3) determinarea unei formulari Lax si problema integrarii numerice a sistemului
dinamic, folosind algoritmi numerici.

O extensie a sistemelor dinamice de tipul Hamilton-Poisson este reprezentata de
sistemele metriplectice, [27] (A. N. Kaufman, 1984),[40] (Ortega si Planas-Bielsa, 2004).

In cercetérile intreprinse in ultimele doua decenii se manifesta un interes deosebit in
studiul sistemelor neliniare cu control pe grupuri Lie de matrici. Acestea apar in mod
natural in diverse domenii, ca de exemplu: robotica, elasticitate, dinamica moleculara,
aeronautica etc., [33](Leonard si Krishnaprasad, 1998), [28](Khalil, 2002).

Teoria grupurilor Lie finit dimensionale a oferit un cadru natural in care se pot ex-
plica si intelege o serie de fenomene din mecanica geometrica, fizica teoretica si teoria
controlului. In acest sens mentionam: grupul Lie SO(3) si teoria rigidului liber; grupul
Lie SE(2,R) si dinamica laser-materie; grupurile Lie de matrici si teoria controlului etc.
Tematica abordata in ultimul capitol se incadreaza in aceasta topica.

Teza de fata isi propune sa prezinte aspecte geometrice si dinamice ale sistemelor
dinamice pe R™ i sa rezolve unele probleme din domeniul mecanicii geometrice.

Lucrarea este structurata in patru capitole care asigura unitatea continutului si
relevanta tematicii cercetate. Lucrarea se bazeaza pe 53 referinte bibliografice.
Capitolul 1, intitulat ” Elemente de mecanica geometricd’, este structurat in pa-



tru paragrafe si are un caracter monografic. Obiectivul principal al acestui capitol este
prezentarea intr-o forma succinta a unor notiuni si rezultate de baza referitoare la struc-
turi simplectice, sisteme mecanice hamiltoniene, varietati Poisson si sisteme mecanice
Hamilton-Poisson.

In Paragraful 1.1 sunt definite notiuni din geometria simplectica si cea de sis-
tem mecanic hamiltonian. Sunt prezentate rezultate fundamentale legate de acestea
[teorema de structura a lui Darboux (Teorema 1.1.15), ecuatiile lui Hamilton (Teo-
rema 1.1.19), principiul conservarii energiei (Propozitia 1.1.21), teorema lui Liouville
(Propozitia 1.1.22)].

Paragraful 1.2 contine notiuni si teoreme de baza din geometria Poisson [Definitiile
1.2.1, 1.2.2, Propozitia 1.2.3, teorema de structura Darboux-Lie-Weinstein (Teorema
1.2.11), Teorema 1.2.20, Propozitiile 1.2.21-1.2.23]. Se demonstreaza ca o paranteza
pe algebra C*°(R"™,R) care este R—Dbiliniara, antisimetrica si care satisface regula lui
Leibniz determina o structura Poisson pe R™ daca i numai daca identitatea lui Jacobi
este verificata pentru functiile de coordonate (Propozitia 1.2.17). Sectiunea a a treia
este dedicata prezentarii structurilor Poisson pe duala unei algebre Lie finit dimensionale
(Propozitiile 1.2.29, 1.2.34).

Paragraful 1.3 se ocupa cu sistemele mecanice Hamilton-Poisson pe R". Se definegte
notiunea de realizare Hamilton-Poisson a unui sistem de ecuatii diferentiale pe R" si
se prezintd cateva proprietati importante ale acestor sisteme dinamice [conservarea en-
ergiei (Propozitia 1.3.2), fluxul unui sistem Hamilton-Poisson pastreaza structura Pois-
son (Propozitia 1.3.3)].

In Paragraful 1.4 se prezinta doua exemple importante de sisteme Hamilton-Poisson
pe R3 (rigidul liber si ecuatiile dinamicii unui vehicul subacvatic autonom).

Capitolul 2, "intitulat Proprietati dinamice ale sistemelor Hamilton-Poisson pe
R, este structurat in trei paragrafe si imbina o prezentare cu caracter monografic cu
rezultate originale ale autorului, care se regasesc in ultimele doua paragrafe.

Acest capitol este dedicat prezentarii notiunilor fundamentale precum si a metodelor
de baza utilizate frecvent pentru studiul calitativ al dinamicii unui sistem Hamilton-
Poisson pe R". Ca exemplu ilustrativ se studiaza sistemul dinamic Euler top general.

Paragraful 2.1 contine notiuni de baza legate de sistemele Hamilton-Poisson din teo-
ria sistemelor dinamice. Sunt prezentate apoi rezultatele fundamentale ale lui Lyapunov
referitoare la stabilitatea neliniara precum si teoremele de caracterizare a naturii sta-
bilitatii starilor de echilibru ale unui sistem Hamilton-Poisson (Teoremele 2.1.3, 2.1.6,
2.1.9). Sunt puse in evidenta doua metode pentru studiul stabilitatii [metoda energie-
Casimir (Teorema 2.1.12), metoda lui Arnold (Teorema 2.1.14)]. Se prezinta apoi for-
mularea Lax. In final sunt date doud metode de integrare numerica pentru aproximarea
solutiei unui sistem dinamic cu ajutorul unor integratori geometrici (integratorul Lie-
Trotter si integratorul Kahan).

In Paragraful 2.2 se realizeaza un studiu geometric i dinamic al sistemului Euler top
in forma generala. Acest sistem este descris de o familie de ecuatii diferentiale neliniare



pe R? care depinde de un triplet de parametri reali. Sunt studiate proprietatile geo-
metrice gi dinamice ale sistemului Euler top [formularea Hamilton-Poisson (Propozitiile
2.2.3,2.2.6), legatura cu dinamica pendulului (Propozitia 2.2.11)] si problema stabilitatii
(Propozitiile 2.2.13, 2.2.14, 2.2.16-2.2.19, Corolarele 2.2.15, 2.2.20)].

Contributiile originale ale autorului sunt cuprinse in Sectiunea 2.2.3 si se refera la in-
tegrarea numerica a dinamicii Euler top, utilizand integratorul Lie-Trotter (Propozitiile
2.2.21, 2.2.22, Corolarele 2.2.23-2.2.25) si integratorul Kahan (Propozitia 2.2.26,
Observatia 2.2.27). Aceste rezultate au fost prezentate la The 12th Symposium
of Mathematics and its Applications, 5-7th November 2009, Timisoara si
publicate in lucrarea citata [50] (Susoi, 2010).

In Paragraful 2.3 se studiaza proprietatile geometrice si dinamice ale sistemului Euler
top metriplectic. Sectiunea 2.2.1 contine aspecte cu caracter monografic referitoare la
structuri metriplectice. Continutul ultimelor doua sectiuni se axeaza pe rezultatele
autorului cuprinse in lucrarea citata [49] (Susoi si M. Ivan, 2009).

Contributiile originale se refera la constructia unei structuri metriplectice asociate
sistemului Euler top (Propozitia 2.3.4) si la studiul stabilitatii spectrale pentru sis-
temul Euler top metriplectic (Propozitiile 2.3.8, 2.3.10-2.3.12, Corolarul 2.3.13).
Aceste rezultate au fost prezentate la The International Conference on Theory and
Applications of Mathematics and Informatics (ICTAMI 2009), 3-6th Septem-
ber 2009, Alba-Iulia [conferinta organizata de Universitatea "1 decembrie 1918” din
Alba-Tulia si Institutul de Matematica ”Simion Stoilow” al Academiei Romane].

Capitolul 3, intitulat ” Doud sisteme dinamice clasice pe R®”, este structurat in trei
paragrafe. Rezultatele originale ale autorului sunt continute in ultimele doua paragrafe.

In acest capitol se stabilesc proprietati geometrice gi dinamice importante pentru
doua sisteme diferentiale remarcabile pe R® si anume: sistemul Goryachev-Chaplygin
top si sistemul Kowalevski top.

In Paragraful 3.1 se prezinta structurile Lie-Poisson pe duala algebrei Lie se(3, R).

In Paragraful 3.2 prezentam un studiu geometric si dinamic al sistemului Goryachev-
Chaplygin top (3.2.1). Acest paragraf contine contributiile originale ale autorului si au
fost publicate in lucrarea citata [5] (Aron, Puta si Susoi, 2005). Mai precis, acestea
se refera la: formularea Hamilton-Poisson a dinamicii (3.2.1) (Propozitia 3.2.1), for-
mularea Lax (Propozitia 3.2.6), problema stabilitatii pentru G-C top (Propozitiile
3.2.8-3.2.13), existenta solutiilor periodice (Propozitia 3.2.15) i integrarea numerica
a dinamicii (3.2.1) via integratorul Lie-Trotter (Propozitiile 3.2.16, 3.2.17).

In Paragraful 3.3 se realizeaza un studiu geometric si dinamic al sistemului Kowalevski
top (3.3.1). Continutul acestui paragraf se axeaza pe rezultatele autorului cuprinse in
lucrarea citata [6] (Aron, Puta, Susoi et al., 2006). Aceste contributii se refera la:
formularea Hamilton-Poisson a dinamicii (3.3.1) (Propozitia 3.3.1), formularea Lax
(Propozitia 3.3.4, Corolarul 3.3.5), problema stabilitatii pentru Kowalevski top
(Propozitiile 3.3.6-3.2.11), existenta solutiilor periodice (Propozitia 3.3.13), in-
tegrarea numerica a dinamicii (3.3.1), utilizand integratorul Lie-Trotter (Propozitiile
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3.3.14, 3.3.15) si integratorul Kahan (Propozitiile 3.3.16, 3.3.17).

Capitolul 4, intitulat ” Sisteme dinamice cu control pe grupul Lie SO(4)”, este
structurat in doua paragrafe. Rezultatele originale ale autorului sunt continute in Para-
graful 4.2 gi au fost publicate in lucrarile [42](Pop, Puta si Susoi, 2005) si [7](Aron, Pop,
Puta si Susoi, 2006).

In Paragraful 4.1 se prezinta principalele definitii si proprietati referitoare la sisteme
cu control pe grupuri Lie de matrici (Teoremele 4.1.2, 4.1.5). Se dau doua exemple
de sisteme stang invariante controlabile pe grupul Lie SE(2,R) [resp. SO(3)] care de-
scriu dinamica robotului Hilare, resp. dinamica unei nave spatiale. Pentru fiecare din
aceste modele se studiaza o problema de control optimal. Pentru studiul proprietatilor
sistemelor dinamice (4.1.19) si (4.1.24) se utilizeaza rezultatele obtinute in Capitolul 2
referitoare la sistemul Euler top. Pentru aceste sisteme dinamice se cerceteaza prob-
lema stabilitatii (Propozitia 4.1.7) [resp., Propozitia 4.1.11] si integrarea numerica
via integratorul Lie-Trotter (Propozitiile 4.1.8, 4.1.9)[ resp., Propozitiile 4.1.12,
4.1.13].

Paragraful 4.2 este dedicat sistemelor controlabile pe grupul Lie SO(4). Rezultatele
originale obtinute se refera la: studiul unei probleme de control optimal, cu trei con-
troluri pentru sistemul (4.2.4) (Propozitia 4.2.3), problema stabilitatii (Propozitiile
4.2.5-4.2.12), formularea Lax si complet integrabilitatea (Propozitiile 4.2.14, 4.2.16
si Corolarul 4.2.15) gi integrarea numerica [integratorul Lie-Trotter dat prin sis-
temul de ecuatii recurente (4.2.11) si Propozitia 4.2.17].

Contributiile originale ale autorului au fost publicate in sase lucrari stiintifice citate
in bibliografie. Patru lucrari au fost realizate impreuna cu profesorul Mircea Puta si

colaboratorii sai [([5], [6], [7], [42]] si o lucrare a fost scrisa in colaborare cu dr. Mihai
Ivan ([49]).

Doresc sa exprim recunostinta mea pentru primul meu conducator de doctorat, Pro-
fesor Mircea Puta, fiindca fara ajutorul si sprijinul sau, aceasta teza nu ar fi fost scrisa.

Doresc, de asemenea, sa aduc multumirile mele cele mai profunde Domnului profe-
sor universitar doctor Dorin Andrica pentru ca a acceptat sa fie conducatorul meu de
doctorat, dupa disparitia tragica a profesorului Mircea Puta. Domnia sa mi-a acordat
un sprijin substantial pentru a finaliza acest demers stiintific. Sugestiile si observatiile
relevante facute de domnia sa au contribuit la versiunea actuala a tezei.

In final, dar nu in cele din urma, as dori sa exprim sincerele mele multumiri pentru
personalul Catedrei de Geometrie de la Universitatea Babeg-Bolyai din Cluj-Napoca
care mi-au dat sprijinul lor moral si incredere, ceea ce a fost esential pentru mine.



Capitolul 1

Elemente de mecanica geometrica

In cadrul acestui rezumat, pentru definitii, propozitii, teoreme etc, vom pastra nu-
merotarea utilizata in teza de doctorat.

De asemenea pentru a asigura coerenta si unitatea continutulut vom reaminti unele
notiuni si rezultate de baza care sunt necesare in cele ce urmeaza.

Capitolul 1 este structurat pe patru paragrafe si are un caracter monografic. Obiec-
tivul principal al acestui capitol este prezentarea intr-o forma succinta a unor notiuni
si rezultate de baza referitoare la structuri simplectice, sisteme mecanice hamiltoniene,
varietati Poisson gi sisteme mecanice Hamilton-Poisson.

1.1 Elemente de geometrie simplectica pe spatiul R”

Notatiile principale folosite in teza sunt:

M — varietate diferentiala n— dimensionala de clasa C'*;

X (M) — algebra Lie reala a campurilor de vectori pe M;

TM (resp. T*M) — spatiul total al fibratului tangent (resp. cotangent) la M,

C>*(M,R) = — algebra functiilor reale de clasa C* definite pe M.

Notiunile din teoria varietatilor diferentiale si a structurilor geometrice asociate sunt
cele din tratatele de geometrie diferentiala, ca de exemplu [14](M. Craioveanu, 2008).

In acest paragraf vom prezenta notiuni si rezultate de baza din teoria varietatilor
simplectice. Principalele obiective acoperite sunt: spatiu vectorial simplectic, aplicatie
simplectica, proprietatea de caracterizare a unei forme simplectice (Propozitia 1.1.6),
structura simplectica, simplectomorfism, sistem mecanic hamiltonian, conservarea en-
ergiei pentru un sistem hamiltonian (Propozitia 1.1.21). Principalele surse bibliografice
folosite sunt: [1] (Abraham si Marsden, 1979), [43] (Puta, 1993).



Fie M o varietate de dimensiune n si A%(M) spatiul vectorial real al 2— formelor
diferentiale exterioare pe M. Un element w € A*(M) se numeste 2— formd pe M.

Definitia 1.1.8 (a) Se numeste structurd simplectica pe varietatea diferentiala M,
o 2— forma inchisa gi nedegenerata w pe M.

(b) Perechea (M, w), unde w este o structura simplectica pe M, se numeste varietate
simplectica iar w se mai numeste forma simplectica pe M. 0

Orice spatiu vectorial simplectic (V,w) este o varietate simplectica.

Definitia 1.1.10 Fie varietatile simplectice (M7, wq) si (Ma,ws). O aplicatie ¢ €
C*° (M, M) se numeste simplectomorfism, daca ¢*ws = wy. O

O aplicatie diferentiabila ¢ : I — M (I C R este interval deschis care contine 0) este
o curba integrald a unui camp de vectori X € X'(M) cu conditia initiala x, daca:

de(t)
dt

= X(c(t)) si ¢(0)=ux.

O familie {¢;}ier, unde ¢y : M — M este o aplicatie diferentiabila cu proprietatea
wi(x) = c(t), se numeste fluz al campului de vectori X.

Fie ) o varietate diferentiala n— dimensionala gi T%() varietatea sa cotangenta. Co-
ordonatele locale (¢', ¢?, ..., ¢") pe Q induc coordonatele locale (¢!, ¢2, ..., ¢", p1, P2, ---s Pn)
pe T*(Q, numite coordonate cotangente canonice.

Definim pe T*() o 1— forma #, numita forma Liouville, data prin:

0 = prdg + padq® + ... + padq™. (1.1.1)
Cu ajutorul formei Liouville 8, definim 2— forma w pe T*Q, data prin:
w=df = dp, Ndqg' + dps Ndg* + ... + dp, A dg". (1.1.2)

Propozitia 1.1.13 (T*Q,w = df) este o varietate simplectica. O
Forma simplectica w = df data prin (1.1.2) se numeste forma simplectica canonica
sau structura simplectica canonica pe varietatea T%().
Structura locala a unei varietati simplectice este data in teorema urmatoare.
Teorema 1.1.15 (Darboux). Pe orice varietate simplectica 2n— dimensionald
(M,w) in vecindgtatea oricarui x € M exzistd coordonatele locale (¢*, ¢, ...,q") in care w
are forma (1.1.2). Altfel spus, orice varietate simplectica este, local, de forma T*Q. O
Coordonatele locale (¢', p;) din (1.1.2) se numesc coordonate simplectice pe M.
Definitia 1.1.17 Fie (M, w) o varietate simplectica (dim M = 2n) si H € C*°(M,R).
Tripletul (M, w, H) se numeste sistem mecanic hamiltonian. Campul de vectori
Xy € X(M) determinat prin conditia:

ixyw—+dH =0, (1.1.3)

se numeste camp de vectori hamiltonian cu functia energie sau hamiltonianul H. O
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Propozitia 1.1.18 Fie (M, w) o varietate simplectica (dim M = 2n), H € C*(M,R)
si (g4 42, ... q", p1, P2, s Dn) coordonatele simplectice pe M. Campul de vectori hamil-
tonian Xpg are urmatoarea expresie locala:

"~ (O0H 0 OH 0
Xy=) (8]% 5%~ Bq a_p) . (1.1.4)

=1

Daca (M,w, H) este un sistem mecanic hamiltonian, dinamica sa este descrisa de
curbele integrale ale campului de vectori Xpg.

In Teorema 1.1.19 sunt date ecuatiile lur Hamilton ale campului Xp.

Ca exemple ilustrative sunt determinate ecuatiile lui Hamilton ale oscilatorului ar-
monic 1—dimensional([Exemplul 1.1.20(1)] si ecuatiile lui Hamilton ale pendulului matem-
atic ([Exemplul 1.1.20(ii)].

In teorema lui Liouville se enunta proprietati caracteristice ale unui sistem hamil-
tonian (M, w, H) [daca {¢:} este flurul campului de vectori Xy, atunci o, este o aplicatie
simplectica; flurul lui Xy conserva forma volum canonicd) (Propozitia 1.1.22).

Teorema lui Jacobi ne da o conditie necesara si suficienta astfel incat f € Dif f(M)
sa fie un simplectodifeomorfism al unei varietati simplectice (M, w) (Propozitia 1.1.23).

Definitia 1.1.24 Fie (M,w) o varietate simplectica si f,g € C>°(M,R). Paranteza
Poisson a functiilor f si g este functia {f, g}, € C®(M,R), definita prin:

{f,9}0 = —w(Xf, Xy), (1.1.5)

unde Xy, resp. X, este campul de vectori hamiltonian cu functia energie f, resp. g. O

Propozitia 1.1.27 Fie (M, w) o varietate simplectica (dim M = 2n), f,g € C*(M,R).
Atunci in coordonatele simplectice (¢, ¢, ..., q", p1, P2, .-, Pn) pe M, paranteza Poisson
{f, 9} are urmatoarea expresie:

{f.gto=>_ (af@_%ag) (1.1.6)

— \9q¢' 9p;  Op; O¢’

Propozitia 1.1.30 Fie (M,w) o varietate simplectica (dim M = 2n). Aplicatia
{,}o: C®(M,R) x C*°(M,R) — C>*(M,R):

(a) este R— biliniara si antisimetricd;

(b) werifica identitatea lui Jacobi, adica:

Hgte o + {9, hYws fro + {{P flos9}e =0, (V) f,9,h € C*(M,R);

(c¢) werifica identitatea lui Leibniz, adica:

{fgvh}w:f{gah}w+g{fvh}wa (V) f,g,hECOO(M,R). O



1.2 Varietati Poisson. Structuri Poisson pe R”

Vom trece in revista cateva notiuni si rezultate de baza referitoare la geometria Pois-
son si sistemele Hamilton-Poisson. Continutul acestui paragraf se bazeaza pe urmatoarele
surse bibliografice: [1] (Abraham gi Marsden, 1979), [53](Weinstein, 1983), [35] (Mars-
den gi Ratiu, 1994), [2] (Andrica si Casu, 2008), [19](Holm et al., 1985).

Definitia 1.2.1 (i) O structura Poisson sau croget (paranteza) Poisson pe o vari-
etate diferentiala P este o aplicatie {-,-} : C*°(P,R) x C*(P,R) — C*(P,R) care
satisface urmatoarele proprietati:

(P1) {-,-} este R— biliniara;

(P2) {-,-} este antisimetrica,

(P3) {-,-} satisface regula lui Leibniz;

(P4) {-,-} satisface identitatea lui Jacobi.

(1) Varietatea P inzestrata cu o structura Poisson {-,-} pe C°°(P,R) se numeste
varietate Poisson. O varietate Poisson este notata cu (P, {-,-}). O

Observam ca un croset Poisson pe varietatea P este un croget Lie {-,-} pe C*°(P,R)
(adica (C*°(P,R),{-,}) este o algebra Lie ) care satisface identitatea lui Leibniz.

Definitia 1.2.2 Fie (P, {-,-}1)) si (P, {, }2) doua varietati Poisson. O aplicatie
Poisson este o aplicatie diferentiabila ¢ : P, — P, cu proprietatea ca:

o ({f.9}y) =1¢"f,0"g}, (V) fig € CF(P,R).

Propozitia 1.2.3 Orice varietate simplectica este varietate Poisson. Mai precis,
daca (M,w) este o varietate simplectica, atunci (M,{-,-},) este o varietate Poisson,
unde structura Poisson {-,-},, este data prin relatia (1.1.6).

Propozitia 1.2.4 Fie (P,{-,-}) o varietate Poisson. Daca H € C*°(P,R), atunci
existd un unic camp de vectori Xy € X (P) astfel incat:

Xu(f)={f.H}, (V) f € C*(P,R). (1.2.1)

Campul de vectori Xy dat prin (1.2.1) se numeste camp de vectori hamiltonian cu
functia energie H asociat varietatii Poisson (P, {-,-}).

Observatia 1.2.7 Orice varietate simplectica (M,w) este o varietate Poisson. Se
pune intrebarea, cand se poate defini o structura simplectica pe o varietate Poisson?
Raspunsul a fost dat de Jost ([23], 1964) si este enuntat in propozitia urmatoare.

Propozitia 1.2.8 Daca structura Poisson {-,-} definita pe varietatea P este nede-
generata, atunci structura simplectica w definita pe P este data prin:

w(Xy, Xg) = —{f, 9} (1.2.2)

Structura locala a varietatilor Poisson este mai complexa decat cea a varietatilor
simplectice. Mai precis are loc teorema urmaoare.



Teorema 1.2.10 (Kirilov). Orice varietate Poisson este o reuniune netedd de
varietali simplectice (numite foi simplectice), nu neapdrat de aceeasi dimensiune.

In final se prezinti teorema Darboux-Lie-Weinstein (Teorema 1.2 11).

Definitia 1.2.12 O functie C' € C*(P,R) se numeste functie Casimir pentru
configuratia (P, {-,-}), daca {C,f} =0, (¥)f € C>(P,R).

Structuri Poisson pe R”

Cea mai mare parte a tezei este dedicata sistemelor mecanice pe R™. Din acest
motiv vom prezenta mai detaliat aspecte din teoria structurilor Poisson pe R™.
Vom nota functiile de coordonate pe R™ cu (x!, 22, ..., z").
Propozitia 1.2.16 Fie {-, -} o structura Poisson pe R". Atunci:

of Odg R
== *(R" =1,n. 1.2.
oot (V) fg€CX(RNR), ij=Tn (123

Matricea II matricea definita prin:

{fag} = {:Bi>$j}

II=({z",27}), 4, j=1n,. (1.2.4)

se numeste matricea de structurd a varietatii Poisson (R™, {-,-}).
Relatia (1.2.3) se scrie in forma echivalenta:

{f,gy = (V)" -1-Vy, (1.2.5)

unde Vo este gradientul functiei ¢ € C*(R", R).

Propozitia 1.2.17 Fie {-,-} o lege de compozitie interna pe C*°(R" R) care
satisface conditiile (P1) — (P3). Atunci ea satisface identitatea lui Jacobi daca si numai
dacd este satisfacutd de functiile de coordonate ', i = 1,n.

Observatie. Conform Propozitiei 1.2.16, orice structura Poisson pe R™ determina
o matrice de structura IT = ({z',27}). Ne punem problema urmaitoare:

In ce conditii o matrice I1 = (79(x))1<; j<n ale cdrei elemente sunt functii este o
matrice de structura pentru o structura Poisson {-,-} pe R" 7

Réaspunsul este dat in teorema urmatoare [39]( Olver, 1993).

Teorema 1.2.20 Fie datd matricea 11 = (79 (x))1<i j<n, unde 7 (z) € C*(R",R).
AtunciIl(x) este o matrice de structurd pentru un croset Poisson dat prin relatia (1.2.5),
daca st numai daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:

(¢) TI este antisimetrica pentru orice x € R™;

(i) 7 (x) verificd ecuatiile Jacobi:

Ok Lpork L orY

9t + 7/ ot +7 ot =0, 4,75,k {=1n. (1.2.6)

Pentru n = 3, daca alegem functiile 7' (x), 72%(z) gi 7'%(z) se observa usor ca:

10



ecuatiile Jacobi se reduc la o singura ecuatie, si anume:

123L31 — or’” + 7% or” . O™ + 73t O L or” =0. (1.2.7)
A Ozl Ozl Ox? O0x? 0x3 o0x3
In Propozitiile 1.2.22 gi 1.2.23 se dau doua metode generale pentru a construi
structuri Poisson pe R?.
Propozitia 1.2.22 Fie A = (AY) € M3(R) o matrice antisimetricd. Definim
matricea 11 = (79)1<; j<3, unde

= Azt k£ s k#5.
Atunci TI(z) = (7% (x)) este o matrice de structurd pentru paranteza {-,-} pe R3.
Daca in Propozitia 1.2.22, consideram matricea antisimetrica

0 —c b
A= ¢c 0 —a |, abceR,
b a 0
obtinem matricea de structura
0 —ca® ba?
g pe) = cxd 0 —az' |, abceR. (1.2.8)
—bx?  az! 0

Daca in relatia (1.2.8) vom considera matricea I, cu abc # 0, vom spune ca
aceasta genereaza o structurd Poisson {-,-} pe R? de tip so(3).
Daca in relatia (1.2.8) vom considera matricea Il de forma

0 —cx3 bx?
o,b,c) = c;s32 0 0 |, bceR, bc#0 (1.2.9)
—bx 0 0

vom spune ci aceasta genereazd o structurd Poisson {-,-} pe R? de tip se(2).
Propozitia 1.2.23 Fie F € C*(R3,R) o functie datd.
(i) Operatia algebricd {-,-}r : C°(R* R) x C*(R3* R) — C*(R? R) datd prin:

{f.9tr ==VF-(VfxVg), (V) f,g € C*R"R), (1.2.10)

defineste o structurd Poisson pe R3.
(i) Functia F € C*(R3,R) este un Casimir pentru configuratia (R*,{f,g}r). O
Relatia (1.2.10) se scrie in forma echivalenta:

0 _or oF
Ox®  Ox?
OF OF
{9}y = (V)" - Tp- Vg unde Tp=| - — (1.2.11)
_oF - oF
ox? Ozt
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Observatia 1.2.26 O functie C € C*(R",R) este un Casimir al configuratiei
(R™,{-,-}) daca si numai daca:
Im-vc =0.

Structuri Poisson pe duala unei algebre Lie

Fie G algebra Lie a unui grup Lie finit dimensional G si G* spatiul dual al lui G.
Grupul Lie G actioneaza pe algebra Lie G prin actiunea Ad : G x G — G, numita
actiune adjunctd a lui G pe G. Pentru g € G, aplicatia Ad, : G — G este data prin:

Ady(&) =T.(Ry;~1 0 Ly) (&), (V)§eg.

Grupul Lie G actioneaza pe G* prin actiunea Ad* : G x G* — G*, numita actiune
coadjunctd a lui G pe G*. Pentru g € G, aplicatia Adg : G* — G* este datd prin:

< Adgp, € >=< p, Ady(§) >, (Vpe g, £€g.
Fie p € G*. Orbita coadjuncta a lui p este definita prin:
0, = {Adyp | g € ).
Generatorul infinitezimal g« al actiunii coadjuncte a lui G pe G* este dat prin:

<&g-(n),n >=<p,[§,n] > Mped, {negd.

Propozitia 1.2.28 (Kirilov-Kostant-Souriau).Fie G un grup Lie si O C G* o
orbita coadjuncta. Atunci O este o varietate simplectica. Altfel spus, exista o unica
forma simplectica wo pe O astfel incat

wo(ége,ng-) = — < m,[6,m] >, (MpeO, &Enegd. (1.2.12)
Definim un croget pe algebra C*°(G*, R) prin:
{f.9}tp =< 6,1df(0),dg(0)] >, V f,g € C™(G"R),  €G". (1.2.13)

Propozitia 1.2.29 (Lie-Poisson) Spatiul dual G* al algebrei Lie G inzestrat cu
crogetul {f,g}ip dat prin (1.2.13) are o structurd de varietate Poisson (necanomnicd),
numita structura plus Lie-Poisson pe G*.

Analog se defineste structura minus Lie-Poisson pe G*.

Corolarul 1.2.30 Ezista doua structuri Poisson necanonice pe G*, numite struc-
turile plus-minus Lie-Poisson, notate cu {-,-Y.+. In consecintd, (G*,{-,-}+) sunt
varietati Poisson.

In propozitia urmatoare se stabilegte o legatura intre structurile Lie-Poisson pe duala
unei algebre Lie si forma simplectica Kirilov-Kostant-Souriau.
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Propozitia 1.2.31 Fie G un grup Lie si O C G* o orbita coadjuncta. Pentru orice
f,g € C®(G*R) si p€ O, avem:

{f7g}+(:u) = {flovglo}u-@' (1'2'14)

Observatia 1.2.32 Foile simplectice ale lui G* sunt exact orbitele sale coadjuncte.

Propozitia 1.2.33 O functie f € C*(G*,R) este un Casimir al configuratiei
(G*,{-,-}+) daca si numai daca este constanta pe orice orbita coadjuncta.

Propozitia 1.2.34 Fie G o algebra Lie de dimensiune n cu constantele de structura

cfj, i,7,k = 1,n. Atunci structurile Poisson {-,-}+ pe G* sunt date prin:
of g
ok
{9} (m) = 25 ;" (1.2.15)

Acest paragraf se incheie cu prezentarea structurilor plus-minus Lie-Poisson pe duala
uneia din urméatoarele algebre Lie clasice de dimensiune 3, gi anume: algebra Lie (R3, x),
algebra Lie so(3) si algebra Lie se(2, R). Mai precis:

o Structurile plus-minus Lie-Poisson pe duala algebrei Lie (R?, X) sunt generate
de matricele:

0 —m3z Mgy 0 m3z  —Mg
I = ms 0 —my si Iy =1 —m3 O my : (1.2.16)
—mae My 0 me —My 0
. Structurile plus-minus Lie-Poisson pe duala (so(3))* a algebrei Lie so(3) sunt

50(3))
generate de matricele I1_ respectiv I, date in relatia (1.2.16), unde

0 —a b
s0(3) = a 0 —c | |abceRy;
b ¢ 0
° Structurile plus-minus Lie-Poisson pe duala (se(2,R))* a algebrei Lie
0 —a un
se(2,R) =< X(a,v,v0) =1 a 0 1 | a,v1,v9 € R
0 0 0

sunt generate de matricele Il.; _ respectiv Il.o 4, unde

0 —mgz My 0 mg —Ma
H627_ = ms 0 0 §1 H627+ = —ms3 0 0
—1N9 0 0 mo 0 0
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1.3 Sisteme mecanice Hamilton-Poisson pe R”

Definitia 1.3.1 Un sistem Hamilton-Poisson este un triplet (P, {-,-}, H) unde {-,-} este
o structura Poisson pe P i H € C*°(P,R) este hamiltonianul sau energia sistemului.
Fie Xy campul de vectori hamiltonian cu functia de energie H, adica:

Dinamica sistemului Hamilton-Poisson (P, {-,-}, H) este descrisa de sistemul:

dz'(t)
dt

= Xy(2'(t)), t€R sauechivalent i'={2' H}, i=1n. (1.3.1)

Aplicand (1.2.5), sistemul (1.3.1) se poate scrie in forma echivalenta
X =1I-VH, (1.3.2)

unde X = (' 42 ... @" )T, iar IT = ({z%,27}) este matricea asociata.
Fie (P,{-,-}, H) un sistem Hamilton-Poisson si {p;} fluzul campului de vectori
hamiltonian Xg. Atunci pentru orice f € C°(P,R) si orice t € R, avem:

— Hop,=H (conservarea energiei);

d
- E(fo@t) ={f,H}op={fow, H};
— A} conserva structura Poisson {-,-}, adica ¢i{f,g} = {¢f,¢ig} (Propozitiile
1.3.2 51 1.3.3)

Spunem ca f € C*(R" R) este o integrala prima sau constantd a migcarii pentru
sistemul (1.3.1), daca derivata sa de-a lungul traiectoriilor sistemului este nula.

Propozitia 1.3.5 Fie (R",{-,-}, H) un sistem Hamilton-Poisson. Atunci f €
C>*(R",R) este o integrala prima a sistemului (1.3.1) daca si numai daca {f, H} = 0.

Propozitia 1.3.6 Fie (R™, {-,-}, H) un sistem Hamilton- Poisson $i C' € C*°(R™ R)
un Casimir. Atunci C' gi H sunt integrale prime pentru (1.3.2).

Are loc propozitia: orice sistem hamiltonian pe R*" este un sistem Hamilton-Poisson.

Definitia 1.3.9 Daca un sistem de ecuatii diferentiale de forma:

i = fia', 2% ... 2", fi€ C*(R"R), i=1,n (1.3.3)

se poate scrie in forma (1.3.1), vom spune ca (R",{-, -}, H) este o realizare Hamilton-
Poisson pentru (1.3.3); notata si cu (R™, I, H), unde II este matricea de structura.

1.4 Exemple de sisteme Hamilton-Poisson

° Rigidul liber ca sistem Hamilton-Poisson

14



In procesele mecanice, un rol important il joaca corpul rigid liber, [35] (Marsden si
Ratiu, 1994).
Ecuatiile lui Euler care descriu dinamica corpului rigid liber sunt:

) 1 1 . 1 1 i 1 1
my = (]—3 — 1—2) moms, mo — <I_1 — E) mims, ms = <[—2 — ]—1) mimea, (141)
unde m = (my, my, m3) € C°(R3, R) reprezinta vectorul viteza unghiulara, iar Iy, I, I3
sunt componentele tensorului de inertie a rigidului. Vom presupune ca I; > I, > I3 > 0.
Propozitia 1.4.1 [19]( Holm et al., 1985). Sistemul dinamic (1.4.1) are realizarea
Hamilton-Poisson (R?,{-,-}rp, Hrp) cu functia Casimir Crp, unde {-, -} rp este struc-
tura Poisson definitd prin (1.2.10), iar Hgp, Crp € C®(R3,R) sunt date prin:

1/1 1 1 1
Hgp(m) = = | —m? + —m3 + —m} si Crg(m)==(mi+mi+mj). (14.2)
2\ L I, I5 2
Structura Poisson {-, -} rp este generata de matricea
0 —1ms mo
HRB = ms 0 —my . (143)
—1My ma 0

si este de fapt structura minus Lie-Poisson pe duala (so(3))* = R3 a algebrei Lie so(3).
. Ecuatiile miscarii unui vehicul subacvatic autonom
Ne referim acum la sistemul de ecuatii care modeleaza dinamica unui vehicul subac-
vatic autonom, [20] (Holmes et al., 1998).
Miscarile unui vehicul subacvatic autonom in subspatiul
S C RS definit prin m = 0,73 = 0,p; = 0 sunt descrise de sistemul de ecuatii:

, 11 .1 . 1
= |———)pps, P2= P, Ps=—7pam. (1.4.4)
ms Mo 5L L

Propozitia 1.4.4 [46],(Puta et al., 2008). Tripletul (R3 11, H,s) este o realizare
Hamilton-Poisson a dinamicii (1.4.4) cu functia Casimir C,s € C*°(R3, R), unde

0 —p3 po
Hvs - b3 0 0 )
—P2 0 0

L,

= (3 +p3) . (145)
1

N | —

1 1 1 )
Hys(m1,p2,03) = 5 ( + m—ng + Egp:%,) si Cys(m1,p2,p3) =

Structura Poisson {-,-},s generata de matricea I, este de fapt structura minus
Lie-Poisson pe duala (se(2,R))* = R? a algebrei Lie se(2,R).

Observatie. In Capitolul 2, paragraful 2.2 vor fi date alte realizari Hamilton-Poisson
ale sistemelor dinamice (1.4.1) si (1.4.4).
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Capitolul 2

Proprietati dinamice ale sistemelor
Hamilton-Poisson pe R"

Acest capitol este dedicat prezentarii notiunilor fundamentale precum si a metodelor
de baza utilizate frecvent pentru studiul calitativ al dinamicii unui sistem Hamilton-
Poisson pe R"™. Ca exemplu ilustrativ prezentam sistemul dinamic Euler top general.

Capitolul este structurat pe trei paragrafe si imbina o prezentare cu caracter mono-
grafic cu rezultate originale ale autorului, care se regasesc in ultimele doua paragrafe.

2.1 Studiul calitativ al sistemului dinamic asociat
unui camp de vectori

Acest paragraf cuprinde notiuni de baza legate de sisteme Hamilton-Poisson. Obiec-
tivele principale abordate sunt: stare de echilibru neliniar stabila, functie Lyapunov,
formulare Lax, teoremele lui Lyapunov, metode pentru determinarea naturii stabilitatii
neliniare (Teoremele 2.1.12, 2.1.14), problema existentei orbitelor periodice (Teorema
2.1.15) si problema integrarii numerice utilizand integratori geometrici. Principalele
surse bibliografice folosite sunt: [1] (Abraham si Marsden, 1979), [19](Holm, Marsden,
Ratiu i Weinstein, 1985), [43] (Puta, 1993), [35](Marsden si Ratiu, 1994), [18]( Hirsch,
Smale si Devaney, 2004), [2](Andrica si Casu, 2008).

Fie sistemul de ecuatii diferentiale asociat campului de vectori X € X' (R"):

t=X(z), zeR" (2.1.1)
Sistemul (2.1.1) se poate scrie in forma echivalenta:
:ti :fi(l'l,l'g,...,l'n), ’L:]_,_’I'L, (212)

unde z = (z1,...,2,) € R" §1 X(2) = (fi(x),..., fu(z)) cu fi e C*(D,R),D C R"
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Un punct z, € D C R" se numeste stare de echilibru a sistemului (2.1.1), daca:
X(z.) =0, echivalent fij(z.,)=0, i=1,n. (2.1.3)

Definitia 2.1.1 (i) O stare de echilibru z, se numeste neliniar stabila sau Lyapunov
stabila, daca pentru orice vecinatate U a lui z. din R" exista o vecinatate V' a lui z, cu
V' C U astfel incat orice traiectorie x(¢) cu conditia initiala in V' este inclusa in U, sau
echivalent, pentru orice £ > 0, exista > 0 astfel incat:

pentru ||z(0) —z ]| <0 = |z(t) — x| <e, (V)t>0.

(77) . se numeste asimptotic stabila daca vecinatatea V poate fi aleasa astfel incat este
indeplinita conditia suplimentara tlirgo z(t) = x.

(17i) x. se numesgte instabild, daca x, nu este neliniar stabila. 0J

Definitia 2.1.5 Fie D C R" o submultime deschisa si L : U — R, o functie definita
pe o vecinatate U C D a lui x, € D. Spunem ca L este o functie Lyapunov pentru
sistemul (2.1.1), daca sunt verificate urmatoarele conditii:

(¢) L i derivatele sale partiale sunt continue;

(17) L este pozitiv definita (resp. negativ definita), adica:

L(z.) =0 i L(z) >0 (resp. L(x) <0), (¥V)zeU\{x.};

(i4) Derivata lui L de-a lungul traiectoriei sistemului (2.1.1) este negativ semi-
definita (resp. pozitiv semidefinita), adica:

L(z) <0 (vesp. L(z) >0), (V) zeU.

Teorema 2.1.6 [34](Lyapunov) Fie . € D o stare de echilibru pentru (2.1.1).

(i) Daca exista o functie Lyapunov L definita pe o vecinatate U a lui x, € D, atunci
x. este neliniar stabila,

(13) Daca exista o functie Lyapunov L € C*(R™ R) astfel incat

L(z) <0 (resp. L(z) >0) (V) z € R", = # z.,

atunci x. este astmptotic stabila.

Functia L care indeplineste conditiile din Definitia 2.1.5 se mai numeste functie
Lyapunov asociata starii de echilibru x..

Se numeste liniarizatul sistemului dinamic (2.1.1) in starea de echilibru z., sistemul
de ecuatii diferentiale urmator:

X = A(z.)X, unde
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ofr of 0f1
Alz.) = 5 : . 5 : (2.1.4)
ofn ofn ofy

Teorema 2.1.9 (Lyapunov) Starea de echilibru x. a sistemului (2.1.1) este:

(1) asimptotic stabila (neliniar stabila), daca Re()\;) < 0, pentru orice valoare proprie
a matricei A(x.), adica toate valorile proprii au partile reale strict negative.

(i7) instabila, daca Re()\;) > 0, pentru cel putin o valoare proprie a matricei A(x.),
adica are o valoare proprie cu partea reala strict pozitiva.

Prezentam mai jos doua metode practice pentru determinarea naturii stabilitatii
neliniare a unui sistem care admite mai multe integrale prime.

Teorema 2.1.12 [19](Metoda energie-Casimir) Fie (R",{-, -}, H) un sistem
Hamilton-Poisson, x. o stare de echilibru a acestui sistem $i C o familie de integrale
prime. Daca exista C' € C astfel incat sunt indeplinite urmdatoarele conditii:

() D(H +C)(x.) = 0:

(it) D?*(H + C)(z.) este pozitiv (resp. negativ) definitd,
atunci x. este neliniar stabild.

Teorema 2.1.14 [3](Metoda lui Arnold) Fie Ci,...,Cr € C*(R",R) integrale
prime pentru sistemul dinamic (2.1.1) $i x. un punct de echilibru al acestui sistem. Fie
functiile F; € C*(R" x R*1 R) date prin:

Fz, M, Ay M) = Ci(x) = MCy (@) — ... = \Ci(x) — ... = MCh(z), i =1, k,

unde C’l inseamna ca termenul C; este omis.

Daca exista constantele A}, ..., 5\;“, ..., A\, € R astfel incat:

(1) ViFi(me, A, ..., 5\;‘, .o, L) =0, pentru orice i =1, ..., k;

(i1) V2, Fi(ze, Xo, . N A lwww este pozitiv sau negativ definitd pe W x W,
unde

k
W = ﬂ KerdCj(x.),
j=1,j#

atunct x. este neliniar stabil.

In anumite ipoteze, existenta orbitelor periodice pentru un sistem de ecuatii diferentiale

poate fi stabilita cu ajutorul teoremei lui Moser, [36](Moser, 1976).
Teorema 2.1.15 (J. Moser) Fie sistemul de ecuatii diferentiale

= f(z), wunde ze€R" g¢i feC®R"R"). (2.1.5)

Daca z. este un punct de echilibru pentru sistemul (2.1.5) astfel incit 0 nu este
valoare proprie pentru matricea liniarizatului sistemului (2.1.4) in x. $i daca existd
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K € C>*(R",R) astfel incat:
(i) K este integrala prima; (i1) K(z) = 0;

(13i) dK(x.)=0; (iv) d*>K(z.) este pozitiv definitd,
atunci pentru orice € suficient de mic, suprafata integrala

K(z) =€

contine cel putin o solufie periodica a carer perioada este apropiata de perioada solufier
sistemului lintar asociat in x,.

Formulare Lax si integrabilitate

O metoda eficienta pentru studiul sistemelor dinamice integrabile este ” formularea
Lax”. Legatura dintre formularea Lax gi integrabilitatea unui sistem hamiltonian este
data de faptul ca formularea Lax furnizeaza integrale prime ale dinamicii sistemului.
Definitia 2.1.16 Spunem ca sistemul dinamic (2.1.1) admite o formulare Lax sau
reprezentare Laz, daca exista o pereche de matrici (L, B), unde L = L(t) si B = B(t)
sunt matrici de tip n x n ale ciror componente sunt functii de clasa C! astfel incat

L=[L,Bl=LB—BL, unde L= Z—f. (2.1.6)
Teorema 2.1.17 (Teorema lui Flaschka). Fluzul ecuatiei L = [L, B] este izospec-
tral, adica valorile proprii ale matricei L(t) sunt independente de t.
Daca sistemul (2.1.5) are formularea Lax (2.1.6), atunci valorile proprii ale matricei
L(t) sunt constante ale migcarii (Observatiile 2.1.18, 2.1.19).
Uneori, ecuatiile de migcare ale unor sisteme dinamice nu pot fi integrate cu ajutorul
functiilor elementare. Solutiile lor pot fi exprimate cu ajutorul functiilor eliptice ([31]).

Metode numerice pentru aproximarea solutiei unui sistem dinamic

Integratorii geometrici sunt metode de integrare numerica pentru simularea pe
computer a proceselor dinamice descrise de ecuatii diferentiale. Integratorii geometrici
conserva proprietati ale sistemului dat (energia, structura simplectica, volumul etc.).

Fie (R, II, H) un sistem Hamilton-Poisson a carui dinamica este descrisa de sistemul
de ecuatii diferentiale:
¢t =1(x)-VH(z), x€R" (2.1.7)

Definitia 2.1.20 Se numeste integrator (geometric) pe R", o familie de aplicatii
netede ¢; : R™ — R", care depinde diferentiabil de t € R; ¢; se numeste:
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(1)  integrator Poisson daca are loc relatia:
(Dgi(x))" - T(z) - Dgpi(z) = M(pe(x)), (V) 2 € R™;
(i7) integrator-energie daca conserva energia H a sistemului (2.1.7), adica:
H(pi(x)) = H(x);
(13i) integrator Casimir daca conserva un Casimir C' € C*°(R", R), adica:
Clee(x)) = C(x);

(iv) dacd n = 2m si w este o forma simplectica pe R*™, atunci integratorul {p;} se
numeste integrator simplectic, daca:

piw=w, (V)teR, sau echivalent

(Doy(2))T - Hegp - Dpy(x) = Mpgn, unde I, = ( _(]] [6n ) . O
Pentru un integrator dat vom folosi notatia
" = o, (2F), unde 2"(t) = x(kt), k € N.

Prezentam acum doi integratori geometrici care vor fi utilizati in aceasta lucrare.

Integratorul Lie-Trotter. Fie (R™ II, H) un sistem Hamilton-Poisson. Integra-
torul Lie-Trotter ([51]) se aplica in cazul in care H poate fi scris sub forma:

H:H1+H2,

astfel incat dinamica generata de H; si Hy poate fi explicit integrata.
Fie exp(tXg,) (resp. exp(tXp,)) curba integrala asociata campului de vectori Xy,
(resp. Xp,). Atunci integratorul Lie-Trotter([17]) este dat prin formula:

oi(x) = exp(tXp, ) exp(tXy, ) (z) = exp(tXg)(z) + OF). (2.1.8)

Propozitia 2.1.21 ([45]) Integratorul Lie-Trotter (2.1.8) are urmatoarele proprietati:

(1) ¢ este un integrator Poisson;

(13)  restrictia la foliatia simplectica a spatiului vectorial Poisson (R™ 11) defineste
un integrator simplectic.

Integratorul Kahan. Fie sistemul de ecuatii diferentiale:

&= X(z), z(0) = z9, z € R", (2.1.9)
cu proprietatea ca X este cel mult patratic in x, adica:
X(z) = A(x,x) + Bx + b,
A(-,-) este un tensor simetric, B o matrice, iar b un vector constant.
Integratorul Kahan ([26]) pentru (2.1.9) se defineste prin:

k+1 k k+1 k
T — X T T
A oty

- +b, heR.,. (2.1.10)
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2.2 Dinamica sistemului Euler top general

In acest paragraf sunt studiate proprietatile geometrice si dinamice ale sistemului
Euler top, problema stabilitatii, legatura dintre dinamica Euler top si dinamica pendu-
lului i problema integrarii numerice. Contributiile originale sunt cuprinse in Sectiunea
2.2.3 si au fost publicate in lucrarea citata [50] (Susoi, 2010).

Sistemul dinamic Euler top in forma generala este descris de o familie de ecuatii
diferentiale pe R? care depinde de un triplet de parametri reali. Un reprezentant remar-
cabil este corpul rigid liber [35]. Pentru diferite valori date parametrilor se obtin sisteme
dinamice, ca de exemplu: sistemul Lagrange [48](Takhtajan, 1994), ecuatiile dinamicii
unui vehicul subacvatic [20], sistemul Rabinovich [12](Chig si Puta, 2008) etc.

2.2.1 Geometria Poisson a sistemului Euler top

Sistemul Fuler top general sau sistemul dinamic Fuler top in forma generala este
descris de urmétorul set de ecuatii diferentiale pe R? ([41]):

dry drs dzs
dt dt dt

unde aq, as, ag € R sunt parametri astfel incat ajasas # 0 €i t este timpul.

= aqxo(t)x3(t), = oy (t)xs(t), = agxq(t)x(t), (2.2.1)

Observatia 2.2.1 Pent ———1——1 ———1——1 ———1——1[epet'v
servatia 2.2. ntru « « « respecti
1 1 1

ap = — — —, g = —, az = ——/, sistemul (2.2.1) se reduce la ecuatiile corpului
msz M2 I 5L
rigid liber (1.4.1)[ respectiv, ecuatiile (1.4.4) ale migcarii unui vehicul subacvatic |. O
Daca in (2.2.1) se inlocuiesc parametrii a; cu valorile corespunzatoare obtinem:

T = ToZ3, Ty = —I3x1, T3 = —l{?2l'11'2, cu 0< k’2 < 1. (222)
(ecuatiile fluzului gradient Tzitzeica-Lorentz [15]);
Ty = Towy, 9= —I1T3, I3 =x1x2 (sistemul Rabinovich); (2.2.3)

T = Tox3, @9 = x1T3, I3 =172 (sistemul Lagrange). (2.2.4)

Notam vectorul parametrilor care intervin in sistemul (2.2.1) cu a = (aq, az, as).
Consideram functiile H*, C* € C*(R?, R) date prin:

1 . e 1 «a
H(x1,x9,23) = 5(042:15% — alxg) si C%xy, 29, x3) = E(Q—Z’xg — x%) (2.2.5)

Propozitia 2.2.2 Functiile H* i C* date prin (2.2.5), sunt constante ale miscarii
(integrale prime) pentru sistemul dinamic (2.2.1).
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Propozitia 2.2.3 O realizare Hamilton-Poisson a sistemului Euler top (2.2.1) este
(R3, P, H*), cu functia Casimir C®, unde H*,C* sunt date prin (2.2.5), iar P® este:

0 —x3 —z—zl‘g
pr=1 vz 0 0 : (2.2.6)
Gry, 0 0

Geometria Poisson a sistemului (2.2.1) este generata de o matrice de tip se(2).
Observatia 2.2.5 Deoarece H* si C'* sunt integrale prime, rezulta ca: traiectoriile
din spatiul fazelor sistemului Euler top general se afla la intersectia suprafetelor

1 2

1«
~(asx] — ya3) = constant ~ si —(_3 2 2

x5 — x3) = constant. [

2 2 (6)
Definim functiile C%, H, € C*°(R? R) date prin:
o, =aC*+bH?, &=cC*+dH®*, a,b,c,de R adica (2.2.7)
1
Co(x1,29,23) = = (baga? + (a% — bay x5 — ax;
2 a2 2.2.8
1 o (2.2.8)
H (21,29, 23) = 5 donrt + (c— — day)x3 — caj
%)

Propozitia 2.2.6 Sistemul dinamic Euler top (2.2.1) are o infinitate de realizari
Hamilton-Poisson. Mai precis, (R3,{-,-}%,, HY,), unde:

{f.9}e=—VCq (VfxVyg), (V)f,g€C*R"R) (2.2.9)

sia,b,c,d € R astfel incat ad — bc =1, este o realizare Hamilton-Poisson.
Structura Poisson data prin (2.2.9) este generata de matricea

Qs
0 ars (a— — bay)xs
e%)
o i —
o = ars 0 boyxy ,
Qs
—(a—= — bay)ry bagzy 0
&%)

iar C% este un Casimir pentru configuratia (R?, {-,-}%,).

Observatia 2.2.8 Propozitia 2.2.6 ne asigura ca ecuatiile (2.2.1) sunt invariante,
dacid H* si C sunt inlocuite cu combinatii liniare cu coeficienti modulo SL(2,R). In
consecinta, traiectoriile migcarii sistemului Euler top raman neschimbate. 0

Daca in Propozitia 2.2.3 se inlocuiesc «; cu valorile corespunzatoare vom obtine
realizari Hamilton-Poisson pentru sistemele (1.4.1),(1.4.4),(2.2.2),(2.2.3) si (2.2.4) (
Corolarul 2.2.9).
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Observatia 2.2.10 Ecuatiile Euler ale rigidului liber (1.4.1) au doua realizari Hamilton-
Poisson si anume: una de tip so(3) si alta de tip se(2).

Sistemele (2.2.2) — (2.2.4) au realizari Hamilton- Poisson de tip se(2). O

Pentru anumite restrictii impuse asupra parametrilor «;, miscarea sistemului Euler
top se reduce la migcarea pe suprafata descrisa de legea de conservare:

r] — ﬂx% =2H, unde H = constant. (2.2.10)
Qg

Mai precis: daca oy < 0, atunci dinamica sistemului Euler top (2.2.1) poate fi
redusd la dinamica pendulului (Propozitia 2.2.11)
Solutiile sistemului Euler top restrictionate la suprafata (2.2.10) sunt:

xl(t):\/ﬁ-cos@, 2o(t) = V2H _%sm@, xg(t):%M—Z—i-é(t),

(65} 2 2a0

unde 6 este solutia ecuatiei pendulului:

0(t) = 2H oo - sin 0(t).

Deoarece ecuatia pendulului se poate integra prin functii eliptice ([31]), rezulta ca
solutiile sistemului Euler top restrictionate la suprafata (2.2.11) se exprima cu ajutorul
functiilor eliptice (un rezultat analog se obtine in cazul asag < 0).

2.2.2 Problema stabilitatii in dinamica Euler top

Starile de echilibru ale sistemului Euler top (2.2.1) sunt

eo = (0,0,0), "= (m,0,0), ey =(0,m,0) si ef* = (0,0,m) pentru orice m € R*.
In Propozitia 2.2.14 se stabileste natura stabilitatii spectrale a starilor de echilibru

pentru sistemul Euler top. Se obtin urmatoarele rezultate:

— €', m € R* sunt spectral stabile daca ooz < 0 g1 instabile daca asag > 0;
— ef', m € R* sunt spectral stabile daca ocya3 < 0 g1 instabile daca ayag > 0;
— e3', m € R* sunt spectral stabile daca o100 <0 si instabile daca ayay > 0;

— eq este spectral stabila.

Intr-adevér, matricea liniarizatului sistemului (2.2.1) este

0 13 1T9
A(ZE) = Qa3 0 Qo1
3T (3T 0

2

Polinomul caracteristic al matricei A(ef") este pagem)(A) = —A(A* — apagm?) care

are radacinile A\; = 0, Ay 3 = £m,/azas.
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Avem A\ = 0 i Ay3 = *my/onag, daca asas > 0 g1 Ay = +imy/—asag, daca
asag < 0. Atunci, conform Teoremei 2.1.9 (Lyapunov) rezulta ca e]* este spectral stabil
pentru asas < 0 gi instabil pentru asas > 0.

Se inlocuiesc in Propozitia 2.2.2 parametrii «; si se obtine stabilitatea spectrala a
starilor de echilibru pentru sistemul Lagrange etc. (Corolarul 2.2.15).

Propozitia 2.2.16 Dacd ajas < 0 (resp. ajas < 0; resp. asag < 0), atunci starea
de echilibru ey a sistemului Euler top (2.1.1) este neliniar stabila.

Pentru demonstratie se arata ca L este o functie Lyapunov, unde

1
LY(xy, w9, 23) = 5((1/21‘% — ozlxg).

In propozitiile urmatoare se studiaza stabilitatea neliniara a punctelor de echilibru

e’ (daca asay <0), €' (dacd aras < 0) si et (dacd anas < 0), unde m € R*.
Propozitia 2.2.17 Daca ooy < 0, atunci e5', m € R*, este neliniar stabil.
Demonstratie. Fie functia F € C*(R?* R), A € R, data prin:

FY (21, 29, x3) = HY(21, X2, x3) — AC*(21, 22, 23), adica

1 Ao
FY(xq, 9, 23) = 3 (o2} — oqa3) — 5 (a—?’x% - x%) :
2

Atunci rezulta ca:
(i) VFX(e§') =0 daca si numai daca A = 0;

(it) W = ker dC*(e5") = spang ((1, 0, 0)7,(0, 1, 0)7) ;
(ii7) Pentru orice v € W, i.e. v = (a,b,0)T, a,b € R, rezulta:
ol VEFP (') - v = ana® — ay b

gi astfel V2F§ (e - este pozitiv definita daca a; < 0, ay > 0 si negativ definita
daca a3 >0, as <0 .X

Conform metodei lui Arnold (T. 2.1.14), conchidem ca e}, este neliniar stabil. [

In Propozitiile 2.2.18, 2.2.19 se demonstreaza ca:

— dacd cqaz < 0 (resp., asag <0 ), atunci €5, m € R* (resp., ef*, m € R*), este
neliniar stabil.

Ca o consecinta a propozitiilor precedente se obtine stabilitatea neliniara a starilor
de echilibru pentru sistemele (1.4.1), (1.4.4), (2.2.1)-(2.2.3) (Corolarul 2.2.20).
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2.2.3 Integrarea numerica a sistemului Euler top

Vom discuta integrarea numerica a dinamicii Euler top (2.2.1), folosind integratorul
Lie-Trotter [51] si integratorul Kahan [26]. Rezultatele cuprinse in aceasta sectiune au

fost publicate in lucrarea [50] (Susoi, 2010).
Campul de vectori Xpgo asociat hamiltonianului H* al dinamicii (2.2.1) se scrie:

XHa:XH{Jt +XH2°‘7 unde
« 1 2 « 1 2
HY (21, 29, 73) = éale, Hy (5U1,952>$3) = —5041332-

Curbele integrale correspunzatoare sunt, respectiv, date de:
X(t)=A;-X(0), i=1,2,

unde X (t) = (x1(t), 22(t), z3(t))" si A; este matricea operatorului exp(tXyea),i = 1,2.
Determinam matricea A; a operatorului exp(tXpo). Avem

0 0 0

0 0 asa si
0 asa O

X =P VH} = AX unde A= a = x1(0).
Polinomul caracteristic al matricei At este pa(A) = —A(A? — apaza®t?). Daci
asaz < 0, atunci radacinile polinomului pat(A) sunt Ay = 0 §i Ay 3 = Hiaty/—aas =

+iayt, unde v = +/—asas. Avem

exp(At) = I3 + SH;—Z‘” A+ % - A% = Ay, unde
1 0 0
A= | 0 cos(ayt) <*sin(ayt) |,
0 % sin(ayt) cosa(yt)

a = x1(0).

In acelagi mod se determina matricea A, a operatorului exp(tXf; ) si avem

Atunci via [51], integratorul Lie-Trotter este dat prin:
(2.2.11)
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Propozitia 2.2.21 Daca asag < 0 st v = /—awas, atunci integratorul Lie-Trotter
al sistemului Euler top (2.2.1) este dat prin:

ri(n+1) = x1(n)+tarz2(0) - z3(n)

za(n+1) = cos(tyx1(0)) - w2(n) + 2 sin(tyz1(0)) - z3(n) (2.2.12)
z3(n+1) = 2 sin(tyz1(0)) - z2(n) + cos(tyz1(0)) - z3(n)

Propozitia 2.2.22 Integratorul Lie-Trotter (2.2.12) are urmatoarele proprietati:

(1) este un integrator Poisson;  (ii) este un integrator Casimir;

(14i) nu este un integrator-energie.

Aplicand Propozitia 2.2.21 se obtine succesiv integratorul Lie-Trotter pentru sis-
temele (1.4.4) ,(2.2.2) si (2.2.3) (Corolarele 2.2.23-2.2.25).

Propozitia 2.2.26 Pentru sistemul Euler top (2.2.1), integratorul Kahan este dat
de sistemul de ecuatit recurente:

k+1 k+1 k1
1+ _ mlle —_ %( +1.k b+ oo + k)
ot — gk = %(xlfﬂ ¢ + ka M, unde aF=ux0+k-h. (2.2.13)
Rk hag L k R ok
T3 —xy = 53 (x5 + i as),

Observatia 2.2.27 Inlocuind in (2.2.13) parametrii «; cu valorile corespunzatoare
se obtine integratorul Kahan pentru fiecare din sistemele (1.4.1), (1.4.4), (2.2.2) —(2.2.4).

2.3 Sistemul Euler top metriplectic

In acest paragraf se studiazi proprietitile geometrice si dinamice ale sistemului Euler
top metriplectic. Continutul ultimelor doua sectiuni se axeaza pe rezultatele autorului
cuprinse in lucrarea citata [49] (Susoi si M. Ivan, 2009).

In Sectiunea 2.3.1 se prezinta notiuni si rezultate referitoare la sisteme metriplectice
[40] (Ortega si Plannas-Bielsa, 2004), [22](Gh. Ivan si Oprig, 2006). In Sectiunea 2.3.2
se construiegte structura metriplectica asociata sistemului Euler top general. Sectiunea
2.3.3 este dedicata studiului stabilitatii spectrale pentru sistemul Euler top metriplectic.

Prezentam mai intai constructia sistemului metriplectic asociat unui sistem
Hamilton-Poisson (Sectiunea 2.3.1).

Un croget Leibniz pe o varietate diferentiala M de dimensiune n, este o aplicatie
biliniara [-, -] : C*°(M) x C*(M) — C*°(M) care satisface regulile lui Leibniz:

[fg,h] = [f,hlg + flg.h] st [f,gh] = [f,glh+glf.h],  f,g,h € C=(M).

O wvarietate Leibniz este o pereche (M, [-,-]), unde [-, -] este un croget Leibniz.
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Fie P & g doua campuri de tensori 2- contravarianti pe M. Definim aplicatia
[, ()] : C®°(M) x (C®°(M) x C>®°(M)) — C*(M) data prin:
[f, (B, ha)] = P(df,dh1) + g(df, dh2), (V) f,h1,hy € C*(M). (2.3.1)
Se demonstreaza ca aplicatia [[-,-]] : C®°(M) x C*°(M) — C*°(M) data prin:

[LF Rl = 1F, (h, B)] (V) f b€ CF(M), (2.3.2)

este un croset Leibniz si (M, P, g, [[,-]]) este o varietate Leibniz.

O varietate Leibniz (M, P, g, [[-,-]]) astfel incat P este un tensor antisimetric si g
este un tensor simetric este numita varietate metriplectica.

Fie (M, P,g,[[-,-]]) o varietate metriplectics. In lucrarea [22] s-a demonstrat ¢, daci
exista functiile hy, hy € C°(M) astfel incat P(df, dhs) = 0 si g(df, dh,) = 0 pentru orice
f € C(M), atunci crosetul [[-,-]] dat prin (2.3.2) satisface relatia:

[[f, a + o] = [f, (h1, ha)], (V) f € CF(M). (2.3.3)

In aceste ipoteze, campul de vectori Xj, 5, dat prin:

Xnino (f) = [[f, ba + h2]] (V) f € CF(M), (2.34)

este numit campul Leibniz asociat perechii (hy, hy) pe M.
Aplicand relatiile (2.3.1)-(2.3.3), rezulta ca Xp,,,, este dat prin:

Xnana(f) = P(df, dhn) + g(df, dha), (¥) f € C¥(M). (2.3.5)

In coordonatele locale (2),i = T,n pe M, sistemul urméator:

i iy _ pig 2l ij 22 _
' = Xpn,(2') =P e +G 9 0 = L,n, (2.3.6)
cu P = P(dz',d2’) st GY = g(dz',dx’), este numit sistem metriplectic pe M asociat
campului X}, 5, cu crogetul [[-,]].

Prezentam o metoda pentru a obfine sisteme metriplectice care consta in a adauga
un termen de disipatie la un sistem Hamilton-Poisson [10] (Birtea, Puta et al,, 2007).

Fie {-,-} o structurd Poisson pe R™ generatd de matricea antisimetrica P = (P%),
o functie H € C*(R") si C4,...,C, € C*(R™) un sistem complet de functii Casimir
functional independente. Fie GG o functie diferentiabila definita pe R"™ cu valori in spatiul
liniar al matricelor simetrice de tipul n X n.

Definitia 2.3.1([10])Un sistem metriplectic pe R™ este un sistem de forma:

#(t) = P(a(t)) - VH(2(t)) + G(z(t) - Vo(Ch, . .., i) (x(t), (2.3.7)
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unde p € C®(RF) astfel incat urmatoarele conditii sunt indeplinite:

(i) P(z)-VCi(x)=0, i=1k, (171) G(z)-VH(z) = 0;

(ii))  (VC(2)T-G(x)-VC(z)) <0, unde C=p(Cy,...,Ch). O
Sistemul metriplectic (2.3.7), notat cu (R™, P, H,G, ('), se interpreteaza ca o ”per-
turbare” a sistemului Poisson

#(t) = P(x(t)) - VH(x(t))

cu termenul de disipatie G(z) - V(Ch,...,Ck)(x). Se spune ca sistemul metriplectic
(2.5.7) este asociat sistemului Hamilton-Poisson (R™, P, H).

Daca (R™, P, H) este un sistem Hamilton-Poisson, atunci determinam tensorul si-
metric g pe R", generat de matricea G = (G%), unde:

y " Oh i Ohy Oh .,
G"(z) = — Z <8_$’t)2 si Gj(x):('?_xi@_x;’ pentru i # j. (2.3.8)

k=1, ki
Definitia 2.3.3 Un sistem diferential pe R™ de forma:
it = ' (xt, 2% .., 2"), unde ¢' € C*°(R"), i=1,n (2.3.9)

are o realizare metriplectica pe R", daca exista o structura metriplectica (R", P, H, G, C )
astfel incat (2.3.9) se poate scrie sub forma (2.3.7).

Ca exemplu ilustrativ se construieste sistemul metriplectic asociat sistemu-
lui Euler top (2.2.1) (Sectiunea 2.3.2). Pentru aceasta utilizam realizarea Hamilton-
Poisson (R3, P%, H*) dat& in Propozitia 2.2.3.

Aplicdm acum formulele (2.3.8) pentru functia h; = H* € C*°(R?) dat& prin (2.2.5).

Tensorul simetric g este generat de matricea G* = (G%), unde

2.2
—aixs — QX1 Lo 0
G*= | —aagrizy —a3a? 0 . (2.3.10)
2.2 2.2
0 0 —5T] — Q1T;

Consideram functiile H = H* gi C' = C* date prin relatiile (2.2.5), tensorul antisi-
metric P = P* dat prin (2.2.6) si tensorul simetric g dat prin (2.3.10).
Pentru functia C* = C* cu § € R, sistemul dinamic (2.3.7) se scrie:

T = 041$2($3 - ﬂa3l’1$2)
l"g = 042$1<.Z’3 - 50631'11'2) (2311)
B3 = q3T129 + fz(ada? + odxd)
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Propozitia 2.3.4 (R?, P*, H*, G, 6‘“) este o realizare metriplectica pentru (2.3.11).

Sistemul (2.3.11) este numit sistem Euler top metriplectic.

Daca 8 = 0, sistemul (2.3.11) se reduce la sistemul Hamilton-Poisson (2.2.1).

Propozitia 2.3.6 Functia H* data prin (2.2.5) este o constantd a miscarii sistemului
metriplectic (2.3.11).

Pentru 3 # 0, C® = BC* nu este o constantd a migcirii pentru (2.3.11).

Daca in (2.3.11) consideram o = (1,1, 1), vom obtine sistemul Lagrange metriplectic:

T = Tox3 — P13, To = 1103 — Brixe, I3 = 1109 + Bas(xt + 23). (2.3.12)

In final ne ocupam de studiul stabilitatii spectrale pentru dinamica (2.3.11)
(Sectiunea 2.3.3).

Sistemul Euler top (2.2.1) i sistemul Euler top metriplectic (2.3.11) au aceleasi stari
de echilibru.

Propozitia 2.3.10 (i) Pentru 3 # 0, starile de echilibru e*, m € R*, ale sistemulus
metriplectic (2.3.11), au urmatoarea comportare:

(1) daca Bag(as —as) <0, atunci e* este spectral stabil;

(2) daca Pas(as — agz) >0, atunci €' este instabil.

(ii) Pentru (=0, starea de echilibru €', m € R*, a sistemului Euler top (2.2.1),
este spectral stabila, daca asaz < 0 si instabila, daca asas > 0.

Propozitia 2.3.11 (i) Pentru orice  # 0, starile de echilibru €)', m € R*, ale
sistemului metriplectic (2.3.11), au urmatoarea comportare:

(1) daca Pog(on —az) <0, atunci e este spectral stabil;
(2) daca Poy(an —az) >0, atunci €5 este instabil.
(i1) Pentru 3 =0, starea de echilibru €)', m € R*, a sistemului Euler top (2.2.1),
este spectral stabila, daca ooz < 0 st instabila, daca ayaz > 0.
Propozitia 2.3.12 (i) Pentru orice § € R* si m € R, starea de echilibru €%', a
sistemului (2.3.11) este spectral stabila, daca cyas < 0 si instabila, daca oyag > 0.
(i1) Pentru orice 3 € R, starea de echilibru ey = (0,0,0) este spectral stabila.
Corolarul 2.3.13 (i) Daca  # 0 ¢i m € R*, atunci eq, e, ey ale sistemului
Lagrange metriplectic (2.53.13), sunt spectral stabile si e§', m € R* sunt instabile.
(ii) Pentru [ = 0, starile de echilibru ef*,el', ef* pentru m € R* ale sistemului
Lagrange (2.2.4) sunt instabile si ey este spectral stabild.
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Capitolul 3

Doui sisteme dinamice clasice pe RY

In acest capitol se stabilesc proprietati geometrice si dinamice importante pentru
doua sisteme diferentiale remarcabile pe RS si anume: sistemul Goryachev-Chaplygin
top si sistemul Kowalevski top. Capitolul este structurat in trei paragrafe. Rezultatele
originale ale autorului sunt continute in ultimele doua paragrafe.

3.1 Structura Lie-Poisson pe duala algebrei Lie se(3)

Fie SE(3,R) = SO(3) x R?*— grupul euclidian special de ordinul 3. Acesta este un
grup Lie cu algebra Lie se(3,R) care se identifici cu so(3) x R3, [2](Andrica si Cagu,
2008). Avem:

A

se(3,R)—{(g g) |i€s0B3),yeRY, a= 23 0 -z |. (3.1.1)

Structurile plus-minus Lie-Poisson pe duala (se(3,R))* a algebrei Lie se(3,R) sunt
generate de matricele I3 _, respectiv Il 3, (Propozitia 3.1.3).

3.2 Studiul dinamicii Goryachev- Chaplygin top

In paragraful 3.2 se determina o realizare Hamilton-Poisson a dinamicii Goryachev-
Chaplygin top (3.2.1) si se studiaza reprezentarea Lax, problema stabilitatii, existenta
solutiilor periodice gi integrarea numerica. Acest paragraf contine contributiile originale
ale autorului si au fost publicate in lucrarea citata [5] (Aron, Puta si Susoi, 2005).

Sistemul Goryachev- Chaplygin top (sau, prescurtat, G-C top) a fost introdus de
Goryachev in anul 1900 ([16]) si a fost integrat prin functii hipereliptice de Chaplygin in
anul 1948 ([11]). G-C top este un corp rigid care se roteste in jurul unui punct fix pentru
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care momentele principale de inertie I, I, I3 satisfac conditiile I, = I, = 413 = I, iar
centrul de greutate se gaseste in planul ecuatorial al corpului. Vom considera I = 1.
Variabilele dinamicii G-C top sunt componentele my, ms, ms ale momentului unghi-
ular si componentele 71,79, y3 ale vectorului de pozitie al centrului de greutate intr-un
reper relativ la axele principale ale corpului.
Dinamica topului Goryachev-Chaplygin este descrisa de sistemul de ecuatii diferentiale:

{ my = 3mams, My = —3mimg — 2793, Ty = 272, (3.2.1)

1 = dyemz — y3ma, Yo = y3my — 4y1ms, Y3 = Y11Mg — Y2Mm.

Propozitia 3.2.1 O realizare Hamilton-Poisson a dinamicii G-C top (3.2.1) este
(RS, 11, H), unde

0 —m3 M2 0 — 7

— 0 — 0
m=| " ™ o , (3.2.2)
0 = 7 0 0 0
3 0 -n 0 0 0
Y2 M 0 0 0 0
1
H(my, ma, m3, 71,72, 73) = §(mf +m3 +4m3) — 27 (3.2.3)

Structura Poisson generata de matricea II pe spatiul R este de fapt structura minus
Lie-Poisson pe (se(3,R))* = R® generata de matricea Il.3 .
Propozitia 3.2.3 Casimirii Cy,Cy € C°(R®, R) ai configuratiei (RS 11) sunt:
1
Ci(m,y) = mivi + mavy2 + mgvs,  Ca(m,v) = 5(7% +75 +73)-
Functiile H,Cy,Cy € C*(RS, R) sunt integrale prime pentru (3.2.1).
Observatia 3.2.5 Pe orbita coadjuncta (Op,wo,,) , unde

miy1 + maye + mayz =0

Oo1 = {(m,7) € R® | }
Y+ =2

1 m
Woo, = Q—%(dmz N dryy — dmy A drys) + Q—;dm A drya,
3

sistemul (3.2.1) mai are o integrald prima, $i anume:
K (m,~) = mg(m? +m3) + 2ma7s. (3.2.4)

In plus, sistemul hamiltonian (O, wo,,, H) este complet integrabil cu ambele
integrale prime independente in involutie H si K.
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Sistemul G-C top si formularea Lax

Propozitia 3.2.6 Dinamica G-C top (3.2.1) are o formulare Lax, adica:

L =[L,B], wunde

0 My — 1M1 My + 1Mo 0 0 0 0 0 0
—msg + imy 0 —1 0 0 0 0 0 0
—my — 1Mo 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 —m3z mg 0 0 0
L= 0 0 0 1mg 0 -1 0 0 O
0 0 0 —ms 1 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 Y3 M
0 0 0 0 0 0 —vy3 0
0 0 0 0 0 0 —v —» 0
St
0 —2iy3 273 0 0 0 0 0 0
2473 0 3ms 0 0 0 0 0 0
—2v3 —3mg 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 279 2ty 0 0 0
B = 0 0 0 —2v% 0 0 0 0 0
0 0 0 -2t O 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 —4mg —my
0 0 0 0 0 0 4mg 0 —my
0 0 0 0 0 0 my msa 0

Corolarul 3.2.7 Fluzul dinamicii G-C top (3.2.1) este izospectral.
Stabilitate si solutii periodice pentru dinamica (3.2.1)

Propozitia 3.2.8 Dinamica G-C top are urmatoarele stari de echilibru:

3M? SMN
612:<M,N,0,0,0,0), 614:(M,0,0,N,0,0), 61346:(M,0,N,——,0,——

8 2)’

pentru orice M, N € R.
In Propozitiile 3.2.9 - 3.2.11 se studiaza stabilitatea spectrala a starilor de echilibru
ale sistemului dinamic (3.2.1). Aceste stari au urmatoarea comportare:

—  e1346 sunt spectral stabile daca M? < 2N?2, si instabile daca M? > 2N?;
— ey4 sunt spectral stabile daca N > 0, si instabile daca N < 0;
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— e, M, N € R sunt spectral stabile.
Stabilitatea neliniara a starilor eqy $i €1346 €Ste analizata tn propozitiile urmatoare:
Propozitia 3.2.12 ey pentru M, N € R, N > 0, sunt neliniar stabile.
Propozitia 3.2.13 e1346 sunt neliniar stabile, dacd M, N € R, M? < 2N? M < 0.
Observatia 3.2.14 Ramane o problema deschisa, studiul stabilitatii neliniare a
starilor ejo, M, N € R si a starilor ej346, M, N € R, M? < 2N? M > 0.
Sistemul (3.2.1) redus la orbita coadjuncta Oy , unde

miy1 + maye +mays = MN

Oun = {(m,7) € R®| }
I+ s +aF =N

genereaza un sistem hamiltonian clasic. Atunci are loc propozitia urmatoare.
Propozitia 3.2.15 Pe vecinatatea starii ey, M, N € R, N > 0, sistemul redus are,
pentru fiecare valoare suficient de mica a energiei reduse, cel putin doua solutii periodice.

Integrarea numerica a dinamicii (3.2.1)

In aceastd sectiune vom discuta integrarea numerica a dinamicii G-C top (3.2.1),
folosind integratorul Lie-Trotter ([51]).
Campul de vectori Xy asociat hamiltonianului H al dinamicii (3.2.1) se scrie:

XH:XH1—|—XH2+XH3+XH4, unde

1 1
Hl(m77) - _mi Hg(m,/}/) = _mgv H3(m7’7) = 2m§7 H4<m77> - _271

2 2
Curbele integrale correspunzatoare sunt, respectiv, date prin:
m(t) m1(0)
ma(t) m2(0)
ms(t) A ms(0)
m(t) ol nl(0)
Y2(t) 72(0)
73(1) 73(0)

unde A; este matricea operatorului exp(tXpy,), pentru i = 1,4.
Determinam matricea A; a operatorului exp(tXpy,) pentru i = 1,4 si obtinem:

1 0 0 0 0 0
0 cosmy(0)t sinmy(0)t O 0 0
A — 0 —sinmy(0)t cosmy(0)t 0 0 0 | (3.2.5)
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 cosmy(0)t sinmq(0)t
0 0 0 0 —sinmy(0)t cosmy(0)t



cosma(0)t 0 —sinma(0)t 0 0 0
0 1 0 0 0 0
A, — sinmgy(0)t 0 cosma(0)t 0 0 0
0 0 0 cosma(0)t 0 —sinmg(0)t |’
0 0 0 0 1 0
0 0 0 sinmgy(0)t 0 cosma(0)t
cos4dms(0)t  sindms(0)t 0 0 0 0
—sindms(0)t cos4ms(0)t 0 0 0 0
A, = 0 0 1 0 0 0
0 0 0 cosdms(0)t  sindms(0)t 0
0 0 0 —sindms(0)t cos4dms(0)t 0
0 0 0 0 0 1
1000 0 O
0100 0 —=2¢
A, — 00102 O
00010 O
000O0T1 O
000O0O0 1

it i
n+1 n
m2+1 my
n n
m m
3 _ 3
i1 | = A1AAz A O
T . N
n n
Y2 ) V2
n-+ n
Vs V3

unde A;,i = 1,4 sunt date prin relatiile (3.2.5) - (3.2.8).

(3.2.6)

(3.2.7)

(3.2.8)

(3.2.9)

Propozitia 3.2.16 Integratorul Lie-Trotter (3.2.9) are urmatoarele proprietati:
(i) este un integrator Poisson si pastreaza Casimirii Cy, Co ai configuratier (RS 1),

(17) nu este un integrator-energie, adica nu conserva hamiltonianul H.

Propozitia 3.2.17 Restrictiile integratorului Lie-Trotter la orbitele coadjuncte:

miy1 + MaYa + mays = constant  si 2 + 2+ 42 = constant
genereaza un integrator simplectic.
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3.3 Studiul dinamicii Kowalevski top

In acest paragraf se realizeaza un studiu geometric gi dinamic al sistemului Kowalevski
top (3.3.1). Continutul acestui paragraf se axeaza pe rezultatele autorului cuprinse in
lucrarea citata [6] (Aron, Puta, Susoi et al., 2006).

Kowalevski top [30] (Kowalevski, 1989) este un corp rigid care se roteste in jurul
unui punct fix pentru care momentele principale de inertie I, I, I3 satisfac conditiile
I, =1, =2I;=1. Vom considera I = 1.

Dinamica topului Kowalevski este descrisa de sistemul de ecuatii diferentiale urmator:

. 1 . 1
Mg = —Mim3 — 573, m3 = 5’72, (3.3.1)
Y2 = Y3ma — 2y1ma, Y3 = NMma — Y2mi.

my = maoms,

Y1 = 272m3z — Y3,

Propozitia 3.3.1 Dinamica Kowalevski top are realizarea Hamilton-Poisson (RS, 11, H),

unde
0 —ms meo 0 —73 Y2
ms 0 —m1 Y3 0 —m
— 0 — 0
I — ma Ty Y2 0N ’ (3.3.2)
0 —V3 2 0 0 0
V3 0O -m 0 0 0
Y2 M 0 0 0 0
1
H(mh ma, M3, Y1, 72, 73) = §<m% + m; + 2m§ - ’71) (333)

Propozitia 3.3.2 Casimirii Cy,Cy € C*°(R®, R) ale configuratiei (RS 11) sunt:

Cr(m,y) = myiy + maya + mays,
Se demonstreaza ca:

1
CZ(mv 7) -

2

(i +7 +73) O

— H,C,Cy € C(RS R) sunt integrale prime pentru (3.3.1)( Propozitia 3.3.3);

— dinamica Kowalevski top (3.3.1) are o formulare Laz si fluzul dinamicii Kowalevski

este izospectral (Propozitia 3.3.4, Corolarul 3.3.5).
Problema stabilitatii si existenta solutiilor periodice. Dinamica Kowalevski

top are urmatoarele stari de echilibru:

e1a = (M, N,0,0,0,0), ey = (M,0,0,N,0,0), ei36 = (M,0, N, M? 0,—2MN),

pentru orice M, N € R (Propozitia 3.3.6).
In Propozitiile 3.3.7 — 3.3.11 se studiaza problema stabilitatii si obtinem ca:
— e, M, N € R sunt spectral stabile;
— ey sunt neliniar stabile dacd M? < 2N? M < 0 si instabile daca M? > 2N?;
— ey sunt neliniar stabile daca M, N € R, N > 0, st instabile daca N < 0.
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Observatia 3.3.12 Ramane o problema deschisa, studiul stabilitatii neliniare a
starilor ejo, M, N € R si eq346, M, N € R, M? < 2N2 M > 0. O
Sistemul (3.3.1) redus la orbita coadjuncta Oy n , unde

miy1 + maye + mays = MN

Oun = {(m,7) € R®| t
M+ =N

genereaza un sistem hamiltonian clasic. Atunci are loc propozitia urmatoare.
Propozitia 3.3.13 Pe vecinatatea starii ey, M, N € R, N > 0, sistemul redus are,
pentru fiecare valoare suficient de mica a energiei reduse, cel putin doud solutit periodice.
Integrarea numerica a dinamicii (3.3.1) se realizeaza prin doua metode.
Integratorul Lie-Trotter al dinamicii (3.3.1) este dat in relatiile (3.3.13), iar pro-
prietatile lui sunt stabilite in Propozitiile 3.3.14 si 3.3.15.
Propozitia 3.3.16 Pentru sistemul Kowalevski top (3.5.1), integratorul Kahan este
dat de sistemul de ecuatii recurente:

k k k
(mi™ —my = %(m2+1m§ +myTim§)
my™ —mf = —§(miTmg +m5Timy) - H(5T — )
mg™ —m§ = F(nt - )
W= = (il mstg) — (st mE + mi ) (3:3.4)
h
Y=k = S0l 4 miag) = A0 Im 4 mg )
h
[ % = = SO mE + maTIE) = bl 4 mig)

unde mP =m?+k-h, ¥ =~9+k-h, i=1,2,3.

Se demonstreaza prin calcul sau, eventual, folosind software-ul MATHEMATICA,
ca: integratorul Kahan nu pastreaza structura Poisson si nici Casimirii Cp,Co si nu
este un integrator-energie (Propozitia 3.3.17).

Observatie Se poate constata usor prin simulare numerica ca integratorul Lie-Trotter
si integratorul Kahan nu aproximeaza decat portiuni "mici” ale dinamicii Kowalevski
top. Este o problema deschisa pentru a argumenta acest comportament.
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Capitolul 4

Sisteme dinamice cu control pe
grupul Lie SO(4)

Capitolul 4 este structurat in doua paragrafe. Rezultatele originale sunt continute
in paragraful 4.2.

4.1 Sisteme cu control pe grupuri Lie de matrici

In acest paragraf se prezinta definitii si proprietati referitoare la sisteme cu control pe
grupuri Lie. Se analizeaza o problema de control optimal pentru dinamica robotului
Hilare resp. dinamica unei nave spatiale.

Sursele bibliografice folosite sunt: [25](Jurdjevic si Sussmann, 1972), [29](Khrisnaprasad,
1993), [32](Leonard, 1994), [47](Struemper, 1997), [28](Khalil, 2002).

Prezentam cateva elemente de control optimal pe grupuri Lie de matrici.

Fie G un grup Lie de matrici n—dimensional si g algebra Lie a lui G. Un camp de
vectori stang invariant pe G are forma XA, cu X € Gsi A € g. Fie B={FEy, Fs, ..., E,}
o baza de matrici constante in algebra Lie g.

Un sistem stang invariant cu control fara termen liber pe G, se scrie sub forma:

X(t)=XOU®) = X)) u(t)A;, m<n, (4.1.1)

unde X () este o curba in G, U(t) este o curba in g si {A;, Ao, ..., A} C B. O alegere
a multimii {Ay, As, ..., A;n} se numeste autoritate de control a sistemului (4.1.1).
Observatie. Stang invarianta ne indica faptul ca, daca cunoastem solutia X (¢) a
sistemului (4.1.1) cu proprietatea ca X (0) = I,,, atunci orice solutie X (¢) a sistemului
(4.1.1) cu conditia initiala Xy este de forma X (t) = X - X, (¢). O
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Pentru sistemul (4.1.1), notam cu U mulfimea controlurilor admisibile, adica multimea
functiilor local marginite i masurabile definite pe [0, 0o cu valori in R™.

Definitia 4.1.1 Sistemul stang invariant(4.1.1) se numeste controlabil, daca pentru
orice Xy, X € G existd ¢ > 0 gi un control admisibil

u(t) = (ur(t), us(t), ..., um(t)) €U, te|0,ty],
astfel incat solutia X (¢) a sistemului (4.1.1) satisface conditiile:
X(0) =X, si X(t)=X;. (4.1.2)

Problema controlabilitatii unui sistem de forma (4.1.1) se reduce la studiul pro-
prietatilor algebrice ale algebrei Lie g si a proprietatilor topologice ale varietatii G,
[25](Jurdjevic gi Sussmann, 1972).

Fie C multimea parantezelor Lie generate de {A;, As, ..., A, } i definita prin:

C= {77 | n= [nk+17 [nkv [7 [7727771]"']“7 ni € {A17A27 "'vAm}a 1= 17k+ L.

Teorema 4.1.2.(]25]) (Teorema Jurdjevic-Sussmann). Fie S un sistem stang
invariant fara termen liber de forma (4.1.1) pe un grup Lie conex G. Atunci S este
controlabil daca st numai daca span C = g.

Pentru un sistem controlabil se pune problema gasirii controlurilor optimale.

Sa se determine controlurile u;(t),i = 1,m care duc sistemul (4.1.1) din pozitia
initiala X (0) = Xo la momentul t = 0 in pozitia finala X (ty) = Xy la momentul t =ty
st minimizeazd (realizeazd minimul) functia de cost:

tr
Tt iz, o 1y = -/ > el (dt, > 0,i=Tm. (4.1.3)
0 =

Teorema 1.1.5 ([29]) (Teorema Krishnaprasad) Fie sistemul sting invariant
controlabil pe grupul Lie G dat prin (4.1.1) cu restrictiile (4.1.2). Controlurile u;, i =
1,m care minimizeaza functia de cost J definita prin (4.1.3) sunt date de relatiile:

u=—"P;, i=1,m, (4.1.4)
unde P;, i = 1,m sunt solutiile ecuatiilor lui Hamilton reduse pe (g*,{-,-}_), adica:

Pi={P,Hy}_, i=1,m, (4.1.5)

unde H,y este hamiltonianul redus (sau optimal) dat prin:

P2 (4.1.6)

(2

DO | —
Q| =

.
Il
—

Hopt(P17P27 (XY Pm) =

)

38



. Robotul Hilare ca un sistem cu control pe SE(2,R)

Spatiul configuratiilor este R? x S!, iar dinamica lui este descrisd de sistemul de
ecuatii diferentiale ([52]):

1 = Uy COSX3, X9 = uisSinxs, L3 = Uo, (4.1.7)

unde (xy, z5) reprezinta pozitia lui in plan, iar x3 este orientarea sa, vezi figura:

O baza in algebra Lie se(2, R) a grupului Lie SE(2, R) este { Ey, Ey, E3}, vezi Para-
graful 1.2. Alegem autoritatea de control {A;, Ay}, unde A; = E,, Ay = Fj.
Prin calcul direct se arata ca sistemul (4.1.7) se poate scrie sub forma echivalenta:

_ cosr3 —sinzry I
X = X(Aju; + Aquz), unde X = [ sinzg coszz x2 |. (4.1.8)
0 0 1

Sistemul (4.1.8) este un sistem controlabil pe SE(2,R) cu autoritatea de control
{A17 A2}
Consideram functia de cost J, data prin:

1[4
T, w) = 3 /0 c2(t) + aid(D]dt, e > 0,c5 > 0. (4.1.9)

Propozitia 4.1.6 Controlurile care minimizeaza functia de cost J datd prin (4.1.9)
si duc sistemul (4.1.8) din pozitia X (0) = Xo la t = 0 in pozitia X(t;) = Xy lat =ty
P P S

sunt date uy = —, Uy = =2 unde P, i = 1,3 sunt solutiile sistemului:
C1 Co
) 1 . 1 . 1
P=——PP;, Po=-—PP, Py=——PP,. (4.1.10)
(&) C1 C1
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Sistemul (4.1.10) este un sistem Euler top (se aplica rezultatele din Cap. 2).

Sistemul (4.1.10) are realizarea Hamilton-Poisson (R?, H,,, P.1,) (v. Propozitia 2.2.3),
unde:

0 —-P B
. 1 (P} P2
Prh: P3 O O S1 H’I‘h(P17P27P3):_ — 4+ .
2 C1 Co
-P, 0 0

Propozitia 4.1.7 Starile de echilibru eq = (0,0,0),e7* = (m,0,0),e5 = (0,0,m)
pentru m € R* sunt neliniar stabile iar ey', m € R* sunt instabile.
Propozitia 4.1.8 Integratorul Lie-Trotter al sistemului (4.1.10) este dat prin:

t
ri(n+1) = x1(n)— C—2$2(0) -x3(n)
t t
ra(n+1) = cos(c—xl(O)) - To(n) + sin(c—:vl(O)) -x3(n) (4.1.11)
1 1
t
z3(n+1) = — sin(c—:cl(O)) - xa(n) + Cos(c—xl(O)) - x3(n)
1 1
° Dinamica unei nave spatiale ca un sistem cu control pe SO(3)

Consideram o nava spatiala care se migca liber in spatiul R?, [44] (Puta, 1997). Fie
(b1, by, b3) un reper ortonormal fixat al corpului si (1,72, 73) = (2, ¥, 2) un reper inertial
astfel Incat acestea au aceeasi origine, vezi figura:
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Definim o matrice X (t) € SO(3) astfel incat

T’Z:X(t)bz, i:173,

adica X (t) descrie pozitia navei la momentul ¢.
Fie e;, i = 1,3 baza canonica a lui R? si definim E; = ®(¢;), i = 1,3, unde ® este

izomorfismul intre algebrele Lie (R?, x) si (s0(3), [-,]). Atunci X(t) satisface ecuatia:
' 3
X=X-0, &= wtE, (4.1.12)
i=1

unde w = (wy, we, w3) este viteza unghiulara a navei in sistemul de coordonate fixat.
Daca consideram componentele vitezei unghiulare w ca functii de control, adica u; =
wi, © = 1,3, atunci sistemul (4.1.12) devine:

X=X (i ui(t)Ei) : (4.1.13)

Vom considera cazul in care numai doua componente al vitezei unghiulare pot fi
controlate. De exemplu, pentru axele by si bg, X (t) € SO(3) verifica sistemul:

X = X(A1u1 + AQUQ), unde Al = El, A2 = EQ. (4114)

Sistemul (4.1.14) este un sistem stang invariant controlabil pe SO(3) cu autoritatea
de control {A;, Ay}

Pentru sistemul controlabil (4.1.14), consideram functia de cost J, data prin (4.1.9).

Propozitia 4.1.10 Controlurile care minimizeaza functia de cost J datd prin (4.1.9)
si duc sistemul (4.1.14) din starea X (0) = Xo lat =0 in starea X (t;) = Xy lat =ty

sunt date uy = —, uy = —=, unde P;, i = 1,3 sunt solutiile sistemului:
C1 Co
) 1 . 1 . 1 1
P———PpP, Py——PP, Pi=(———)PP, (4.1.15)
C2 Cl CQ Cl

Sistemul (4.1.15) este un sistem Euler top si are realizarea Hamilton-Poisson (R?, H,,,, Py),
unde:

Ca—C

0 o P,
Ca
1 (P} P}
Pns: P3 0 0 §1 Hns<P17P27P3) = — (_1+_2> .
2 C1 Co
a"%p 0
Ca
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Propozitia 4.1.11 Starile de echilibru ey = (0,0,0), e* = (m,0,0), et* = (0,m,0)
si e =(0,0,m) pentru m € R*, ale sistemului (4.1.15), au urmatoarea comportare:

(i) starile de echilibru ey, €5 sunt neliniar stabile.

(i1) daca ¢y < co (resp. c1 > c2), atunci e (resp. €b') sunt neliniar stabile
(instabile), iar €5 (resp. ey*) sunt instabile.

Propozitia 4.1.12 Daca ¢; < ¢5 $1 6 = @~ Cl, atunct integratorul Lie-Trotter
Co
al sistemului (4.1.15) este dat prin:
( t
ri(n+1) = x(n)— C—xQ(O) - x3(n)
2
J 1.0
zo(n+1) = cos(c—txl(O)) - xo(n) + 5 sm(c—txl(O)) - x3(n) (4.1.16)
1 1
.0 )
z3(n+1) = —0 51n(c—ta:1(0)) - xa(n) + Cos(c—txl(O)) -x3(n).
\ 1 1

4.2 Sisteme controlabile pe grupul Lie SO(4)

Contributiile originale obtinute in aceasta directie au fost publicate in lucrarile [42](Pop,
Puta si Susoi, 2005) si [7](Puta, Susoi et al., 2006).

Fie SO(4) multimea matricelor A € Myy4(R) astfel incat AT - A = I si det(A) = 1.

SO(4) este un grup Lie 6—dimensional cu algebra Lie so(4) data prin:

0 aq (45} as
—ay 0 Qg as
so(4) = ay, as, as, aq, a5, ag € R
( ) —ay —ay 0 ag ) ) ) ’ ;

—a3 —a —ag 0

Fie {4;]i = 1,6} baza standard a algebrei Lie so(4).
Un sistem cu control, fara termen liber, stang invariant pe grupul Lie SO(4) cu mai
putine controluri decat numarul variabilelor de stare se poate scrie in forma urmatoare:

i=1

unde X € SO(4), iar u;,7 = 1, m sunt controluri cu m < 6.

Propozitia 4.2.1 Ezxista 37 sisteme controlabile, fara termen liber, stang invariante
pe SO(4) cu mai putine controluri decat 6.
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In cele ce urmeaza vom studia urmatorul sistem stang invariant cu trei
controluri fara termen liber pe SO(4):

X = X (Ayuy + Aguy + Azug) (4.2.2)

Propozitia 4.2.2 Sistemul (4.2.2) este controlabil.
Observatie. Un alt sistem stang invariant controlabil pe grupul Lie SO(4) cu autori-
tatea de control {Ay, A3, A4} a fost studiat in lucrarea [8](Aron et al., 2009).

4.2.1 O problema de control optimal pe SO(4)

Fie J functia de cost data prin:

1[4
J(uy, ug, uz) = 5/ [cru? (t) + couj (t) + czuj (t)]dt, ¢ > 0,¢0 > 0,c3 > 0.
0
Propozitia 4.2.3 Controlurile care minimizeaza funtia de cost J si transporta sis-

temul (4.2.2) din starea X = X la momentul t = 0 in starea X = Xy la momentul

1 1 .
t =ty sunt date prin uy = —Py, ug = — P, ug = —F3, unde P;, 1 = 1,6 sunt solutiile
& C2 C3

1
sistemului de ecuatii diferentiale:

. PP, PP . PP, P3P, . PP PP
P1:24—|—35, P2:_14+36’ P3:_15_26
(&) C3 C1 C3 1 Co
(4.2.3)
. 1 1 . 1 1 . 1 1
P4=(———)P1P2, PsZ(———)P1P3, P6=(———>P2P3
&1 &) 1 C3 Co C3
Aplicand teorema lui Krishnaprasad [29], rezulta ca hamiltonianul optimal este:
1 /P? P P2
H,opi(Py, Py, Py, Py, Ps, Pys) = - (—1 + 24 —3) . (4.2.4)
2 C1 Co C3

Structura minus Lie-Poisson pe (so(4))* ~ R® este generata de matricea:
0 r P -P —P; 0
-P, 0 F P 0 -5
- -F 0 0 P P
P, —-P 0 0 Fs —PF
P 0O -P —-F O Py
0 P -P, P —-P 0
Propozitia 4.2.4 C, si Cy sunt Casimiri pentru ((so(4))*, 1) ~ (R®, II), unde:

Cl(P):—ZP'Za Co(P) = PP — PPs + P3Py
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4.2.2 Problema stabilitatii pentru dinamica (4.2.5)

Daca presupunem ca ¢; =1, co =1, ¢3 =k, k > 0, atunci sistemul (4.2.4) devine:

. 1 . 1 .
P1=P2P4+%P3P57 PZZ_P1P4+EP3P67 Py =—-P P — PFs

(4.2.5)
. . 1 . 1
P4:O, P5:<1_E)P1P3’ P6:(1_E>P2P3
Propozitia 4.2.5 Dinamica (4.2.5) are urmadatoarele stari de echilibru:
e{‘gN = (M7 N7 07 07 O? 0)7 e%N = (07 M’ 07 07 N? 0)7 eé\ZN = (07 07 M? N7 07 0)7
eIN = (M,0,0,0,0,N), XN’ =(0,0,M,N,P,0), M,N,PeR,
QMNP _ _ MP , .
etss . = (Q,M,0,0,N,P), wunde Q__T cu M,PeR si NeR* [O

Propozitia 4.2.6 [42](Pop, Puta si Susoi, 2006)Starile de echilibru eXiNF
1
M? +bN? +bP? £ 0, unde b = z sunt spectral stabile.

Y

In Propozitiile 4.2.7-4.2.10 [[7]( Aron, Pop. Puta si Susoi, 2006)] se studiaza stabili-
tatea spectrala pentru sistemul (4.2.5) si se obtin urmatoarele rezultate:
(1)(i) daca (1 — k)M? < N2, atunci e}t este spectral stabil;
(i1) dacd (1 — k)M? > N2, atunci e}tV este instabil.
(2)(i) daca (1 —k)(M?*+ N?) <0, atunci e}3N este spectral stabil;
(i) daca (1 —k)(M?* + N?) > 0, atunci e} este instabil.

(3) QYN este spectral stabil.

(4)(i) daca (1 — k)M? < N?, atunci e}l este spectral stabil;
(i) dacd (1 — k)M? > N2, atunci edl™ este instabil.
Propozitia 4.2.11 [42] XN M, N € R* are urmdtoarea comportare:

(1) dacd k € (0,1], atunci eli™ este spectral stabil.

2
vk—1, b= \/7_\/1{: — 1, atunci e}tV este spectral stabil

N
la, 00) i instabil pentru i € (—a,—b)U(=b,b)U(b,a).

2

(i1) dacak € (1,00), a = —

N k

pentru 7 € (—o0, —a]U{£b}U
(=1 + k)M2 # N?

(1 4+ k)(M? —N?) >0 °

MP
Q= N with M, P € R and N € R*, este nelinear stabil.

Propozitia 4.2.12 [7] Daca { atunci eSuNT pentru
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4.2.3 Formulare Lax si integrabilitate pentru dinamica (4.2.5)

Propozitia 4.2.14 [7] Dinamica (4.2.5) are o formulare Laz, adica:

L=|[L,B], wunde

0 lis tli3 0 0 0
—liy 0 s O 0 0
I— —liz3 —ly3 0 O 0 0 B
0 0 0 0 lys Ly
0 0 0 —lys 0 Is
0 0 0 —lyg —ls O
St

(g = 2P\/3 — 2P, + Ps + Ps/3,
613:—4P3—2P4,
log = 2P, + 2P5\/3 — Ps\/3 + P,

lis = —P — 5,
lyg = Py — Py,
‘656:P1_P67

0 b b3
—bia 0 by
—biz —byz 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

bio = P, 1\/5 — B

biz = —2P; — Py;
523=P1+P2\/§§

bys = —P;
big = P35 — Py;

Corolarul 4.2.15 Fluzul dinamicii (4.2.5) este izospectral.
Consideram acum orbita coadjuncta Op;n pentru configuratia Poisson ((so(4))* =
(RS, TI) inzestrata cu structura simplectica Kirilov-Kostant-Souriau wy;y, unde

6
2
OM7N:{P€R6| Z:ZIPZ_M

1.

P1P6—P2P5—|—P3P4:N

0 0

0 0

0 0

0 bys
—bys; O
—bss  —bse

Atunci (Oy N, wun, H|OMN) este un sistem Hamilton 4— dimensional complet inte-

grabil ([7], Propozitia 4.2.16), unde

1 1
H,,, (P)= 3 <P12 + Py + EP§) :

4.2.4 Integrarea numerica a dinamicii (4.2.3)

Rezultatele din aceasta sectiune au fost publicate in [42] (Pop, Puta si Susoi, 2006).
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Campul de vectori Xy, , asociat hamiltonianului H,, al dinamicii (4.2.3) se scrie:
XHopt:XH1+XH2+XH37 unde

1 1 1
Hl(P):2_61127 H2(P)=2—02P227 H3(P)=2—C3§-

Integratorul Lie-Trotter al dinamicii (4.2.3) este dat de sistemul de ecuatjii recurente:

( P{”rl = Pl'cosastcosagt + Py sinast + P7' cos aqt sin ast

P2”Jrl = P/'cosastsinaitsinast + Py cosajt cosast — PJ' cos ast sina;t+
+ P5'sin a1t sin agt sin ast + Py cos a;t sin azt

P;H = P'sina;tsinagt + Pj cos a;tsin aqst sin agt + P5' cos a;t cos ast—
— PP cos astsina t — P§ cos ait cos agt sin ast

Pf“ = —P[' cosait cosastsinast + Py cosagt sin a1t + PJ cos a;t cos ast—
— P cos ait sin agt sin ast + Fg' sina;t sinast

Pg“rl = —P'cosaitsinast + P3 sina;tsinast sin agt + P3' cos ast sin at+

+ P75 cos apt cos azt — Fg' cos ast sin a;t sin ast

L Pt = —PPcosastsin ast + Py sinagt + PP cos ast cos ast
(4.2.6)
P (0 P (0 P;5(0
unde a; = 1(), as = 2(), asz = 3()
C1 Co C3

Se demonstreaza propozitia urmatoare.

Propozitia 4.2.17 Integratorul Lie-Trotter (4.2.6) are urmatoarele proprietati:
(i) este un integrator Poisson, i.e. pastreaza structura Poisson generatd de I1.
(1) restrictiile integratorului Lie-Trotter (4.2.11) la orbitele coadjuncte:

6
S P? = constant, PPy — P,Ps + P3P, = constant
i=1

genereaza un integrator simplectic.
(i19) nu este un integrator-energie, adicd nu conserva hamiltonianul Hpy.
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