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2.2 Dinamica sistemului Euler top general . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.2.1 Geometria Poisson a sistemului Euler top . . . . . . . . . . . . . . 21
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Introducere

Teoria sistemelor dinamice s-a dezvoltat ı̂ntr-un ritm rapid datorită succesului aces-
teia ı̂n modelarea matematică a unor fenomene şi procese reale din fizică, chimie, biolo-
gie, economie şi alte domenii ale ştiinţei [35](Marsden şi Raţiu, 1994), [18](Hirsch, Smale
şi Devaney, 2003), [41](Petrera, Phadlery şi Surris, 2009), [43](Puta, 1993), [2](Andrica
şi Caşu, 2008). Analiza proceselor modelate poate fi studiată folosind diferite metode
geometrice, analitice şi numerice. O clasă de sisteme dinamice este constituită din sis-
temele Hamilton-Poisson.

Pentru analiza proprietăţilor dinamice ale unui sistem Hamilton-Poisson se cercetează
următoarele probleme:

(1) existenţa unei structuri Poisson şi a unor funcţii Casimir;
(2) problema stabilităţii stărilor staţionare şi existenţa orbitelor periodice;
(3) determinarea unei formulări Lax şi problema integrării numerice a sistemului

dinamic, folosind algoritmi numerici.
O extensie a sistemelor dinamice de tipul Hamilton-Poisson este reprezentată de

sistemele metriplectice, [27] (A. N. Kaufman, 1984),[40] (Ortega şi Planas-Bielsa, 2004).
În cercetările ı̂ntreprinse ı̂n ultimele două decenii se manifestă un interes deosebit ı̂n

studiul sistemelor neliniare cu control pe grupuri Lie de matrici. Acestea apar ı̂n mod
natural ı̂n diverse domenii, ca de exemplu: robotică, elasticitate, dinamica moleculară,
aeronautică etc., [33](Leonard şi Krishnaprasad, 1998), [28](Khalil, 2002).

Teoria grupurilor Lie finit dimensionale a oferit un cadru natural ı̂n care se pot ex-
plica şi ı̂nţelege o serie de fenomene din mecanica geometrică, fizica teoretică şi teoria
controlului. În acest sens menţionăm: grupul Lie SO(3) şi teoria rigidului liber; grupul
Lie SE(2,R) şi dinamica laser-materie; grupurile Lie de matrici şi teoria controlului etc.
Tematica abordată ı̂n ultimul capitol se ı̂ncadrează ı̂n această topică.

Teza de faţă ı̂şi propune să prezinte aspecte geometrice şi dinamice ale sistemelor
dinamice pe Rn şi să rezolve unele probleme din domeniul mecanicii geometrice.

Lucrarea este structurată ı̂n patru capitole care asigură unitatea conţinutului şi
relevanţa tematicii cercetate. Lucrarea se bazează pe 53 referinţe bibliografice.

Capitolul 1, intitulat ”Elemente de mecanică geometrică”, este structurat ı̂n pa-

2



tru paragrafe şi are un caracter monografic. Obiectivul principal al acestui capitol este
prezentarea ı̂ntr-o formă succintă a unor noţiuni şi rezultate de bază referitoare la struc-
turi simplectice, sisteme mecanice hamiltoniene, varietăţi Poisson şi sisteme mecanice
Hamilton-Poisson.

În Paragraful 1.1 sunt definite noţiuni din geometria simplectică şi cea de sis-
tem mecanic hamiltonian. Sunt prezentate rezultate fundamentale legate de acestea
[teorema de structură a lui Darboux (Teorema 1.1.15), ecuaţiile lui Hamilton (Teo-
rema 1.1.19), principiul conservării energiei (Propoziţia 1.1.21), teorema lui Liouville
(Propoziţia 1.1.22)].

Paragraful 1.2 conţine noţiuni şi teoreme de bază din geometria Poisson [Definiţiile
1.2.1, 1.2.2, Propoziţia 1.2.3, teorema de structură Darboux-Lie-Weinstein (Teorema
1.2.11), Teorema 1.2.20, Propoziţiile 1.2.21–1.2.23]. Se demonstrează că o paranteză
pe algebra C∞(Rn,R) care este R−biliniară, antisimetrică şi care satisface regula lui
Leibniz determină o structură Poisson pe Rn dacă şi numai dacă identitatea lui Jacobi
este verificată pentru funcţiile de coordonate (Propoziţia 1.2.17). Secţiunea a a treia
este dedicată prezentării structurilor Poisson pe duala unei algebre Lie finit dimensionale
(Propoziţiile 1.2.29, 1.2.34).

Paragraful 1.3 se ocupă cu sistemele mecanice Hamilton-Poisson pe Rn. Se defineşte
noţiunea de realizare Hamilton-Poisson a unui sistem de ecuaţii diferenţiale pe Rn şi
se prezintă câteva proprietăţi importante ale acestor sisteme dinamice [conservarea en-
ergiei (Propoziţia 1.3.2), fluxul unui sistem Hamilton-Poisson păstrează structura Pois-
son (Propoziţia 1.3.3)].

În Paragraful 1.4 se prezintă două exemple importante de sisteme Hamilton-Poisson
pe R3 (rigidul liber şi ecuaţiile dinamicii unui vehicul subacvatic autonom).

Capitolul 2, ”intitulat Proprietăţi dinamice ale sistemelor Hamilton-Poisson pe
Rn”, este structurat ı̂n trei paragrafe şi ı̂mbină o prezentare cu caracter monografic cu
rezultate originale ale autorului, care se regăsesc ı̂n ultimele două paragrafe.

Acest capitol este dedicat prezentării noţiunilor fundamentale precum şi a metodelor
de bază utilizate frecvent pentru studiul calitativ al dinamicii unui sistem Hamilton-
Poisson pe Rn. Ca exemplu ilustrativ se studiază sistemul dinamic Euler top general.

Paragraful 2.1 conţine noţiuni de bază legate de sistemele Hamilton-Poisson din teo-
ria sistemelor dinamice. Sunt prezentate apoi rezultatele fundamentale ale lui Lyapunov
referitoare la stabilitatea neliniară precum şi teoremele de caracterizare a naturii sta-
bilităţii stărilor de echilibru ale unui sistem Hamilton-Poisson (Teoremele 2.1.3, 2.1.6,
2.1.9). Sunt puse ı̂n evidenţă două metode pentru studiul stabilităţii [metoda energie-
Casimir (Teorema 2.1.12), metoda lui Arnold (Teorema 2.1.14)]. Se prezintă apoi for-
mularea Lax. În final sunt date două metode de integrare numerică pentru aproximarea
soluţiei unui sistem dinamic cu ajutorul unor integratori geometrici (integratorul Lie-
Trotter şi integratorul Kahan).

În Paragraful 2.2 se realizează un studiu geometric şi dinamic al sistemului Euler top
ı̂n forma generală. Acest sistem este descris de o familie de ecuaţii diferenţiale neliniare
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pe R3 care depinde de un triplet de parametri reali. Sunt studiate proprietăţile geo-
metrice şi dinamice ale sistemului Euler top [formularea Hamilton-Poisson (Propoziţiile
2.2.3, 2.2.6), legătura cu dinamica pendulului (Propoziţia 2.2.11)] şi problema stabilităţii
(Propoziţiile 2.2.13, 2.2.14, 2.2.16–2.2.19, Corolarele 2.2.15, 2.2.20)].

Contribuţiile originale ale autorului sunt cuprinse ı̂n Secţiunea 2.2.3 şi se referă la in-
tegrarea numerică a dinamicii Euler top, utilizând integratorul Lie-Trotter (Propoziţiile
2.2.21, 2.2.22, Corolarele 2.2.23-2.2.25) şi integratorul Kahan (Propoziţia 2.2.26,
Observaţia 2.2.27). Aceste rezultate au fost prezentate la The 12th Symposium
of Mathematics and its Applications, 5-7th November 2009, Timişoara şi
publicate ı̂n lucrarea citată [50] (Şuşoi, 2010).

În Paragraful 2.3 se studiază proprietăţile geometrice şi dinamice ale sistemului Euler
top metriplectic. Secţiunea 2.2.1 conţine aspecte cu caracter monografic referitoare la
structuri metriplectice. Conţinutul ultimelor două secţiuni se axează pe rezultatele
autorului cuprinse ı̂n lucrarea citată [49] (Şuşoi şi M. Ivan, 2009).

Contribuţiile originale se referă la construcţia unei structuri metriplectice asociate
sistemului Euler top (Propoziţia 2.3.4) şi la studiul stabilităţii spectrale pentru sis-
temul Euler top metriplectic (Propoziţiile 2.3.8, 2.3.10–2.3.12, Corolarul 2.3.13).
Aceste rezultate au fost prezentate la The International Conference on Theory and
Applications of Mathematics and Informatics (ICTAMI 2009), 3-6th Septem-
ber 2009, Alba-Iulia [conferinţă organizată de Universitatea ”1 decembrie 1918” din
Alba-Iulia şi Institutul de Matematică ”Simion Stoilow” al Academiei Române].

Capitolul 3, intitulat ”Două sisteme dinamice clasice pe R6”, este structurat ı̂n trei
paragrafe. Rezultatele originale ale autorului sunt conţinute ı̂n ultimele două paragrafe.

În acest capitol se stabilesc proprietăţi geometrice şi dinamice importante pentru
două sisteme diferenţiale remarcabile pe R6 şi anume: sistemul Goryachev-Chaplygin
top şi sistemul Kowalevski top.

În Paragraful 3.1 se prezintă structurile Lie-Poisson pe duala algebrei Lie se(3,R).
În Paragraful 3.2 prezentăm un studiu geometric şi dinamic al sistemului Goryachev-

Chaplygin top (3.2.1). Acest paragraf conţine contribuţiile originale ale autorului şi au
fost publicate ı̂n lucrarea citată [5] (Aron, Puta şi Şuşoi, 2005). Mai precis, acestea
se referă la: formularea Hamilton-Poisson a dinamicii (3.2.1) (Propoziţia 3.2.1), for-
mularea Lax (Propoziţia 3.2.6), problema stabilităţii pentru G-C top (Propoziţiile
3.2.8–3.2.13), existenţa soluţiilor periodice (Propoziţia 3.2.15) şi integrarea numerică
a dinamicii (3.2.1) via integratorul Lie-Trotter (Propoziţiile 3.2.16, 3.2.17).

În Paragraful 3.3 se realizează un studiu geometric şi dinamic al sistemului Kowalevski
top (3.3.1). Conţinutul acestui paragraf se axează pe rezultatele autorului cuprinse ı̂n
lucrarea citată [6] (Aron, Puta, Şuşoi et al., 2006). Aceste contribuţii se referă la:
formularea Hamilton-Poisson a dinamicii (3.3.1) (Propoziţia 3.3.1), formularea Lax
(Propoziţia 3.3.4, Corolarul 3.3.5), problema stabilităţii pentru Kowalevski top
(Propoziţiile 3.3.6–3.2.11), existenţa soluţiilor periodice (Propoziţia 3.3.13), in-
tegrarea numerică a dinamicii (3.3.1), utilizând integratorul Lie-Trotter (Propoziţiile
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3.3.14, 3.3.15) şi integratorul Kahan (Propoziţiile 3.3.16, 3.3.17).
Capitolul 4, intitulat ”Sisteme dinamice cu control pe grupul Lie SO(4)”, este

structurat ı̂n două paragrafe. Rezultatele originale ale autorului sunt conţinute ı̂n Para-
graful 4.2 şi au fost publicate ı̂n lucrările [42](Pop, Puta şi Şuşoi, 2005) şi [7](Aron, Pop,
Puta şi Şuşoi, 2006).

În Paragraful 4.1 se prezintă principalele definiţii şi proprietăţi referitoare la sisteme
cu control pe grupuri Lie de matrici (Teoremele 4.1.2, 4.1.5). Se dau două exemple
de sisteme stâng invariante controlabile pe grupul Lie SE(2,R) [resp. SO(3)] care de-
scriu dinamica robotului Hilare, resp. dinamica unei nave spaţiale. Pentru fiecare din
aceste modele se studiază o problemă de control optimal. Pentru studiul proprietăţilor
sistemelor dinamice (4.1.19) şi (4.1.24) se utilizează rezultatele obţinute ı̂n Capitolul 2
referitoare la sistemul Euler top. Pentru aceste sisteme dinamice se cercetează prob-
lema stabilităţii (Propoziţia 4.1.7) [resp., Propoziţia 4.1.11] şi integrarea numerică
via integratorul Lie-Trotter (Propoziţiile 4.1.8, 4.1.9)[ resp., Propoziţiile 4.1.12,
4.1.13].

Paragraful 4.2 este dedicat sistemelor controlabile pe grupul Lie SO(4). Rezultatele
originale obţinute se referă la: studiul unei probleme de control optimal, cu trei con-
troluri pentru sistemul (4.2.4) (Propoziţia 4.2.3), problema stabilităţii (Propoziţiile
4.2.5-4.2.12), formularea Lax şi complet integrabilitatea (Propoziţiile 4.2.14, 4.2.16
şi Corolarul 4.2.15) şi integrarea numerică [integratorul Lie-Trotter dat prin sis-
temul de ecuaţii recurente (4.2.11) şi Propoziţia 4.2.17].

Contribuţiile originale ale autorului au fost publicate ı̂n şase lucrări ştiinţifice citate
ı̂n bibliografie. Patru lucrări au fost realizate ı̂mpreună cu profesorul Mircea Puta şi
colaboratorii săi [([5], [6], [7], [42]] şi o lucrare a fost scrisă ı̂n colaborare cu dr. Mihai
Ivan ([49]).

Doresc să exprim recunoştinţa mea pentru primul meu conducător de doctorat, Pro-
fesor Mircea Puta, fiindcă fără ajutorul şi sprijinul său, această teză nu ar fi fost scrisă.

Doresc, de asemenea, să aduc mulţumirile mele cele mai profunde Domnului profe-
sor universitar doctor Dorin Andrica pentru că a acceptat să fie conducătorul meu de
doctorat, după dispariţia tragică a profesorului Mircea Puta. Domnia sa mi-a acordat
un sprijin substanţial pentru a finaliza acest demers ştiinţific. Sugestiile şi observaţiile
relevante făcute de domnia sa au contribuit la versiunea actuală a tezei.

În final, dar nu ı̂n cele din urmă, aş dori să exprim sincerele mele mulţumiri pentru
personalul Catedrei de Geometrie de la Universitatea Babeş-Bolyai din Cluj-Napoca
care mi-au dat sprijinul lor moral şi ı̂ncredere, ceea ce a fost esenţial pentru mine.
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Capitolul 1

Elemente de mecanică geometrică

În cadrul acestui rezumat, pentru definiţii, propoziţii, teoreme etc, vom păstra nu-
merotarea utilizată ı̂n teza de doctorat.

De asemenea pentru a asigura coerenţa şi unitatea conţinutului vom reaminti unele
noţiuni şi rezultate de bază care sunt necesare ı̂n cele ce urmează.

Capitolul 1 este structurat pe patru paragrafe şi are un caracter monografic. Obiec-
tivul principal al acestui capitol este prezentarea ı̂ntr-o formă succintă a unor noţiuni
şi rezultate de bază referitoare la structuri simplectice, sisteme mecanice hamiltoniene,
varietăţi Poisson şi sisteme mecanice Hamilton-Poisson.

1.1 Elemente de geometrie simplectică pe spaţiul Rn

Notaţiile principale folosite ı̂n teză sunt:
M − varietate diferenţială n− dimensională de clasă C∞;
X (M)− algebra Lie reală a câmpurilor de vectori pe M ;
TM (resp. T ∗M)− spaţiul total al fibratului tangent (resp. cotangent) la M ;
C∞(M,R) = − algebra funcţiilor reale de clasă C∞ definite pe M .
Noţiunile din teoria varietăţilor diferenţiale şi a structurilor geometrice asociate sunt

cele din tratatele de geometrie diferenţială, ca de exemplu [14](M. Craioveanu, 2008).

În acest paragraf vom prezenta noţiuni şi rezultate de bază din teoria varietăţilor
simplectice. Principalele obiective acoperite sunt: spaţiu vectorial simplectic, aplicaţie
simplectică, proprietatea de caracterizare a unei forme simplectice (Propoziţia 1.1.6),
structură simplectică, simplectomorfism, sistem mecanic hamiltonian, conservarea en-
ergiei pentru un sistem hamiltonian (Propoziţia 1.1.21). Principalele surse bibliografice
folosite sunt: [1] (Abraham şi Marsden, 1979), [43] (Puta, 1993).
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Fie M o varietate de dimensiune n şi A2(M) spaţiul vectorial real al 2− formelor
diferenţiale exterioare pe M . Un element ω ∈ A2(M) se numeşte 2−formă pe M .

Definiţia 1.1.8 (a) Se numeşte structură simplectică pe varietatea diferenţială M ,
o 2− formă ı̂nchisă şi nedegenerată ω pe M .

(b) Perechea (M,ω), unde ω este o structură simplectică pe M , se numeşte varietate
simplectică iar ω se mai numeşte formă simplectică pe M . �

Orice spaţiu vectorial simplectic (V, ω) este o varietate simplectică.
Definiţia 1.1.10 Fie varietăţile simplectice (M1, ω1) şi (M2, ω2). O aplicaţie ϕ ∈

C∞(M1,M2) se numeşte simplectomorfism, dacă ϕ∗ω2 = ω1. �
O aplicaţie diferenţiabilă c : I →M (I ⊂ R este interval deschis care conţine 0) este

o curbă integrală a unui câmp de vectori X ∈ X (M) cu condiţia iniţială x, dacă:

dc(t)

dt
= X(c(t)) şi c(0) = x.

O familie {ϕt}t∈I , unde ϕt : M → M este o aplicaţie diferenţiabilă cu proprietatea
ϕt(x) = c(t), se numeşte flux al câmpului de vectori X.

Fie Q o varietate diferenţială n− dimensională şi T ∗Q varietatea sa cotangentă. Co-
ordonatele locale (q1, q2, ..., qn) pe Q induc coordonatele locale (q1, q2, ..., qn, p1, p2, ..., pn)
pe T ∗Q, numite coordonate cotangente canonice.

Definim pe T ∗Q o 1− formă θ, numită formă Liouville, dată prin:

θ = p1dq
1 + p2dq

2 + ...+ pndq
n. (1.1.1)

Cu ajutorul formei Liouville θ, definim 2− forma ω pe T ∗Q, dată prin:

ω = dθ = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2 + ...+ dpn ∧ dqn. (1.1.2)

Propoziţia 1.1.13 (T ∗Q,ω = dθ) este o varietate simplectică. �
Forma simplectică ω = dθ dată prin (1.1.2) se numeşte forma simplectică canonică

sau structura simplectică canonică pe varietatea T ∗Q.
Structura locală a unei varietăţi simplectice este dată ı̂n teorema următoare.
Teorema 1.1.15 (Darboux). Pe orice varietate simplectică 2n− dimensională

(M,ω) ı̂n vecinătatea oricărui x ∈M există coordonatele locale (q1, q2, ..., qn) ı̂n care ω
are forma (1.1.2). Altfel spus, orice varietate simplectică este, local, de forma T ∗Q. �

Coordonatele locale (qi, pi) din (1.1.2) se numesc coordonate simplectice pe M .
Definiţia 1.1.17 Fie (M,ω) o varietate simplectică (dimM = 2n) şiH ∈ C∞(M,R).

Tripletul (M,ω,H) se numeşte sistem mecanic hamiltonian. Câmpul de vectori
XH ∈ X (M) determinat prin condiţia:

iXHω + dH = 0, (1.1.3)

se numeşte câmp de vectori hamiltonian cu funcţia energie sau hamiltonianul H. �
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Propoziţia 1.1.18 Fie (M,ω) o varietate simplectică (dimM = 2n), H ∈ C∞(M,R)
şi (q1, q2, ..., qn, p1, p2, ..., pn) coordonatele simplectice pe M . Câmpul de vectori hamil-
tonian XH are următoarea expresie locală:

XH =
n∑
i=1

(
∂H

∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi
∂

∂pi

)
. (1.1.4)

Dacă (M,ω,H) este un sistem mecanic hamiltonian, dinamica sa este descrisă de
curbele integrale ale câmpului de vectori XH .

În Teorema 1.1.19 sunt date ecuaţiile lui Hamilton ale câmpului XH .
Ca exemple ilustrative sunt determinate ecuaţiile lui Hamilton ale oscilatorului ar-

monic 1−dimensional([Exemplul 1.1.20(i)] şi ecuaţiile lui Hamilton ale pendulului matem-
atic ([Exemplul 1.1.20(ii)].

În teorema lui Liouville se enunţă proprietăţi caracteristice ale unui sistem hamil-
tonian (M,ω,H) [dacă {ϕt} este fluxul câmpului de vectori XH , atunci ϕt este o aplicaţie
simplectică; fluxul lui XH conservă forma volum canonică] (Propoziţia 1.1.22).

Teorema lui Jacobi ne dă o condiţie necesară şi suficientă astfel ı̂ncât f ∈ Diff(M)
să fie un simplectodifeomorfism al unei varietăţi simplectice (M,ω) (Propoziţia 1.1.23).

Definiţia 1.1.24 Fie (M,ω) o varietate simplectică şi f, g ∈ C∞(M,R). Paranteza
Poisson a funcţiilor f şi g este funcţia {f, g}ω ∈ C∞(M,R), definită prin:

{f, g}ω = −ω(Xf , Xg), (1.1.5)

unde Xf , resp. Xg este câmpul de vectori hamiltonian cu funcţia energie f , resp. g. �
Propoziţia 1.1.27 Fie (M,ω) o varietate simplectică (dimM = 2n), f, g ∈ C∞(M,R).

Atunci ı̂n coordonatele simplectice (q1, q2, ..., qn, p1, p2, ..., pn) pe M , paranteza Poisson
{f, g}ω are următoarea expresie:

{f, g}ω =
n∑
i=1

(
∂f

∂qi
∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

)
. (1.1.6)

Propoziţia 1.1.30 Fie (M,ω) o varietate simplectică (dimM = 2n). Aplicaţia
{·, ·}ω : C∞(M,R)× C∞(M,R)→ C∞(M,R):

(a) este R− biliniară şi antisimetrică;
(b) verifică identitatea lui Jacobi, adică:

{{f, g}ω, h}ω + {{g, h}ω, f}ω + {{h, f}ω, g}ω = 0, (∀) f, g, h ∈ C∞(M,R);

(c) verifică identitatea lui Leibniz, adică:

{fg, h}ω = f{g, h}ω + g{f, h}ω, (∀) f, g, h ∈ C∞(M,R). �
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1.2 Varietăţi Poisson. Structuri Poisson pe Rn

Vom trece ı̂n revistă câteva noţiuni şi rezultate de bază referitoare la geometria Pois-
son şi sistemele Hamilton-Poisson. Conţinutul acestui paragraf se bazează pe următoarele
surse bibliografice: [1] (Abraham şi Marsden, 1979), [53](Weinstein, 1983), [35] (Mars-
den şi Raţiu, 1994), [2] (Andrica şi Caşu, 2008), [19](Holm et al., 1985).

Definiţia 1.2.1 (i) O structură Poisson sau croşet (paranteză) Poisson pe o vari-
etate diferenţială P este o aplicaţie {·, ·} : C∞(P,R) × C∞(P,R) −→ C∞(P,R) care
satisface următoarele proprietăţi:

(P1) {·, ·} este R− biliniară;
(P2) {·, ·} este antisimetrică;
(P3) {·, ·} satisface regula lui Leibniz;
(P4) {·, ·} satisface identitatea lui Jacobi.
(ii) Varietatea P ı̂nzestrată cu o structură Poisson {·, ·} pe C∞(P,R) se numeşte

varietate Poisson. O varietate Poisson este notată cu (P, {·, ·}). �
Observăm că un croşet Poisson pe varietatea P este un croşet Lie {·, ·} pe C∞(P,R)

(adică (C∞(P,R), {·, ·}) este o algebră Lie ) care satisface identitatea lui Leibniz.
Definiţia 1.2.2 Fie (P1, {·, ·}1)) şi (P2, {·, ·}2) două varietăţi Poisson. O aplicaţie

Poisson este o aplicaţie diferenţiabilă ϕ : P1 → P2 cu proprietatea că:

ϕ∗ ({f, g}2) = {ϕ∗f, ϕ∗g}1, (∀) f, g ∈ C∞(P2,R).

Propoziţia 1.2.3 Orice varietate simplectică este varietate Poisson. Mai precis,
dacă (M,ω) este o varietate simplectică, atunci (M, {·, ·}ω) este o varietate Poisson,
unde structura Poisson {·, ·}ω este dată prin relaţia (1.1.6).

Propoziţia 1.2.4 Fie (P, {·, ·}) o varietate Poisson. Dacă H ∈ C∞(P,R), atunci
există un unic câmp de vectori XH ∈ X (P ) astfel ı̂ncât:

XH(f) = {f,H}, (∀) f ∈ C∞(P,R). (1.2.1)

Câmpul de vectori XH dat prin (1.2.1) se numeşte câmp de vectori hamiltonian cu
funcţia energie H asociat varietăţii Poisson (P, {·, ·}).

Observaţia 1.2.7 Orice varietate simplectică (M,ω) este o varietate Poisson. Se
pune ı̂ntrebarea, când se poate defini o structură simplectică pe o varietate Poisson?
Răspunsul a fost dat de Jost ([23], 1964) şi este enunţat ı̂n propoziţia următoare.

Propoziţia 1.2.8 Dacă structura Poisson {·, ·} definită pe varietatea P este nede-
generată, atunci structura simplectică ω definită pe P este dată prin:

ω(Xf , Xg) = −{f, g}. (1.2.2)

Structura locală a varietăţilor Poisson este mai complexă decât cea a varietăţilor
simplectice. Mai precis are loc teorema urmăoare.
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Teorema 1.2.10 (Kirilov). Orice varietate Poisson este o reuniune netedă de
varietăţi simplectice (numite foi simplectice), nu neapărat de aceeaşi dimensiune.

În final se prezintă teorema Darboux-Lie-Weinstein (Teorema 1.2 11).
Definiţia 1.2.12 O funcţie C ∈ C∞(P,R) se numeşte funcţie Casimir pentru

configuraţia (P, {·, ·}), dacă {C, f} = 0, (∀)f ∈ C∞(P,R).

Structuri Poisson pe Rn

Cea mai mare parte a tezei este dedicată sistemelor mecanice pe Rn. Din acest
motiv vom prezenta mai detaliat aspecte din teoria structurilor Poisson pe Rn.

Vom nota funcţiile de coordonate pe Rn cu (x1, x2, ..., xn).
Propoziţia 1.2.16 Fie {·, ·} o structură Poisson pe Rn. Atunci:

{f, g} = {xi, xj} ∂f
∂xi

∂g

∂xj
, (∀) f, g ∈ C∞(Rn,R), i, j = 1, n. (1.2.3)

Matricea Π matricea definită prin:

Π =
({xi, xj}) , i, j = 1, n, . (1.2.4)

se numeşte matricea de structură a varietăţii Poisson (Rn, {·, ·}).
Relaţia (1.2.3) se scrie ı̂n forma echivalentă:

{f, g} = (∇f)T · Π · ∇g, (1.2.5)

unde ∇ϕ este gradientul funcţiei ϕ ∈ C∞(Rn,R).
Propoziţia 1.2.17 Fie {·, ·} o lege de compoziţie internă pe C∞(Rn,R) care

satisface condiţiile (P1)− (P3). Atunci ea satisface identitatea lui Jacobi dacă şi numai
dacă este satisfăcută de funcţiile de coordonate xi, i = 1, n.

Observaţie. Conform Propoziţiei 1.2.16, orice structură Poisson pe Rn determină
o matrice de structură Π = ({xi, xj}). Ne punem problema următoare:

În ce condiţii o matrice Π = (πij(x))1≤i,j≤n ale cărei elemente sunt funcţii este o
matrice de structură pentru o structură Poisson {·, ·} pe Rn ?

Răspunsul este dat ı̂n teorema următoare [39]( Olver, 1993).
Teorema 1.2.20 Fie dată matricea Π = (πij(x))1≤i,j≤n, unde πij(x) ∈ C∞(Rn,R).

Atunci Π(x) este o matrice de structură pentru un croşet Poisson dat prin relaţia (1.2.5),
dacă şi numai dacă sunt ı̂ndeplinite următoarele condiţii:

(i) Π este antisimetrică pentru orice x ∈ Rn;
(ii) πij(x) verifică ecuaţiile Jacobi:

πi`
∂πjk

∂x`
+ πj`

∂πki

∂x`
+ πk`

∂πij

∂x`
= 0, i, j, k, ` = 1, n. (1.2.6)

Pentru n = 3, dacă alegem funcţiile π12(x), π23(x) şi π13(x) se observă uşor că:
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ecuaţiile Jacobi se reduc la o singură ecuaţie, şi anume:

π12∂π
31

∂x1
− π31∂π

12

∂x1
+ π23∂π

12

∂x2
− π12∂π

23

∂x2
+ π31∂π

23

∂x3
− π23∂π

31

∂x3
= 0. (1.2.7)

În Propoziţiile 1.2.22 şi 1.2.23 se dau două metode generale pentru a construi
structuri Poisson pe R3.

Propoziţia 1.2.22 Fie A = (Aij) ∈ M3(R) o matrice antisimetrică. Definim
matricea Π = (πij)1≤i,j≤3, unde

πij = Aijxk, k 6= i şi k 6= j.

Atunci Π(x) = (πij(x)) este o matrice de structură pentru paranteza {·, ·} pe R3.
Dacă ı̂n Propoziţia 1.2.22, considerăm matricea antisimetrică

A =




0 −c b
c 0 −a
−b a 0


 , a, b, c ∈ R,

obţinem matricea de structură

Π(a,b,c) =




0 −cx3 bx2

cx3 0 −ax1

−bx2 ax1 0


 , a, b, c ∈ R. (1.2.8)

Dacă ı̂n relaţia (1.2.8) vom considera matricea Π(a,b,c) cu abc 6= 0, vom spune că
aceasta generează o structură Poisson {·, ·} pe R3 de tip so(3).

Dacă ı̂n relaţia (1.2.8) vom considera matricea Π de forma

Π(0,b,c) =




0 −cx3 bx2

cx3 0 0
−bx2 0 0


 , b, c ∈ R, bc 6= 0 (1.2.9)

vom spune că aceasta generează o structură Poisson {·, ·} pe R3 de tip se(2).
Propoziţia 1.2.23 Fie F ∈ C∞(R3,R) o funcţie dată.
(i) Operaţia algebrică {·, ·}F : C∞(R3,R)× C∞(R3,R)→ C∞(R3,R) dată prin:

{f, g}F = −∇F · (∇f ×∇g) , (∀) f, g ∈ C∞(R3,R), (1.2.10)

defineşte o structură Poisson pe R3.
(ii) Funcţia F ∈ C∞(R3,R) este un Casimir pentru configuraţia (R3, {f, g}F ). �
Relaţia (1.2.10) se scrie ı̂n forma echivalentă:

{f, g}F = (∇f)T · ΠF · ∇g unde ΠF =




0 − ∂F
∂x3

∂F

∂x2

∂F

∂x3
0 − ∂F

∂x1

− ∂F
∂x2

∂F

∂x1
0



. (1.2.11)
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Observaţia 1.2.26 O funcţie C ∈ C∞(Rn,R) este un Casimir al configuraţiei
(Rn, {·, ·}) dacă şi numai dacă:

Π · ∇C = 0.

Structuri Poisson pe duala unei algebre Lie

Fie G algebra Lie a unui grup Lie finit dimensional G şi G∗ spaţiul dual al lui G.
Grupul Lie G acţionează pe algebra Lie G prin acţiunea Ad : G × G → G, numită

acţiune adjunctă a lui G pe G. Pentru g ∈ G, aplicaţia Adg : G → G este dată prin:

Adg(ξ) = Te(Rg−1 ◦ Lg)(ξ), (∀)ξ ∈ G.

Grupul Lie G acţionează pe G∗ prin acţiunea Ad∗ : G × G∗ → G∗, numită acţiune
coadjunctă a lui G pe G∗. Pentru g ∈ G, aplicaţia Ad∗G : G∗ → G∗ este dată prin:

< Ad∗gµ, ξ >=< µ,Adg(ξ) >, (∀)µ ∈ G∗, ξ ∈ G.

Fie µ ∈ G∗. Orbita coadjunctă a lui µ este definită prin:

Oµ = {Ad∗gµ | g ∈ G}.

Generatorul infinitezimal ξG∗ al acţiunii coadjuncte a lui G pe G∗ este dat prin:

< ξG∗(µ), η >=< µ, [ξ, η] >, (∀)µ ∈ G∗, ξ, η ∈ G.

Propoziţia 1.2.28 (Kirilov-Kostant-Souriau).Fie G un grup Lie şi O ⊂ G∗ o
orbită coadjunctă. Atunci O este o varietate simplectică. Altfel spus, există o unică
formă simplectică ωO pe O astfel ı̂ncât

ωO(ξG∗ , ηG∗) = − < µ, [ξ, η] >, (∀)µ ∈ O, ξ, η ∈ G. (1.2.12)

Definim un croşet pe algebra C∞(G∗,R) prin:

{f, g}+
LP =< θ, [df(θ), dg(θ)] >, ∀ f, g ∈ C∞(G∗,R), θ ∈ G∗. (1.2.13)

Propoziţia 1.2.29 (Lie-Poisson) Spaţiul dual G∗ al algebrei Lie G ı̂nzestrat cu
croşetul {f, g}+

LP dat prin (1.2.13) are o structură de varietate Poisson (necanonică),
numită structura plus Lie-Poisson pe G∗.

Analog se defineşte structura minus Lie-Poisson pe G∗.
Corolarul 1.2.30 Există două structuri Poisson necanonice pe G∗, numite struc-

turile plus-minus Lie-Poisson, notate cu {·, ·}±. În consecinţă, (G∗, {·, ·}±) sunt
varietăţi Poisson.

În propoziţia următoare se stabileşte o legătură ı̂ntre structurile Lie-Poisson pe duala
unei algebre Lie şi forma simplectică Kirilov-Kostant-Souriau.
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Propoziţia 1.2.31 Fie G un grup Lie şi O ⊂ G∗ o orbită coadjunctă. Pentru orice
f, g ∈ C∞(G∗,R) şi µ ∈ O, avem:

{f, g}+(µ) = {f|O , g|O}ωO . (1.2.14)

Observaţia 1.2.32 Foile simplectice ale lui G∗ sunt exact orbitele sale coadjuncte.
Propoziţia 1.2.33 O funcţie f ∈ C∞(G∗,R) este un Casimir al configuraţiei

(G∗, {·, ·}±) dacă şi numai dacă este constantă pe orice orbită coadjunctă.
Propoziţia 1.2.34 Fie G o algebră Lie de dimensiune n cu constantele de structură

ckij, i, j, k = 1, n. Atunci structurile Poisson {·, ·}± pe G∗ sunt date prin:

{f, g}± (m) = ±ckij
∂f

∂mi

∂g

∂mj

mk. (1.2.15)

Acest paragraf se ı̂ncheie cu prezentarea structurilor plus-minus Lie-Poisson pe duala
uneia din următoarele algebre Lie clasice de dimensiune 3, şi anume: algebra Lie (R3,×),
algebra Lie so(3) şi algebra Lie se(2,R). Mai precis:
• Structurile plus-minus Lie-Poisson pe duala algebrei Lie (R3,×) sunt generate

de matricele:

Π− =




0 −m3 m2

m3 0 −m1

−m2 m1 0


 şi Π+ =




0 m3 −m2

−m3 0 m1

m2 −m1 0


 ; (1.2.16)

• Structurile plus-minus Lie-Poisson pe duala (so(3))∗ a algebrei Lie so(3) sunt
generate de matricele Π− respectiv Π+ date ı̂n relaţia (1.2.16), unde

so(3) =








0 −a b
a 0 −c
−b c 0


 | a, b, c ∈ R



 ;

• Structurile plus-minus Lie-Poisson pe duala (se(2,R))∗ a algebrei Lie

se(2,R) =



X(a, v1, v2) =




0 −a v1

a 0 v2

0 0 0


 | a, v1, v2 ∈ R



 .

sunt generate de matricele Πe2,− respectiv Πe2,+, unde

Πe2,− =




0 −m3 m2

m3 0 0
−m2 0 0


 şi Πe2,+ =




0 m3 −m2

−m3 0 0
m2 0 0


 .
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1.3 Sisteme mecanice Hamilton-Poisson pe Rn

Definiţia 1.3.1 Un sistem Hamilton-Poisson este un triplet (P, {·, ·}, H) unde {·, ·} este
o structură Poisson pe P şi H ∈ C∞(P,R) este hamiltonianul sau energia sistemului.

Fie XH câmpul de vectori hamiltonian cu funcţia de energie H, adică:

XH(f) = {f,H}, (∀) f ∈ C∞(P,R).

Dinamica sistemului Hamilton-Poisson (P, {·, ·}, H) este descrisă de sistemul:

dxi(t)

dt
= XH(xi(t)), t ∈ R sau echivalent ẋi = {xi, H}, i = 1, n. (1.3.1)

Aplicând (1.2.5), sistemul (1.3.1) se poate scrie ı̂n forma echivalentă

Ẋ = Π · ∇H, (1.3.2)

unde Ẋ =
(
ẋ1 ẋ2 . . . ẋn

)T
, iar Π = ({xi, xj}) este matricea asociată.

Fie (P, {·, ·}, H) un sistem Hamilton-Poisson şi {ϕt} fluxul câmpului de vectori
hamiltonian XH . Atunci pentru orice f ∈ C∞(P,R) şi orice t ∈ R, avem:

− H ◦ ϕt = H (conservarea energiei);

− d

dt
(f ◦ ϕt) = {f,H} ◦ ϕt = {f ◦ ϕt, H};

− {ϕt} conservă structura Poisson {·, ·}, adică ϕ∗t{f, g} = {ϕ∗tf, ϕ∗tg} (Propoziţiile
1.3.2 şi 1.3.3)

Spunem că f ∈ C∞(Rn,R) este o integrală primă sau constantă a mişcării pentru
sistemul (1.3.1), dacă derivata sa de-a lungul traiectoriilor sistemului este nulă.

Propoziţia 1.3.5 Fie (Rn, {·, ·}, H) un sistem Hamilton-Poisson. Atunci f ∈
C∞(Rn,R) este o integrală primă a sistemului (1.3.1) dacă şi numai dacă {f,H} = 0.

Propoziţia 1.3.6 Fie (Rn, {·, ·}, H) un sistem Hamilton- Poisson şi C ∈ C∞(Rn,R)
un Casimir. Atunci C şi H sunt integrale prime pentru (1.3.2).

Are loc propoziţia: orice sistem hamiltonian pe R2n este un sistem Hamilton-Poisson.
Definiţia 1.3.9 Dacă un sistem de ecuaţii diferenţiale de forma:

ẋi = fi(x
1, x2, . . . , xn), fi ∈ C∞(Rn,R), i = 1, n (1.3.3)

se poate scrie ı̂n forma (1.3.1), vom spune că (Rn, {·, ·}, H) este o realizare Hamilton-
Poisson pentru (1.3.3); notată şi cu (Rn,Π, H), unde Π este matricea de structură.

1.4 Exemple de sisteme Hamilton-Poisson

• Rigidul liber ca sistem Hamilton-Poisson
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În procesele mecanice, un rol important ı̂l joacă corpul rigid liber, [35] (Marsden şi
Raţiu, 1994).

Ecuaţiile lui Euler care descriu dinamica corpului rigid liber sunt:

ṁ1 =

(
1

I3

− 1

I2

)
m2m3, ṁ2 =

(
1

I1

− 1

I3

)
m1m3, ṁ3 =

(
1

I2

− 1

I1

)
m1m2, (1.4.1)

unde m = (m1,m2,m3) ∈ C∞(R3,R) reprezintă vectorul viteză unghiulară, iar I1, I2, I3

sunt componentele tensorului de inerţie a rigidului. Vom presupune că I1 > I2 > I3 > 0.
Propoziţia 1.4.1 [19]( Holm et al., 1985). Sistemul dinamic (1.4.1) are realizarea

Hamilton-Poisson (R3, {·, ·}RB, HRB) cu funcţia Casimir CRB, unde {·, ·}RB este struc-
tura Poisson definită prin (1.2.10), iar HRB, CRB ∈ C∞(R3,R) sunt date prin:

HRB(m) =
1

2

(
1

I1

m2
1 +

1

I2

m2
2 +

1

I3

m2
3

)
şi CRB(m) =

1

2

(
m2

1 +m2
2 +m2

3

)
. (1.4.2)

Structura Poisson {·, ·}RB este generată de matricea

ΠRB =




0 −m3 m2

m3 0 −m1

−m2 m1 0


 . (1.4.3)

şi este de fapt structura minus Lie-Poisson pe duala (so(3))∗ ∼= R3 a algebrei Lie so(3).
• Ecuaţiile mişcării unui vehicul subacvatic autonom
Ne referim acum la sistemul de ecuaţii care modelează dinamica unui vehicul subac-

vatic autonom, [20] (Holmes et al., 1998).
Mişcările unui vehicul subacvatic autonom ı̂n subspaţiul

S ⊂ R6 definit prin π2 = 0, π3 = 0, p1 = 0 sunt descrise de sistemul de ecuaţii:

π̇1 =

(
1

m3

− 1

m2

)
p2p3, ṗ2 =

1

I1

p3π1, ṗ3 = − 1

I1

p2π1. (1.4.4)

Propoziţia 1.4.4 [46],(Puta et al., 2008). Tripletul (R3,Πvs, Hvs) este o realizare
Hamilton-Poisson a dinamicii (1.4.4) cu funcţia Casimir Cvs ∈ C∞(R3,R), unde

Πvs =




0 −p3 p2

p3 0 0
−p2 0 0


 ,

Hvs(π1, p2, p3) =
1

2

(
1

I1

π2
1 +

1

m2

p2
2 +

1

m3

p2
3

)
şi Cvs(π1, p2, p3) =

1

2

(
p2

2 + p2
3

)
. (1.4.5)

Structura Poisson {·, ·}vs generată de matricea Πvs este de fapt structura minus
Lie-Poisson pe duala (se(2,R))∗ ∼= R3 a algebrei Lie se(2,R).

Observaţie. În Capitolul 2, paragraful 2.2 vor fi date alte realizări Hamilton-Poisson
ale sistemelor dinamice (1.4.1) şi (1.4.4).
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Capitolul 2

Proprietăţi dinamice ale sistemelor
Hamilton-Poisson pe Rn

Acest capitol este dedicat prezentării noţiunilor fundamentale precum şi a metodelor
de bază utilizate frecvent pentru studiul calitativ al dinamicii unui sistem Hamilton-
Poisson pe Rn. Ca exemplu ilustrativ prezentăm sistemul dinamic Euler top general.

Capitolul este structurat pe trei paragrafe şi ı̂mbină o prezentare cu caracter mono-
grafic cu rezultate originale ale autorului, care se regăsesc ı̂n ultimele două paragrafe.

2.1 Studiul calitativ al sistemului dinamic asociat

unui câmp de vectori

Acest paragraf cuprinde noţiuni de bază legate de sisteme Hamilton-Poisson. Obiec-
tivele principale abordate sunt: stare de echilibru neliniar stabilă, funcţie Lyapunov,
formulare Lax, teoremele lui Lyapunov, metode pentru determinarea naturii stabilităţii
neliniare (Teoremele 2.1.12, 2.1.14), problema existenţei orbitelor periodice (Teorema
2.1.15) şi problema integrării numerice utilizând integratori geometrici. Principalele
surse bibliografice folosite sunt: [1] (Abraham şi Marsden, 1979), [19](Holm, Marsden,
Raţiu şi Weinstein, 1985), [43] (Puta, 1993), [35](Marsden şi Raţiu, 1994), [18]( Hirsch,
Smale şi Devaney, 2004), [2](Andrica şi Caşu, 2008).

Fie sistemul de ecuaţii diferenţiale asociat câmpului de vectori X ∈ X (Rn):

ẋ = X(x), x ∈ Rn. (2.1.1)

Sistemul (2.1.1) se poate scrie ı̂n forma echivalentă:

ẋi = fi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, n, (2.1.2)

unde x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn şi X(x) = (f1(x), . . . , fn(x)) cu fi ∈ C∞(D,R), D ⊆ Rn.
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Un punct xe ∈ D ⊆ Rn se numeşte stare de echilibru a sistemului (2.1.1), dacă:

X(xe) = 0, echivalent fi(xe) = 0, i = 1, n. (2.1.3)

Definiţia 2.1.1 (i) O stare de echilibru xe se numeşte neliniar stabilă sau Lyapunov
stabilă, dacă pentru orice vecinătate U a lui xe din Rn există o vecinătate V a lui xe cu
V ⊂ U astfel ı̂ncât orice traiectorie x(t) cu condiţia iniţială ı̂n V este inclusă ı̂n U, sau
echivalent, pentru orice ε > 0, există δ > 0 astfel ı̂ncât:

pentru ‖x(0)− xe‖ < δ ⇒ ‖x(t)− xe‖ < ε, (∀) t > 0.

(ii) xe se numeşte asimptotic stabilă dacă vecinătatea V poate fi aleasă astfel ı̂ncât este
ı̂ndeplinită condiţia suplimentară lim

t→∞
x(t) = xe.

(iii) xe se numeşte instabilă, dacă xe nu este neliniar stabilă. �
Definiţia 2.1.5 Fie D ⊆ Rn o submulţime deschisă şi L : U → R, o funcţie definită

pe o vecinătate U ⊂ D a lui xe ∈ D. Spunem că L este o funcţie Lyapunov pentru
sistemul (2.1.1), dacă sunt verificate următoarele condiţii:

(i) L şi derivatele sale parţiale sunt continue;
(ii) L este pozitiv definită (resp. negativ definită), adică:

L(xe) = 0 şi L(x) > 0 (resp. L(x) < 0), (∀) x ∈ U \ {xe};

(iii) Derivata lui L de-a lungul traiectoriei sistemului (2.1.1) este negativ semi-
definită (resp. pozitiv semidefinită), adică:

L̇(x) ≤ 0 (resp. L̇(x) ≥ 0), (∀) x ∈ U.

Teorema 2.1.6 [34](Lyapunov) Fie xe ∈ D o stare de echilibru pentru (2.1.1).
(i) Dacă există o funcţie Lyapunov L definită pe o vecinătate U a lui xe ∈ D, atunci

xe este neliniar stabilă;
(ii) Dacă există o funcţie Lyapunov L ∈ C∞(Rn,R) astfel ı̂ncât

L̇(x) < 0 (resp. L̇(x) > 0) (∀) x ∈ Rn, x 6= xe,

atunci xe este asimptotic stabilă.
Funcţia L care ı̂ndeplineşte condiţiile din Definiţia 2.1.5 se mai numeşte funcţie

Lyapunov asociată stării de echilibru xe.
Se numeşte liniarizatul sistemului dinamic (2.1.1) ı̂n starea de echilibru xe, sistemul

de ecuaţii diferenţiale următor:

Ẋ = A(xe)X, unde
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A(xe) =




∂f1

∂x1

(xe)
∂f1

∂x2

(xe) . . .
∂f1

∂xn
(xe)

...
... . . .

...

∂fn
∂x1

(xe)
∂fn
∂x2

(xe) . . .
∂fn
∂xn

(xe)



. (2.1.4)

Teorema 2.1.9 (Lyapunov) Starea de echilibru xe a sistemului (2.1.1) este:
(i) asimptotic stabilă (neliniar stabilă), dacă Re(λi) < 0, pentru orice valoare proprie

a matricei A(xe), adică toate valorile proprii au părţile reale strict negative.
(ii) instabilă, dacă Re(λi) > 0, pentru cel puţin o valoare proprie a matricei A(xe),

adică are o valoare proprie cu partea reală strict pozitivă.
Prezentăm mai jos două metode practice pentru determinarea naturii stabilităţii

neliniare a unui sistem care admite mai multe integrale prime.
Teorema 2.1.12 [19](Metoda energie-Casimir) Fie (Rn, {·, ·}, H) un sistem

Hamilton-Poisson, xe o stare de echilibru a acestui sistem şi C o familie de integrale
prime. Dacă există C ∈ C astfel ı̂ncât sunt ı̂ndeplinite următoarele condiţii:

(i) D(H + C)(xe) = 0;
(ii) D2(H + C)(xe) este pozitiv (resp. negativ) definită,

atunci xe este neliniar stabilă.
Teorema 2.1.14 [3](Metoda lui Arnold) Fie C1, ..., Ck ∈ C∞(Rn,R) integrale

prime pentru sistemul dinamic (2.1.1) şi xe un punct de echilibru al acestui sistem. Fie
funcţiile Fi ∈ C∞(Rn ×Rk−1,R) date prin:

Fi(x, λ1, . . . , λ̂i, . . . , λk) = Ci(x)− λ1C1(x)− . . .− λiĈi(x)− . . .− λkCk(x), i = 1, k,

unde Ĉi ı̂nseamnă că termenul Ci este omis.
Dacă există constantele λ∗1, . . . , λ̂

∗
i , . . . , λ

∗
k ∈ R astfel ı̂ncât:

(i) ∇xFi(xe, λ
∗
1, . . . , λ̂

∗
i , . . . , λ

∗
k) = 0, pentru orice i = 1, ..., k;

(ii) ∇2
xxFi(xe, λ

∗
1, . . . , λ̂

∗
i , . . . , λ

∗
k)|W×W este pozitiv sau negativ definită pe W ×W ,

unde

W =
k⋂

j=1,j 6=i
Ker dCj(xe),

atunci xe este neliniar stabil.
În anumite ipoteze, existenţa orbitelor periodice pentru un sistem de ecuaţii diferenţiale

poate fi stabilită cu ajutorul teoremei lui Moser, [36](Moser, 1976).
Teorema 2.1.15 (J. Moser) Fie sistemul de ecuaţii diferenţiale

ẋ = f(x), unde x ∈ Rn şi f ∈ C∞(Rn,Rn). (2.1.5)

Dacă xe este un punct de echilibru pentru sistemul (2.1.5) astfel ı̂ncât 0 nu este
valoare proprie pentru matricea liniarizatului sistemului (2.1.4) ı̂n xe şi dacă există
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K ∈ C∞(Rn,R) astfel ı̂ncât:

(i) K este integrală primă; (ii) K(xe) = 0;

(iii) dK(xe) = 0; (iv) d2K(xe) este pozitiv definită,

atunci pentru orice ε suficient de mic, suprafaţa integrală

K(x) = ε2

conţine cel puţin o soluţie periodică a cărei perioadă este apropiată de perioada soluţiei
sistemului liniar asociat ı̂n xe.

Formulare Lax şi integrabilitate

O metodă eficientă pentru studiul sistemelor dinamice integrabile este ”formularea
Lax”. Legătura dintre formularea Lax şi integrabilitatea unui sistem hamiltonian este
dată de faptul că formularea Lax furnizează integrale prime ale dinamicii sistemului.

Definiţia 2.1.16 Spunem că sistemul dinamic (2.1.1) admite o formulare Lax sau
reprezentare Lax, dacă există o pereche de matrici (L,B), unde L = L(t) şi B = B(t)
sunt matrici de tip n× n ale căror componente sunt funcţii de clasă C1 astfel ı̂ncât

L̇ = [L,B] = LB −BL, unde L̇ =
dL

dt
. (2.1.6)

Teorema 2.1.17 (Teorema lui Flaschka). Fluxul ecuaţiei L̇ = [L,B] este izospec-
tral, adică valorile proprii ale matricei L(t) sunt independente de t.

Dacă sistemul (2.1.5) are formularea Lax (2.1.6), atunci valorile proprii ale matricei
L(t) sunt constante ale mişcării (Observaţiile 2.1.18, 2.1.19).

Uneori, ecuaţiile de mişcare ale unor sisteme dinamice nu pot fi integrate cu ajutorul
funcţiilor elementare. Soluţiile lor pot fi exprimate cu ajutorul funcţiilor eliptice ([31]).

Metode numerice pentru aproximarea soluţiei unui sistem dinamic

Integratorii geometrici sunt metode de integrare numerică pentru simularea pe
computer a proceselor dinamice descrise de ecuaţii diferenţiale. Integratorii geometrici
conservă proprietăţi ale sistemului dat (energia, structura simplectică, volumul etc.).

Fie (Rn,Π, H) un sistem Hamilton-Poisson a cărui dinamică este descrisă de sistemul
de ecuaţii diferenţiale:

ẋ = Π(x) · ∇H(x), x ∈ Rn. (2.1.7)

Definiţia 2.1.20 Se numeşte integrator (geometric) pe Rn, o familie de aplicaţii
netede ϕt : Rn → Rn, care depinde diferenţiabil de t ∈ R; ϕt se numeşte:
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(i) integrator Poisson dacă are loc relaţia:

(Dϕt(x))T · Π(x) ·Dϕt(x) = Π(ϕt(x)), (∀) x ∈ Rn;

(ii) integrator-energie dacă conservă energia H a sistemului (2.1.7), adică:

H(ϕt(x)) = H(x);

(iii) integrator Casimir dacă conservă un Casimir C ∈ C∞(Rn,R), adică:

C(ϕt(x)) = C(x);

(iv) dacă n = 2m şi ω este o formă simplectică pe R2m, atunci integratorul {ϕt} se
numeşte integrator simplectic, dacă:

ϕ∗tω = ω, (∀) t ∈ R, sau echivalent

(Dϕt(x))T · Πcan ·Dϕt(x) = Πcan, unde Πcan =

(
0 Im
−Im 0

)
. �

Pentru un integrator dat vom folosi notaţia

xk+1 = ϕt(x
k), unde xk(t) = x(kt), k ∈ N.

Prezentăm acum doi integratori geometrici care vor fi utilizaţi ı̂n această lucrare.

Integratorul Lie-Trotter. Fie (Rn,Π, H) un sistem Hamilton-Poisson. Integra-
torul Lie-Trotter ([51]) se aplică ı̂n cazul ı̂n care H poate fi scris sub forma:

H = H1 +H2,

astfel ı̂ncât dinamica generată de H1 şi H2 poate fi explicit integrată.
Fie exp(tXH1) (resp. exp(tXH2)) curba integrală asociată câmpului de vectori XH1

(resp. XH2). Atunci integratorul Lie-Trotter([17]) este dat prin formula:

ϕt(x) = exp(tXH2)exp(tXH1)(x) = exp(tXH)(x) +O(t2). (2.1.8)

Propoziţia 2.1.21 ([45]) Integratorul Lie-Trotter (2.1.8) are următoarele proprietăţi:
(i) ϕt este un integrator Poisson;
(ii) restricţia la foliaţia simplectică a spaţiului vectorial Poisson (Rn,Π) defineşte

un integrator simplectic.
Integratorul Kahan. Fie sistemul de ecuaţii diferenţiale:

ẋ = X(x), x(0) = x0, x ∈ Rn, (2.1.9)

cu proprietatea că X este cel mult pătratic ı̂n x, adică:

X(x) = A(x, x) + Bx+ b,

A(·, ·) este un tensor simetric, B o matrice, iar b un vector constant.
Integratorul Kahan ([26]) pentru (2.1.9) se defineşte prin:

xk+1 − xk
h

= A(xk+1, xk) +B
xk+1 + xk

2
+ b, h ∈ R+. (2.1.10)
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2.2 Dinamica sistemului Euler top general

În acest paragraf sunt studiate proprietăţile geometrice şi dinamice ale sistemului
Euler top, problema stabilităţii, legătura dintre dinamica Euler top şi dinamica pendu-
lului şi problema integrării numerice. Contribuţiile originale sunt cuprinse ı̂n Secţiunea
2.2.3 şi au fost publicate ı̂n lucrarea citată [50] (Şuşoi, 2010).

Sistemul dinamic Euler top ı̂n forma generală este descris de o familie de ecuaţii
diferenţiale pe R3 care depinde de un triplet de parametri reali. Un reprezentant remar-
cabil este corpul rigid liber [35]. Pentru diferite valori date parametrilor se obţin sisteme
dinamice, ca de exemplu: sistemul Lagrange [48](Takhtajan, 1994), ecuaţiile dinamicii
unui vehicul subacvatic [20], sistemul Rabinovich [12](Chiş şi Puta, 2008) etc.

2.2.1 Geometria Poisson a sistemului Euler top

Sistemul Euler top general sau sistemul dinamic Euler top ı̂n forma generală este
descris de următorul set de ecuaţii diferenţiale pe R3 ([41]):

dx1

dt
= α1x2(t)x3(t),

dx2

dt
= α2x1(t)x3(t),

dx3

dt
= α3x1(t)x2(t), (2.2.1)

unde α1, α2, α3 ∈ R sunt parametri astfel ı̂ncât α1α2α3 6= 0 şi t este timpul.

Observaţia 2.2.1 Pentru α1 =
1

I3

− 1

I2

, α2 =
1

I1

− 1

I3

, α3 =
1

I2

− 1

I1

[respectiv,

α1 =
1

m3

− 1

m2

, α2 =
1

I1

, α3 = − 1

I1

], sistemul (2.2.1) se reduce la ecuaţiile corpului

rigid liber (1.4.1)[ respectiv, ecuaţiile (1.4.4) ale mişcării unui vehicul subacvatic ]. �
Dacă ı̂n (2.2.1) se ı̂nlocuiesc parametrii αi cu valorile corespunzătoare obţinem:

ẋ1 = x2x3, ẋ2 = −x3x1, ẋ3 = −k2x1x2, cu 0 < k2 < 1. (2.2.2)

(ecuaţiile fluxului gradient Tzitzeica-Lorentz [15]);

ẋ1 = x2x3, ẋ2 = −x1x3, ẋ3 = x1x2 (sistemul Rabinovich); (2.2.3)

ẋ1 = x2x3, ẋ2 = x1x3, ẋ3 = x1x2 (sistemul Lagrange). (2.2.4)

Notăm vectorul parametrilor care intervin ı̂n sistemul (2.2.1) cu α = (α1, α2, α3).
Considerăm funcţiile Hα, Cα ∈ C∞(R3,R) date prin:

Hα(x1, x2, x3) =
1

2
(α2x

2
1 − α1x

2
2) şi Cα(x1, x2, x3) =

1

2
(
α3

α2

x2
2 − x2

3). (2.2.5)

Propoziţia 2.2.2 Funcţiile Hα şi Cα date prin (2.2.5), sunt constante ale mişcării
(integrale prime) pentru sistemul dinamic (2.2.1).

21



Propoziţia 2.2.3 O realizare Hamilton-Poisson a sistemului Euler top (2.2.1) este
(R3, P α, Hα), cu funcţia Casimir Cα, unde Hα, Cα sunt date prin (2.2.5), iar Pα este:

Pα =




0 −x3 −α3

α2
x2

x3 0 0

α3

α2
x2 0 0


 . (2.2.6)

Geometria Poisson a sistemului (2.2.1) este generată de o matrice de tip se(2).
Observaţia 2.2.5 Deoarece Hα şi Cα sunt integrale prime, rezultă că: traiectoriile

din spaţiul fazelor sistemului Euler top general se află la intersecţia suprafeţelor

1

2
(α2x

2
1 − α1x

2
2) = constant şi

1

2
(
α3

α2

x2
2 − x2

3) = constant. �

Definim funcţiile Cα
ab, H

α
cd ∈ C∞(R3,R) date prin:

Cα
ab = aCα + bHα, Hα

cd = cCα + dHα, a, b, c, d ∈ R adică (2.2.7)




Cα
ab(x1, x2, x3) =

1

2

(
bα2x

2
1 + (a

α3

α2

− bα1)x2
2 − ax2

3

)

Hα
cd(x1, x2, x3) =

1

2

(
dα2x

2
1 + (c

α3

α2

− dα1)x2
2 − cx2

3

) (2.2.8)

Propoziţia 2.2.6 Sistemul dinamic Euler top (2.2.1) are o infinitate de realizări
Hamilton-Poisson. Mai precis, (R3, {·, ·}αab, Hα

cd), unde:

{f, g}αab = −∇Cα
ab · (∇f ×∇g), (∀)f, g ∈ C∞(R3,R) (2.2.9)

şi a, b, c, d ∈ R astfel ı̂ncât ad− bc = 1, este o realizare Hamilton-Poisson.
Structura Poisson dată prin (2.2.9) este generată de matricea

Pα
ab =




0 ax3 (a
α3

α2

− bα1)x2

−ax3 0 −bα2x1

−(a
α3

α2

− bα1)x2 bα2x1 0


 ,

iar Cα
ab este un Casimir pentru configuraţia (R3, {·, ·}αab).

Observaţia 2.2.8 Propoziţia 2.2.6 ne asigură că ecuaţiile (2.2.1) sunt invariante,
dacă Hα şi Cα sunt ı̂nlocuite cu combinaţii liniare cu coeficienţi modulo SL(2,R). În
consecinţă, traiectoriile mişcării sistemului Euler top rămân neschimbate. �

Dacă ı̂n Propoziţia 2.2.3 se ı̂nlocuiesc αi cu valorile corespunzătoare vom obţine
realizări Hamilton-Poisson pentru sistemele (1.4.1), (1.4.4), (2.2.2), (2.2.3) şi (2.2.4) (
Corolarul 2.2.9).
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Observaţia 2.2.10 Ecuaţiile Euler ale rigidului liber (1.4.1) au două realizări Hamilton-
Poisson şi anume: una de tip so(3) şi alta de tip se(2).

Sistemele (2.2.2)− (2.2.4) au realizări Hamilton- Poisson de tip se(2). �
Pentru anumite restricţii impuse asupra parametrilor αi, mişcarea sistemului Euler

top se reduce la mişcarea pe suprafaţa descrisă de legea de conservare:

x2
1 −

α1

α2

x2
2 = 2H, unde H = constant. (2.2.10)

Mai precis: dacă α1α2 < 0, atunci dinamica sistemului Euler top (2.2.1) poate fi
redusă la dinamica pendulului (Propoziţia 2.2.11)

Soluţiile sistemului Euler top restricţionate la suprafaţa (2.2.10) sunt:

x1(t) =
√

2H · cos
θ(t)

2
, x2(t) =

√
2H

√
−α2

α1

· sin θ(t)
2
, x3(t) =

1

2α2

√
−α2

α1

· θ̇(t),

unde θ este soluţia ecuaţiei pendulului:

θ̈(t) = 2Hα2α3 · sin θ(t).
Deoarece ecuaţia pendulului se poate integra prin funcţii eliptice ([31]), rezultă că

soluţiile sistemului Euler top restricţionate la suprafaţa (2.2.11) se exprimă cu ajutorul
funcţiilor eliptice (un rezultat analog se obţine ı̂n cazul α2α3 < 0).

2.2.2 Problema stabilităţii ı̂n dinamica Euler top

Stările de echilibru ale sistemului Euler top (2.2.1) sunt
e0 = (0, 0, 0), em1 = (m, 0, 0), em2 = (0,m, 0) şi em3 = (0, 0,m) pentru orice m ∈ R∗.

În Propoziţia 2.2.14 se stabileşte natura stabilităţii spectrale a stărilor de echilibru
pentru sistemul Euler top. Se obţin următoarele rezultate:

− em1 , m ∈ R∗ sunt spectral stabile dacă α2α3 < 0 şi instabile dacă α2α3 > 0;

− em2 , m ∈ R∗ sunt spectral stabile dacă α1α3 < 0 şi instabile dacă α1α3 > 0;

− em3 , m ∈ R∗ sunt spectral stabile dacă α1α2 < 0 şi instabile dacă α1α2 > 0;

− e0 este spectral stabilă.

Într-adevăr, matricea liniarizatului sistemului (2.2.1) este

A(x) =




0 α1x3 α1x2

α2x3 0 α2x1

α3x2 α3x1 0


 .

Polinomul caracteristic al matricei A(em1 ) este pA(em1 )(λ) = −λ(λ2 − α2α3m
2) care

are rădăcinile λ1 = 0, λ2,3 = ±m√α2α3.
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Avem λ1 = 0 şi λ2,3 = ±m√α2α3, dacă α2α3 > 0 şi λ2,3 = ±im√−α2α3, dacă
α2α3 < 0. Atunci, conform Teoremei 2.1.9 (Lyapunov) rezultă că em1 este spectral stabil
pentru α2α3 < 0 şi instabil pentru α2α3 > 0.

Se ı̂nlocuiesc ı̂n Propoziţia 2.2.2 parametrii αi şi se obţine stabilitatea spectrală a
stărilor de echilibru pentru sistemul Lagrange etc. (Corolarul 2.2.15).

Propoziţia 2.2.16 Dacă α1α2 < 0 (resp. α1α3 < 0; resp. α2α3 < 0), atunci starea
de echilibru e0 a sistemului Euler top (2.1.1) este neliniar stabilă.

Pentru demonstraţie se arată că Lα este o funcţie Lyapunov, unde

Lα(x1, x2, x3) =
1

2
(α2x

2
1 − α1x

2
2).

În propoziţiile următoare se studiază stabilitatea neliniară a punctelor de echilibru
em1 (dacă α2α3 < 0), em2 (dacă α1α3 < 0) şi em3 (dacă α1α2 < 0), unde m ∈ R∗.

Propoziţia 2.2.17 Dacă α1α2 < 0, atunci em3 , m ∈ R∗, este neliniar stabil.
Demonstraţie. Fie funcţia Fα

λ ∈ C∞(R3,R), λ ∈ R, dată prin:

Fα
λ (x1, x2, x3) = Hα(x1, x2, x3)− λCα(x1, x2, x3), adică

Fα
λ (x1, x2, x3) =

1

2

(
α2x

2
1 − α1x

2
2

)− λ

2

(
α3

α2

x2
2 − x2

3

)
.

Atunci rezultă că:
(i) ∇Fα

λ (em3 ) = 0 dacă şi numai dacă λ = 0;

(ii) W := ker dCα(em3 ) = spanR

(
(1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T

)
;

(iii) Pentru orice v ∈ W , i.e. v = (a, b, 0)T , a, b ∈ R, rezultă:

vT · ∇2Fα
0 (em3 ) · v = α2a

2 − α1b
2

şi astfel ∇2Fα
0 (em3 )

∣∣∣
W×W

este pozitiv definită dacă α1 < 0, α2 > 0 şi negativ definită

dacă α1 > 0, α2 < 0 .
Conform metodei lui Arnold (T. 2.1.14), conchidem că em3 , este neliniar stabil. �
În Propoziţiile 2.2.18, 2.2.19 se demonstrează că:
− dacă α1α3 < 0 (resp., α2α3 < 0 ), atunci em2 , m ∈ R∗ (resp., em1 , m ∈ R∗), este

neliniar stabil.
Ca o consecinţă a propoziţiilor precedente se obţine stabilitatea neliniară a starilor

de echilibru pentru sistemele (1.4.1), (1.4.4), (2.2.1)-(2.2.3) (Corolarul 2.2.20).
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2.2.3 Integrarea numerică a sistemului Euler top

Vom discuta integrarea numerică a dinamicii Euler top (2.2.1), folosind integratorul
Lie-Trotter [51] şi integratorul Kahan [26]. Rezultatele cuprinse ı̂n această secţiune au
fost publicate ı̂n lucrarea [50] (Şuşoi, 2010).

Câmpul de vectori XHα asociat hamiltonianului Hα al dinamicii (2.2.1) se scrie:

XHα = XHα
1

+XHα
2
, unde

Hα
1 (x1, x2, x3) =

1

2
α2x

2
1, Hα

2 (x1, x2, x3) = −1

2
α1x

2
2.

Curbele integrale correspunzătoare sunt, respectiv, date de:

X(t) = Ai ·X(0), i = 1, 2,

unde X(t) = (x1(t), x2(t), x3(t))T şi Ai este matricea operatorului exp(tXHα
i
), i = 1, 2.

Determinăm matricea A1 a operatorului exp(tXHα
1
). Avem

Ẋ = Pα · ∇Hα
1 = AX unde A =




0 0 0
0 0 α2a
0 α3a 0


 şi a = x1(0).

Polinomul caracteristic al matricei At este pAt(λ) = −λ(λ2 − α2α3a
2t2). Dacă

α2α3 < 0, atunci rădăcinile polinomului pAt(λ) sunt λ1 = 0 şi λ2,3 = ±iat√−α2α3 =
±iaγt, unde γ =

√−α2α3. Avem

exp(At) = I3 + sin γat
γa
· A+ 1−cos γat

γ2a2 · A2 = A1, unde

A1 =




1 0 0

0 cos(aγt) α2

γ
sin(aγt)

0 α3

γ
sin(aγt) cos a(γt)


 , a = x1(0).

În acelaşi mod se determină matricea A2 a operatorului exp(tXα
H2

) şi avem:

A2 =




1 0 bα1t

0 1 0

0 0 1


 , b = x2(0).

Atunci via [51], integratorul Lie-Trotter este dat prin:

X(n+ 1) = A1A2X(n). (2.2.11)
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Propoziţia 2.2.21 Dacă α2α3 < 0 şi γ =
√−α2α3, atunci integratorul Lie-Trotter

al sistemului Euler top (2.2.1) este dat prin:





x1(n+ 1) = x1(n) + tα1x2(0) · x3(n)
x2(n+ 1) = cos(tγx1(0)) · x2(n) + α2

γ
sin(tγx1(0)) · x3(n)

x3(n+ 1) = α3

γ
sin(tγx1(0)) · x2(n) + cos(tγx1(0)) · x3(n)

(2.2.12)

Propoziţia 2.2.22 Integratorul Lie-Trotter (2.2.12) are următoarele proprietăţi:
(i) este un integrator Poisson; (ii) este un integrator Casimir;
(iii) nu este un integrator-energie.
Aplicând Propoziţia 2.2.21 se obţine succesiv integratorul Lie-Trotter pentru sis-

temele (1.4.4) ,(2.2.2) şi (2.2.3) (Corolarele 2.2.23-2.2.25).
Propoziţia 2.2.26 Pentru sistemul Euler top (2.2.1), integratorul Kahan este dat

de sistemul de ecuaţii recurente:





xk+1
1 − xk1 = hα1

2
(xk+1

2 xk3 + xk+1
3 xk2),

xk+1
2 − xk2 = hα2

2
(xk+1

1 xk3 + xk+1
3 xk1), unde xk = x0 + k · h.

xk+1
3 − xk3 = hα3

2
(xk+1

2 xk1 + xk+1
1 xk2),

(2.2.13)

Observaţia 2.2.27 Înlocuind ı̂n (2.2.13) parametrii αi cu valorile corespunzătoare
se obţine integratorul Kahan pentru fiecare din sistemele (1.4.1), (1.4.4), (2.2.2)−(2.2.4).

2.3 Sistemul Euler top metriplectic

În acest paragraf se studiază proprietăţile geometrice şi dinamice ale sistemului Euler
top metriplectic. Conţinutul ultimelor două secţiuni se axează pe rezultatele autorului
cuprinse ı̂n lucrarea citată [49] (Şuşoi şi M. Ivan, 2009).

În Secţiunea 2.3.1 se prezintă noţiuni şi rezultate referitoare la sisteme metriplectice
[40] (Ortega şi Plannas-Bielsa, 2004), [22](Gh. Ivan şi Opriş, 2006). În Secţiunea 2.3.2
se construieşte structura metriplectică asociată sistemului Euler top general. Secţiunea
2.3.3 este dedicată studiului stabilităţii spectrale pentru sistemul Euler top metriplectic.

Prezentăm mai ı̂ntâi construcţia sistemului metriplectic asociat unui sistem
Hamilton-Poisson (Secţiunea 2.3.1).

Un croşet Leibniz pe o varietate diferenţială M de dimensiune n, este o aplicaţie
biliniară [·, ·] : C∞(M)× C∞(M)→ C∞(M) care satisface regulile lui Leibniz:

[fg, h] = [f, h]g + f [g, h] şi [f, gh] = [f, g]h+ g[f, h], f, g, h ∈ C∞(M).

O varietate Leibniz este o pereche (M, [·, ·]), unde [·, ·] este un croşet Leibniz.
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Fie P şi g două câmpuri de tensori 2- contravarianţi pe M . Definim aplicaţia
[·, (·, ·)] : C∞(M)× (C∞(M)× C∞(M))→ C∞(M) dată prin:

[f, (h1, h2)] = P (df, dh1) + g(df, dh2), (∀) f, h1, h2 ∈ C∞(M). (2.3.1)

Se demonstrează că aplicaţia [[·, ·]] : C∞(M)× C∞(M)→ C∞(M) dată prin:

[[f, h]] = [f, (h, h)], (∀) f, h ∈ C∞(M), (2.3.2)

este un croşet Leibniz şi (M,P,g, [[·, ·]]) este o varietate Leibniz.
O varietate Leibniz (M,P,g, [[·, ·]]) astfel ı̂ncât P este un tensor antisimetric şi g

este un tensor simetric este numită varietate metriplectică.
Fie (M,P,g, [[·, ·]]) o varietate metriplectică. În lucrarea [22] s-a demonstrat că, dacă

există funcţiile h1, h2 ∈ C∞(M) astfel ı̂ncât P (df, dh2) = 0 şi g(df, dh1) = 0 pentru orice
f ∈ C∞(M), atunci croşetul [[·, ·]] dat prin (2.3.2) satisface relaţia:

[[f, h1 + h2]] = [f, (h1, h2)], (∀) f ∈ C∞(M). (2.3.3)

În aceste ipoteze, câmpul de vectori Xh1h2 dat prin:

Xh1h2(f) = [[f, h1 + h2]] (∀) f ∈ C∞(M), (2.3.4)

este numit câmpul Leibniz asociat perechii (h1, h2) pe M.
Aplicând relaţiile (2.3.1)-(2.3.3), rezultă că Xh1h2 este dat prin:

Xh1h2(f) = P (df, dh1) + g(df, dh2), (∀) f ∈ C∞(M). (2.3.5)

În coordonatele locale (xi), i = 1, n pe M , sistemul următor:

ẋi = Xh1h2(xi) = P ij ∂h1

∂xj
+Gij ∂h2

∂xj
, i, j = 1, n, (2.3.6)

cu P ij = P (dxi, dxj) şi Gij = g(dxi, dxj), este numit sistem metriplectic pe M asociat
câmpului Xh1h2 cu croşetul [[·, ·]].

Prezentăm o metodă pentru a obţine sisteme metriplectice care constă ı̂n a adăuga
un termen de disipaţie la un sistem Hamilton-Poisson [10] (Birtea, Puta et al,, 2007).

Fie {·, ·} o structură Poisson pe Rn generată de matricea antisimetrică P = (P ij),
o funcţie H ∈ C∞(Rn) şi C1, . . . , Ck ∈ C∞(Rn) un sistem complet de funcţii Casimir
funcţional independente. Fie G o funcţie diferenţiabilă definită pe Rn cu valori ı̂n spaţiul
liniar al matricelor simetrice de tipul n× n.

Definiţia 2.3.1([10])Un sistem metriplectic pe Rn este un sistem de forma:

ẋ(t) = P (x(t)) · ∇H(x(t)) +G(x(t)) · ∇ϕ(C1, . . . , Ck)(x(t)), (2.3.7)
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unde ϕ ∈ C∞(Rk) astfel ı̂ncât următoarele condiţii sunt ı̂ndeplinite:

(i) P (x) · ∇Ci(x) = 0, i = 1, k, (ii) G(x) · ∇H(x) = 0;

(iii) (∇C̃(x))T ·G(x) · ∇C̃(x)) ≤ 0, unde C̃ = ϕ(C1, . . . , Ck). �
Sistemul metriplectic (2.3.7), notat cu (Rn, P,H,G, C̃), se interpretează ca o ”per-

turbare” a sistemului Poisson

ẋ(t) = P (x(t)) · ∇H(x(t))

cu termenul de disipaţie G(x) · ∇ϕ(C1, . . . , Ck)(x). Se spune că sistemul metriplectic
(2.3.7) este asociat sistemului Hamilton-Poisson (Rn, P,H).

Dacă (Rn, P,H) este un sistem Hamilton-Poisson, atunci determinăm tensorul si-
metric g pe Rn, generat de matricea G = (Gij), unde:

Gii(x) = −
n∑

k=1, k 6=i
(
∂h1

∂xk
)2 şi Gij(x) =

∂h1

∂xi
∂h1

∂xj
, pentru i 6= j. (2.3.8)

Definiţia 2.3.3 Un sistem diferenţial pe Rn de forma:

ẋi = ϕi(x1, x2, ..., xn), unde ϕi ∈ C∞(Rn), i = 1, n (2.3.9)

are o realizare metriplectică pe Rn, dacă există o structură metriplectică (Rn, P,H,G, C̃)
astfel ı̂ncât (2.3.9) se poate scrie sub forma (2.3.7).

Ca exemplu ilustrativ se construieşte sistemul metriplectic asociat sistemu-
lui Euler top (2.2.1) (Secţiunea 2.3.2). Pentru aceasta utilizăm realizarea Hamilton-
Poisson (R3, P α, Hα) dată ı̂n Propoziţia 2.2.3.

Aplicăm acum formulele (2.3.8) pentru funcţia h1 = Hα ∈ C∞(R3) dată prin (2.2.5).
Tensorul simetric g este generat de matricea Gα = (Gij

α ), unde

Gα =




−α2
1x

2
2 −α1α2x1x2 0

−α1α2x1x2 −α2
2x

2
1 0

0 0 −α2
2x

2
1 − α2

1x
2
2


 . (2.3.10)

Considerăm funcţiile H = Hα şi C = Cα date prin relaţiile (2.2.5), tensorul antisi-
metric P = Pα dat prin (2.2.6) şi tensorul simetric g dat prin (2.3.10).

Pentru funcţia C̃α = βCα cu β ∈ R, sistemul dinamic (2.3.7) se scrie:





ẋ1 = α1x2(x3 − βα3x1x2)
ẋ2 = α2x1(x3 − βα3x1x2)
ẋ3 = α3x1x2 + βx3(α2

2x
2
1 + α2

1x
2
2)

(2.3.11)
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Propoziţia 2.3.4 (R3, P α, Hα, Gα, C̃α) este o realizare metriplectică pentru (2.3.11).
Sistemul (2.3.11) este numit sistem Euler top metriplectic.
Dacă β = 0, sistemul (2.3.11) se reduce la sistemul Hamilton-Poisson (2.2.1).
Propoziţia 2.3.6 Funcţia Hα dată prin (2.2.5) este o constantă a mişcării sistemului

metriplectic (2.3.11).

Pentru β 6= 0, C̃α = βCα nu este o constantă a mişcării pentru (2.3.11).
Dacă ı̂n (2.3.11) considerăm α = (1, 1, 1), vom obţine sistemul Lagrange metriplectic:

ẋ1 = x2x3 − βx1x
2
2, ẋ2 = x1x3 − βx2

1x2, ẋ3 = x1x2 + βx3(x2
1 + x2

2). (2.3.12)

În final ne ocupăm de studiul stabilităţii spectrale pentru dinamica (2.3.11)
(Secţiunea 2.3.3).

Sistemul Euler top (2.2.1) şi sistemul Euler top metriplectic (2.3.11) au aceleaşi stări
de echilibru.

Propoziţia 2.3.10 (i) Pentru β 6= 0, stările de echilibru em1 , m ∈ R∗, ale sistemului
metriplectic (2.3.11), au următoarea comportare:

(1) dacă βα2(α2 − α3) ≤ 0 , atunci em1 este spectral stabil;

(2) dacă βα2(α2 − α3) > 0, atunci em1 este instabil.
(ii) Pentru β = 0, starea de echilibru em1 , m ∈ R∗, a sistemului Euler top (2.2.1),

este spectral stabilă, dacă α2α3 < 0 şi instabilă, dacă α2α3 > 0.
Propoziţia 2.3.11 (i) Pentru orice β 6= 0, stările de echilibru em2 , m ∈ R∗, ale

sistemului metriplectic (2.3.11), au următoarea comportare:

(1) dacă βα1(α1 − α3) ≤ 0 , atunci em2 este spectral stabil;

(2) dacă βα1(α1 − α3) > 0, atunci em2 este instabil.
(ii) Pentru β = 0, starea de echilibru em2 , m ∈ R∗, a sistemului Euler top (2.2.1),

este spectral stabilă, dacă α1α3 < 0 şi instabilă, dacă α1α3 > 0.
Propoziţia 2.3.12 (i) Pentru orice β ∈ R∗ şi m ∈ R, starea de echilibru em3 , a

sistemului (2.3.11) este spectral stabilă, dacă α1α2 < 0 şi instabilă, dacă α1α2 > 0.
(ii) Pentru orice β ∈ R, starea de echilibru e0 = (0, 0, 0) este spectral stabilă.
Corolarul 2.3.13 (i) Dacă β 6= 0 şi m ∈ R∗, atunci e0, e

m
1 , e

m
2 ale sistemului

Lagrange metriplectic (2.3.13), sunt spectral stabile şi em3 , m ∈ R∗ sunt instabile.
(ii) Pentru β = 0, stările de echilibru em1 , e

m
2 , e

m
3 pentru m ∈ R∗ ale sistemului

Lagrange (2.2.4) sunt instabile şi e0 este spectral stabilă.
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Capitolul 3

Două sisteme dinamice clasice pe R6

În acest capitol se stabilesc proprietăţi geometrice şi dinamice importante pentru
două sisteme diferenţiale remarcabile pe R6 şi anume: sistemul Goryachev-Chaplygin
top şi sistemul Kowalevski top. Capitolul este structurat ı̂n trei paragrafe. Rezultatele
originale ale autorului sunt conţinute ı̂n ultimele două paragrafe.

3.1 Structura Lie-Poisson pe duala algebrei Lie se(3)

Fie SE(3,R) = SO(3)×R3− grupul euclidian special de ordinul 3. Acesta este un
grup Lie cu algebra Lie se(3,R) care se identifică cu so(3) × R3, [2](Andrica şi Caşu,
2008). Avem:

se(3,R) = {
(
x̂ y
0 0

)
| x̂ ∈ so(3), y ∈ R3}, x̂ =




0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0


 . (3.1.1)

Structurile plus-minus Lie-Poisson pe duala (se(3,R))∗ a algebrei Lie se(3,R) sunt
generate de matricele Πe3,−, respectiv Πe3,+ (Propoziţia 3.1.3).

3.2 Studiul dinamicii Goryachev- Chaplygin top

În paragraful 3.2 se determină o realizare Hamilton-Poisson a dinamicii Goryachev-
Chaplygin top (3.2.1) şi se studiază reprezentarea Lax, problema stabilităţii, existenţa
soluţiilor periodice şi integrarea numerică. Acest paragraf conţine contribuţiile originale
ale autorului şi au fost publicate ı̂n lucrarea citată [5] (Aron, Puta şi Şuşoi, 2005).

Sistemul Goryachev- Chaplygin top (sau, prescurtat, G-C top) a fost introdus de
Goryachev ı̂n anul 1900 ([16]) şi a fost integrat prin funcţii hipereliptice de Chaplygin ı̂n
anul 1948 ([11]). G-C top este un corp rigid care se roteşte ı̂n jurul unui punct fix pentru
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care momentele principale de inerţie I1, I2, I3 satisfac condiţiile I1 = I2 = 4I3 = I, iar
centrul de greutate se găseşte ı̂n planul ecuatorial al corpului. Vom considera I = 1.

Variabilele dinamicii G-C top sunt componentele m1,m2,m3 ale momentului unghi-
ular şi componentele γ1, γ2, γ3 ale vectorului de poziţie al centrului de greutate ı̂ntr-un
reper relativ la axele principale ale corpului.

Dinamica topului Goryachev-Chaplygin este descrisă de sistemul de ecuaţii diferenţiale:
{
ṁ1 = 3m2m3, ṁ2 = −3m1m3 − 2γ3, ṁ3 = 2γ2,
γ̇1 = 4γ2m3 − γ3m2, γ̇2 = γ3m1 − 4γ1m3, γ̇3 = γ1m2 − γ2m1.

(3.2.1)

Propoziţia 3.2.1 O realizare Hamilton-Poisson a dinamicii G-C top (3.2.1) este
(R6,Π, H), unde

Π =




0 −m3 m2 0 −γ3 γ2

m3 0 −m1 γ3 0 −γ1

−m2 m1 0 −γ2 γ1 0

0 −γ3 γ2 0 0 0

γ3 0 −γ1 0 0 0

−γ2 γ1 0 0 0 0




, (3.2.2)

H(m1,m2,m3, γ1, γ2, γ3) =
1

2
(m2

1 +m2
2 + 4m2

3)− 2γ1 (3.2.3)

Structura Poisson generată de matricea Π pe spaţiul R6 este de fapt structura minus
Lie-Poisson pe (se(3,R))∗ ∼= R6 generată de matricea Πe3,−.

Propoziţia 3.2.3 Casimirii C1, C2 ∈ C∞(R6,R) ai configuraţiei (R6,Π) sunt:

C1(m, γ) = m1γ1 +m2γ2 +m3γ3, C2(m, γ) =
1

2
(γ2

1 + γ2
2 + γ2

3).

Funcţiile H,C1, C2 ∈ C∞(R6,R) sunt integrale prime pentru (3.2.1).
Observaţia 3.2.5 Pe orbita coadjunctă (O0,1, ωO0,1) , unde

O0,1 = {(m, γ) ∈ R6 |
{
m1γ1 +m2γ2 +m3γ3 = 0

γ2
1 + γ2

2 + γ2
3 = 2

}

ωO0,1 =
1

2γ3

(dm2 ∧ dγ1 − dm1 ∧ dγ2) +
m3

2γ2
3

dγ1 ∧ dγ2,

sistemul (3.2.1) mai are o integrală primă, şi anume:

K(m, γ) = m3(m2
1 +m2

2) + 2m1γ3. (3.2.4)

În plus, sistemul hamiltonian (O0,1, ωO0,1 , H) este complet integrabil cu ambele
integrale prime independente ı̂n involuţie H şi K.
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Sistemul G-C top şi formularea Lax

Propoziţia 3.2.6 Dinamica G-C top (3.2.1) are o formulare Lax, adică:

L̇ = [L,B], unde

L =




0 m2 − im1 m1 + im2 0 0 0 0 0 0

−m2 + im1 0 −1 0 0 0 0 0 0

−m1 − im2 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −im3 m3 0 0 0

0 0 0 im3 0 −1 0 0 0

0 0 0 −m3 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 γ3 γ1

0 0 0 0 0 0 −γ3 0 γ2

0 0 0 0 0 0 −γ1 −γ2 0




şi

B =




0 −2iγ3 2γ3 0 0 0 0 0 0

2iγ3 0 3m3 0 0 0 0 0 0

−2γ3 −3m3 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 2γ2 2iγ2 0 0 0

0 0 0 −2γ2 0 0 0 0 0

0 0 0 −2iγ2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 −4m3 −m1

0 0 0 0 0 0 4m3 0 −m2

0 0 0 0 0 0 m1 m2 0




.

Corolarul 3.2.7 Fluxul dinamicii G-C top (3.2.1) este izospectral.

Stabilitate şi soluţii periodice pentru dinamica (3.2.1)

Propoziţia 3.2.8 Dinamica G-C top are următoarele stări de echilibru:

e12 = (M,N, 0, 0, 0, 0), e14 = (M, 0, 0, N, 0, 0), e1346 = (M, 0, N,−3M2

8
, 0,−3MN

2
),

pentru orice M,N ∈ R.
În Propoziţiile 3.2.9 - 3.2.11 se studiază stabilitatea spectrală a stărilor de echilibru

ale sistemului dinamic (3.2.1). Aceste stări au următoarea comportare:

− e1346 sunt spectral stabile dacă M2 < 2N2, şi instabile dacă M2 ≥ 2N2;

− e14 sunt spectral stabile dacă N > 0, şi instabile dacă N ≤ 0;
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− e12,M,N ∈ R sunt spectral stabile.
Stabilitatea neliniară a stărilor e14 şi e1346 este analizată ı̂n propoziţiile următoare:
Propoziţia 3.2.12 e14 pentru M,N ∈ R, N > 0, sunt neliniar stabile.
Propoziţia 3.2.13 e1346 sunt neliniar stabile, dacă M,N ∈ R,M2 < 2N2,M < 0.
Observaţia 3.2.14 Rămâne o problemă deschisă, studiul stabilităţii neliniare a

stărilor e12,M,N ∈ R şi a stărilor e1346,M,N ∈ R,M2 < 2N2,M ≥ 0.
Sistemul (3.2.1) redus la orbita coadjunctă OM,N , unde

OM,N = {(m, γ) ∈ R6 |
{
m1γ1 +m2γ2 +m3γ3 = MN

γ2
1 + γ2

2 + γ2
3 = N2

}

generează un sistem hamiltonian clasic. Atunci are loc propoziţia următoare.
Propoziţia 3.2.15 Pe vecinătatea stării e14,M,N ∈ R, N > 0, sistemul redus are,

pentru fiecare valoare suficient de mică a energiei reduse, cel puţin două soluţii periodice.

Integrarea numerică a dinamicii (3.2.1)

În această secţiune vom discuta integrarea numerică a dinamicii G-C top (3.2.1),
folosind integratorul Lie-Trotter ([51]).

Câmpul de vectori XH asociat hamiltonianului H al dinamicii (3.2.1) se scrie:

XH = XH1 +XH2 +XH3 +XH4 , unde

H1(m, γ) =
1

2
m2

1, H2(m, γ) =
1

2
m2

2, H3(m, γ) = 2m2
3, H4(m, γ) = −2γ1.

Curbele integrale correspunzătoare sunt, respectiv, date prin:



m1(t)
m2(t)
m3(t)
γ1(t)
γ2(t)
γ3(t)




= Ai ·




m1(0)
m2(0)
m3(0)
γ1(0)
γ2(0)
γ3(0)



,

unde Ai este matricea operatorului exp(tXHi), pentru i = 1, 4.
Determinăm matricea Ai a operatorului exp(tXHi) pentru i = 1, 4 şi obţinem:

A1 =




1 0 0 0 0 0

0 cosm1(0)t sinm1(0)t 0 0 0

0 − sinm1(0)t cosm1(0)t 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 cosm1(0)t sinm1(0)t

0 0 0 0 − sinm1(0)t cosm1(0)t




, (3.2.5)
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A2 =




cosm2(0)t 0 − sinm2(0)t 0 0 0

0 1 0 0 0 0

sinm2(0)t 0 cosm2(0)t 0 0 0

0 0 0 cosm2(0)t 0 − sinm2(0)t

0 0 0 0 1 0

0 0 0 sinm2(0)t 0 cosm2(0)t




, (3.2.6)

A3 =




cos 4m3(0)t sin 4m3(0)t 0 0 0 0

− sin 4m3(0)t cos 4m3(0)t 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 cos 4m3(0)t sin 4m3(0)t 0

0 0 0 − sin 4m3(0)t cos 4m3(0)t 0

0 0 0 0 0 1




, (3.2.7)

A4 =




1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 −2t

0 0 1 0 2t 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




. (3.2.8)

Atunci via [51], integratorul Lie-Trotter este dat prin:




mn+1
1

mn+1
2

mn+1
3

γn+1
1

γn+1
2

γn+1
3




= A1A2A3A4




mn
1

mn
2

mn
3

γn1
γn2
γn3



, (3.2.9)

unde Ai, i = 1, 4 sunt date prin relaţiile (3.2.5) - (3.2.8).
Propoziţia 3.2.16 Integratorul Lie-Trotter (3.2.9) are următoarele proprietăţi:
(i) este un integrator Poisson şi păstrează Casimirii C1, C2 ai configuraţiei (R6,Π).
(ii) nu este un integrator-energie, adică nu conservă hamiltonianul H.
Propoziţia 3.2.17 Restricţiile integratorului Lie-Trotter la orbitele coadjuncte:

m1γ1 +m2γ2 +m3γ3 = constant şi γ2
1 + γ2

2 + γ2
3 = constant

generează un integrator simplectic.
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3.3 Studiul dinamicii Kowalevski top

În acest paragraf se realizează un studiu geometric şi dinamic al sistemului Kowalevski
top (3.3.1). Conţinutul acestui paragraf se axează pe rezultatele autorului cuprinse ı̂n
lucrarea citată [6] (Aron, Puta, Şuşoi et al., 2006).

Kowalevski top [30] (Kowalevski, 1989) este un corp rigid care se roteşte ı̂n jurul
unui punct fix pentru care momentele principale de inerţie I1, I2, I3 satisfac condiţiile
I1 = I2 = 2I3 = I. Vom considera I = 1.

Dinamica topului Kowalevski este descrisă de sistemul de ecuaţii diferenţiale următor:





ṁ1 = m2m3, ṁ2 = −m1m3 − 1

2
γ3, ṁ3 =

1

2
γ2,

γ̇1 = 2γ2m3 − γ3m2, γ̇2 = γ3m1 − 2γ1m3, γ̇3 = γ1m2 − γ2m1.
(3.3.1)

Propoziţia 3.3.1 Dinamica Kowalevski top are realizarea Hamilton-Poisson (R6,Π, H),
unde

Π =




0 −m3 m2 0 −γ3 γ2

m3 0 −m1 γ3 0 −γ1

−m2 m1 0 −γ2 γ1 0

0 −γ3 γ2 0 0 0

γ3 0 −γ1 0 0 0

−γ2 γ1 0 0 0 0




, (3.3.2)

H(m1,m2,m3, γ1, γ2, γ3) =
1

2
(m2

1 +m2
2 + 2m2

3 − γ1) (3.3.3)

Propoziţia 3.3.2 Casimirii C1, C2 ∈ C∞(R6,R) ale configuraţiei (R6,Π) sunt:

C1(m, γ) = m1γ1 +m2γ2 +m3γ3, C2(m, γ) =
1

2
(γ2

1 + γ2
2 + γ2

3). �
Se demonstrează că:

− H,C1, C2 ∈ C∞(R6,R) sunt integrale prime pentru (3.3.1)( Propoziţia 3.3.3);
− dinamica Kowalevski top (3.3.1) are o formulare Lax şi fluxul dinamicii Kowalevski
este izospectral (Propoziţia 3.3.4, Corolarul 3.3.5).

Problema stabilităţii şi existenţa soluţiilor periodice. Dinamica Kowalevski
top are următoarele stări de echilibru:

e12 = (M,N, 0, 0, 0, 0), e14 = (M, 0, 0, N, 0, 0), e1346 = (M, 0, N,M2, 0,−2MN),
pentru orice M,N ∈ R (Propoziţia 3.3.6).

În Propoziţiile 3.3.7− 3.3.11 se studiază problema stabilităţii şi obţinem că:
− e12,M,N ∈ R sunt spectral stabile;
− e1346 sunt neliniar stabile dacă M2 < 2N2,M < 0 şi instabile dacă M2 ≥ 2N2;
− e14 sunt neliniar stabile dacă M,N ∈ R, N > 0, şi instabile dacă N ≤ 0.
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Observaţia 3.3.12 Rămâne o problemă deschisă, studiul stabilităţii neliniare a
stărilor e12,M,N ∈ R şi e1346,M,N ∈ R,M2 < 2N2,M ≥ 0. �

Sistemul (3.3.1) redus la orbita coadjunctă OM,N , unde

OM,N = {(m, γ) ∈ R6 |
{
m1γ1 +m2γ2 +m3γ3 = MN

γ2
1 + γ2

2 + γ2
3 = N2

}

generează un sistem hamiltonian clasic. Atunci are loc propoziţia următoare.
Propoziţia 3.3.13 Pe vecinătatea stării e14,M,N ∈ R, N > 0, sistemul redus are,

pentru fiecare valoare suficient de mică a energiei reduse, cel puţin două soluţii periodice.
Integrarea numerică a dinamicii (3.3.1) se realizează prin două metode.
Integratorul Lie-Trotter al dinamicii (3.3.1) este dat ı̂n relaţiile (3.3.13), iar pro-

prietăţile lui sunt stabilite ı̂n Propoziţiile 3.3.14 şi 3.3.15.
Propoziţia 3.3.16 Pentru sistemul Kowalevski top (3.3.1), integratorul Kahan este

dat de sistemul de ecuaţii recurente:





mk+1
1 −mk

1 = h
2
(mk+1

2 mk
3 +mk+1

3 mk
2)

mk+1
2 −mk

2 = −h
2
(mk+1

1 mk
3 +mk+1

3 mk
1)− h

4
(γk+1

3 − γk3 )

mk+1
3 −mk

3 = h
4
(γk+1

2 − γk2 )

γk+1
1 − γk1 = h(γk+1

2 mk
3 +mk+1

3 γk2 )− h
2
(γk+1

3 mk
2 +mk+1

2 γk3 )

γk+1
2 − γk2 =

h

2
(γk+1

3 mk
1 +mk+1

1 γk3 )− h(γk+1
1 mk

3 +mk+1
3 γk1 )

γk+1
3 − γk3 =

h

2
(γk+1

1 mk
2 +mk+1

2 γk1 )− h(γk+1
2 mk

1 +mk+1
1 γk2 )

(3.3.4)

unde mk
i = m0

i + k · h, γki = γ0
i + k · h, i = 1, 2, 3.

Se demonstrează prin calcul sau, eventual, folosind software-ul MATHEMATICA,
că: integratorul Kahan nu păstrează structura Poisson şi nici Casimirii C1, C2 şi nu
este un integrator-energie (Propoziţia 3.3.17).

Observaţie Se poate constata uşor prin simulare numerică că integratorul Lie-Trotter
şi integratorul Kahan nu aproximează decât porţiuni ”mici” ale dinamicii Kowalevski
top. Este o problemă deschisă pentru a argumenta acest comportament.
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Capitolul 4

Sisteme dinamice cu control pe
grupul Lie SO(4)

Capitolul 4 este structurat ı̂n două paragrafe. Rezultatele originale sunt conţinute
ı̂n paragraful 4.2.

4.1 Sisteme cu control pe grupuri Lie de matrici

În acest paragraf se prezintă definiţii şi proprietăţi referitoare la sisteme cu control pe
grupuri Lie. Se analizează o problemă de control optimal pentru dinamica robotului
Hilare resp. dinamica unei nave spaţiale.

Sursele bibliografice folosite sunt: [25](Jurdjevic şi Sussmann, 1972), [29](Khrisnaprasad,
1993), [32](Leonard, 1994), [47](Struemper, 1997), [28](Khalil, 2002).

Prezentăm câteva elemente de control optimal pe grupuri Lie de matrici.

Fie G un grup Lie de matrici n−dimensional şi g algebra Lie a lui G. Un câmp de
vectori stâng invariant pe G are forma XA, cu X ∈ G şi A ∈ g. Fie B = {E1, E2, ..., En}
o bază de matrici constante ı̂n algebra Lie g.

Un sistem stâng invariant cu control fără termen liber pe G, se scrie sub forma:

Ẋ(t) = X(t)U(t) = X(t)
m∑
i=1

ui(t)Ai, m ≤ n, (4.1.1)

unde X(t) este o curbă ı̂n G, U(t) este o curbă ı̂n g şi {A1, A2, ..., Am} ⊆ B. O alegere
a mulţimii {A1, A2, ..., Am} se numeşte autoritate de control a sistemului (4.1.1).

Observaţie. Stâng invarianţa ne indică faptul că, dacă cunoaştem soluţia XIn(t) a
sistemului (4.1.1) cu proprietatea că X(0) = In, atunci orice soluţie X(t) a sistemului
(4.1.1) cu condiţia iniţială X0 este de forma X(t) = X0 ·XIn(t). �

37



Pentru sistemul (4.1.1), notăm cu U mulţimea controlurilor admisibile, adică mulţimea
funcţiilor local mărginite şi măsurabile definite pe [0,∞] cu valori ı̂n Rm.

Definiţia 4.1.1 Sistemul stâng invariant(4.1.1) se numeşte controlabil, dacă pentru
orice X0, Xf ∈ G există t > 0 şi un control admisibil

u(t) = (u1(t), u2(t), ..., um(t)) ∈ U , t ∈ [0, tf ],

astfel ı̂ncât soluţia X(t) a sistemului (4.1.1) satisface condiţiile:

X(0) = X0 şi X(t) = Xf . (4.1.2)

Problema controlabilităţii unui sistem de forma (4.1.1) se reduce la studiul pro-
prietăţilor algebrice ale algebrei Lie g şi a proprietăţilor topologice ale varietăţii G,
[25](Jurdjevic şi Sussmann, 1972).

Fie C mulţimea parantezelor Lie generate de {A1, A2, ..., Am} şi definită prin:

C = {η | η = [ηk+1, [ηk, [..., [η2, η1]...]]], ηi ∈ {A1, A2, ..., Am}, i = 1, k + 1.

Teorema 4.1.2.([25]) (Teorema Jurdjevic-Sussmann). Fie S un sistem stâng
invariant fără termen liber de forma (4.1.1) pe un grup Lie conex G. Atunci S este
controlabil dacă şi numai dacă span C = g.

Pentru un sistem controlabil se pune problema găsirii controlurilor optimale.
Să se determine controlurile ui(t), i = 1,m care duc sistemul (4.1.1) din poziţia

iniţială X(0) = X0 la momentul t = 0 ı̂n poziţia finală X(tf ) = Xf la momentul t = tf
şi minimizează (realizează minimul) funcţia de cost:

J(u1, u2, ..., um) =
1

2

∫ tf

0

[
m∑
i=1

ciu
2
i (t)]dt, ci > 0, i = 1,m. (4.1.3)

Teorema 1.1.5 ([29]) (Teorema Krishnaprasad) Fie sistemul stâng invariant
controlabil pe grupul Lie G dat prin (4.1.1) cu restricţiile (4.1.2). Controlurile ui, i =
1,m care minimizează funcţia de cost J definită prin (4.1.3) sunt date de relaţiile:

ui =
1

ci
Pi, i = 1,m, (4.1.4)

unde Pi, i = 1,m sunt soluţiile ecuaţiilor lui Hamilton reduse pe (g∗, {·, ·}−), adică:

Ṗi = {Pi, Hopt}−, i = 1,m, (4.1.5)

unde Hopt este hamiltonianul redus (sau optimal) dat prin:

Hopt(P1, P2, ..., Pm) =
1

2

m∑
i=1

1

ci
P 2
i . (4.1.6)
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• Robotul Hilare ca un sistem cu control pe SE(2,R)

Spaţiul configuraţiilor este R2 × S1, iar dinamica lui este descrisă de sistemul de
ecuaţii diferenţiale ([52]):

ẋ1 = u1 cosx3, ẋ2 = u1 sinx3, ẋ3 = u2, (4.1.7)

unde (x1, x2) reprezintă poziţia lui ı̂n plan, iar x3 este orientarea sa, vezi figura:

u1

u2
(x1, x2)

x3

O bază ı̂n algebra Lie se(2,R) a grupului Lie SE(2,R) este {E1, E2, E3}, vezi Para-
graful 1.2. Alegem autoritatea de control {A1, A2},unde A1 = E2, A2 = E1.

Prin calcul direct se arată că sistemul (4.1.7) se poate scrie sub forma echivalentă:

Ẋ = X(A1u1 + A2u2), unde X =




cosx3 − sinx3 x1

sinx3 cosx3 x2

0 0 1


 . (4.1.8)

Sistemul (4.1.8) este un sistem controlabil pe SE(2,R) cu autoritatea de control
{A1, A2}.

Considerăm funcţia de cost J , dată prin:

J(u1, u2) =
1

2

∫ tf

0

[c1u
2
1(t) + c2u

2
2(t)]dt, c1 > 0, c2 > 0. (4.1.9)

Propoziţia 4.1.6 Controlurile care minimizează funcţia de cost J dată prin (4.1.9)
şi duc sistemul (4.1.8) din poziţia X(0) = X0 la t = 0 ı̂n poziţia X(tf ) = Xf la t = tf

sunt date u1 =
P1

c1

, u2 =
P2

c2

unde Pi, i = 1, 3 sunt soluţiile sistemului:

Ṗ1 = − 1

c2

P2P3, Ṗ2 =
1

c1

P1P3, Ṗ3 = − 1

c1

P1P2. (4.1.10)
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Sistemul (4.1.10) este un sistem Euler top (se aplică rezultatele din Cap. 2).
Sistemul (4.1.10) are realizarea Hamilton-Poisson (R3, Hrh, Prh) (v. Propoziţia 2.2.3),

unde:

Prh =




0 −P3 P2

P3 0 0

−P2 0 0




şi Hrh(P1, P2, P3) =
1

2

(
P 2

1

c1

+
P 2

2

c2

)
.

Propoziţia 4.1.7 Stările de echilibru e0 = (0, 0, 0), em1 = (m, 0, 0), em3 = (0, 0,m)
pentru m ∈ R∗ sunt neliniar stabile iar em2 , m ∈ R∗ sunt instabile.

Propoziţia 4.1.8 Integratorul Lie-Trotter al sistemului (4.1.10) este dat prin:





x1(n+ 1) = x1(n)− t

c2

x2(0) · x3(n)

x2(n+ 1) = cos(
t

c1

x1(0)) · x2(n) + sin(
t

c1

x1(0)) · x3(n)

x3(n+ 1) = − sin(
t

c1

x1(0)) · x2(n) + cos(
t

c1

x1(0)) · x3(n)

(4.1.11)

• Dinamica unei nave spaţiale ca un sistem cu control pe SO(3)

Considerăm o navă spaţială care se mişcă liber ı̂n spaţiul R3, [44] (Puta, 1997). Fie
(b1, b2, b3) un reper ortonormal fixat al corpului şi (r1, r2, r3) = (x, y, z) un reper inerţial
astfel ı̂ncât acestea au aceeaşi origine, vezi figura:

b

b
b

2

1

3

x

y

z
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Definim o matrice X(t) ∈ SO(3) astfel ı̂ncât

ri = X(t) · bi, i = 1, 3,

adică X(t) descrie poziţia navei la momentul t.
Fie ei, i = 1, 3 baza canonică a lui R3 şi definim Ei = Φ(ei), i = 1, 3, unde Φ este

izomorfismul ı̂ntre algebrele Lie (R3,×) şi (so(3), [·, ·]). Atunci X(t) satisface ecuaţia:

Ẋ = X · ω̂, ω̂ =
3∑
i=1

ωi(t)Ei, (4.1.12)

unde ω = (ω1, ω2, ω3) este viteza unghiulară a navei ı̂n sistemul de coordonate fixat.
Dacă considerăm componentele vitezei unghiulare ω ca funcţii de control, adică ui =

ωi, i = 1, 3, atunci sistemul (4.1.12) devine:

Ẋ = X ·
(

3∑
i=1

ui(t)Ei

)
. (4.1.13)

Vom considera cazul ı̂n care numai două componente al vitezei unghiulare pot fi
controlate. De exemplu, pentru axele b1 şi b2, X(t) ∈ SO(3) verifică sistemul:

Ẋ = X(A1u1 + A2u2), unde A1 = E1, A2 = E2. (4.1.14)

Sistemul (4.1.14) este un sistem stâng invariant controlabil pe SO(3) cu autoritatea
de control {A1, A2}.

Pentru sistemul controlabil (4.1.14), considerăm funcţia de cost J , dată prin (4.1.9).
Propoziţia 4.1.10 Controlurile care minimizează funcţia de cost J dată prin (4.1.9)

şi duc sistemul (4.1.14) din starea X(0) = X0 la t = 0 ı̂n starea X(tf ) = Xf la t = tf

sunt date u1 =
P1

c1

, u2 =
P2

c2

, unde Pi, i = 1, 3 sunt soluţiile sistemului:

Ṗ1 = − 1

c2

P2P3, Ṗ2 =
1

c1

P1P3, Ṗ3 =

(
1

c2

− 1

c1

)
P1P2. (4.1.15)

Sistemul (4.1.15) este un sistem Euler top şi are realizarea Hamilton-Poisson (R3, Hns, Pns),
unde:

Pns =




0 −P3
c2 − c1

c2

P2

P3 0 0

c1 − c2

c2

P2 0 0




şi Hns(P1, P2, P3) =
1

2

(
P 2

1

c1

+
P 2

2

c2

)
.
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Propoziţia 4.1.11 Stările de echilibru e0 = (0, 0, 0), em1 = (m, 0, 0), em2 = (0,m, 0)
şi em3 = (0, 0,m) pentru m ∈ R∗, ale sistemului (4.1.15), au următoarea comportare:

(i) stările de echilibru e0, e
m
3 sunt neliniar stabile.

(ii) dacă c1 < c2 (resp. c1 > c2), atunci em1 (resp. em2 ) sunt neliniar stabile
(instabile), iar em2 (resp. em1 ) sunt instabile.

Propoziţia 4.1.12 Dacă c1 < c2 şi δ =

√
c2 − c1

c2

, atunci integratorul Lie-Trotter

al sistemului (4.1.15) este dat prin:




x1(n+ 1) = x1(n)− t

c2

x2(0) · x3(n)

x2(n+ 1) = cos(
δ

c1

tx1(0)) · x2(n) +
1

δ
sin(

δ

c1

tx1(0)) · x3(n)

x3(n+ 1) = −δ sin(
δ

c1

tx1(0)) · x2(n) + cos(
δ

c1

tx1(0)) · x3(n).

(4.1.16)

4.2 Sisteme controlabile pe grupul Lie SO(4)

Contribuţiile originale obţinute ı̂n această direcţie au fost publicate ı̂n lucrările [42](Pop,
Puta şi Şuşoi, 2005) şi [7](Puta, Şuşoi et al., 2006).

Fie SO(4) mulţimea matricelor A ∈M4×4(R) astfel ı̂ncât AT ·A = I4 şi det(A) = 1.
SO(4) este un grup Lie 6−dimensional cu algebra Lie so(4) dată prin:

so(4) =








0 a1 a2 a3

−a1 0 a4 a5

−a2 −a4 0 a6

−a3 −a5 −a6 0




∣∣∣∣∣∣∣∣
a1, a2, a3, a4, a5, a6 ∈ R





Fie {Ai|i = 1, 6} baza standard a algebrei Lie so(4).
Un sistem cu control, fără termen liber, stâng invariant pe grupul Lie SO(4) cu mai

puţine controluri decât numărul variabilelor de stare se poate scrie ı̂n forma următoare:

.

X = X

(
m∑
i=1

Aiui

)
, (4.2.1)

unde X ∈ SO(4), iar ui, i = 1,m sunt controluri cu m < 6.

Propoziţia 4.2.1 Există 37 sisteme controlabile, fără termen liber, stâng invariante
pe SO(4) cu mai puţine controluri decât 6.
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În cele ce urmează vom studia următorul sistem stâng invariant cu trei
controluri fără termen liber pe SO(4):

.

X = X (A1u1 + A2u2 + A3u3) (4.2.2)

Propoziţia 4.2.2 Sistemul (4.2.2) este controlabil.
Observaţie. Un alt sistem stâng invariant controlabil pe grupul Lie SO(4) cu autori-

tatea de control {A2, A3, A4} a fost studiat ı̂n lucrarea [8](Aron et al., 2009).

4.2.1 O problemă de control optimal pe SO(4)

Fie J funcţia de cost dată prin:

J(u1, u2, u3) =
1

2

∫ tf

0

[c1u
2
1 (t) + c2u

2
2 (t) + c3u

2
3 (t)]dt, c1 > 0, c2 > 0, c3 > 0.

Propoziţia 4.2.3 Controlurile care minimizează funţia de cost J şi transportă sis-
temul (4.2.2) din starea X = X0 la momentul t = 0 ı̂n starea X = Xf la momentul

t = tf sunt date prin u1 =
1

c1

P1, u2 =
1

c2

P2, u3 =
1

c3

P3, unde Pi, i = 1, 6 sunt soluţiile

sistemului de ecuaţii diferenţiale:




Ṗ1 =
P2P4

c2

+
P3P5

c3

, Ṗ2 = −P1P4

c1

+
P3P6

c3

, Ṗ3 = −P1P5

c1

− P2P6

c2

Ṗ4 =

(
1

c1

− 1

c2

)
P1P2, Ṗ5 =

(
1

c1

− 1

c3

)
P1P3, Ṗ6 =

(
1

c2

− 1

c3

)
P2P3

(4.2.3)

Aplicând teorema lui Krishnaprasad [29], rezultă că hamiltonianul optimal este:

Hopt(P1, P2, P3, P4, P5, P6) =
1

2

(
P 2

1

c1

+
P 2

2

c2

+
P 2

3

c3

)
. (4.2.4)

Structura minus Lie-Poisson pe (so(4))∗ ' R6 este generată de matricea:

Π =




0 P4 P5 −P2 −P3 0

−P4 0 P6 P1 0 −P3

−P5 −P6 0 0 P1 P2

P2 −P1 0 0 P6 −P5

P3 0 −P1 −P6 0 P4

0 P3 −P2 P5 −P4 0




.

Propoziţia 4.2.4 C1 şi C2 sunt Casimiri pentru ((so(4))∗,Π) ' (R6,Π), unde:

C1(P ) =
1

2

6∑
i=1

P 2
i , C2(P ) = P1P6 − P2P5 + P3P4.
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4.2.2 Problema stabilităţii pentru dinamica (4.2.5)

Dacă presupunem că c1 = 1, c2 = 1, c3 = k, k > 0, atunci sistemul (4.2.4) devine:





Ṗ1 = P2P4 +
1

k
P3P5, Ṗ2 = −P1P4 +

1

k
P3P6, Ṗ3 = −P1P5 − P2P6

Ṗ4 = 0, Ṗ5 =

(
1− 1

k

)
P1P3, Ṗ6 =

(
1− 1

k

)
P2P3

(4.2.5)

Propoziţia 4.2.5 Dinamica (4.2.5) are următoarele stări de echilibru:

eMN
12 = (M,N, 0, 0, 0, 0), eMN

25 = (0,M, 0, 0, N, 0), eMN
34 = (0, 0,M,N, 0, 0),

eMN
16 = (M, 0, 0, 0, 0, N), eMNP

345 = (0, 0,M,N, P, 0), M,N, P ∈ R;

eQMNP
1256 = (Q,M, 0, 0, N, P ), unde Q = −MP

N
cu M,P ∈ R şi N ∈ R∗. �

Propoziţia 4.2.6 [42](Pop, Puta şi Şuşoi, 2006)Stările de echilibru eMNP
345 ,

M2 + bN2 + bP 2 6= 0, unde b =
1

k
sunt spectral stabile.

În Propoziţiile 4.2.7-4.2.10 [[7]( Aron, Pop. Puta şi Şuşoi, 2006)] se studiază stabili-
tatea spectrală pentru sistemul (4.2.5) şi se obţin următoarele rezultate:

(1)(i) dacă (1− k)M2 < N2, atunci eMN
16 este spectral stabil;

(ii) dacă (1− k)M2 > N2, atunci eMN
16 este instabil.

(2)(i) dacă (1− k)(M2 +N2) < 0, atunci eMN
12 este spectral stabil;

(ii) dacă (1− k)(M2 +N2) > 0, atunci eMN
12 este instabil.

(3) eQMNP
1256 este spectral stabil.

(4)(i) dacă (1− k)M2 < N2, atunci eMN
25 este spectral stabil;

(ii) dacă (1− k)M2 > N2, atunci eMN
25 este instabil.

Propoziţia 4.2.11 [42] eMN
34 ,M,N ∈ R∗ are următoarea comportare:

(i) dacă k ∈ (0, 1], atunci eMN
34 este spectral stabil.

(ii) dacă k ∈ (1,∞), a =
2

k

√
k − 1, b =

√
2

k

√
k − 1, atunci eMN

34 este spectral stabil

pentru
N

M
∈ (−∞,−a]∪{±b}∪ [a,∞) şi instabil pentru

N

M
∈ (−a,−b)∪ (−b, b)∪ (b, a).

Propoziţia 4.2.12 [7] Dacă

{
(−1 + k)M2 6= N2

(−1 + k)(M2 −N2) > 0
, atunci eQMNP

1256 pentru

Q = −MP

N
with M,P ∈ R and N ∈ R∗, este nelinear stabil.
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4.2.3 Formulare Lax şi integrabilitate pentru dinamica (4.2.5)

Propoziţia 4.2.14 [7] Dinamica (4.2.5) are o formulare Lax, adică:

L̇ = [L,B], unde

L =




0 `12 `13 0 0 0

−`12 0 `23 0 0 0

−`13 −`23 0 0 0 0

0 0 0 0 `45 `46

0 0 0 −`45 0 `56

0 0 0 −`46 −`56 0




, B =




0 b12 b13 0 0 0

−b12 0 b23 0 0 0

−b13 −b23 0 0 0 0

0 0 0 0 b45 b46

0 0 0 −b45 0 b56

0 0 0 −b46 −b56 0




,

şi
`12 = 2P1

√
3− 2P2 + P5 + P6

√
3, b12 = P1

√
3− P2;

`13 = −4P3 − 2P4, b13 = −2P3 − P4;

`23 = 2P1 + 2P2

√
3− P5

√
3 + P6, b23 = P1 + P2

√
3;

`45 = −P2 − P5, b45 = −P2;

`46 = P3 − P4, b46 = P3 − P4;

`56 = P1 − P6, b56 = P1.

Corolarul 4.2.15 Fluxul dinamicii (4.2.5) este izospectral.
Considerăm acum orbita coadjunctă OM,N pentru configuraţia Poisson ((so(4))∗ ∼=

(R6,Π) ı̂nzestrată cu structura simplectică Kirilov-Kostant-Souriau ωMN , unde

OM,N = {P ∈ R6 |




6∑
i=1

P 2
i = M

P1P6 − P2P5 + P3P4 = N
}.

Atunci (OM,N , ωMN , H|OM,N ) este un sistem Hamilton 4−dimensional complet inte-

grabil ([7], Propoziţia 4.2.16), unde

H|OM,N (P ) =
1

2

(
P 2

1 + P 2
2 +

1

k
P 2

3

)
.

4.2.4 Integrarea numerică a dinamicii (4.2.3)

Rezultatele din această secţiune au fost publicate ı̂n [42] (Pop, Puta şi Şuşoi, 2006).
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Câmpul de vectori XHopt asociat hamiltonianului Hopt al dinamicii (4.2.3) se scrie:

XHopt = XH1 +XH2 +XH3 , unde

H1(P ) =
1

2c1

P 2
1 , H2(P ) =

1

2c2

P 2
2 , H3(P ) =

1

2c3

P 2
3 .

Integratorul Lie-Trotter al dinamicii (4.2.3) este dat de sistemul de ecuaţii recurente:





P n+1
1 = P n

1 cos a2t cos a3t+ P n
4 sin a2t+ P n

5 cos a2t sin a3t

P n+1
2 = P n

1 cos a3t sin a1t sin a2t+ P n
2 cos a1t cos a3t− P n

4 cos a2t sin a1t+

+ P n
5 sin a1t sin a2t sin a3t+ P n

6 cos a1t sin a3t

P n+1
3 = P n

1 sin a1t sin a3t+ P n
2 cos a1t sin a2t sin a3t+ P n

3 cos a1t cos a2t−
− P n

5 cos a3t sin a1t− P n
6 cos a1t cos a3t sin a2t

P n+1
4 = −P n

1 cos a1t cos a3t sin a2t+ P n
2 cos a3t sin a1t+ P n

4 cos a1t cos a2t−
− P n

5 cos a1t sin a2t sin a3t+ P n
6 sin a1t sin a3t

P n+1
5 = −P n

1 cos a1t sin a3t+ P n
2 sin a1t sin a2t sin a3t+ P n

3 cos a2t sin a1t+

+ P n
5 cos a1t cos a3t− P n

6 cos a3t sin a1t sin a2t

P n+1
6 = −P n

2 cos a2t sin a3t+ P n
3 sin a2t+ P n

6 cos a2t cos a3t
(4.2.6)

unde a1 =
P1(0)

c1

, a2 =
P2(0)

c2

, a3 =
P3(0)

c3

.

Se demonstrează propoziţia următoare.
Propoziţia 4.2.17 Integratorul Lie-Trotter (4.2.6) are următoarele proprietăţi:
(i) este un integrator Poisson, i.e. păstrează structura Poisson generată de Π.
(ii) restricţiile integratorului Lie-Trotter (4.2.11) la orbitele coadjuncte:

6∑
i=1

P 2
i = constant, P1P6 − P2P5 + P3P4 = constant

generează un integrator simplectic.
(iii) nu este un integrator-energie, adică nu conservă hamiltonianul Hopt.
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[8] A. Aron, C. Pop and C. Petrişor, Some remarks on the study of a class of optimal
controls problems on the matrix Lie group SO(4), Proceed. Int. Conf. on Theory
and Appl. of Math. and Informatics, ICTAMI 2009, Alba Iulia, 2009, 51–61.

[9] M. Audin, Spinning Tops, Cambridge Studies in Advanced Mathematics, Cam-
bridge University Press, 1996.
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[46] M. Puta, Şt. Nicoară and I. Ioja, Planar motion of an autonomous underwater
vehicle, Tensor, N. S., 69(2008), 88-96.

[47] H. K. Struemper, Motion control for nonholonomic systems on matrix Lie groups,
Ph. D. Thesis, University of Maryland, College Park, 1997.

[48] L. Takhtajan, On foundation of the generalized Nambu mechanics, Comm. Math.
Phys., 100(1994), 295-315.
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