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Introducere

Funcţiile matematice care apar ı̂n Analiză şi ı̂n Matematicile Aplicate, aşa numi-

tele funcţii speciale, precum şi teoria matematică a aproximării acestora constituie

o ramură importantă a funcţiilor uzuale studiate ı̂n mai multe volume de G. E.

Andrews, R. Askey şi R. Roy (Cambridge University Press, Enciclopedia of Mathe-

matics and its Aplications).

Există sute de funcţii speciale folosite ı̂n matematicile aplicate precum şi ı̂n dome-

niul I.T. Domeniul funcţiilor speciale s-a dezvoltat ı̂n mod continuu prin contribuţiile

unor matematicieni celebri dintre care amintim pe L. Euler, Legendre, Laplace,

Gauss, Kummer, Riemann şi Ramanujan.

Cunoscutul matematician Paul Turán folosea termenul de ”funcţii uzuale” ı̂n

locul celui folosit astăzi, de ”funcţii speciale”. Proprietăţile lor remarcabile au stârnit

ı̂ntotdeauna interesul matematicienilor.

Aspectul algebric al teoriei funcţiilor speciale nu s-a schimbat ı̂n mod semnificativ

de-a lungul timpului.

Funcţiile speciale sunt de mare importanţă ı̂n combinatorică şi ı̂n teoria numere-

lor dintre care amintim aici lucrările lui Ghuzenberg şi Foata. Numeroase familii de

funcţii speciale şi-au găsit aplicaţii ı̂n cadrul polinoamelor ortogonale. Relativ recent

au apărut numeroase lucrări ı̂n acest sens dintre care ı̂i cităm pe Petkovitek, Wilf,

Zeilberger (1996), Macdonald (1995), Heckman şi Schlicktkrulc (1994), Vilenkin,

Klimyk (1992).

Dintre funcţiile speciale se evidenţiază funcţiile şi seriile hipergeometrice cu aju-

torul cărora se pot exprima o serie de funcţii importante din matematică. Rezultate
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ı̂n acest sens au fost obţinute de Euler, Pfaff şi Gauss.

La jumătate de secol după Gauss, Riemann dezvoltă teoria funcţiilor hipergeo-

metrice dintr-un alt punct de vedere care permite obţinerea unor formule de bază

cu mai puţine calcule. Funcţiile hipergeometrice au două proprietăţi semnificative

ı̂n sensul utilităţii lor. Ele satisfac anumite identităţi pentru valori speciale. Au fost

folosite de exemplu pentru calcularea numarului π cu milioane de zecimale.

Funcţia Gamma şi Beta scot ı̂n evidenţă foarte bine importanţa funcţiilor hiper-

geometrice.

Funcţia Gamma este introdusă ı̂n matematică de L. Euler ı̂n momentul când

acesta pune problema extinderii factorialului obişnuit, n! pentru valori naturale ale

lui n, la toate valorile reale sau complexe ale lui n.

Dirichlet introduce de asemenea integralele multidimensionale iar Selberg găseşte

o extindere importantă a integralei beta ı̂n timpul cercetărilor sale legate de funcţiile

ı̂ntregi.

Funcţia Gamma şi integrala Beta admit de asemenea q-extinderi care forme care

conduc la funcţii hipergeometrice de bază şi la seriile corespunzătoare acestora.

∗ ∗ ∗

Teza conţine cinci capitole precedate de o introducere şi urmate de o bibliografie

cuprinzând 128 titluri. Primele trei capitole cuprind elemente teoretice folosite ı̂n

capitolul 4, capitol ce conţine partea originală a tezei constând ı̂n construirea a 4

operatori de aproximare cu ajutorul formulelor de aproximare ale lui Abel Jensen.

Capitolul 5 constituie un ı̂nceput pentru o cercetare ulterioară. Astfel ı̂ncât, concret,

teza conţine următoarele”

(1) Introducere, (2) Funcţia Gamma şi funcţia Beta, (3) Polinoame ortogonale

clasice, (4) Cuadraturi numerice cu noduri Gaussiene multiple, (5) Aplicaţii ale unor

funcţii speciale ı̂n Analiza Numerică, (6) Funcţia Zeta (Riemann, Hurwitz). Valori

ı̂n ı̂ntregi impari pentru ζ(z).
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1. Funcţia Gamma şi funcţia Beta

Funcţia Gamma a fost introdusă ı̂n matematică de L. Euler (1720) când acesta

ı̂ncearcă să rezolve problema extinderii factorialului la numere reale şi complexe.

Problema este, se pare, sugerată mai ı̂ntâi de Bernoulli şi Goldbach.

Pentru z ∈ C \ {0,−1,−2, . . .}, funcţia Gamma, Γ(z), se defineşte prin:

Γ(z) = lim
k→∞

k! · kz−1

(z)k

. (1.1.5)

unde (z)k = z(z + 1) . . . (z + k − 1), k > 0, (z)0 = 1, z ∈ R or C.

O consecinţă imediată a acestei definiţii este:

Γ(z + 1) = zΓ(z) (1.1.6)

Γ(z + 1) = z!, z ∈ N (1.1.7)

Γ(1) = 1. (1.1.8)

Înaintea lui Euler, Wallis (1656) ı̂ncearcă să calculeze integrala:∫ 1

0

√
1− z2dz =

1

2

∫ 1

−1

(1− z)1/2(1 + z)1/2dz.

Această integrală reprezintă aria unui sfert de cerc. Scopul lui Wallis a fost de a

obţine o expresie pentru π, astfel ı̂ncât el găseşte că:

π

4
=

∫ 1

0

√
1− z2dz =

[
Γ

(
3

2

)]2

.

Integrala Beta se defineşte prin:

B(z, w) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1dt, Re z > 0, Re w > 0.
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Această integrală este simetrică ı̂n z şi w şi aceasta se deduce făcând schimbarea

de variabilă u = 1− t. Putem scrie de asemenea:

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
(1.6.8)

şi

B(z, w) =
Γ(w)

Γ(z + w)

∫ ∞

0

tz−1e−tdt. (1.6.7)

Integrala lui Euler de ordinul doi sau funcţia Gamma sub forma unei integrale

infinite este dată de

Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1 · e−tdt; Re z > 0. (1.1.9)

Formula este considerată şi o definiţie a lui Γ(z), Re z > 0.

În paragraful 1.5 ”Numerele şi polinoamele lui Bernoulli” se introduc elemente

teoretice, aceste polinoame fiind de mare importanţă ı̂n analiza matematică şi ı̂n

combinatorică.

Notăm prin Bn(z) polinoamele lui Bernoulli de grad n, care satisfac simultan

două relaţii:

(∆Bn)(z) = nzn−1, Bn(0) = Bn (1.5.7)

B′
n(z) = nBn−1(z), n ≥ 1. (1.5.11)

Evident că aceste polinoame cu proprietăţi atât de simple ı̂şi găsesc aplicaţii

interesante. Se observă că Bn(z) sunt bine definite de cele două relaţii de mai sus.

Dacă Bn(z) există atunci Bn(z + h) va fi de asemenea un polinom de grad n şi

folosind dezvoltarea Taylor putem scrie:

Bn(z + h) = Bn(z) +
m∑

j=1

hj

j!
B(j)

n (z) (1.5.14)

De asemenea:

Bn(z + h) = Bn(z) +
m∑

j=1

(
m

j

)
hjBn−j(z) (1.5.14′)

Ca urmare avem:

Bn(z + h) = Bn(z) +
m∑

j=1

(
m

j

)
hn−jBj(z)
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şi făcând h = 1, obţinem:

n∑
j=1

(
n

j

)
Bn−j(z) = nzn−1.

Prin aceste formule polinoamele Bn(z) sunt bine definite şi astfel:

B0(z) = 1, B1(z) = z − 1

2
, B2(z) = z2 − z +

1

6
, . . .

Valoarea lui Bn(z) pentru z = 0 dă numerele lui Bernoulli, adică:

Bn = Bn(0).

Astfel ı̂ncât găsim:

B0 = 1,
1∑

j=1

(
n

j

)
Bj = Bn (n > 1)

Relaţie care mai poate fi scrisă şi sub forma:

(B + 1)n −Bn = 0, n > 1.

Primele numere ale lui Bernoulli sunt:

B0 = 1, B1 =
1

2
, B2 =

1

6
, B4 = − 1

30
, B6 =

1

42
.

Polinoamele lui Bernoulli se pot exprima şi cu ajutorul numerelor lui Bernoulli

astfel:

Bn(z) =
n∑

j=0

(
n

j

)
Bjz

n−j

sau

Bn(z) = (z + B)n.

De asemenea, numerele şi polinoamele lui Bernoulli satisfac o relaţie de mare

importanţă, respectiv: se observă că B2j(z) este simetric pentru z =
1

2
şi că

B2j+1

(
1

2

)
= 0, de unde B2j+1 = 0 (j > 0).

Polinoamele lui Bernoulli satisfac şi relaţia de recurenţă:

n∑
j=1

(
n

j

)
Bn−j(z) = nzn−1, n ∈ N.

6



Considerând funcţia de variabile complexe

Gz(t) = etz t

et − 1
. (1.5.15)

putem scrie

Gz(t) =
∞∑

n=0

An(z)

n!
tn

unde:

An(z) = G(n)
z (t)

ı̂n plus:

Gz(t) = etz t

et − 1
=

∞∑
n=0

Bn(z)

n!
tn, |t| < 2π (1.5.16)

cu

Bn(z) = G(n)
z (t) (1.5.17)

Înlocuind z = 0, obţinem

G0(t) = g(t) =
t

et − 1
=

∞∑
n=0

Bn

n!
tn, |t| < 2π. (1.5.18)

Gx poartă numele de funcţie generatoare a polinoamelor lui Bernoulli.

Polinoamele lui Bernoulli satisfac relaţia:

Bn(1− z) = (−1)nBn(z), n ∈ N, z ∈ C. (1.5.19)

Pentru n = 2k obţinem:

B2k(1− z) = B2k(z).

Ca urmare, graficul funcţiei w = B2k(z) este simeyric ı̂n raport cu x =
1

2
.

De asemenea numerele lui Bernoulli de grad par sunt egale cu zero:

B2k = 0.
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2. Polinoame ortogonale clasice

Pe intervalul [−1, 1] considerăm funcţia pondere

w(x) = (1− x)α(1 + x)β, α > −1, β > −1

pentru care obţinem polinoamele lui Jacobi J
(α,β)
m (x).

Dacă exponenţii sunt ı̂n intervalul considerat atunci putem scrie:∫ 1

−1

(1− x)α(1 + x)βdx = 2α+β+1 Γ(α + 1)Γ(β + 1)

Γ(α + β + 2)
.

Pentru α = β = 0 obţinem polinoamele lui Legendre:

Lm(x) =
1

2m ·m!
[(x2 − 1)m](m) (2.3.1)

cunoscută ca formula lui Rodrigues.

Relaţia de recurenţă corespunzătoare are forma:

L̃m+1(x) = xL̃m(x)− m2

4m2 − 1
L̃m−1(x) (2.3.2)

Dacă α = −1

2
obţinem polinoamele Chebyshev de primul tip:

J
(− 1

2
,− 1

2)
m (x) =

(−1)m

2m ·m!

√
1− x2[(1− x2)−

1
2 ](m) (2.4.1)

sau echivalent polinomul

Tm(x) = cos(m arccos x) (2.4.2)

diferite ı̂ntre ele doar printr-o constantă multiplicativă.

Pentru α = β =
1

2
obţinem polinoamele lui Cebyshev de speţa a doua

Um(x) =
1

m + 1
T ′m+1(x) =

sin[(m + 1) arccos x]

sin(arccos x)
(2.5.4)
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Dacă α = β obţinem polinoamele ultrasferice:

J (α,α)
m (x) =

1

2m ·m!

(−1)m

(1− x2)α
[(1− x2)m+α](m) (2.2.1)

Se prezintă de asemenea formula lui Christoffel-Darboux:

Km(x, t) =
m∑

k=1

P̂k(x)P̂k(t) =
√

γm+1
P̂m+1(x)P̂m(t)− P̂m+1(t)P̂m(x)

x− t
. (2.0.30)

În paragraful 2.6 se prezintă polinoamele lui Laguerre

L[α]
m (x) = x−αex(xm+αe−x)(m), x ∈ [0, +∞) (2.6.1)

cu funcţia pondere corespunzătoare:

w(x) = xαe−x, α > −1 (2.6.2)

şi relaţia de recurenţă:

L̃
[α]
m+1(x) = [x− (2m + α + 1)]L̃[α]

m (x)−m(m + α)L̃
[α]
m−1(x). (2.6.7)

Paragraful 2.7 prezintă polinoamele lui Hermite

Hm(x) = (−1)mex2

(e−x2

)(m) (2.7.1)

cu funcţia pondere:

w(x) = e−x2

(2.7.2)
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3. Cuadraturi numerice cu noduri

gaussiene multiple

Paragraful 3.1 prezintă polinoamele s-ortogonale. Se notează cu Pn,s(x) şirul

polinoamelor s-ortogonale caracterizate prin condiţia:∫ b

a

w(x)P 2s+1
m,s (x)xkdx = 0, k = 0, m− 1 (3.1.1)

Pentru intervalul (−1, 1) avem:∫ 1

−1

[Pm,s(x)]2s+2 =
2

1 + (2s + 2)m
(3.1.11)

formulă dată de Ghizzeti şi Ossicini [40].

Polinoamele s-ortogonale minimizează integrala

F (a0, a1, . . . , am−1) =

∫ ∞

−∞
w(x)][Pm,s(x)]2s+2dx (3.1.13)

unde

Pm,s(x) = xm + am−1x
m−1 + . . . + a1x + a0 (3.1.13′)

G. V. Milovanović [66] prezintă o metodă de construcţie a polinoamelor s-

ortogonale.

S. Bernstein a demonstrat [10] că pentru orice ı̂ntreg nenegativ s ∈ N care mi-

nimizează funcţia F (a0, a1, . . . , am−1) se obţin polinoamele lui Chebyshev de primul

tip

T̃m(x) =
1

2m−1
Tm(x) (3.1.15)

Paragraful 3.2 studiază formulele de cuadratură ale lui Gauss-Turán.
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În general o astfel de formulă este de forma:∫ b

a

w(x)f(x)dx =
m∑

k=1

2s∑
j=0

Ak,jf
(j)(xk) + R(f) (3.2.1)

cu gradul de exactitate N = 2(s + 1)n− 1.

Turán [120] a construit o astfel de formulă de cuadratură pentru intervalul [−1, 1]

cu funcţia pondere w(x) = 1.

G. Vincenti [121] prezintă o metodă pentru evaluarea coeficienţilor polinoamelor

s-ortogonale.

G. Milovanović [66], [67] a dat o metodă stabilă pentru construirea polinoamelor

s-ortogonale Pn,s(x).

Formula de cuadratură a lui Gauss-Bernstein-Turán este:∫ 1

−1

f(x)dx√
1− x2

=
m∑

k=1

2s∑
j=0

Ak,jf
(j)

(
cos

2k − 1

2m
π

)
+ R(f) (3.2.4)

Paragraful 3.3 studiază polinoamele σ-ortogonale.

Fie σ = (s1, s2, . . . , sm), m ∈ N un şir de numere ı̂ntregi. Considerăm nodurile

(xk), k = 1, m astfel ı̂ncât a ≤ x1 < x2 < . . . < xm ≤ b cu gradele de multiplicitate

2s1 + 1, 2s2 + 1, . . ., 2sm + 1. Se studiază formula de cuadratură:∫ b

a

w(x)f(x)dx =
m∑

k=1

2sk∑
j=0

Ak,jf
(j)(xk) + R(f) (3.3.1)

cu gradul de exactitate N = 2S + 2m− 1, unde

S = s1 + s2 + . . . + sm.

Acest grad N se poate obţine dacă:∫ b

a

w(x)
m∏

ν=1

(x− xν)
2sν−1xkdx = 0, k = 0, m− 1. (3.3.3)

Polinoamele care satisfac aceste condiţii se numesc polinoamelor σ-ortogonale.

O formulă de cuadratură de forma (3.3.1) a fost introdusă şi investigată de L.

Chakalov [15] şi T. Popoviciu [83].
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În cadrul tezei, pentru a construi o formulă de cuadratură de forma (3.3.1) se

porneşte de la formula de interpolare Lagrange-Hermite

f(x)− (LHf)(x) = (Rf)(x) (3.3.8)

unde:

(LHf)(x) = L

 xk

2sk + 1
,

tj

1
,

x

1
; f

 (3.3.4)

şi

(Rf)(x) = u(x)v(x)

 x1

2s1 + 1
, . . . ,

xm

2sm + 1
,

t1

1
, . . . ,

tm

1
,

x

1
; f

 (3.3.9)

iar

v(x) = (x− t1)(x− t2) . . . (x− tm)

u(x) = (x− x1)
2s1+1(x− x2)

2s2+1 . . . (x− xm)2sm+1

f1 ≡ f1(x) = f(x)/v(x)

f2 ≡ f2(x) = f(x)/u(x)

(3.3.6)

Putem scrie de asemenea

(LHf)(x) = v(x)LH

 xk

2sk + 1
,

x

1
; f1

 + u(s)L

 tj

1
,

x

1
; f2

 (3.3.5)

unde:

v(x) = (x− t1)(x− t2) . . . (x− tm)

u(x) = (x− x1)
2s1+1(x− x2)

2s2+1 . . . (x− xm)2sm+1

f1 ≡ f1(x) = f(x)/v(x)

f2 ≡ f2(x) = f(x)/u(x)

(3.3.6)

Înmulţind cu funcţia pondere w(x) şi integrând pe intervalul (a, b) obţinem for-

mula de cuadratură de forma

I(w; f) = F (f) + φ(f) + E(f) (3.3.10)

unde

E(f) = I(w, (Rf)(x))
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φ(f) =
m∑

j=1

Bjf(tj) (3.3.11)

Acum alegem nodurile xk astfel ı̂ncât să avem Bj = 0 (j = 1, n). Pentru aceasta

este nevoie ca polinomul u(x) să fie ortogonal pe (a, b) ı̂n raport cu funcţia pondere

w(x) cu orice polinom de grad n− 1. Integrând apoi vom obţine pentru coeficienţii

formulei de cuadratură expresia:

Ak,j =

∫ b

a

w(x)lk,j(x)dx, k = 1, m, j = 0, 2sk (3.3.17)

unde:

lk,j(x) =
(x− xk)

j

j!

[
2sk−j∑
ν=0

(x− xk)
ν

ν!

(
1

uk(x)

)(ν)

xk

]
uk(x) (3.3.18)

şi

uk(x) = u(x)/(x− xk)
2sk+1 (3.3.19)

Polinoamele σ-ortogonale:

Pm,σ(x) =
m∏

ν=1

(x− xm,σ
ν ) (3.3.20)

se pot obţine minimizând integrala∫ ∞

−∞
w(x)

m∏
ν=1

(x− xν)
2sν+2dx. (3.3.23)

Paragraful 3.4 poartă titlul ”Generalizarea dată de D. D. Stancu pentru formula

de cuadratură a lui Gauss-Turán-Chakalov-Popoviciu”.

În lucrarea [92] D. D. Stancu a introdus şi investigat o formulă generală de

cuadratură de forma:

I(f) = φ(f) + R(f) (3.4.1)

unde:

I(f) = I(f ; w) =

∫ b

a

w(x)f(x)dx (3.4.2)

şi

φ(f) =
m∑

k=1

2sj∑
j=0

Ak,jf
(j)(xk) +

r∑
i=1

ri∑
ν=0

Bi,νf
(ν)(ai) (3.4.3)
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iar polinomul nodurilor fixe este:

ω(x) =
π∏

i=1

(x− ai)
ri+1 (3.4.4)

ı̂n timp ce polinomul nodurilor Gaussiene este de forma:

u(x) =
m∏

k=1

(x− xk)
2sk+1 (3.4.5)

Formula de cuadratură de mai sus are gradul maxim de exactitate D = M +

N + m− 1, unde:

M =
r∑

i=1

(ri + 1), N =
m∑

k=1

(2sk + 1) (3.4.6)

dacă şi numai dacă u(x) este ortogonal ı̂n raport cu funcţia pondere w(x) · ω(x) cu

orice polinom de grad m− 1.

Pentru a găsi nodurile xk considerăm funcţia de n variabile

F (t1, t2, . . . , tm) = I(w; U) =

∫ b

a

w(x)ω(x)(x− t1)
2s1+2 . . . (x− tm)2sm+2dx (3.4.24)

Această funcţie este continuă şi pozitivă. Ca urmare admite un minim relativ

care se găseşte rezolvând sistemul de ecuaţii:

1

2sk + 2
· ∂F

∂xk

= I(Pk) = 0 (3.4.25)

unde:

Pk = ω(x)
m∏

k=1

(x− xk)
2sk+2 1

x− xk

(3.4.26)

Avem:
∂F

∂xk

= 0;
∂2F

∂x2
k

> 0; i, k = 1, m; i 6= k (3.4.28)

Pentru restul R(f) s-a găsit expresia:

R(f) =
f (M+N+m)(ξ)

(M + N + m)!

∫ b

a

w(x)u2(x)ω(x)dx. (3.4.29)

făcând tj 7→ xj, j = 1, m, şi presupunând că funcţia f admite o derivată continuă

de ordinul M + N + n pe (a, b).
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4. Aplicaţii ale unor funcţii

speciale ı̂n Analiza Numerică

În paragraful 4.1 se prezintă operatorul liniar pozitiv al lui D. D. Stancu:

(Sα
nf)(x) = Sα

n (f, x) :=
n∑

k=0

wα
n,k(x)f

(
k

n

)
(4.1.1)

unde

wα
n,k(x) =

(
n

k

)
x(k,−α)(1− x)(n−k,−α)

1(n,−α)
, α ∈ R. (4.1.2)

Pentru α = 0 acesta devine operatorul Bernstein, iar pentru α = αn =
1

n
obţinem

operatorul de interpolare Lagrange.

Paragraful 4.2 studiază metode probabilistice cu ajutorul distribuţiei Markov-

Polya. Această distribuţie se poate obţine prin următorul procedeu.

Se consideră o urnă ce conţine (a) bile albe şi (b) bile negre. Bilele sunt scoase la

ı̂ntâmplare din urnă şi apoi reintroduse de un număr (c) de ori. Procesul se repetă de

n ori. Presupunând că X este variabila aleatoare k, 0 ≤ k ≤ n dacă din n ı̂ncercări

obţinem (a) bile albe atunci:

P (k; n, a, b, c) =

(
n

k

)
a(a + c) . . . [a + (k − 1)c]b(b + c) . . . [b + (n− k − 1)c]

(a + b)(a + b + c) . . . [a + b + (n− 1)c]
(4.2.2)

Introducând notaţiile:

x :=
a

a + b
, x - variabil

α =
c

a + b
, α = const

(4.2.3)
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observăm că:

wα
n,k(x) =

(
n

k

)
x(k,α)(1− x)(n−k,−α)

1(n,−α)
(4.2.5)

Operatorul liniar (Sα
nf)(x) se poate exprima şi cu ajutorul diferenţelor finite

(Sα
nf)(x) = f(0) +

n∑
j=1

(
n

j

)
x(x + α) . . . [x + (j − 1)α]

(1 + α)(1 + 2α) . . . [1 + (j − 1)α]
∆j

1
n

f(0) (4.2.18)

unde:

∆j
1
n

f(0) =

j∑
ν=0

(−1)ν

(
j

ν

)
f

(
j − ν

m

)
. (4.2.18′)

În cazul α = 0 acesta este dat de G. Lorentz.

Pentru α > 0 putem să-i dăm o reprezentare cu ajutorul funcţiei Beta

(Sα
nf)(x) =

1

B

(
x

α
;
1− x

α

) ∫ 1

0

t
x
α (1− t)

1−x
α (Bnf)(t)dt (4.3.1)

Folosind un rezultat al lui A. Lupaş obţinem:

(Sα
nf)(x) = (Bnf)(x) +

αx(1− x)

1 + α
[x0, x1, x2;Bn, f ] (4.3.2)

şi cu ajutorul diferenţelor divizate avem:

(Sα
nf)(x) = f(0) +

n∑
j=0

An,j(f)x(x + α) . . . [x + (j − 1)α] (4.3.2′)

În paragraful 4.4 sunt prezentaţi operatorii Stancu de ordinul doi respectiv ope-

ratorii Stancu-Baskakov şi Stancu-Meyer-König şi Zeller.

(V α
mf)(x) =

∞∑
k=0

vα
m,k(x)f

(
k

m

)
, x ≥ 0 (4.5.4)

unde

(W α
mf)(x) =

∞∑
k=0

pα
m,k(x)f

(
k

m + k

)
(4.5.9)

Apoi sunt prezentaţi operatorii lui D. D. Stancu folosind distribuţia Beta de

ordinul doi:

(Lmf)(x) = (Tmx,m+1f)(x) =
1

B(mx, m + 1)

∫ ∞

0

f(t)
tmx−1dt

(1 + t)mx+m+1
(4.5.21)
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iar pentru f ∈ C[0,∞) se evaluează ordinul de aproximare folosind modulul de

continuitate de primul şi al doilea ordin.

În paragraful 4.6 se construiesc 4 operatori de aproximare folosind formulele de

aproximare de tip Abel-Jensen.

În 1826 N. H. Abel prezintă o generalizare a formulei binomului lui Newton:

(u + n)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
u(u− kβ)k−1(v + kβ)n−k (4.6.4)

unde β este un parametru nenegativ.

Sunt menţionate de asemenea formulele de tip Abel:

(u + v + nβ)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
u(u + kβ)k−1(v + (n− k)β)n−k (4.6.10)

(u + v + nβ)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
(u + kβ)kv[v + (n− k)β]n−k−1 (4.6.11)

În [49] Jensen a obţinut o nouă identitate simetrică a lui Abel

[u + v(u + v + nβ)]n−1 =
n∑

k=0

(
n

k

)
u(u + kβ)k−1v[v + (n− k)β]n−k−1 (4.6.8)

Matematicianul american H. W. Gould [43] dă următoarea generalizare a formu-

lei lui Vandermonde:(
u + v + nβ

n

)
=

n∑
k=0

(
n + kβ

k

)(
v + (n− k)β

n− k

)
v

v + (n− k)β

care se poate scrie folosind puterile factoriale sub forma:

(u + n + nβ)[n] =
n∑

k=0

(
n

k

)
(u + kβ)[k]u(v + (n− k)β)[n−k−1]

unde puterile factoriale de ordin n şi pas h sunt definite prin:

u(n,h) = u(u− h) . . . [u− (n− 1)h] (4.6.1)

Folosind identităţile combinatoriale precedente se introduc patru polinoame fun-

damentale:

sα,β
m,k(x) =

1

1(m,−α)

m∑
k=0

(
m

k

)
x(x− kβ)(k−1,−α)(1− x + kβ)(m−k,−α) (4.6.14)
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qα,β
m,k(x) =

1

(1 + mβ)[m−1,−α]

m∑
k=0

(
m

k

)
x(x+kβ)(k−1,−α)(1−x)[1−x+(n−k)β](m−k,−α)

(4.6.15)

pα,β
m,k(x) =

1

(1 + mβ)(m,−α)

m∑
k=0

(
m

k

)
x(x + kβ)(k−1,−α)[1− x + (m− k)β](m−k,−α)

(4.6.16)

r
(α,β)
m,k (x) =

1

(1 + mβ)(m,−α)

m∑
k=0

(
m

k

)
(x+kβ)(k,−α)(1−x)[1−x+(m−k)β](m−k−1,−α)

(4.6.17)

cu ajutorul cărora se construiesc patru operatori liniari pozitivi ı̂n raport cu o funcţie

f ∈ C[0, 1]

Sα,β,γ,δ
m f =

m∑
k=0

sα,β
m,k(x)f

(
k + γ

m + δ

)

Qα,β,γ,δ
m f =

m∑
k=0

qα,β
m,k(x)f

(
k + γ

m + δ

)

Pα,β,γ,δ
m f =

m∑
k=0

pα,β
m,k(x)f

(
k + γ

m + δ

)

Rα,β,γ,δ
m f =

m∑
k=0

rα,β
m,k(x)f

(
k + γ

m + δ

)
(4.6.18)

unde 0 ≤ γ ≤ δ.

În cazul β = γ = δ = 0 aceşti operatori se reduc la operatorul Stancu Sα
m

introdus şi investigat [95] ı̂n paragraful 4.1. Acest operator este ı̂n detaliu studiat

de Della Vecchia [23], G. Mastroianni şi M. R. Occorsio M. R. [61] şi alţii.
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5. Funcţia Zeta (Riemann,

Hurwitz). Valori ı̂n ı̂ntregi impari

pentru ζ(z)

Capitolul 5 prezintă mai ı̂ntâi funcţia Zeta (Hurwitz şi Riemann) precum şi

rezultate obţinute până ı̂n prezent legate de valori ı̂n ı̂ntregi impari pentru funcţia

Zeta a lui Riemann.

Cu ajutorul formulei

ζ(−n) = (−1)n Bn+1

n + 1
(5.5.3)

se precizează că se pot calcula valorile funcţiei Zeta a lui Riemann cu ajutorul

numerelor lui Bernoulli. Pentru argumente pare negative valorile funcţiei Zeta a

lui Riemann sunt toate zero, ı̂n schimb pentru argumente impare apare problema

naturii acestor valori.

Primul rezultat semnificativ ı̂n acest sens a fost obţinut de matematicianul fran-

cez R. Apery [6] ı̂n 1979 care demonstrează că ζ(3) este un număr iraţional. De

atunci câţiva matematicieni au ı̂ncercat să aplice metoda lui Apery şi pentru cele-

lalte valori impare ı̂nsă nu a funcţionat.

T. Rivoal arată legat de această problemă, că există o infinitate de numere

iraţionale ı̂n şirul ζ(2k + 1), k ∈ N.

În 2001 matematicianul W. Zudilin demonstrează că orice mulţime de forma

ζ(s + 2), ζ(s + 4), . . ., ζ(8s − 3), ζ(8s − 1) cu s > 1, s impar, conţine cel puţin un

număr iraţional. Acesta arată de asemenea că cel puţin una din valorile ζ(5), ζ(7),
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ζ(9) şi ζ(11) este iraţională.

În paragraful 5.1 se prezintă o demonstraţie a lui M. Prevost [85] pentru

iraţionalitatea lui ζ(2) şi ζ(3) folosind aproximanţii Padé.

În final doresc să exprim aprecierea şi recunoştinţa pentru conducătorul ştiinţific

D. D. Stancu, care mi-a fost de un real sprijin ı̂n elaborarea şi aducerea ı̂n formă

finală a acestei teze de doctorat.
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tatea de Vest din Timişoara, 1998.
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Centre Universitaire de la Mi-Voix, 1994.

[86] Rainville, E. D., Special functions, The Macmillan Company, New York, 1960.

[87] Razi, Q., Approximation of a function by Kantorovich type operators, Math.

Vesnic., 41(1989), no. 3, 183-192.

[88] Robinowitz, P., Abscissas and weights for Lobatto quadrature of high order,

Math. Comp., 14(1960), 47-52.

[89] Rota, G.-C., Mullin, R., On the foundation of combinatorial theory, Graph

Theory and its Applications (ed. B. Harris), Academic Press, New York, 1970.
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