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Introducere

Coomologia grupurilor are o istorie care porneste de acum 100 de ani sau chiar mai
mult. Originile sale sunt inradacinate in teoria grupurilor gi teoria numerelor si au
devenit mai apoi o componenta integrala a topologiei algebrice. In ultimii 30 de ani
in coomologia grupurilor s-a dezvoltat o legatura puternica cu teoria reprezentarilor
grupurilor finite. Daca la inceput aplicatiile priveau coomologiile in gradele 1 si 2,
mai tarziu interactiunea cu reprezentarile implica studiul inelelor de coomologie, mai
ales din punctul de vedere al geometriei spectrului de ideale maximale (prime), al
varietatilor acestor inele.

Teoria reprezentarii s-a ocupat initial cu studiul proprietatilor grupurilor abstracte
prin intermediul unor aplicatii liniare ale unor spatii vectoriale. Initial ea s-a ocupat
in principal cu reprezentari peste corpul numerelor reale sau complexe gi studiau
caracterele ordinare ale grupurilor finite, definite de Frobenius in 1896. In aceeasi
perioada L. E. Dickson considera reprezentari ale grupurilor cu coeficienti intr-un
corp finit, el aratand ca daca corpul scalarilor spatiului vectorial are caracteristica p
si p nu divide ordinul lui G atunci metodele din teoria reprezentarilor ordinare pot fi
aplicate cu succes. Daca p divide ordinul lui GG, Dickson a aratat ca teoria este total
diferita iar in acest caz avem teoria reprezentarilor modulare.

Teoria reprezentarilor modulare a fost dezvoltata de R. Brauer intre 1935 si 1977
care a construit aproape in totalitate scheletul a ceea ce numim azi teoria clasica a
reprezentarilor modulare ale grupurilor finite. Brauer a definit gi studiat conceptele
de baza ale teoriei blocurilor aplicand cu succes teoria in studiul grupurilor finite. J.
A. Green a introdus in anii ‘60 conceptul de G-algebra unde G este un grup finit,

care poate fi folosit pentru a aborda atat teoria blocurilor cat si teoria modulelor.



Un alt pas esential a fost realizat la sfarsitul anilor 70, prin contributiile lui J.
L. Alperin, M. Broué si L. Puig care au pus bazele teoriei p-locale ale blocurilor si
reprezentarilor. Alperin gi Broue au introdus perechile Brauer, iar acestea au fost
folosite de Broue si Puig in studiul blocurilor nilpotente. O trecere in revista a
principalelor rezultate si a problemelor deschise din teoria reprezentarilor modulare
se gaseste 1n [25].

J. L. Alperin, in [1], prezinta aspecte ale coomologiei grupurilor care apar in teoria
reprezentarilor modulare. Urmand aceasta linie si acest indemn din titlul articolului
”Cohomology is representation theory”, au aparut o multitudine de studii care aplica
algebra omologica in teoria reprezentarilor si invers. O tratare generala noilor cai si
metode din teoria reprezentarilor modulare apare in [4].

In 1999, M. Linckelmann a scris 2 articole [18] si [19], in care defineste si studiaza
proprietatile algebrei de coomologie asociata unui bloc, definit in mod analog cu alge-
bra de coomologie a unui grup prin metoda elementelor stabile din [11]. Linckelmann
studiaza mai departe si varietati asociate algebrei de coomologie a unui bloc stabilind
o stratificare de tip Quillen similara stratificarii obtinute de G. S. Avrunin si L. L.
Scott in [3], respectiv de inventatorul acestei abordari, D. Quillen in [28] si [29].

In aceastd tezd vom aborda algebra de coomologie a unui grup finit si algebra de
coomologie al unui bloc al unui grup finit. Vom aplica metoda lui M. Linckelmann
de scufundare a algebrei de coomologie a unui grup finit in algebra de coomologie
Hochschild a algebrei grupale, prin intermediul unui morfism de inductie generalizat
pe care-1 vom analiza in mod explicit.

Vom defini algebra de coomologie a unui bloc al unui subgrup normal al unui grup
G, G-stabil, folosind perechi Brauer generalizate si vom demonstra rezultatele similare
obtinute de Linckelmann in [18]. Intr-o anumit4 situatie pentru blocul considerat vom
deduce rezultate noi legate de varietatile asociate algebrei de coomologie a blocului
definita de Linckelmann si algebra de coomologie definita de autor folosind perechile
Brauer generalizate.

Teza este structurata dupa cum urmeaza. In Capitolul 1 vom stabili notatii,
notiuni gi rezultate de baza pe care le vom folosi pe parcursul intregii lucrari. Prin-

cipalele obiective acoperite in acest capitol sunt: algebra simetrica, forma simetrica,



elemente stabile in coomologia grupurilor, coomologia Hochschild a algebrei simet-
rice, blocuri ale algebrelor grupale, perechi Brauer, grupuri punctate si coomologia
blocurilor. Principalele surse folosite sunt: [5], [6], [12], [37] pentru algebra omologica
si [18], [23], [36] pentru teoria reprezentarilor modulare iar [13] pentru grupuri finite.

Capitolul 2 este dedicat caracterizarii elementelor stabile stabile in coomologia
Hochschild a algebrelor grupale. Vom arata ca sub anumite ipoteze, rezultate stabilite
de M. Linckelmann in [18] raman valabile si intr-un context mai general al morfismului
diagonal generalizat cu domeniul algebra de coomologie a centralizatorului in grupul
initial G, al unui reprezentant al unei clase de conjugare.

§2.1. In acest paragraf definim transferul normalizat Tx asociat unui complex
marginit de A — B-bimodule X, intre HH*(B) si HH*(A) unde A, B sunt doua R-
algebre simetrice. Totodata vom defini multimea elementelor X-stabile in HH*(A),
notatd cu HH% (A) si vom da proprietati satisfacute de Tx pe HHY (A), care este
chiar o algebra graduata. In finalul paragrafului vom reaminti scufundarea algebrei
de coomologie a unui grup finit G in subalgebra elementelor M-stabile ale HH},(RG),
unde M = RG ca RG — RH-bimodul iar H este un subgrup al G.

§2.2. O parte din rezultatele anterioare le vom explicita pentru cazul algebrelor
grupale, dand in mod explicit definitia transferului si a morfismului de inductie diag-
onald dg. Aceste obiective au fost obtinute de catre autor in [32].

§2.3. Tot in [32] autorul definegte explicit morfismul de tip inductie diagonala
notat 7S de la H*(Cg(z;), R) in HH*(RG), unde z; este un reprezentant al unei
clase de conjugare a lui G. In continuare vom demonstra compatibilitatea lui %g cu
restrictiile si transferurile in coomologia grupurilor.

§2.4. Continuand linia paragrafului 2.3. din acelasi articol [32], vom stabili o
situatie de lucru pe care o notam (1), situatie in care Propozitia 4.8. din [18] ramane
valabila pentru yfi . Ba mai mult daca z; = 1 obtinem chiar Propozitia 4.8. Para-
grafele 2.2, 2.3 gi 2.4 contin rezultate originale publicate de autor in [32].

Pe parcursul capitolului 3 vom lucra cu k un corp comutativ, algebric inchis, de
caracteristica p, G' este un grup finit cu N un subgrup normal al sau iar ¢ un bloc al
kN care este G-stabil. Vom defini si vom analiza, folosind perechi Brauer generalizate,
algebra de coomologie generalizata a blocului ¢ si un morfism de restrictie de la aceasta

algebra la algebra de coomologie obignuita a blocului c.



§3.1. In acest paragraf vom reaminti rezultatul principal din [18], si anume Teo-
rema 5.6, care ne arata scufundarea algebrei de coomologie al unui bloc intr-o subal-
gebra de elemente stabile a coomologiei Hochschild a blocului respectiv.

§3.2. Vom defini (¢, G)-perechi Brauer (perechi Brauer generalizate) si o relatie de
ordine pe acestea bazandu-ne pe [15]. Vom stabili legatura intre (¢, G)-defect grupuri
si defect grupuri punctate pe G-algebra kN si vom defini categoria Brauer general-
izatd, notata F(pe,)(G, N, c), unde (P, ep) este o (¢, G)-pereche Brauer generalizata.
Daca N este egal cu G obtinem categoria Brauer obignuita.

§3.3. Vom stabili o situatie de lucru notata cu (x), care exista pentru blocul ¢
§i care ne spune ca putem gasi intotdeauna un defect grup punctat Q)5 al Ny cu
Q5 < Py, unde P, este un defect grup punctat al G.. Folosind categoria Brauer
generalizata putem sa definim algebra de coomologie ”generalizata” a lui ¢ asociata
lui P, notata H*(G, N, ¢, P,), iar in situatia (x) avem un morfism de restrictie, pe
care-1 denumim morfismul de restrictie in coomologia blocurilor si-1 notam resg:iv’c.
In continuare vom demonstra teorema principala a acestui paragraf, Teorema 3.3.11,
care ne arata ca proprietatile din [18, Teorem 5.6] raman valabile gi pentru algebra de
coomologie generalizata. In finalul paragrafului, introducem o relatie de incluziune
normala pe (¢, G)-perechi Brauer gi demonstram Teorema a treia principala a lui
Brauer (Teorema 3.3.12) pentru perechi Brauer generalizate. In principal aceasta ne
spune ca daca ¢ = ¢ este blocul principal al lui N atunci (co, G)-defect grupurile sunt
p-subgrupurile Sylow ale lui G.

§3.4. Sub ipoteza situatiei (*) din paragraful 3.3 vom determina proprietati ale
morfismului de restrictie din coomologia blocurilor prin intermediul unui morfism
de transfer definit de la algebra de coomologie Hochschild a lui kGc la algebra de
coomologie Hochschild a ideal blocului kNec. Rezultatul fundamental al acestui para-
graf este Teorema 3.4.10, care stabileste compatibilitatea resgijcv’c prin intermediul lui
Tx unde X = kGec, luat ca gi kNc — kGe-bimodul.

§3.5. In acest paragraf vom analiza varietatea algebrei de coomologie generalizata
a blocului ¢ asociata unui kGe-modul finit generat U, notata cu Vi n.(U). In general,
considerand algebra de coomologie obignuita a blocului ¢, M. Linckelmann a studiat
varietatea asociata algebrei H*(V, ¢, Qs) n [19]. Pastrand notatiile gi presupunerile

din Teorema 3.4.10, vom demonstra ca Vy(U) = (1§ y.) " (Van(U)). Paragrafele



3.4 gi 3.5 se bazeaza in principal pe rezultate originale obtinute de autor in [35].

In Capitolul 4 vom defini un functor izomorf cu functorul Homyg(k, —) care ne
permite sa avem o alta abordare a definitiei coomologiei grupurilor finite. Coomologia
blocurilor nu are, deocamdata o abordare globala, adica prin functorul derivat la
dreapta (sau stanga) a unui anumit functor, din cauza ca bloc algebra nu este o
algebra cu augmentare. Rezultatele din capitolul 4 pot reprezenta punctul de plecare
pentru o astfel de abordare, care este realizatii de altfel de autor in [31]. In acest
capitol consideram G un grup finit, P un p-subgrup Sylow al lui G iar k un corp de
caracteristica p.

§4.1. Fie A, B doua kG-module. Rezultatul principal al acestui paragraf este
izomorfismul dintre Homyg (A, B) si k-submodulul elementelor in Homyp(A, B), definit
in Definitia 4.1.2. Acesta va fi notat cu Hom}»(A, B).

§4.2. Vom defini un functor Fg de la categoria Mod(kG) in categoria Modk
prin F(A) = Homyp(k, A), pentru orice kG-modul A. Acesta este izomorf cu
Homy(k, —). Obtinem in final izomorfismul R"F (k) = H™(G, k). Paragrafele 4.1,

4.2 se bazeaza in totalitate pe articolul [33].
o

Sunt recunoscator domnului Profesor Andrei Marcus pentru ajutorul si raspunsurile
date la diferite intrebari aparute pe parcursul obtinerii rezultatelor din teza. Ii
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edrei de Algebra de la Universitatea ”Babeg-Bolyai” si Catedrei de Matematica de
la Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca pentru atmosfera calda si prietenoasa din
ambele catedre.

In final le multumesc périntilor mei, fratilor si surioarei mele care m-au ajutat si

ma ajuta in diferite moduri.



Capitolul 1

Preliminarii

In acest capitol vom prezenta notiunile si proprietatile de baza ale coomologiei Hochsc-
hild pentru algebrele simetrice, ale coomologiei ordinare a grupurilor finite cat si
rezultatele principale ale blocurilor algebrelor grupale, pe care de acum inainte le
vom numi blocurile grupurilor finite sau, pe scurt, blocuri. Vom incheia capitolul cu
prezentarea coomologiei blocurilor, definita de Markus Linckelmann in anul 1999 in
articolul [18]. In acest capitol (si pe parcursul intregii lucrari, daca nu se specifica
altceva), toate algebrele si inelele sunt asociative cu unitate si toate modulele le

consideram module la stanga, finit generate.

1.1 Coomologia Hochschild a algebrelor simetrice

In acest paragraf prezentam pe scurt: notiunea de algebra simetrica, doi functori
adjuncti in general, notiunea de algebra de coomologie Hochschild aplicata algebres
simetrice si vom incheia cu prezentarea morfismului de transfer intre doua algebre
de coomologie Hochschild pentru algebre simetrice. In prima parte vom defini doua
perechi de functori adjuncti asociate unui bimodul peste algebre simetrice si vom
defini unitatile si counitatile corespunzatoare. In partea a doua a paragrafului ne
vom ocupa de rezultate asemanatoare dar in cadrul mai general al complexelor de
lanturi marginite, de bimodule peste algebre simetrice i vom defini transferul intre
coomologia Hochschild a doua algebre simetrice, asociat unui astfel de complex ma
rginit. Totodata vom pune accentul pe algebra grupala a unui grup finit, caz particular
de algebra simetrica si vom da explicit unitatea si counitatea care apar in definirea

morfismului de transfer.



In continuarea paragrafului, consideram R un inel comutativ, A, B,C sunt R-
algebre simetrice iar X un complex de lanturi marginit (cu un numar finit de com-
ponente nenule), de A — B-bimodule, proiective ca A-module la stanga si B-module
la dreapta.

1.1.1. Perechea de functori adjuncti (X ®p —, X* ®4 —). Morfismele de unitate

si counitate ale functorilor adjuncti (X ®p —, X* ®4 —) sunt morfismele de complexe

de B — B-bimodule, respectiv A — A-bimodule
ex:B—=>X"®4X, nx: X®pX"— A

1.1.2. Perechea de functori adjuncti (X*®4 —, X ®p —). Morfismele de unitate
si counitate ale functorilor adjuncti (X*®4 —, X ® g —) sunt morfismele de complexe

de A — A-bimodule, respectiv B — B-bimodule

ex- A= X X", nx: X"®4 X — B.

Rezultatele anterioare cat si cele ce vor urma includ cazul in care X = M este
considerat ca gi complex de A — B-bimodule concetrat in gradul 0 (adica Xy = M iar
restul componentelor sunt 0). In continuare vom detalia de ce algebra grupala este
algebra simetrica (vezi [18, Exemplul 2.6]). Mai departe vom considera H un subgrup
al G si M = RG ca si RG — RH-bimodul. R-dualul M* al lui M este izomorf cu
ruBRGRa. In particular avem ca M* ®ra M este izomorf cu RG ca si RH — RH-
bimodul. Folosind aceste rezultate obtinem morfismele de adjunctie asociate lui M
si M* (vezi [18, Exemplul 2.6]).

1.1.3. Coomologia Hochschild a unei R-algebre A. Conform [37, Capitolul
9, Corolar 9.1.5] avem urmatoare definitie a coomologiei Hochschild a unei algebre.

Coomologia Hochschild a unei R-algebre A este algebra

HH"(A) = Ext’y, 0(A).



Conform unor rezultate standard din algebra omologica, in cazul in care X este
proiectiv ca si A-modul la stanga si ca B-modul la dreapta, obtinem ca complexul
X*®4 Pa® X este o rezolutie proiectiva a lui X* ®4 X in categoria abeliana a
complexelor marginite de A — B-bimodule. Obtinem mai departe ca morfismul de
adjunctie ex : B — X* ®4 X lifteaza la un morfism de complexe, unic pana la
omotopie pe care il notam la fel

6)(Z7DB—>X*®APA®AX'

Analog vom avea : 1y, Ex, 1)x+-

Definitia 1.1.4 (Definitia 2.9, [18]). Fie A, B doua R-algebre simetrice, s € A*, ¢ €
A* formele simetrice, 4 Xpg un complex marginit de bimodule proiective ca si module

la stanga si la dreapta. Transferul asociat lur X este unicul morfism liniar graduat
tx : HH*(B) — HH*(A),

care, pentru orice n > 0, trimite clasa de omotopie [¢] a lui £ : Pp — Pp[n] in clasa
de omotopie tx [£] = [nx[n]o({dx ®E® Idx+)oex+|, data de compunerea de morfisme

de complexe

Tdx @ERIdx
_—

Pa X X ®pPp®p X* X ®p Pgn| ®X*77X—M>PA[H] .

1.2 Coomologia grupurilor finite

Coomologia grupurilor finite se poate defini atat algebric cat si topologic iar cele doua
definitii sunt echivalente. Definitia coomologiei grupurilor, algebrica si rezultatele
legate de aceasta urmeaza in principal linia din [5], insa redam in aceasta sectiune
abordarea lui Markus Linckelmann din [18]. In aceast’ sectiune consideram G un grup
finit, R un inel comutativ iar algebra grupala RG admite o structura de RG — RG-
bimodul data de inmultirea din RG. Totodata mentionam ca orice RG'— RG-bimodul
M admite o structura de R(G x G)-modul cu (z,y) € G X G actioneaza pe m € M

ca si xmy~! (si viceversa).



Definitia 1.2.1. Se numeste algebra de coomologie al lui G cu coeficienti in R algebra
H*(G, R) = Extho(R, R),

unde R are structura de RG-modul trivial. Explicit Exty (R, R) = @5 Extie(R, R),

cu inmultirea in inel data de produsul cupa (daca folosim cocicluri) iar
EXt%G(R, R) == Hn<H0ng('PR, R)),

unde P o rezolutie proiectiva a lui R ca gi RG-modul trivial.

Vom folosi totusi in definitia coomologiei grupurilor in locul cociclurilor, clasele
de echivalenta omotopica de morfisme de complexe intre rezolutii, aceasta datorita
usurintei de a lucra cu compuneri de morfisme de complexe in loc de produsul cupa.

In concluzie de acum 1nainte

H"(G, R) = Homg (ra)(Pr, Pr[n]).

1.2.2. Complexul Ind§%%(Pr) este o rezolutie projectivi a lui RG, deci putem inden-
tifica Ind$% (Pr) = Pre, unde Pge este o rezolutie proiectiva a lui RG ca R(G x G)-

modul sau ca RG — RG-bimodul (dupa cum e mai convenabil).

Propozitia 1.2.3 (Propozitia 4.5,[18]). Fie G un grup finit $i Pr o rezolutie proiec-
tiva a RG-modulului trivial R. Functia care trimite 7 € Home(re)(Pr, Prln]) in

In dGXG( ) induce un morfism injectiv de R-algebre

0 : H'(G, R) — HH(RG), dc([r]) = mdZ&" (7).

Morfismul s din propozitia anterioara il vom numi ”morfismul inductie diag-
onala”. Restrictia si transferul pentru coomologia grupurilor sunt compatibile cu
transferul definit intre coomologia Hochschild a algebrelor grupale prin intermediul
morfismului diagonal din Propozitia 1.2.3, iar aceste 2 rezultate vor fi amintite in
acest paragraf conform [18, Propozitia 4.6, Propozitia 4.7].
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1.3 Blocuri ale algebrelor grupale, perechi Brauer

si grupuri punctate

In aceasti sectiune vom prezenta rezultatele principale ale blocurilor algebrelor gru-
pale. Ne intereseaza mai ales proprietatile legate de defect grupuri si perechi Brauer
cat si abordarea cu grupuri punctate ale blocurilor. Sursele initiale pentru aceste
rezultate sunt articolele lui J. Alperin si M. Broué, respectiv M. Broué si L. Puig
adica [2] i [9]. Toate acestea se gasesc sistematizate in [36], ale carei notatii le vom
adopta. In prima parte a paragrafului vom aborda idempotentii si blocurile unei al-
gebre grupale cat si notiunile de G-algebra si de grupuri punctate. Iar in a doua parte
a acestui paragraf ne vom ocupa de proprietatile blocurilor, intr-o ordine diferita fata
de cea din [36], amintind din cand in cand de contextul general al grupurilor punctate
asociate blocurilor.

Fie G un grup finit, k£ un corp comutativ de caracteristica p, care divide ordinul lui
G iar A o G-algebra. Vom reaminti pe scurt in acest paragraf: morfismul urma relativ
Trfl cu H un subgrup al lui G; grupuri punctate; incluziunea grupurilor punctate;
morfismul Brauer Brﬁ, unde P e un p-subgrup al lui G; perechi b-Brauer, unde b este
bloc al kG; incluziunea perechilor b-Brauer; blocul principal, notat de obicei cu by.

Proprietatile defect grupului blocului principal au fost stabilite in Teorema a treia
principala a lui Brauer pe care o amintim in teza conform [36, Teorema 40.17].

1.4 Coomologia blocurilor grupurilor finite

Prima parte a acestei sectiuni descrie sistemele de fuziune ale p-grupurilor care au ca si
exemple de baza: sistemul de fuziune asociat unui p-subgrup Sylow al unui grup si cel
asociat unui bloc al unui algebre grupale peste un grup finit. Definitia originala a fost
data de catre L. Puig (care le-a numit sisteme pline Frobenius), ele fiind dezvoltate de
catre Broto, Levi i Oliver in [8] (denumite acolo sisteme de fuziune saturate). Noi vom
adopta notiunea de sistem de fuziune si rezultatele din [22]. Mentionam ca in ultimii
ani teoria sistemele de fuziune (sistemele de fuziune saturate) reprezinta un domeniu
in plina dezvoltare care arata interactiuni stranse intre teoria grupurilor si topologia
algebrica. Majoritatea proprietatilor sistemelor de fuziune, au fost sistematizate de

inventatorul acestora, L. Puig in [27]. In continuare vom reaminti notiunea cea mai
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importanta a acestei lucrari cea de algebra de coomologie a unui bloc, introdusa de M.

Linckelmann in [18]. Vom relua totodata cateva proprietati de baza a acestei algebre.

1.4.1. Sistemul de fuziune asociat unui bloc. Fie b un bloc al lui kG si (P, e)
o b-pereche Brauer maximala. Pentru orice @), un subgrup al lui P exista un unic
bloc eq al kCq(Q) astfel incat (Q,eq) < (P,e). Notam cu F(p,)(G,b) categoria pe
P ale carei morfisme sunt morfismele de grupuri ¢ : ) — R pentru care exista © € G
cu (@, eq) < (R, er) (echivalent “eg = exq) astfel incat p(u) = zuzr~!, pentru orice
u € Q. Conform [22, Teorema 2.4] avem ca F(p.)(G,b) este un sistem de fuziune pe
P. Daca b este blocul principal, conform Teoremei a treia a lui Brauer obtinem ca
Fipe)(G,b) = Fp(G), unde Fp(G) este sistemul de fuziune pe P cu morfismele de la

@ la R induse de conjugarea cu elemente x € G astfel incat “Q) < R.

Dam in continuare definitia algebrei de coomologie asociata unui bloc.

Definitia 1.4.2 (Definitia 5.1, [18]). Fie b un bloc al lui kG si P, un defect grup
punctat al lui Gyy. Se numeste algebra de coomologie a blocului b asociata cu P,

subalgebra
H*(G,b, P,)

al lui H*(P, k), ce consta in toate elementele [(] € H*(P, k) ce satisfac res;([(]) =

res,([C]), pentru orice subgrup @ in P si orice ¢ € Hom;(P’eP)(G’b)(Q, P).



Capitolul 2

Elemente stabile in coomologia
Hochschild a algebrei grupale

Capitolul al doilea este dedicat aplicarii unor rezultate anterioare in cazul algebrei
grupale. Vom defini notiunea de element stabil in algebra de coomologie Hochschild si
vom explicita morfismele de adjunctie si de transfer pentru algebra grupala, definite
in paragraful 1.1. In paragraful 2.3 vom detalia folosind limbajul morfismelor de
complexe generalizarea morfismului inductie diagonala definit in [30] cu cocicluri.
Vom demonstra un rezultat nou care ne arata ca imaginea unui astfel de morfism
(generalizare de inductie diagonald) este inclusa in subalgebra elementelor stabile din
codomeniu. Obtinem astfel un rezultat similar celui obtinut de M. Linckelmann in

[18]. Paragrafele 2.3, 2.4 contin rezultate originale publicate de autor in [32].

2.1 Elemente stabile in coomologia Hochschild a

algebrelor simetrice

Prezentam pe scurt notiuni si rezultate generale legate de caracterizarea elementelor
stabile in coomologia Hochschild a algebrelor simetrice si studiem legatura lor cu

morfismele de transfer.

Definitia 2.1.1. Fie A, B doua R-algebre simetrice cu formele simetrice s € A*;t €

B* gi X un complex marginit de A — B-bimodule cu componente proiective ca si

12
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module la stanga si la dreapta.
i) Elementul mx = (nx oex+)(1a) € Z(A), imaginea lui 14 fata de compunerea:
A X @p XF > A
se numeste elementul proiectiv relativ la X.

ii) Daca mx este inversabil in Z(A) notam cu Tx : HH*(B) — HH*(A) morfismul
liniar graduat definit de Tx([7]) = 75'tx([7]), 7 € HH*(B), pe care-l numim

transferul normalizat asociat lui X.

iii) Un element [(] € HH*(A) se numeste X -stabil daca exista [7] € HH*(B) astfel
incat pentru orice n € 7Z, pozitiv urmatoarea diagrama este comutativa pana la

o0 omotopie

o)

Pa®@a X X®Pp (2.1.1)
\L%@Idx iIdX(X)Tn

'PA[TL] Xa Xi>X XB PB[n]

unde (,, 7, sunt componentele de grad n ale (,7 iar sagetile orizontale sunt
echivalentele de omotopie naturala P, ® 4 X = X ®p Pp care lifteaza izomor-
fismele naturale A ®4 X = X ®p B. Notam cu HH% (A) multimea elementelor

X-stabile in HH*(A).

In [18] exista o serie de rezultate care ne dau proprietati elementelor stabile. Este
vorba de o lema care ne da conditii echivalente cu conditia 2.1.1 de definire a unui
element stabil si o propozitie care stabileste ca morfismul de transfer asociat unui
bicomplex X are proprietatea ca duce elemente stabile in elemente stabile.

Incheiem acest paragraf cu trei rezultate intens folosite pe parcursul acestei lucrari
si pe care le reamintim: [18, Corolarul 3.8], [18, Exemplul 3.9], [18, Propozitia 4.8] .
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2.2 Morfismul de transfer intre algebrele de coomolo-

gie Hochschild ale algebrelor grupale

Principalul scop al acestui paragraf este de a da in mod explicit, folosind definitii pe
elemente, caracterizarea morfismelor de unitate si counitate asociate lui M = RG
si M* = RG ca si RG — RH-bimodul, respectiv RH — RG-bimodul, unde H e un
subgrup al grupului finit G. In acelagi mod vom explicita morfismele de transfer ¢,
si Eage.

Consideram Ppg o rezolutie proiectiva a lui R ca RG-modul trivial. Deoarece RG
este liber ca RH-modul la stanga (de baza un sistem de reprezentanti ai claselor la
dreapta ale lui H in G) avem ca Res$ Pr rdmane o rezolutie proiectiva a lui R ca RH-
modul trivial. Deci orice element [7] € H*(H, R) poate fi reprezentat de un morfism de
lanturi 7 : Res$;Pr — Res%Pg[n]. Conform 1.2.2, pe orice element [r] € HH"(RG)
il considerdm reprezentat de un morfism de lanturi 7 : Ind$3Pr — IndSEPr[n)].
Consideram IndY 5" R ca si RH — RH-bimodul prin

hy - [(x,y) @ram 1] - ha = (hiz, hy'y) @pam 1r,

unde hy, ho,z,y € H.
Explicitam unitatea e/« si counitatea 7, astfel incat avem definitia detaliata a

transferului ¢,;:

Definitia 2.2.1. Transferul asociat lui M este unicul morfism liniar graduat
ty : HH*(RH) — HH*(RG),
care trimite clasa omotopiei [7], a morfismului de lanturi
7 Ind{ 7 Pr — IndX 5" Prln

in clasa omotopiei [na[n] o (Idy @re T @gp Idy+) o epr+], pentru orice n > 0.

In mod similar vom caracteriza liftarile la rezolutii ey, si nas=.
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Definitia 2.2.2. Transferul asociat lui M* este unicul morfism liniar graduat
ta : HH*(RG) — HH*(RH),

care trimite clasa omotopiei [7], a morfismului de lanturi
7 nd§5Pr — IndSE Pr[n)]

in clasa omotopiei [ny+[n] o T 0 £/], pentru orice n > 0.

2.2.3. Explicitarea morfismului ”inductie diagonala é;”. Conform Propozitiei

1.2.3 exista morfismul injectiv de R-algebre
6¢ : H*(G, R) — HH*(RG), d¢([7]) = [mdS5%(1)],

unde [7] € H*(G, R) corespunde la 7 : Pr — Pg[n].

2.3 Generalizarea morfismului de inductie diago-

nala

Folosind limbajul cociclurilor S.F. Siegel si S.W. Witherspoon dau o descompunere
aditiva a algebrei de coomologie a unui grup (care actioneaza prin automorfisme
peste un al doilea grup) cu coeficienti in algebra grupala. De fapt ei expliciteaza
izomorfismul ce determina aceasta descompunere iar in cazul egalitatii celor doua
grupuri gi a actiunii de conjugare obtinem descompunerea din [6, Teorema 2.11.2]
extinsa la algebre graduate. In acest paragraf vom caracteriza, folosind limbajul
morfismelor de complexe, morfismele injective de algebre care apar in [30, Lema 4.2],
notate acolo cu ;. In continuarea acestui capitol pentru G' un grup finit alegem
{z; | i € {l,...,r}} un sistem de reprezentanti ai celor r clase de conjugare ale lui
G, cu un reprezentant fixat z;, pentru i € {1,...,7} un indice ales oarecare.

Daca [7] € H*(Cg(x;), R) este reprezentat de morfismul de lanturi de complexe

T Resgc(mi)PR — Reng(mi)PR[n]
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definim urmatorul morfism de lanturi intre rezolutiile proiective ale lui RG ca R(G X
G)-modul
’Ysz- (1) : nd§5Pr — Ind$ECPr[n],

75-(7)((% Y) ®rac 2) = (z,y) Z (974, 9) ®rac T(97'2) (2.3.1)
9€[G/Cq(wi)]

pentru z,y € G, z € Pg.

Propozitia 2.3.1. i) Pentru orice T morfism de lanfuri ca mai sus, functia v (1)

este bine definita si este morfism de lanturi.

it) Pentru orice clasd [7] € H"(Cg(z;), R) avem ca S ([7]) = (7S (1)] este indepen-
denta de alegerea reprezentantilor.

Propozitia 2.3.1 ne permite sa dam urmatoarea definitie a morfismului de R-
algebre graduate din (2.3.1).

Definitia 2.3.2. Fie G un grup finit si z; un reprezentant al unei clase de conjugare

a lui G. Morfismul de R-algebre
VS HY(Cg(x:), R) — HH*(RG)

este unicul morfism liniar graduat 7& ([7]) = [7$ (7)], unde [r] € H*(Cq(x;), R) este
reprezentat de un morfism de lanturi 7 : Resgc(xi)PR — Resgc(xi)PR[n]. Acest

morfism se numeste morfismul generalizat de inductie diagonala relativ la x;.

Este clar ca daca z; = 1 elementrul neutru al lui G atunci Cg(1) = G si conform
2.2.3 obtinem 7¢ = §¢. Urmitoarea propozitie este o adaptare a [18, Propozitia 4.7]
la morfismul generalizat de inductie diagonala. Se observa, conform celor anterioare

ca daca luam z; = 1 obtinem chiar propozitia respectiva.

Propozitia 2.3.3. Fie G un grup finit st x; un reprezentant al unei clase de conju-

gare a lui G, H un subgrup al lui G cu proprietatea ca v; € H. Atunci x; este un
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reprezentant al clasei de conjugare a lui H, Cy(z;) < Cq(z;) st urmatoarea diagramad

este comutativa
tr(j(;(zi>

H*(Cpr (), R) — 2 > H*(Cs(a;), R) .

HH*(RH) far HH*(RG)

2.4 Elemente stabile in coomologia Hochschild a

algebrei grupale

In acest paragraf pe langa ipotezele anterioare pentru majoritatea rezultatelor vom
lucra sub ipoteza urmatoare:

SITUATIA (). Fie G un grup finit, H un subgrup al G si x; un element al
H, un reprezentant al unei clase de G-conjugare. Presupunem ca exista un Sis-
tem de reprezentanti ai claselor la stanga ale Cy(x;) in H care ramdane sistem de
reprezentanti ai claselor la stanga ale Cq(x;) in G.

Problema care apare acum este daca exista grupuri aflate in situatia (f). Vom da
in continuare un exemplu de grup si de subgrup aflat in aceasta situatie.

Exemplul 2.4.1. Fie G grupul diedral de ordin 4n notat cu D,,, unde n este un

numar natural impar. Avem descrierea explicita

2 Im—1 2 2n—1
Dy, ={1l,z,2% ... x Y TY, TY, .., T y}.

2n—2

=2 2y, xty, ..., 2?2y} un subgrup al G.

Alegem z; =y i H = {1,y,2% 2% ...z

Mai mult dupa cum se poate deduce din Exemplul 2.4.1 avem urmatoarea lema.

Lema 2.4.2. Daca suntem in situatia () atunci orice sistem de reprezentanti ai
claselor la stanga ale Cy(x;) in H este un sistem sistem de reprezentanti ai claselor
la stanga ale Cg(z;) in G.

In situatia () vom avea ca si %GZ_ este compatibil cu o anumita restrictie.
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Propozitia 2.4.3. Daca suntem in situatia (1) atunci urmatoarea diagramd este

comutativg
Ca (z4)
rescH (zz)

H*(Ca (i), R)

HH*(RG) e HH*(RH)

Demostram in urmatoarea teorema, care este rezultatul principal al acestui para-
graf, cd in situatia (t) avem o scufundare similari cu [18, Propozitia 4.8] Tm~S C
HH},(RG), unde M este RG — RH-bimodulul regular.

Teorema 2.4.4. In situatia () wrmatoarele afirmatii sunt adevarate:

i) Pentru orice numar natural n, si orice morfism de lanuri T € Home(rea)(Pr, Prln|)

avem ca urmatoarea diagrama este o omotopie comutativa

RG ®@py IndX ¥ (Pg) ®pyr RG n ndSx% (Pr)
lIdJVI@RHVg(T)@RHId]\/I* l%:c (1)

RG @ppr IndX " (Pr[n]) @ RG Ind§ %% (Prn))

N (0]

it) Im~$ < HH},(RG).



Capitolul 3

Morfismul de restrictie in

coomologia blocurilor grupurilor

finite

Abordam in acest capitol algebra de coomologie a unui bloc, definita de M. Linckel-
mann in [18], intr-un mod similar cu coomologia grupurilor, folosind metoda ” Cartan-
Eilenberg a elementelor stabile”. Vom folosi insa limbajul sistemelor de fuziune am-
intit in paragraful 1.4. Pe parcursul intregului capitol vom considera k& un corp
algebric inchis de caracteristica p (un numar prim) si G un grup finit. Fie totodata N
un subgrup normal al G si ¢ un bloc al lui kN care este G-stabil, fata de actiunea de
conjugare. In aceastd situatie, folosind rezultate observate de R. Kessar si R. Stancu
in [15], vom defini algebra de coomologie ”generalizata” a blocului ¢ gi un morfism de
restrictie la algebra de coomologie obignuita a blocului ¢. Vom analiza acest morfism
de restrictie prin intermediul morfismelor de transfer intre coomologia Hochschild a
algebrei kGc si algebra de coomologie obisnuita a blocului ¢, ca bloc a lui k.
Primul paragraf al acestui capitol prezinta pe scurt rezultatele de baza obtinute de
M. Linckelmann in [18] legate de coomologia blocurilor si scufundarea acesteia in sub-
algebra elementelor stabile a algebrei de coomologie Hochschild a blocului considerat.
Paragraful al doilea contine rezultate originale bazate pe proprietati ale perechilor

19
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Brauer generalizate, obtinute de autor in [34] si [35]. In paragraful al treilea ne vom
ocupa de coomologia blocurilor generalizata si de proprietati ale acesteia. Paragrafele
patru si cinci descriu compatibilitatea morfismului de restrictie cu morfismul transfer
dintre algebrele de coomologie Hochschild in anumite situatii, cat si unele proprieta
ti ale varietatilor asociate coomologiei blocurilor generalizata. Ultimele trei paragrafe
se bazeaza pe rezultate originale obtinute de autor in [35].

3.1 Elemente stabile in coomologia Hochschild a

blocurilor

Reamintim in acest paragraf, fara demonstratie rezultatul principal din [18], care
demonstreaza scufundarea algebrei de coomologie al unui bloc in subalgebra ele-
mentelor stabile din algebra de coomologie Hochschild a blocului respectiv. Pentru
anumite tipuri de blocuri scufundarea aceasta este studiata in [26]. De fapt vom da
demonstratiile acestor rezultate in paragraful 3.3, intr-un caz mai general, imitand
demonstratiile lui Linckelmann din [18].

3.2 Perechi Brauer generalizate si grupuri punc-

tate

In acest paragraf prezentam proprietatile perechilor Brauer generalizate, care sunt
asociate unui bloc al unui subgrup normal in grupul mai mare G. Ele sunt similare
perechilor Brauer, insa in aceasta situatie se pot construi prin subgrupuri ale lui G. In
aceste ipoteze, perechile Brauer generalizate formeaza un sistem de fuziune care are ca
si subsistem sistemul de fuziune asociat blocului folosind perechile Brauer obisgnuite
din subgrupul normal. Vom da cateva proprietati ce exprima legatura perechilor
Brauer generalizate cu grupurile punctate si vom incheia cu Teorema a treia principala
a lui Brauer pentru perechile Brauer generalizate. Majoritatea rezultatelor se bazeaza
pe rezultate originale obtinute de autor in [34] si [35].

Pana la sfarsitul capitolului vom considera N un subgrup normal al lui G, un bloc
c al lui kN | care este G-stabil gi £ un corp comutativ, algebric inchis. Notam cu
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A = kG ca gi G-algebra interioara, A; = kN ca si G-algebra (neinterioara) iar kN
are structura obignuitd de N-algebra interioard. Remarcam ca atat Ny, cat si Gy
sunt grupuri punctate pe A;.

3.2.1. Morfismul Brauer pentru A;. Pentru orice p-subgrup @ al lui GG, proiectia
canonica de la kN in kCy(Q) induce un morfism de algebre surjectiv de la (kN)?
in kCn(Q), morfismul Brauer pentru Ay, notat Brg. Explicit Brg(x) = 1z daca
x € On(Q) s Brg(:v) =0 daca x ¢ Cn(Q).

Definitia 3.2.2. O (¢, G)-pereche Brauer (pereche Brauer generalizatd) este o pereche
(@, eq) unde @ este un p-subgrup al lui G astfel incat Brg (c) # 0 si e este un bloc al
kCn(Q) astfel incat Brg(c)eQ # 0. Daca G = N, atunci obtinem ca o (¢, G)-pereche

Brauer devine o c-pereche Brauer obignuita.

Definitia 3.2.3. Daca (R, eg) si (@, eg) sunt doua (¢, G)-perechi Brauer, spunem ca
(@, eq) este inclusa In (R, er) si notam (Q, eq) < (R, er), daca @) < R si pentru orice

idempotent primitiv i € (kN)? astfel incat Bry (i)er # 0 avem ca Brg(i)eQ # 0.

3.2.4. (¢, G)-defect grupuri. Conform [9, Teorema 1.14] gtim ca G actioneaza tranz-
itiv pe multimea (¢, G)-perechilor Brauer maximale. Echivalent, toate (¢, G)-perechile
Brauer maximale sunt G-conjugate. Daca (P, ep) este o (¢, G)-pereche Brauer max-
imala atunci P se numeste (¢, G)-defect grup, iar atunci cand N = G obtinem ca P

este defect grupul lui c.

Remarcam ca atat Ny cat si Gy sunt grupuri punctate pe A;, cu proprietatea
cd Niop < G- Ne aflam astfel in ipotezele [16, Propozitia 5.3], pe care o aplicam
obtinand urmatoarea situatie de lucru.

3.2.5. Defect grupuri punctate pe A;. P, este defect grup punctat al lui Gy

pe A; daci si numai dacid P = PN/N este un p-subgrup Sylow al lui G = G/N si
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exista Qs un defect grup punctat al Ny, pe kN ca si N-algebra astfel incat Qs < P,.

In acest caz Q = PN N.

Propozitia 3.2.6. Fie P, un defect grup punctat al Gy pe A;. Atunci erista o
unicd (c, G)-pereche Brauer (P,ep) astfel incdt Briy(i)ep # 0, pentru orice i € 7.
Mai mult (P, ep) este o (¢, G)-pereche Brauer mazimala, deci P este un (¢, G)-defect

grup.

Definitia 3.2.7 (Definitia 3.3, [15]). Fie N un subgrup normal al lui G, ¢ un bloc
G-stabil al lui kN si (P,ep) o (¢, G)-pereche Brauer maximala. Pentru un subgrup
@ al lui P fie eg unicul bloc al kCy(Q) astfel incat (Q,eq) < (P,ep). Notam cu

Fpep)(G, N, c) categoria pe P cu morfismele Homﬂp,ep)(G,Nﬁ) (@, R) date de multimea

{SO : Q — R | SO(U’) = gug_lavu € Q7g € GJQ (Q,QQ) S (R7 €R)}.

Fpep)(G, N, c) se numeste categoria Brauer generalizatd si este sistem de fuziune
conform [15, Teorema 3.4]. Daca N = G obtinem sistemul de fuziune asociat blocului

c al kG si notat F(pe,)(G,c), conform 1.4.1.

In propozitia urmatoare pastram notatiile si situatia de lucru data de 3.2.5.

Propozitia 3.2.8. Fie P, un defect grup punctat al lui Gy pe Ay si Qs = (PN
N)s < P, defect grupul punctat corespunzator lui Nicy, conform Observatiei 3.2.5.
Atunci existd o unicd (c, G)-pereche Brauer mazimald (P, ep) astfel incat Brp (i)ep #
0, pentru orice i € 7, §i o unicd c-pereche Brauer mazimala (Q,eq) astfel incat
Brg(j)eQ # 0, pentru orice j € 6. Mai mult avem cd (Q, eq) < (P, ep) i F(Q.e0)(IN, €)

este un subsistem normal in F(pe,)(G, N, c).
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Lema 3.2.9. Fie c un bloc G-stabil al kN si P, un defect grup punctat al Gy cu

1 € 7. Atunci morfismul de kGc — kGc-bimodule
kGi Qip 1tkG — kGc

dat de inmultirea in kGc, scindeaza.

In ipoteza 3.2.5 fie As = jAj unde j € (ckN)? este un idempotent primitiv astfel
incat Brg(j) # 0. Atunci As este o k-subalgebra a lui A iar Q-algebra interioara jA;j
se numeste algebra sursa a N-algebrei interioare cA;. A, este P-algebra interioara
1kGi, unde ¢ € . Cu aceste notatii avem urmatoare propozitie, care poate fi obtinuta
ca o consecinta a [24, Propozitia 3.2]. Vom da insa o demonstratie diferita.

Propozitia 3.2.10. Daca P, este un defect grup punctat al Giey pe Ay atunci A, ca

si P-algebra interioara este Morita echivalenta cu Ay .

In [24], A. Mircus a observat cii rezultatele lui M. Linckelmann [20, 7.1, 7.7
se generalizeaza pentru cazul algebrelor grupale rasucite. Rezultate asemanatoare
sunt tratate si in [17]. In cazul nostru avem urmétoarele doud propozitii, ale caror
demonstratii urmeaza linia rezultatelor lui Linckelmann.

Propozitia 3.2.11. Fie P, un defect grup punctat al lui Gy pe Ay iar i un idem-
potent sursa. Pentru orice douda subgrupuri R,S ale lui P si orice sumand direct
indecompozabil W al lui ikGi ca st kR — kS-bimodul exista un element x € G si

1

o : T — S cup(u) = v ux, pentru orice u € T, unde T = RNTS astfel incat

W = k[RxS) = kR ®yre (kS).

Corolarul 3.2.12. Orice sumand direct indecompozabil al lui 1kGi ca si kP — kP-
bimodul este de forma kP Qure (kP) unde ¢ : T — P cu o(u) = x~ ux, pentru orice
ueT warT=PN*P.

Propozitia 3.2.13. Fie P, un defect grup punctat al lui G, pe Ay iar i un idem-

potent sursa. Fie doua subgrupuri R,S ale lur P. Daca ¢ : T — S este un morfism
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de grupuri astfel incat kR — kS-bimodulul kR Qyre (kS) este sumand direct indecom-

pozabil al lui ikGi atunci ¢ este injectiv si € Homg, (G N0 (T,S).

3.3 Coomologia blocurilor generalizata

In acest paragraf, folosind rezultate obtinute in paragraful anterior, putem sa stabilim
o situatie de lucru in care definitia coomologiei blocului ¢ folosind perechi Brauer gen-
eralizate este posibila. Aceasta definitie este similara coomologiei blocului ¢, folosind
perechile Brauer obignuite, ca si p-subgrupuri in N. Totodata in aceasta situatie
este posibila definirea morfismului de restrictie intre cele doua coomologii. Pentru
blocurile principale, dupa cum ne agteptam, aceasta restrictie devine morfismul de
restrictie obignuit intre coomologia grupului G si cea a lui N. In finalul paragra-
fului vom demonstra, ca in situatia noastra, rezultatele din paragraful 3.1, ce leaga
coomologia blocului ¢ de coomologia Hochschild a bloc algebrei kN¢, raman in mod
natural valabile.

Conform 3.2.5 i Propozitiei 3.2.8 in urmatoarele paragrafe vom lucra sub ipotezele

urmatoarei situatii:

Situatia (x). Fie G un grup finit, N un subgrup normal al lui G $i ¢ un bloc G-
stabil al kKN. Fie P, un defect grup punctat al Gy pe Ay st Qs = (PN N)s < P,
defect grupul punctat corespunzator al Nig. Atunci exista o unica pereche (c,G)-
Braver mazimald (P,ep) astfel incat BrY(i)ep # 0, pentru orice i € v, §i o unicd
pereche c-Brauer mazimala (Q,eq) astfel incat Brg(j)eQ £ 0, pentru orice j € 0.
Mai mult avem ca (Q,eq) < (P,ep). In mod similar, in situatia (x), putem defini
coomologia blocului ¢ generalizata, care daca N = G devine coomologia blocului
obigsnuita H*(N, ¢, Qj).

Definitia 3.3.1. Algebra de coomologie generalizata al blocului ¢ al lui N asociatd cu
P, este subalgebra

H*(G,N,c, P,)
a algebrei H*(P, k) care consta in elementele [(] € H*(P, k) ce satisfac conditia de

stabilitate res,[(] = resh[¢], pentru orice subgrup R al lui P si orice morfism de
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grupuri
¢:R— P in Fipe (G, N,c).
Deoarece toate defect grupurile lui G, sunt G-conjugate, rezulta ca algebra an-

terioara este, pana la un izomorfism independenta de alegerea lui P, .

Propozitia 3.3.2. In situatia (x), pentru orice [(] € H*(G, N, ¢, P,) avem cd

resq([C]) € H (N, ¢, Q).

Folosind Propozitia 3.3.2, putem defini in continuare morfismul de restrictie de la

coomologia generalizata a blocului ¢ la coomologia blocului c.

Definitia 3.3.3. In situatia (x) definim restrictia in coomologia blocurilor
TeS]C\:f:]cVﬁ : H*(G7 N7 C, P’y) — H* (N7 ¢, Q(5)a
prin Tesg:]cv’c([d) = resg([¢]), pentru orice [(] € H*(G, N, ¢, P,).

3.3.4. Algebra de multiplicitate; modulul de multiplicitate. Consideram B =
kNc, care este o G-algebra primitiva (unitatea lui B, adica ¢ este idempotent primitiv
al lui BY, deci B este inel local). Totodata B este localizarea lui Gy In A, iar P,
este defect al lui B. Reamintim c& S(y) = BY/m,, este o k-algebra simpld numitd
algebra de multiplicitate, unde m., = J(B?”) este unicul ideal maximal al B astfel
incat v € m,. Atunci S(v) ~ End(V (7)), unde V(v) este un B”-modulul simplu
numit modulul de multiplicitate.

In urmétoarele paragrafe notim cu N = Ng(P,)/P si putem considera C =
Cn(P)/Z(P)NN. Observam ca C = Cy(P)/PNCy(P) ~ PCy(P)/P, care este un
subgrup al lui N.

Lema 3.3.5. In conditiile 3.5.4 este adevarat ca modulul de multiplicitate V (7) este

simplu si projectiv ca si kC-modul. Mai mult, avem cd p nu divide | N/C |.
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Propozitia 3.3.6. Fie P, un defect grup punctat al lui Gy si (P,ep) unica (¢, G)-
pereche Brauer mazimald cu proprietatea cd Br (i)ep # 0. Atunci rezultd cd Z(P)N
N este un defect grup punctat al ep. In particular ep este bloc nilpotent al kCn(P).
Daca G = N obtinem binecunoscutul rezultat ca Z(P) este defect grup al ep ca
si bloc al kCg(P) iar ep este bloc nilpotent.
Propozitia 3.3.7. Fie P, un defect grup punctat al Gcy pe Ay si (P, ep) unica (¢, G)-
pereche Brauer astfel incat Bry (i)ep # 0 pentru orice i € v. Atunci P, este unicul
grup punctat pe Ay cu proprietatea anterioard si mai mult avem ca Ng(P,ep) =

Ng(Py). In aceastd situatie avem ci Ng(P,ep)/PCx(P) = N/C.

Propozitia 3.3.8. Fie N un subgrup normal al lui G, fie ¢ un bloc G-stabil iar P,
un defect grup punctat al Gy si i € v. Consideram ikGi ca si kP — kP-bimodul iar
(] € H*(G, N, ¢, P,).

i) Avem ca tuqi(dp([C])) = w&a([d); in particular Tipe; = WLCP.

it) Pentru orice numar natural n urmatoarea diagramda este o omotopie comutativa:

Pr.p SikGi (ZkGZ) Rrp Prp Qup (Zk’GZ) ,
ldP(Cn) l1d®5P(Cn)®Id
Popln] —— M (ikGi) @up Prp[n] @up (ikGH)

unde (, este componenta de grad n a lui C. In particular dp([C]) este ikGi-stabil.

Observatia 3.3.9. Fie N un subgrup normal al unui grup finit G, fie ¢ un bloc
G-stabil al kN si P, un defect grup punctat al Gy cu i € . Atunci exista un
izomorfism de kP — kGe-bimodule (kGi)* = ikG.

Aplicam [18, 6.6] in cazul particular al A = kGc, B = kP ca si k-algebre simetrice
cu formele simetrice obignuite s, respectiv ¢t si M = kG4, obtinem caracterizari ale

unitatilor si counitatilor in acest caz.
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Lema 3.3.10. Fie N un subgrup normal al lui G, fie ¢ un bloc G-stabil iar P, un
defect grup punctat al Gy sit € v. Cu identificarea prin izomorfismul din Observatia
3.3.9 si deoarece conform Propozitiei 3.2.10 inmultirea in kGc induce un izomorfism
1kG Qrae kG = 1kGi rezulta ca morfismele de adjunctie asociate cu kGi si dualul

sau ikG sunt date dupa cum urmeaza:

ergi - kP — ikGi duce u € P in ui;
Mai - kG Qp 1kG — kGc indus de inmultirea in kGe;

cing - kGe — kGt ®ip 1kG duce a € kGc in Z azi @ ix~';
z€|G/P]

Nike : 1kGi — kP duce b € ikGi in Z s(bu™Hu.
ueP

Mai mult, avem cd T = Tr$(i) si mg = s(i)1ep = dlml’“G(l'kG) 1pp.

In continuare vom demonstra rezultatul principal al acestui capitol, care ne spune
in esenta ca gi algebra de coomologie generalizata a unui bloc G-stabil se scufunda prin
morfismul diagonal intr-o subalgebra de elemente stabile din algebra de coomologie
Hochschild a lui kGe. Rezultatul este asemanator cu [18, Teorema 5.6.

Teorema 3.3.11. Fie N un subgrup normal al lut G, fie ¢ un bloc G-stabil ar P,
un defect grup punctat al Gyey sii € . Fie (P, ep) (¢, G)-perechea Brauer mazimald

asociata s consideram kGi si ikG ca $1 kGec — kP respectiv kP — kGc-bimodule.

i) Avem ca mpg; = Trg(i) € Z(kGe)* si mpg = dim"“(gm)lkp € k*1.p.

ii) Daca [(] € H*(G, N, ¢, Py) atunci 6p([C]) este ikG-stabil in HH*(kP).

iii) Morfismul Tyei o 0p induce un morfism injectiv de k-algebre graduate

op

H*(G,N,c, P,) HH, . (kP) — ¢~ HH, (kGe)
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Incheiem capitolul cu Teorema a treia principala a lui Brauer in cazul (¢, G)-
perechilor Brauer. Acest rezultat este rezultatul principal demonstrat de autor in
[34], iar demonstratia imita in mare masura demonstratia din [36, Teorema 40.17];
vom folosi o relatie de "normald” de incluziune intre (¢, G)-perechi Brauer pentru a
demonstra aceasta teorema.

Teorema 3.3.12. Fie ¢ = ¢y blocul principal al kN, unde N este subgrup normal al

G iar Q este orice p-subgrup al G. Atunci avem ca:

a) Blocul principal ¢y este G-stabil.

b) Brg(co) este un idempotent primitiv in Z(kCn(Q)) si este blocul principal al
KON (Q)-

c) (Q,eq) este o (co, G)-pereche Brauer daca si numai dacd eq este blocul principal

d) (co, G)-defect grupurile sunt p-subgrupurile Sylow ale lui G.

3.4 Proprietati ale morfismului de restrictie in coomolo-

gia blocurilor

In acest paragraf vom analiza proprietati ale morfismului de restrictie in coomolo-
gia blocurilor, definit in paragraful 3.3. Aflaindu-ne in situatia (%) vom Incerca sa
intelegem acest morfism de restrictie prin morfismul de transfer intre algebrele de
coomologie Hochschild ale lui £Gc si ale ideal blocului kNec.

Mai intai vom puncta anumite notatii si rezultate care reies din paragrafele 3.1
si 1.1. Fie A, B,C trei R-algebre simetrice, X un complex de A — B-bimodule finit
generate, proiective ca si A-module la stanga si B-module la dreapta iar Y un complex
de B — C-bimodule, proiective ca B-module la stanga gi C-module la dreapta. Notam
de acum incolo ca [(] € HH*(A) este X-stabil cu [(] ®4 1x = lx ®p [7], unde
[7] € HH*(B) ce satisface conditia din Definitia 2.1.1.
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Propozitia 3.4.1. Cu ipotezele anterioare avem ca:
i) Txepy = tx(7y).

ii) Daca X' este un sumand direct al X atunci HHY..(B) C HHY..(B). Mai mult
daca wx,mx: sunt inversabile atunci morfismul de transfer normalizat Tx: co-
incide cu Tx pe HHY.(B).

Urmatoarea propozitie rezulta conform ideilor din [14].

Propozitia 3.4.2. Daca mx, Ty, Txg,y sunt inversabile atunci Tx o Ty coincide cu

Txepy pe HHyug, x ().

3.4.3. Caz particular de complex in situatia (x). Fie A = kNe¢, B = kG, si
X = ckGe = kGc ca gi A — B-bimodul cu X* = ckGc = ckG ca si B — A-bimodul.
Fie M = kP ca ¢i kP — kQ-bimodul cu M* = kP respectiv k@) — kP-bimodul. Stim

ca my = [P : Q|lgp € Z(kP) nu este inversabil iar mp+ = 1o € Z(kQ)*.
Propozitia 3.4.4. In ipotezele 3.4.3 urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

i) mx =¢, wx+=][G: Nlc.

ii) mx € Z(kNc) este inversabil. mwx« este inversabil in Z(kGce) daca si numai

daca p nu divide |G : NJ.

In situatia (x) deoarece Qs < P, alegem i € v si j € ¢ astfel incat j = ij = j 1.
In continuare paragrafului alegem Y = kG ca si B — kP-bimodul iar Z = kNj ca si

A — kQ-bimodul. Atunci avem urmatoarele descrieri:

jkGi= 7" ®4 X ®pY.

Lema 3.4.5. Urmatoarele afirmatic au loc:



30

a) HHj, o (kP) C HHy. g x (K P).
b) Ty (HHy.o  x-(kP)) C HHY.(kGc).
Lema 3.4.6. Cu notatiile anterioare, urmatoarele afirmatic sunt adevarate:
a) kQ — kQ-bimodulul jkNj este sumand direct al ikGj.
b) A— kP-bimodulul X ®pY este sumand direct al Z ®yq jkGi.
c) Avem ca M este izomorf cu un sumand direct al ikGj ca si kP — kQ-bimodul.

3.4.7. O diagrama comutativa data de restrictia in coomologia blocurilor.
Conform afirmatiei ¢) din Lema 3.4.6 vom identifica M cu un sumand direct al ikG}.
Deoarece my« = 1y transferul normalizat Ty este tp/-. Presupunand ca suntem in
situatia (x), atunci conform [18, Propozitia 4.7] urméatoarea diagrama de morfisme de

k-algebre graduate este comutativa:

op

H*(G, N, ¢, Pfy) HH*(kP) .
lresg:i\]’c \LTM*

H(N, ¢, Q) —— 2 HIT (kQ)

Vom obtine o diagrama putin diferita in urmatoarea observatie, unde in mod abuziv

notam cu 7T+ morfismul surjectiv Rpy«.

Observatia 3.4.8. Cu presupunerile din 3.4.7 urmatoarea diagrama de morfisme de
k-algebre graduate este comutativa:
H*(G, N, ¢, P,) —* HH?, (kP) .
\LT@SG’N’C J{T .
N,c M

H* (N, ¢, Q) — 2~ HH,. (kQ)
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Propozitia 3.4.9. Presupunem ca op(H*(G, N, ¢, P,)) € HHjo;(kP), unde ikGj
este kP — kQ-bimodul. Atunci urmatoarea diagrama de morfisme de k-algebre grad-

uate este comutativa:

H*(G, N, ¢, P,) — 2~ HH}; (kP) N HH}, (kP) .

\Lresgljcv’c \LTM*

H*<N7 C, Q5> & HH;kN](kQ) N HH},. (kQ)

Teorema 3.4.10. In situatia (%) alegem i € v g1 j € § astfel incat j = ij = ji.
Presupunem ca 6p(H*(G, N, ¢, P,)) C HHj,;(kP). Atunci urmatoarea diagrama de

morfisme de k-algebre graduate este comutativa:

H*(G, N, ¢, P,) —*° __ {H*,, (kGe) .
lresg"i\”c J/TX
00,
H*(N, ¢, Q5) —2°%__ HH*(kNe)

Daca blocul ¢ este blocul principal al kN atunci 0p(H*(G, N, ¢, P,)) C HHj;(kP),
proprietatea din Teorema 3.4.10 are loc; in acest caz diagrama de mai sus este comu-
tativa.

3.5 Varietati in coomologia blocurilor generalizata

In acest paragraf vom urma notatiile gi presupunerile din Teorema 3.4.10. Vom ream-
inti, pentru algebra de coomologie generalizata asociata unui bloc, cateva proprietati
ale varietatii algebrice asociate, acestei algebre graduate. Principalele articole in care
se studiaza varietatea asociata algebrei de coomologie obignuita a unui bloc sunt: [19],
[21], [7]. Vom incheia cu o teorema care leaga varietatile asociate unui modul prin

intermediul restrictiei in coomologia blocurilor.

3.5.1. Varietati asociate modulelor in cazul coomologiei blocurilor gener-

alizata.
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Algebra de coomologie a blocurilor generalizata H*(G, N, ¢, P,) este o algebra finit
generata, graduat comutativa. Notam spectrul de ideale maximale al sau cu Vg v,
iar acesta se numeste in general varietate a acestei algebre. Fie U un kGc-modul finit

generat si fie I¢ v . PW(U ) nucleul compunerii de morfisme de k-algebre graduate

H*(G, N, ¢, P,) —£"F __ HH*(kGe) —Y— Ext (U, U) ,

unde oy este functorul indus de — ®yq. U. Varietatea Vi n.(U) este definita ca
filnd subvarietatea lui Vg n ¢, ce consta din idealele maximale ce contin I7; v . PW(U ).
Notam tot cu U structura lui U ca si kNc-modul si cu I . o nucleul compunerii

TkNjo(sQ

H*(N, ¢, Qs) HH*(kNc) Y s Extiy (U, U) .

Varietatea Vy .(U) este subvarietatea lui Vi . care consta in toate idealele maximale ce
contin Iy . o.. Varietatea coomologica Ve (U) asociata lui U, introdusa de Carlson in
[10], este definita ca fiind subvarietatea din spectrul de ideale maximale ale H*(G, k)
(notat cu Viz) determinata de I5(U). Aici I} (U) este nucleul morfismului de k-algebre
graduate H*(G, k) — Extj.(U,U) indus de functorul — ®; U.

Vom demonstra in continuare o propozitie care este un rezultat analog cu [21,
Teorema 2.1] gi o lema ce ne da o stratificare a varietatii Vg v .(U). Cele doua rezultate

ne permit sa demonstram teorema principala a acestui paragraf.
Teorema 3.5.2. Pastram notatiile si presupunerile din Teorema 3.4.10.

(a) Restrictia in coomologia blocurilor res%:N’c : H*(G, N, ¢, P,) — H*(N, ¢, Qs)

c

. L Lo G,N, y
induce o aplicatie finita (resy,.)*, pe care o notam cu rf n.: Ve — Vone-

b) Pentru orice kGc-modul finit generat U, avem ca

Vive(U) = (1) (Vane(U))-



Capitolul 4

Definitie echivalenta a coomologiei

grupurilor finite

In acest capitol consideram G un grup finit, £ un corp de caracteristica p iar P un
subgrup Sylow al lui GG. Sistemul de fuziune al lui P in G este definit conform 1.4.1. In
paragraful intai al acestui capitol vom obtine un rezultat asemanator cu scufundarea
coomologiei unui grup finit in submodulul elementelor stabile din coomologia unui
subgrup Sylow al sau, dar pentru morfisme de kG-module. In al doilea paragraf vom
demonstra un izomorfism al functorului Hom, functor exact la stanga care apare in
definitia coomologiei grupurilor, cu un nou functor definit prin elementele stabile in
k-submodulul morfismelor de kP-module.
Capitolul se bazeaza In majoritate pe rezultatele obtinute de autor in [33].

4.1 Elemente stabile in modulul morfismelor

Fie A, B doua kG-module. Daca ¢ : H — G este un morfism de grupuri finite, unde
H, G sunt doua grupuri, atunci exista restrictia prin ¢

res, : Homyg(A, B) — Homyy (A, B)  f +— res,(f),

unde res,(f) este f considerat ca si morfism de RH-module. Structura de RH-modul
este data prin ¢ (i.e. ha = ¢(h)a, pentrua € Asi h € H).

33
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Mai intai demonstram o propozitie similara cu [12, Corolarul 4.2.7]

Propozitia 4.1.1. Fie P un p-subgrup Sylow al lui G si A, B doua kG-module.

Atunci f este in Imres$ dacd si numai dacd

resprop(f) = resprap(9”(f)), Vg € G. (4.1.1)

Definitia 4.1.2. Un morfim f € Homyp(A, B) care satisface conditia (4.1.1) se

numeste stabil. Notam cu Homj»(A, B) k-submodulul de morfisme stabile.

Deoarece Tr&ores% = [G : Plid iar [G : P] este inversabil in k, conform Propozitiei
4.1.1 obtinem urmatorul corolar.

Corolarul 4.1.3. Cu wpotezele anterioare urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

1) Homyg(A, B) este izomorf cu k-submodulul elementelor stabile Hom}' (A, B).

2) Homy’»(A, B) = {f € Homyp(A, B) | resk(f) = resy(f), Ve € Homz, ) (R, P)}.

4.2 O definitie algebrica echivalenta a coomologiei

grupurilor finite

Este cunoscuta definitia coomologiei grupurilor H*(G, k) = R"Homyq(k, —)(k) ca si
al n-lea functor derivat la dreapta al functorului covariant Hom, care este in acest

caz functorul exact la stanga, covariant si aditiv
Homy(k, —) : Mod(kG) — Modk.

Folosind Corolarul 4.1.3 vom defini un nou functor Fg : Mod(kG) — Modk.

4.2.1. Un functor izomorf cu Homyq(k, —).
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Daca A este un kG-modul notam cu F(A) k-submodulul elementelor stabile in

Homyp(k, A), adica
Fa(A) = £ € Homun(k, A) | resi(f) = res,(£), Vs € Homz, @(R, P)}.

Daca 0 : A — B este un morfism de kG-module definim prin Fg(09) morfismul de
k-module

Fg(0): Fg(A) — Fg(B), Fg(0)(f)=00f.

Rezulta ca (este ugor de verificat) ca F este un functor aditiv covariant. Corolarul
4.1.3 ne permite sa obtinem izomorfismul natural de functori Fz & Homyg(k, —),

care implica ca Fg este un functor exact la stanga.

Importanta urmatoarei propozitii apare din izomorfismul din demonstratie. De
fapt speranta noastra este ca aceasta abordare ne va permite sa tratam la fel si
coomologia blocurilor. Insi acest lucru ve constitui interesul unor studii viitoare ale
autorului.

Fie HY(Fp(G)) submodulul elementelor stabile in H"(P, k), care conform [12,
Corolarului 4.2.7] este izomorf cu H"(G, k).

Propozitia 4.2.2. Exista izomorfismul bine definit de k-module
¥ R"Fg(k) — HG(Fp(G)),

cu (f + ImFg(6")) = [f], pentru orice f € KerFg(6").

Este ugor de verificat acum urmatorul corolar.

Corolarul 4.2.3. Ezista izomorfismul de k-module R"Fg (k) = H"(G, k).
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