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Prefata

O ramura a matematicii cu largi aplicatii in diferite domenii ale gtiintei si tehnicii,
la care scoala romaneasca de matematica a adus contributii importante este Anal-
iza complexa. Analiza complexa, se ocupa in special cu functiile analitice de vari-
abila complexa. Deoarece partile reale si imaginare ale functiei analitice trebuie sa
satisfaca ecuatia lui Laplace , analiza complexa este aplicata pe larg in probleme
bi-dimensionale din fizica.

"Teoria functiilor de o variabild complexa” 1mbina rationamentul matematic, cu
intuitia geometrica si este una din ramurile clasice ale matematicii ce are radacini in
secolul 19 gi chiar mai devreme.. Teoria geometrica a functiilor analitice, are la baza
notiunea de reprezentare conforma, care constituie modelul ideal al transformarilor
geometrice in plan. Un rezultat important ce sta la baza acestei teorii il reprezinta
teorema lui Riemann de reprezentare conforma. Nume importante ce au dezvoltat
aceasta disciplina sunt Euler, Gauss, Riemann, Cauchy, Weierstrass si multi altii in
secolul 20.

Functiile univalente s-au dovedit a fi cele mai interesante functii de stu-
diat, primele conditii necesare si suficiente de univalenta exprimate cu ajutorul
coeficientilor au fost obtinute in 1931 de catre Gh. Calugareanu. In jurul anului
1907 apare prima lucrare semnificativa care apartine matematicianului P. Koebe.

In teoria geometrica a functiilor un rol deosebit 1l ocupa subordonarile diferentiale
cunoscute gi sub numele de "metoda functiilor admisibile”, teorie initiata de S.S.
Miller si P.'T. Mocanu. Folosind metoda subordonarilor diferentiale s-au demonstrat

pe o cale mult mai simpla anumite rezultate clasice din acest domeniu , extinderi



ale acestora , precum si rezultate noi.

Recent Acad. P. T. Mocanu si Prof. S. S. Miller au introdus notiunea de super-
ordonare diferentiala, notiune duala a celei de subordonare diferentiala.

Notiunea de tare subordonare a fost introdusa de J. A. Antonino si S. Romaguera,
iar notiunea de tare superordonare a fost introdusa de Georgia Oros dupa modelul
teoriei subordonarilor diferentiale, in anul 2009.

Prezenta lucrare contine cinci capitole din care primul capitol prezinta notiunile,
definitiile, proprietatile si teoremele de caracterizare folosite pe parcursul intregii
lucrari. In paragrafele acestui prim capitol prezentam generalitati, rezultate cunos-
cute despre clasa functiilor univalente. Dupa cum urmeaza enumeram proprietati ale
unor clase speciale de functiilor univalente : clasa functiilor stelate, clasa functiilor
convexe, clasa functiilor « -convexe, functii analitice cu parte reala pozitiva si functii
a caror derivata are parte reala pozitiva. In celelalte paragrafe ale capitolului intai
am prezentat notiuni ca : subordonare, subordonare diferentiala, tare subordonare,
superordonare diferentiala, tare superordonare cu anumite proprietati si teoreme de
caracterizare cunoscute.

Celelalte patru capitole contin rezultate originale publicate deja sau in curs
de publicare. Astfel capitolul al doilea contine rezultate obtinute in cadrul sub-
ordonarilor diferentiale din trei lucrari publicate. Aceste rezultate originale au fost
obtinute cu ajutorul operatorilor diferentiali Salagean, Ruscheweyh si a operatorului
liniar Dziok-Srivastava.

Capitolul al treilea prezinta rezultate originale obtinute in cadrul tare subor-
donarilor diferentiale, care contine o lucrare publicata in numarul dedicat domnului
profesor doctor Gr. St. Salagean coordonatorul prezentei lucrari in cadrul revistei
Studia Univ. Babes-Bolyai, Mathematica, la implinirea varstei de 60 ani. Folosim
operatorul diferential Sdlagean pentru functii din clasa A}, si obtinem tare super-
ordonari noi.

Capitolul patru exemplifica trei lucrari originale in domeniul tare superor-

donarilor pentru clase diferite de functii univalente, publicate deja sau in curs de



publicare. Astfel am obtinut tare superordonari noi, cele mai bune subordonante,
tare superordonari diferentiale de ordinul intai , cele mai bune subordonante ale
acestora si lanturi de subordonare.

In capitolul cinci prezentam alte rezultate cunoscute pentru functii analitice cu
coeficienti negativi, teoreme de caracterizare, notiunea de convolutie sau produs
Hadamard si notiunea de ordin de consistenta. In continuare am enumerat rezul-
tatele originale obtinute impreuna cu Prof. univ. dr. Gr. St. Salagean, conducatorul
stiintific al tezei de doctorat, legat de ordinul de consistenta al functii analitice cu
coeficienti negativi.

Aduc pe aceasta cale sincerele mele multumiri, recunostinta si stima Prof. univ.
dr. Gr. St. Salagean pentru colaborarea si indrumarea in cercetarea stiintifica din
acesti ani, pentru sprijinul acordat si pentru informatiile oferite in toata aceasta
perioada. De asemenea multumesc intregului Colectiv de Analiza Complexa din
cadrul Facultatii de Matematica si Informatica a Universitatii Babeg-Bolyai Cluj-
Napoca, pentru observatiile constructive si pentru participare si sustinere la toate
proiectele, referatele si prezentarile mele din acesti ani.

Multumesc cu sinceritate pentru incurajarea permanenta, sprijinul oferit in toti
acesti ani, increderea care mi-a fost acordata si pentru actuala si viitoarea perioada
de colaborare, domnului Prof. univ. dr. Gheorghe Oros, Universitatea din Oradea.

Doresc sa multumesc colegelor din Oradea cu care am avut si sper ca voi avea
o colaborare gtiintifica desavargita, doamnei lect. univ. dr. Georgia Irina Oros, lect.
univ. dr.Adriana Catag si doamnei as. drd. Roxana Sendrutiu.

In toatd aceasti perioada n-a lipsit sprijinul copiilor si parintilor mei, carora le

datorez mii de multumiri pentru sustinere, intelegere si ajutorul acordat.



Capitolul 1

Generalitati

1.1 Functii univalente. Definitii, notatii si
proprietati

In acest paragraf sunt expuse notiuni generale cunoscute despre functii univa-
lente, definitii gi notatii precum gi proprietati ale clasei functiilor olomorfe gi univa-
lente in discul unitate ( U notata cu S ).

Vom nota:
(1.1.1) Ulzo;r) ={2 € C; |z — 2| <1},
discul centrat in zg € C de raza r > 0,
(1.1.2) Ulzg;r) = Ulzo;7) \ {20},
discul punctat de centru zy si aceeasi raza r,
(1.1.3) Ulzg;r) ={2€C; |z — 2| <1},
discul inchis de centru zy si raza r si

(1.1.4) OU(z0:7) = {2 € C; |z — 20| =1},

frontiera lui U(zy; r) sau cercul de centru z si raza r.

6



Pentru a € C si n € N* notam
(1.1.5) Hla,n|={f e HU): f(2) =a+a"+...}.
Cu H(U x U) notam clasa functiilor analitice in U x U iar

(1.1.6) H*la,n, & ={f € HU x U) | f(2,¢)

=a+a, ()" + an1 (O ..., z€ U, CeU},
cu ay(¢) functii olomorfe in U, k > n
(1.1.7) Ay ={fec HU): f(2) =24 apn 2" +...},
iar A= Ay,
(11.8) Ar ={f e HUxU)| f(2¢) =2+ a,1(¢)""" +..., 2€U, (U},

cu a(¢) functii olomorfe in U, k > n,pentru n = 1, A= A7

2f'(2)
f(2)

(1.1.9) S¢=A{f € H'[a,n,&]: Re >0, z € U, pentru toti ¢ € U},

clasa functiilor stelate,

(1.1.10) K; ={f € H"[a,n,{]: ReM +1>0, z € U, pentru toti ¢ € U},

f'(z,Q)
clasa functiilor convexe,
(1.1.11) S={f€A: funivalenta in U},
clasa functiilor olomorfe gi univalente, normate cu conditiile:
(1.1.12) f(0)=0, f(0)=1,
cu f € H,(U) care au dezvoltarea in serie de puteri

(1.1.13) f2)=z+az2"+..., zeU.

Studiul functiilor meromorfe gi univalente se poate face paralel cu clasa S.

7



Notam cu ¥ clasa functiilor ¢ meromorfe cu unicul pol (simplu) ( = oo si
univalente in exteriorul discului unitate U~ = {{ € C, | ¢ > 1} care au dezvoltarea

in serie Laurent de forma:

n

SO(C):C—FOzo—F%—G-...—i—?—n—I—..., I¢] > 1.

Teorema 1.1.1 (teorema ariei) [26] Daca ¢(¢) = ¢ + Z% este o functie din
n=0

clasa X3, atunci prin aria lui E(p) unde

(1.1.14) E(p) =C\o(U")

vom intelege aria in sensul de masura Lebesgue bidimensionala:

(1.1.15) E(p)=m (1 - in|an|2) >0

n=1
adica Zn|an\2 < 1.

n=1
Teorema 1.1.2 (toeoorema lui Bieberbach relativ la coeficientul as) [26]
Daca f(z) = 2+ Zakzk € S atunci |ay| < 2. Egalitatea |as| = 2 are loc daca si
numai daca f este ?ie forma

z

(1.1.16) K, (2) = Tver

(K, se numeste functia lui Koebe).

Conjectura 1.1.1 (conjectura lui Bieberbach) [26] Dacd functia f(2) = 2z + az2* +

. apartine clasei S, atunci |a,| <n,n=2,3,....

o0
Teorema 1.1.3 [26] Daca f(z) = 2+ Zakzk, f €S, atunci laz — a3 < 1, delim-

k=2
itarea fiind exacta.

Daca | este impard, |as| < 1, iar egalitatea are loc dacd i numai dacd f este de

forma

f)=——" . oseR

1+ eloz2’



Teorema 1.1.4 (teorema de acoperire Koebe, Bieberbach) [15] Fie f € S. Atunci
S(U) 2 Uyys.

Corolarul 1.1.1 [15] Clasa S este o submultime compactd a lui H(U).

1.2 Clasa functiilor stelate

Definitia 1.2.1 [26] Fie f € H(U) o functie cu proprietatea f(0) = 0. Spunem ca
functia f este stelatd in U in raport cu originea (sau stelata) daca f este o functie

univalentd in U gi f(U) este un domeniu stelat in raport cu originea.

Teorema 1.2.1 (teorema de univalenta pe frontiera) [26] Fie D un domeniu D C C
si f € H(D) o functie continud pe D. Dacd f este o functie injectivd pe D atunci
f este injectiva pe D.

Teorema 1.2.2 (teorema de caracterizare analitica a stelaritatii) [26] Fie f € H(U)

cu f(0) =0. Atunci funclia f este stelata daca si numai daca f'(0) # 0 si

2f'(2)
f(z)

Definitia 1.2.2 [26] Notam cu S* clasa functiilor f € A care sunt stelate si normate

(1.2.1) Re >0, zel.

in discul unitate:

2f'(2)
/(2)

Teorema 1.2.3 (teorema de delimitare a coeficientilor functiilor din S*) Dacd

(1.2.2) S*:{fEA:Re >07z€U}.

f(2)=z+a2® + ...+ a,2" + ... functie apartinand clasei S*, atunci
lay,| <n, n=23,...

Egalitatea are loc daca st numar daca f este functia lur Koebe.



1.3 Clasa functiilor convexe

Definitia 1.3.1 [26] Functia f € H(U) se numeste convexa in U (sau convexa)

daca f este univalenta in U gi f(U) este un domeniu convex.

Teorema 1.3.1 (teorema de caracterizare analitica a convexitatii) [26] Daca f €
H(U), functia f este converd dacd si numai daca f'(0) #0 si

2f"(2)
/()

Teorema 1.3.2 (teorema de dualitate a lui Alexander) Functia f este conveza in

(1.3.1) Re +1>0, zeU.

U daca si numai dacd functia F(z) = zf'(2) este stelatd in U.

Definitia 1.3.2 [26] K reprezinta clasa functiilor f € A convexe si normate in

discul unitate,

Zf”(Z)
f'(2)

Teorema 1.3.3 (teorema de delimitare a coeficientilor functiilor din K) [26] Daca

(1.3.2) K:{feA:Re +1>0,zeU}.

functia f(2) = 2z + a22® + ...+ a,2" + ... apartine clasei K, atunci
la,| <1, n=2,3,...
Egalitatea are loc daca st numat daca f este de forma

o€ R.

(13.3) FE) =

1.4 Clasa functiilor alfa-convexe
(Functii Mocanu)

Intentionand sa se gaseasca o legatura intre notiunile de convexitate gi stelaritate

in anul 1969 P. T. Mocanu introduce notiunea de functie alfa-convexa.

Definitia 1.4.1 [26],[25] Fie f € A o functie care respecta conditia
!
FAFE Ly Leu
z
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i fie numirul @ € R. Functia f se numeste a-convexa in discul unitate U (sau

a-convexa) daca Re J(«, f;2) > 0, z € U adica:

(1.4.1) T fi2) = (1— a)%g) +a (Zf((;) + 1) .
Definitia 1.4.2 [26] Definim drept multimea
(1.4.2) Ma:{fGA: W;&o, ReJ(a,f;z)>0,z€U},

clasa functiilor a-convexe in discul unitate U.

Teorema 1.4.1 (teorema de stelaritate a functiilor a-convexe)

1. Fiea € R, f € M. Atunci f € S* adica
M, C S*.

2. Daca o, 5 € R astfel incat 0 < g < 1, atunci
M, C Mg.

3. My = {id}, unde id(z) = z, z € U.

1.5 Functii analitice cu parte reala pozitiva

Proprietatile functiilor analitice cu parte reala pozitiva au un rol important in
paragrafele urmatoare fiind in stransa legatura cu notiunea de subordonare care va

fi prezentata in capitolele ce urmeaza.

Definitia 1.5.1 [26] 1. Prin clasa functiilor lui Carathéodory (a functiilor cu parte

reald pozitiva) intelegem clasa
P={pe HU): p(0)=1, Rep(z) >0, z € U}.
2. Prin clasa functiilor Schwarz intelegem clasa
B={peHU): ¢(0) =0, [p(z)] <1, z€U}.

Teorema 1.5.1 (teorema lui Carathéodory asupra coeficientilor functiilor din clasa

P) [26] Dacd p(z) = 1+p12+pez?+...+pu2"+. .. apartine clasei P atunci |p,| < 2,
14 Az

—, A =1
I

n > 1, egalitatea fiind atinsa pentru functia p(z) = .

11



1.6 Subordonare

Definitia 1.6.1 [26] Fie f,g € H(U). Spunem ca functia f este subordonata
functiei g si vom nota f < g sau f(z) < g(z), dacd exista o functie w € H(U)

cu w(0) =054 |w(z)| <1, 2 €U adica w € B astfel incét
f(z) = glw(z)], =z el.

Teorema 1.6.1 [26] Fie f,g € H(U) si sa presupunem ca g este univalentd in U.
Atunci f < g daca i numai daca f(0) = g(0) si f(U) C g(U).

Corolarul 1.6.1 (principiul subordonarii al lui Lindeldf) [26] Fie functiile f, g €
H(U) astfel incat g este univalenta in U.

1. Daci £(0) = (0) si f(U) C g(U) atunci £(T,) € g(T,), 0 <7 < 1.

2. Egalitatea f(U,) = g(U,) pentru un 1 < 1 are loc dacd $i numai dacd f(U) =
g(U) (sau f(z) = g(Az), [\| =1).

1.7 Functii a caror derivata are parte reala
pozitiva

Teorema 1.7.1 (criteriul de univalenta Noshiro, Warschawschi, Wolff) [26] Daca
functia [ este olomorfa in domeniul convexr D C C si daca exista un numar v € R
astfel incat

Re[e”f'(2)] >0, z€D

atunci functia este univalenta in D.

Definitia 1.7.1 [26] Vom nota cu R clasa functiilor normate uzual a caror derivata

este pozitiva in discul unitate, adica

R={f€A; Refl(2) >0, z€ U}.

12



Teorema 1.7.2 (teorema de deformare pentru clasa R) [26] Daca functia
f(z) = z+Zanz", zeU,
n=2
apartine claser R, atunci au loc urmatoarele delimitari exacte
2
|an| S -
n
1—r 1+7r
< ()] <
SIS

—r+2log(1+7) <|f(2)] < —r—2log(l—7r), |z]=r.

<

Functia extremala este de forma

F2) = -2 — §1og(1 “a), A =1

1.8 Subordonari diferentiale

Inegalitatile diferentiale pentru functii reale au fost extinse la functii complexe,
care au dat nagtere unei noi teorii, teoria subordonarilor diferentiale. S. S. Miller i
P. T. Mocanu au initiat aceastd teorie in lucrarile [22], [19].

Metoda subordonérii diferentiale (sau metoda functiilor admisibile), o expunere

detaliata a ei poate fi gasita in [26] , [19] si in [22].

Definitia 1.8.1 [26] 1. Fie ¢ : C* x U — C si fie functia h univalenta in U. Daci

functia p € Hla, n| verifica subordonarea diferentiala

(1.8.1) U(p(2), 2p'(2), 220" (2);2) < h(z), z€U

atunci functia p se numeste (a,n) solutia subordonarii diferentiale (1.8.1) sau pe

scurt, solutie a subordonarii diferentiale (1.8.1).

2. Subordonarea (1.8.1) se numeste subordonare diferentiald de ordinul doi, iar
functia ¢ univalentd in U, se numeste (a,n) dominantd a solutiilor subordonarii
diferentiale (1.8.1), sau mai simplu, dominanta a subordonarii diferentiale (1.8.1),

daca p(z) < q(z) oricare ar fi functia p care satisface (1.8.1).

13



3. O dominanta ¢ astfel incat ¢(2) < ¢(z) oricare ar fi dominanta ¢ pentru (1.8.1)
se numeste cea mai buna (a,n) dominanta, sau pe scurt cea mai buna dominanta a

subordonarii diferentiale (1.8.1).

Lema 1.8.1 (lema lui I. S. Jack, S. S. Miller, P. T. Mocanu) [26] Fie 29 = roe'®
cu0 <71y <1 sifie f(2)=ap2"+ ans 12"+ ... 0 functie continud in U(0;7) si

analitica in U(0;79) UU {20} cu f(2) Z0 sin > 1. Daca

|f(20)| = max{|f(2)| : 2z € TU(0;70)}
atunci exista un numar real m, m > n, astfel incat
(i) 20f'(20) _
_ f(20)
St
. Zof"(zo)
Ry

Definitia 1.8.2 [26] Vom nota cu @ multimea functiilor ¢ care sunt olomorfe si

+1>m.

injective pe U \ E(q), unde

B = {cea: tmyts) = o<

z—(
gi in plus ¢'(¢) # 0 pentru ¢ € OU \ E(q).

Multimea E(q) se numegte multime de exceptie.

. : I+z 9 :
Functiile ¢1(2) = 2z si ¢2(2) = I sunt exemple pentru aceste doud cazuri.
—z
In demonstrarea teoremei fundamentale pe care se bazeaza metoda subor-
donarilor diferentiale , pe langa Lema 1.8.1 mai sunt necesare si urmatoarele doua

leme.

Lema 1.8.2 (S. S. Miller, P. T. Mocanu) [21], [26] Fie ¢ € @ cu ¢(0) = a si fie
functia p € Hla,n], p(z) £ a si n > 1. Daca p(z) £ q(z) atunci existd punctele
20 = 19€'% si (o € OU \ E(q) si un numdr m > n > 1 astfel incat p(U(0; 1)) C q(U)
St

(i) p(z0) = 4(Co)

(1) zop'(20) = mCoq' (Co)

fiii) Re 27 0) |y 5 g

P'(20)

Cqu(CO)
CJ'(CO)

+ 1.
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Definitia 1.8.3 [26], [24] Fie Q2 C C, fie functia ¢ € @ i n € N, n > 1. Vom nota

cu U,[Q, ¢ clasa functiilor ¢ : C* x U — C care satisfac conditia

(A) Y(r,s,t;2) & Q
atunci cand

¢q" (<)
7(¢)

r=aO s=med(©, Re | 41] zmme [T,

unde z € U, ( € 90U \ E(q) si m > n.

Multimea ¥,[€2, ¢] se numegte clasa functiilor admisibile, iar conditia (A) se

numeste conditie de admisibilitate.

Teorema 1.8.1 [26], [19], [24] Flie functia univalentd h € H,(U) si fietp : C*xU —

C. Presupunem ca ecuatia diferentiala

(1.8.2) U(p(2), 20 (2), 2°p"(2); 2) = h(z)

are o solutie q, cu q(0) = a, si ca una din urmatoarele condilii este verificata:

(i) ¢ € Q sitp € V[h,ql;

(11) q este univalenta in U gi ¢ € V[h,q,| pentru un anumit p € (0,1);

(iit) q este univalentd in U si exista un py € (0,1) astfel incat ¢ € Vlh,,q,]
pentru orice p € (pg, 1).

Daca functia p € Hla, 1] iar functia

V(p(2), 2p'(2), %" (2); 2) € H(U)

atunct
b(p(2), 20'(2), 22p"(2); 2) =< h(2) = p(2) < q(2)

st functia g este cea mai buna dominanta a subordonarii.

Teorema 1.8.2 [26], [19], [24] Fie functia univalentd h € H,(U) si fie ) : C* — C.

Presupunem ca ecuatia diferentiald

(1.8.3) U(q(2),n2q (2),n(n — 1)2q'(2) +n*2°¢" (2)) = h(2)
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are o solutie q, cu q(0) = a si cd una din urmatoarele condilii este verificata:

(i) q € Q sip € Uplh,ql;

(11) q este univalentd in U gi W,[h, q,] pentru un anumit p € (0,1);

(111) q este univalenta in U si exista un py € (0,1) astfel incat ¢ € W,lh,,q,]
pentru orice p € (po, 1).

Dacd functia p € Hla,n] iar functia (p(2), zp'(2), 2°p"(2); 2) € H(U) atunci

U(p(2), 2p/(2), 2" (2); 2) < h(z) = p(2) < q(2)

si functia q este cea mai bund (a,n) dominantd a subordondrii.

1.9 Tare subordonari diferentiale.
Definitii si proprietati

H,(U,U) = {f € H[a,n; €] : f(2,€) univalentd in U pentru £ € U} este clasa

functiilor univalente in U pentru toti £ € U ( vezi (1.1.6) ).

Definitia 1.9.1 [37] Fie H(z,¢) analitici in U x U si f(z,€) analitici in U x U
pentru toti £ € U si f(2,€) € H,(U).

Functia H(z, &) spunem ca este tare subordonata lui f(z, ) si notam H(z,§) <<
f(2,€), daci pentru fiecare & € U, H(z, &) este subordonati Iui f(z,£), in functie

de z.

1.10 Superordonari diferentiale.
Generalitati si proprietati

Definitia 1.10.1 [6] Fie ¢ : C* x U — C si fie h analitici in U. Daci p si
o(p(2), 20/ (2), 2°p"(2); 2) este univalentd in U si satisface superordonarea diferentiali
de ordinul doi

(1.10.1) h(z) < @(p(2), 20'(2), 2°D" (2); 2),
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atunci p se numeste solutia superordonarii diferentiale. Functia analitica ¢ se
numegte subordonata a solutiilor superordonarii diferentiale, sau mai simplu subor-
donata daca ¢ < p pentru toti p care satisfac (1.10.1). O subordonati univalenta ¢
care satisface ¢ < ¢ pentru toate subordonatele ¢ din (1.10.1) se spune ca este cea
mai buna subordonata. Cea mai buna subordonata este unica, abstractie facand de

o rotatie in U.

Teorema 1.10.1 [6] Fie Q C C, fie g € Hla,n] $i fie ¢ € ¢,]Q,q|. Daca p € Q(a)

si o(p(2), 2p'(2), 2%p"(2); 2) este univalentd in U, atunci

(1.10.2) Q C{p(p(2), 20 (2),2°p"(2);2) : 2 € U}
implica q(z) < p(2).

Teorema 1.10.2 [6] Fie g € H|a,n|, fie h analitica $i ¢ € ¢u[h,q|. Daca p € Q(a)

si o(p(z), 2p'(2), 2%p"(2); 2) este univalentd in U, atunci

(1.10.3) h(z) < @(p(2), 2p'(2), 2p"(2); 2)
implica q(z) < p(2).

Teorema 1.10.3 [6] Fie h analiticd in U si ¢ : C* x U — C. Presupunem cd

ecuatia diferentiala
(1.10.4) w(p(2), 20 (2), 2°D" (2); 2) = h(2)

are solutia ¢ € Q(a). Dacd ¢ € ¢[h,q], p € Q(a) si p(p(z), 2p'(2), 2°p"(2); 2) este

univalenta in U, atunci

(1.10.5) h(z) < @(p(2), 2p'(2), 2p" (2); 2)

implica q(z) < p(z) si q este cea mai bund subordonatd.
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1.11 Tare superordonari.
Definitii si proprietati

Definitia 1.11.1 [41] ( vezi Definitia 1.9.1) Fie H(z,&) o functie analitici in U x U
gi fie f(z) o functie analitica si univalentd in U. Functia f(z) este tare subordonata
lui H(z,&), sau H(z,£) se spune ca este tare superordonata lui f(z), scriem f(z) <<
H(z,§), dacd f(2) este subordonati lui H(z,¢) in functie de z, pentru toti & € U.
Dacd H(z,&) este o functie univalents in U, pentru toti & € U, atunci f(z) <<
H(z,€) dacd si numai daca f(0) = H(0,&) pentru toti £ € U si f(U) € H(U x U).

Definitia 1.11.2 [41] Fie ¢ : C3 x U x U — C si h o functie analitici in U. Daca
psi o(p(2), 2p'(2), 22p"(2); 2,€) sunt functii univalents in U pentru toti & € U si

satisfac tare superordonarea diferentiala (de ordinul doi)

(1.11.1) h(z) <= @(p(2), 20'(2), 2°p" (2); 2, €)

atunci functia p se numeste solutie a tare superordonarii diferentiale. Functia
analitica ¢ se numegte subordonanta a solutiei a tare superordonarii diferentiale,
sau mai simplu subordonanta daca ¢ < p pentru toti p care satisfac (1.11.1). Subor-
donanta univalenta ¢ care satisface ¢ < ¢ pentru toate subordonantele ¢ din (1.11.1)
se spune ca este cea mai buna subordonanta. Aceasta cea mai buna subordonanta

este unica abstractie facand de o rotatie in U.

18



Capitolul 2

Subordonari diferentiale

2.1 O clasa de functii univalente definita cu
ajutorul operatorului diferential Salagean

In acest paragraf utilizam operatorul S™, introducem o clasa de functii olomorfe
Sn(5) si obtinem cateva subordonari diferentiale.

Lemele prezentate folosesc la demonstrarea rezultatelor.

Lema 2.1.1 [10] Fie h o functie converd, cu h(0) = a si fie v € C* un numar

complex cu Rey > 0. Dacd functia p € Hla,n| si
1
p(z) + ;ZP'(Z) < h(z) (z€U)

atuncs

p(z) <q(z) < h(z) (z€U)

unde

nz’)//"

g(z) = — /Ozh(t)tl—ldt (2 € ).

Functia q este convexa in U si este cea mai buna dominanta.

Lema 2.1.2 [30] Fie Rer > 0 si fie

R — |k =P
- 4kRer
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Fie h o functie analitica in U cu h(0) = 1 $i presupunem ca

Re (ZZ,;S) + 1) > —w.

Daca

p(z) = 1 +pnzn +pn+1zn+1 + ...

este analitica in U si
1
p(z) + ;zp'(z) < h(z),
atunci p(z) < q(2), unde q este solutia ecuatiei diferentiale

a(2) + 22/ (2) = h(=), a(0) = 1,

data de
r

oz) = /0 () dt.

o nzr/n

De asemenea functia q este cea mai buna dominanta.

Definitia 2.1.1 [49] Pentru f € A, n € N=10,1,2, ..., operatorul S™f este definit
astfel S : A — A

SUf(2) = f(2)
S'f(z) = 2f'(2)

S™Hf(2) = 2[S"f(2)], 2 € U.
Observatia 2.1.1 [30] Daca f € A,
flz) = z~|—Zajzj
=2

atunci

S"f(z) =2+ Zj”ajzj, zeU.
=2

Definitia 2.1.2 [30] Daca 0 < f < 1sin €N, fie S,,(3) clasa functiilor f € A, care
satisfac inegalitatea:

Re (S"f)'(z) >3, ze€U.
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Teorema 2.1.1 [57] Clasa de functii univalente S, (B) este convexd.
Teorema 2.1.2 [57]| Fie q o functie conveza din U, q(0) =1 gi fie

1
h(z) = q(z) + H—qu’(zL zeU,

unde ¢ este un numar compler, cu Rec > —2.

Daca f € S,(8) si F = 1.(f), este dat de operatorul integral

(2.1.1) F) = L(f)(z) = Cztf/() £ f(#d, Ree> —2
alunct

(2.1.2) [S"f(2)] < h(z), ze€U

implica

[S"F()] <a(z2), =€V,
st acest rezultat este exact.

Teorema 2.1.3 [57| Fie Rec > —2 si
14 e+22 — | +4c+ 3

2.1.3
( ) 4Re (¢ + 2)
Fie h o functie analitica in U cu h(0) = 1 gi presupunem cd
zh"(2)
R 1> —w.
e () +1>—-w

Daca f € Sp(B) i F = 1.(f), unde F este definit de (2.1.1), atunci
(2.1.4) [S"f(2)] < h(z), zeU
implica

[S"F(2)] < q(2), =€,

unde q este solutia ecuatier diferentiale

dat de

c+2 7
o) = 5 /0 O T

De asemenea q este cea mai buna dominanta.
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2.2 Subordonari diferentiale obtinute utilizand

operatorul liniar Dziok-Srivastava

Folosim proprietatile operatorului liniar Dziok-Srivastava obtinem subordonari

diferentiale cu ajutorul functiilor din clasa A.

Pentru doua functii din clasa A

2)=z+ Zakzk i g(z)=z+ Zbkzk,
k=2 k=2

convolutia sau produsul Hadamard al lui f si g este definit astfel

(f*g —z+Zakbkz

Pentru o; € C, ¢ = 1,2,3,...,0l g1 §; € C\ {0,—
functia hipergeometrica generalizata este definita astfel

oo

lFm(Ozhozz, ceosay; B, Ba, .. 76m;z) — Z (al)n e (Ofl)n ) N

n=0 (61)” c (ﬁm)n n!

(<m+1, meNy=1{0,1,2,...})

unde (a), este simbolul Pochhammer definit astfel

)y : —————= =
I'(a) ala+1)...(a+n—-1), neN:={1,2,...}
Corespunzator functiei
h(ahO@;-”704l§617627---76m;z) ==z lFm(()él,()ZQ,...7()él;61,62,...,Bm;Z).

Operatorul Dziok-Srivastava ([7], [8], [44]) este

l
Hm(a17a27 .- '7al;/617/627 v 76m7z)

- h(a17a27 R al;ﬁhﬂ% cee JIBm; Z) * f(Z)

- (@1)n—1(02)p-1 ... ()1 o 2"
Z (B1)n-1(B2)n—2 - (Bi)n-1 n (n— 1)1
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Pentru simplitate scriem

O/l = (a27"'7al;617627"'7ﬁm)

si notam
H7l71[a17all]f(z) - Hrln(()él,()ég, .. '7al;/617/627 .. 767717'2)

Se gtie din [19] ca
(22.1)  arHplon +1,01]f(2) = 2{Hy,[on, of] £ (2)} + (o0 = D) Hy,[on, 04]f(2).

Teorema 2.2.1 58] Fielm e N, | < m+1, o, € C, i = 1,2,...,1 5i B; €
C\{0,-1,-2,...}, j=1,2,3,...,m, f € A gi operatorul liniar Dziok-Srivastava
H! [oy, o] f(2) este dat de (2.2.1).

Daca este verificata subordonarea diferentiala
(2.2.2) {H [oy +1,0}]f(2)}Y < h(2), 2€U, Reay >0,
unde h este o functie convezrd, atunci

[Halan, 4] F(2)) < a(2),

unde
831

a(z) = / Ch(ye e,

21

q este o functie convexra st cea mai buna dominantd.

Teorema 2.2.2 58] Fielm e N, I <m+1, 0, € C,i=1,2,...,1, p; € C\
{0,-1,-2,...},7=1,2,...,m fie f € A si H [ov,}]f(2) operatorul liniar Dziok-
Srivastava dat de (2.2.1).

Daca notam
Hl [on, 0] f (2) = q(2),
atuncs

q'(z) < h(z)
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st urmatoarea subordonare are loc
(2.2.3) {H! [a1,e)]f(2)} < h(2), z€U, Rea; >0,

de unde rezulta

az) 1/Zh(t)dt,

z z

adica

2.3 Studiul unei clase de functii univalente
definite cu ajutorul operatorului diferential
Ruscheweyh

Cu ajutorul operatorului D", in acest paragraf introducem o clasa de functii olo-
morfe M, (h), h fiind o functie convexa gi obtinem cateva subordonari. De asemenea
aratam ca pentru h(z) = a, 0 < o < 1 si 2z € U, multimea M, («) este convexa si

obtinem subordonari diferentiale noi folosind operatori integrali.

Lema 2.3.1 [1, Lema 1.4] Fie g o functie conveza in U cu q(0) =1 gi fie Rec > 0.
Fie
n !
h(z) = a(2) + —2¢'(2).
Daci p(z) =1+ pp2™ + pp, 2" + ... este analiticd in U gi

p(z) + %Zp'(z) < h(z),

atuncs
p(z) < q(2)

st q este cea mai buna dominanta.
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Definitia 2.3.1 (St. Ruscheweyh [48]) Pentru f € A, n € N, operatorul D" este
definit astfel D" : A — A

Df(z) = f(2)
(n+1)D" " f(2) = 2[D"f(2)] +nD"f(2), z € U,

acesta fiind operatorul diferential Ruscheweyh.

Observatia 2.3.1 [29] Daca f € A, f(z) =2+ Zajzj, atunci
=2

D"f(z _Z+Z mij10527, 2 €U.

Definitia 2.3.2 Pentru h € K si n € N, consideram M,,(h) clasa functiilor f € A

care satisfac inegalitatea:

[D"f(2)] < h(z), z€eUlU.

1+ (2a—1)z

Daca h(z) = ho(z) = T
z

, atunci notam cu M, («) clasa M, (hy).
Teorema 2.3.1 [59] Multimea M, («) este converd, 0 < o < 1.

Teorema 2.3.2 [59] Fie q o functie convexd in U, cu q(0) =1 gi fie

1
c+ 2

2¢'(z), z€eU

unde ¢ este un numar complezx, cu Rec > —2.

Daca f € M,(h) si F =1.(f), unde

(2.3.1) F(2) = L(f)(2) = "Zf /0 £ f(t)dt, Rec> -2,
atuncst

(2.3.2) D" f()] < h(z), €U,

implicd

[D"F(2)] < q(z), z€U,
st acest rezultat este exact.
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Teorema 2.3.3 [59] Fie ¢ un numar complex cu Rec > —2 si fie

14 e+2P — | +4e+ 3
B 4Re (¢ + 2) ‘

(2.3.3)

Fie h o functie analitica in U, cu h(0) =1 gi presupunem

zh"(2)

Re )

+1>—w.

Daca f € M, (h) si F = I1.(f), unde functia F este definita de (2.5.1), atunci
(2.3.4) [D"f(2)]' < h(z), z€U,

implica
[D"F(2)] < q(z), ze€U,

unde q este solutia ecuatiei diferentiale

dat de

A
o) = 5 /0 ©H BBt 2 e U.

In plus q este cea mai buna dominanta.
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Capitolul 3

Tare subordonari

3.1 Tare subordonari diferentiale obtinute cu aju-
torul operatorului diferential Salagean

In acest paragraf, utilizam operatorul diferential Salagean, introducem o clasa

de functii olomorfe notate S"*(«) si obtinem cateva tare subordonari diferentiale .

Lema 3.1.1 [18, page 71] Fie h(z,() o functie convexd cu h(0,() = a pentru fiecare
¢ €U sifiey € C* un numdr complex cu Rey > 0. Dacd p € H*[a,n, (] si

(3.1.1) p(z,¢) + %zp’(z,{) <= h(z,()

atunci p(z, () << q(z,() << h(z,() unde

nz’)//"

(3.1.2) o(z0) = / (O gy,
0
Functia g(z,() este convezd i cea mai bund dominantd.
Lema 3.1.2 [17] Fie q(2,&) o functie convexd in U, pentru toti & € U si fie
(3.1.3) h(z, &) = q(2,€) + nag'(z,§),
unde a > 0 st n este un intreg pozitiv. Daca

p(zaé—) = Q(Oaf) +pn(§)zn + ...
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este olomorfa in U, pentru toti £ € U si

(3.1.4) p(2, &) + azp'(z,€) << h(z,§)
atunct
(3.1.5) p(z,€) <= q(2,€)

st acest rezultat este exact.
Definitia 3.1.1 [49] Pentru f € A}, n € N*U{0}, operatorul S™f este definit astfel:

S" AL A
S°f(2,€) = f(2,€)

S"Hf(2,€) = 2[S"f(2,€)]', €U, € €.

Definitia 3.1.2 [60] Daca o < 1 gi m,n € N, fie S}, (a) clasa functiilor f € Aj,

care satisfac inegalitatea

(3.1.6) Re[S™f(z,&)]' > a.
Teorema 3.1.1 [60] Dacd o <1 i m,n € N, atunci
(3.1.7) Smtl(a) € S™(6)
unde

5= 5la,nym) = (20— 1) +1— (20 — 1)%5 (1>

1+t

1 tm—l
3.1.8 = dt.
(318) o) = |
Teorema 3.1.2 [60] Fie ¢(z,&) o functie converd cu q(0,€) = 1 si fie h(z2,€) o
functie astfel incat
(3.1.9) hz,€) = q(z,§) + 24 (2, ).
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Daca | € A}, si aceasta verifica subordonarea difereniala tare

(3.1.10) [S™Tf(2,8)) << h(2,€)
atunct
(3.1.11) [S™f(2,8)] << a(z,£).

Teorema 3.1.3 [60] fie h € H*[a,n,£], cu h(0,€) = 1, h'(0,£) # 0 care verifica

inegalitatea

m > 0.

zh"(z,€) 1
]>_mm+n’ =

(3.1.12) Re |:1 + W

Daca | € A}, si verificd tare subordonarea diferentiald
(3.1.13) [S™HF(2,8)] << h(z,€), 2€U

atunct
[S™ f(z.6)] << a(2,),

unde

1 z
456 = 5 / F U, )t

nznr Jo

Functia q este convexa si este cea mai buna dominanta.
Teorema 3.1.4 [60] Fie q(z,£) o functie convexd cu q(0,£) =1 si

(3.1.14) h(z,€) = q(z,€) + 2¢'(2,€).

Daca f € A} si verifica tare subordonarea diferentiala

(3.1.15) [S™f(2,8))] << h(2,8), z€U £€U
atunci
(3.1.16) Eﬁ%ééz<<q@£)
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Capitolul 4

Tare superordonari

4.1 Cea maili buna subordonanta a unei tare
superordonari diferentiale

Obiectivul acestui paragraf este de a obtine cea mai buna subordonanta a unei

tare superordonari diferentiale.

Lema 4.1.1 [31, Teorema 2| Fie ¢ € Hla,n], fie h analitica in U si ¢ € ¢nlh,q].
Daci p € Q(a) si o(p(2), 2p'(2), 22" (2); 2, €) univalentd in U pentru toti € € U,
atunci
h(z) << p(p(2), 20/ (2), 2°p"(2);2,€), 2 €U, £€U
implica
q(z) < p(z), z€eU.

Teorema 4.1.1 [32] Fie h si ¢ univalente in U, cu q(0) = a si q,(2) = q(pz) si
h,(2) = h(pz). Fie p: C* x U x U — C care satisface una din urmdtoarele conditii:

(1) ¢ € dnlh, q,], pentru un anumit p € (0,1), sau

(11) exista py € (0,1) astfel ca ¢ € ¢pulh,, q,], pentru toti p € (po,1).

Dacd p € Hla,n], o(p(2), 2p'(2), 20" (2); 2,€) este univalentd in U pentru tofi
cecU si
(4.1.1) h(z) <= o(p(2), 20/ (2), 22" (2); 2,€), z€U, £€U,
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atunct

q(z) < p(z), z€U.

Teorema 4.1.2 [32] Fie h univalentd in U si ¢ : C3> x U x U — C. Presupundnd

ca ecuatia diferentiala

(4.1.2) 0(q(2),2q'(2), 2°¢" (2); 2) = h(2)

are solutia q cu q(0) = a $i una din urmdtoarele conditii este satisfacuta:
(i) q € Q si ¢ € ¢lh,q], sau
(1) q este univalenta in U gi ¢ € ¢[h, q,| pentru un anumit p € (0,1), sau

(111) q este univalentd in U si exista po € (0,1) astfel incdt ¢ € ¢[h,,q,] pentru

toti p € (po, 1).
Daci p € Hla, 1] si o(p(2), 2p'(2), 2% (2); 2,€) este univalentd in U, pentru toti
€ €U si dacd p satisface

(4.1.3) h(z) <= o(p(2), 20/ (2), 229" (2); 2,€), z€U, £€U,

atunct

Q(Z) < p(Z), zeUl,

st q este cea mai buna subordonanta.

Teorema 4.1.3 [32] Fie h o functie univalentd in U si ¢ : C3 x U x U — C.

Presupunem ca ecuatia diferentiald
(4.1.4) 0(q(2),n2¢ (2),n(n — 1)2¢ (2) + n?2*"¢"(2)) = h(2)

are solutia q, cu q(0) = a $i una din urmdatoarele conditii este satisfacuta:

(i) ¢ € Q si v € dulh, ql,

(11) q este univalentd in U si ¢ € ¢ulh, q,], pentru un anumit p € (0,1), sau

(iit) q este univalentd in U si existd po € (0,1) astfel incat ¢ € ¢nlh,, q,] pentru
toti p € (po, 1).
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Dacd p € Hla,n|, o(p(2), 2p'(2), 2%0"(2); 2,€) este univalentd in U pentru tofi
¢ e U sip satisface

(4.1.5) h(z) <= o(p(2), 20/ (2), 229" (2); 2,€), 2€U, £€U,

atuncst
q(2) < p(2)

st q este cea mai buna subordonanta.

4.2 O noua cea mai buna subordonanta a unei

tare superordonari diferentiale

In acest paragraf se prezinta obtinerea celei mai bune subordonante pentru o

anumita tare superordonare diferentiala.
Lema 4.2.1 [34] Fie (q,-,€) € Q cu ¢(0,&) = a i

p(2,8) = a+ a,(£)2" + api ()" + ...

analiticd in U x U cu p(2,€) # a sin > 1. Dacd p(+,€) nu este subordonatd lui
q(-, &), atunci existd punctele 2 = roe'® € U si (o € OU \ E(q) sim > n > 1 pentru
care p(Uy, x Uy,) C q(U x U).

(i) p(20,€) = q(20,§)

(ii) zop'(20,€) = mGoq' (Co, &) si

(iii) Re —ZO{’"(ZO’@ b1 m |Re G0 8) ]

P'(20,€) 7' (Co, &)
Teorema 4.2.1 [33] Fie Q¢ € C, fie q(-,&) € H*[a,n,&] si fie p € ¢u]Q%, q(-,€)].
Dacdi p(+, &) € Q(a) si o(p(z,8), 20 (2,£),2%p"(2,€); 2, €) este univalentd in U pentru
toti £ € U, atunci

(4.2.1) Qe C {o(p(2,6), 20/ (2,€), 2%p"(2,€); 2,€)},
implica

q(2,6) << p(z,€), zeU Eel.
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Considerim situatia speciald cand h(z, €) este analiticd in U x U si h(U x U) =

Qe # C. Atunci Teorema 4.2.1 devine

Teorema 4.2.2 [33] Fie q(2,£) € Hla,n,&],fie h(z,€) analiticd in U x U si fie
v € dulh(2,8),4(2,8)]. Dacd p(z,&) € Q(a) si p(p(2,8), 20 (2,6), 2*p" (2, €); 2,€)

este univalentd in U pentru toti £ € U, atunci

h(z,€) << ¢(p(2,€),2p'(2,€), 2°p"(2,€); 2, €)

implica

q(z,6) << p(z,€), zeU Eel.

Teorema 4.2.3 [33]| Fie h(z,€) si q(z,£) doud functii univalente in U pentru toti
€T, cug(0,6) = a, g(5,6) = q(p2,€) 51 hy(2,€) = h(p2,). Fie g Cx U xT —

C care satisface una din conditiile
(1) ¢ € Onlh(2,),q,(2,&)], pentru un anumit p € (0,1), sau
(i1) exista po € (0,1) astfel incat ¢ € dnlh,(2,8),q,(2,&)] pentru toti p € (po,1).
Dacd p(z,€) € H*[a,n, €], o(p(z,£),2p'(2,€), 2" (2,€); 2,€) este univalentd in
U pentru toti £ € U si

(4.2.2) h(z, &) << @(p(2,€), 20 (2,€), 2°p"(2,€); 2,6), z€U, £eU,

atuncs

q(2,6) << p(2,€), z€U £€U.

Teorema 4.2.4 [33] Fie h(z,€) o functie univalentd in U pentru toti € € U si fie

@ :C?*x U x U — C. Presupunem cd aceastd ecuatie diferentiald

(4.2.3) 0(q(2,€),2¢'(2,€), 2°¢"(2,€); 2,€) = Wz,€), z€U, £E€U

are solutia q(z,&), cu q(0,£) = a $i una din urmdtoarele conditii sunt satisfacute:

(i) 4(2,€) € Q si ¢ € ¢[h(z,€),q(z,¢)]
(ii) q(z,€) este univalentd in U pentru toti & € U si o € ¢[h(2,8),q,(2,¢)],

pentru un anumit p € (0,1) sau
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(iii) q(z, &) univalentd in U pentru toti € € U si ewistd po € (0,1) astfel incat

v € ¢lhy(z,8)q,(2,€)] pentru toti p € (po,1).

Dacd p(z,€) € H*[a,1,&] si 0(p(2,8), 20/ (2, ), 2°D" (2, €); 2,€) este univalentd in
U pentru toti £ € U si

(4.2.4) h(z, &) << @(p(z,€), 20 (2,€), 2°p"(2,€); 2,6), z€U, £,

atuncs

q(z,8) << p(z,&), zeU €cU

st q(z,&) este cea mai bund subordonanta.

Teorema 4.2.5 [33] Fie functia h(z, ) univalentd in U si fie ¢ : C* x U x U — C.

Presupunem ca ecuatia diferentiala

(4.2.5) w(a(2.6),n2q'(2,€),n(n — 1)2¢'(2,€) + n*2”"¢"(2,€)) = h(z,€)

are solutia q(z,&), cu q(0,€) = a si una din urmdatoarele conditii este satisfacuta:

() 4(2:) € Q $i ¢ € dulh(z ). 4(2,£)

(1t) q(z,&) este univalentd in U pentru toti & € U si o € ¢n[h(z,),q,(2,8)]
pentru un anumit p € (0,1), sau

(iii) q(2,€) univalentd in U pentru toti € € U si existd po € (0,1) astfel incdt
p € dnlhy(2, ), 4p(2,€)] pentru toti p € (po,1).

Dacd p(z,€) € H*a,n, €], o(p(z,€),20'(2,€), 220" (2,€); 2,€) este univalentd in
U pentru toti &€ € U si p(z,&) satisface

(4.2.6) h(z,€) == o(p(2,€), 20'(2,€),2°D"(2,8);2,€), 2€U, £€U

atunci

q(z,€) << p(z,€), z€U £€€U

st q(z,&) este cea mai bund subordonantd.
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4.3 Tare superordonari diferentiale de ordinul
intai

In acest paragraf studiem tare superordonari diferentiale de ordinul intai in cazuri

mai speciale.

Lema 4.3.1 [20, T. 2.6.h, p. 67],[43], [5] Daca L, : A7 — A} este operatorul integral
definit astfel

L6 = Plat) = T2 [ o0

z
st Rey > 0, atunci

(i) L,[S*] C S*

(1t) L,[K*] C K*.

Definitia 4.3.1 [45, p. 157, [20, p. 4] Functia L : U x U x [0, 00) — C este un lang
de tare subordonare (sau lant Loewner) daca L(z, {;t) este analitica si univalenta in
U pentru £ € U, t > 0, L(z,£;t) este o functie continuu diferentiabils de ¢ pe [0, 00)
pentru toti 2 € U, £ € U i L(z,&;5) << L(2,£,t) unde 0 < s < .

Urmatoarea lema prezinta conditia de suficienta pentru L(z,&;t) pentru a fi un

lant, de tare subordonare.
Lema 4.3.2 [45, p. 159], [20, p. 4] Functia
L(z,&1) = ai(§, 1)z + as(§, )27 + ...

cu a(&,t) # 0 pentru € € U, t > 0 si tlim la1(&,t)] = oo este un lant de tare
—00

subordonare dacad

. OL(z,&t)/0z

0, zeU €U, t>0.

Lema 4.3.3 [35, Th. 2] Fie h(-,€) analiticd in U x U, q(-,€) € H*[a,n,€] , ¢ :

C?x U x U — C si presupunem cd

(4.3.1) 0(q(z,€),t2q (2,€); (. €) € MU x U),
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_ 1
pentru z € U, ( € 0U, £ €¢ U g1 0 < t < - < 1. Daca p(-,&) € Qa) si

o(p(2,8), 2p(2,€); 2,€) este univalentd in U, pentru toti £ € U atunci

h(z,€) <= ¢(p(2,€), 21 (2,€); 2,¢)

implica
q(z,6) << p(2,€), z€U, £€U.

In plus daci o(p(2,8),2p'(2,€);2,€) = h(z,€), £ € U are o solutie univalentd

q(-,&) € Q(a), atunci q(-,&) este cea mai bund subordonanta.

Teorema 4.3.1 [36] Fie hi(z,&) convexd in U, pentru toti £ € U cu hi(0,€) = a,

/
v#0 cuRey >0 sipe Ha,1,£]NQ. Daca p(z,&) + @ este univalentd in
U, pentru toti & € U,
/
(4.3.2) hi(z,€) <= plz,€) + L (;’g)
St
(43.3) 06 =2 [ mieor
27 Jy
atunct

(2,8 << p(z,8), zeU £cU.

Functia q1(2,€) este converd si este cea mai bund subordonantd.

Teorema 4.3.2 [36] Fie ¢(z, &) convezd in U, pentru toti & € U si fie h(z, &) definitd
astfel

!
(4.3.4) Wﬂ+mﬁazmmxzea§d7
y . zp'(z,€) : .
cu Rey > 0. Daca p(z,€) € H*[a,1,£]NQ, p(z,&) + este univalentd in U,
_ Y
pentru toti £ € U $i aceasta satisface
/
(43.5) 06 << a0+ T2, v ceT
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atunct

q(2,6) =< p(2,¢), 2€U £eU,

unde

q(z,6) = Z% /Oz h(t, O tdt, z€U, £e€U.

Functia q este cea mai buna subordonanta.

Teorema 4.3.3 [36] Fie h(z,€) stelatd in U, pentru toti € € U, cu h(0,£) = 0.
Dacd p(z,€) € H*0,1;£] N Q si 2p'(2, &) este univalentd in U, pentru toti & € U,

atunct
(4.3.6) h(z,§) <= 2p(2,€)
implica
4(2,8) << p(z,€), zel, U,
unde
(4.3.7) o2 6) = / ).
0

FPunctia g este convexa si este cea mai buna subordonanta.
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Capitolul 5

Ordinul de consistenta a

convolutiei

5.1 Functii analitice cu coeficienti negativi

In acest paragraf enumeram cateva rezultate deja cunoscute legate de functiile
univalente cu coeficienti negativi.

Notam

{fGA f(z Za]zj,ajzo,j22}.

Jj=2

Observatia 5.1.1 [54] (i) Notam cu 7 subfamilia lui S continand functii de forma

X0
2)=z— g ap,z", a, >0,
n=2

adica T = SNWN.
(ii) Notam cu T* = T'N S* i T} familiile alcatuite din functii care sunt din T

(respectiv stelate) si satisfac
(zf'/f) =1 <L zel

oo

Teorema 5.1.1 [54] Pentru f(z Zanz”7 a, > 0, urmdtoarele afirmatii
n=2

sunt echivalente:
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(i) inan <1

(i) fer;

(iii) f € T*;

(i) f €Ty;

(v) f'#0, z € Uy;
(vi) Re f' >0, z € U.

Definim clasele T,,(a), « < 1, n € N, prin
S"Hf(z) }
T, (a) = eEN: Re———>>a, 2€Uy.
@={7 ()

Pentru functiile din aceste clase avem urmatoarea teorema de caracterizare.

Teorema 5.1.2 [52], [13] Fie f o functie din N,

flz) = Z—Zajzj.

7j=2
Functia f € T, («), n € N, a < 1 dacd $i numai daca
1 -—a
In caz particular, To(0) = T* este clasa functiilor stelate cu coeficienti negativi,

iar T1(0) este clasa functiilor conveze cu coeficienti negativi.

Investigam natura lui h(z) = f(z2) % g(z), date de faptul ca f(z) si g(z) sunt

membrii clasei T, (), n € N, a < 1.

Teorema 5.1.3 [53]| Daca f(z —z—Zan ,a, >0, g(z —Z—sz b, >0

sunt elemente ale clasei Ty, (), atunci

o0

h(z)=f(2)xg(z) =2z — Zanbnzn

n=2

2

este un element al clasei T, (3_—&> Rezultatul este cel mai bun posibil.
— 2«
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5.2 Ordinul de consistenta al convolutiei
functiilor analitice cu coeficienti negativi

In acest paragraf vom prezenta cateva rezultate cunoscute legate de determinarea
ordinului de consistenta al functiilor univalente din clasa A prezentate in lucrarea [3].
In continuare enumerim rezultate originale, care prezinta determinarea ordinul de
consistenta al convolutiei functiilor analitice cu coeficienti negativi, pentru diferite

subclase ale acestora, din lucrarea [51].

Definitia 5.2.1 [49] Daca « € [0,1) sifie n € N; definim clasa S,(«) al functiilor
n-stelate de ordinul « astfel

(5.2.1) Sn(a):{fEA:Re%{S)>a,ZEU}.

Notam &, clasa S,(0). Apoi notam prin Sy = ST clasa functiilor stelate si

S; = CV este clasa functiilor convexe.

Definitia 5.2.2 [3] Dacd f, g € A, atunci definim convolutia integrala astfel
X ab. .
IRV ICERES 3L
j=2

Definitia 5.2.3 [3] Consideram operatorul integral Salagean (vezi [3], [2], [49]) I° :
A — A, s € R astfel ca

(5.2.2) f(z) =T° z+Zajzj :z+2ﬁzj.

=2 =2 js

j j
Definitia 5.2.4 [3] Fie X', Y si Z subclase ale lui A. Spunem ca tripletul (X, Y, Z)
este S-inchis in raport cu convolutia daca existd numarul S = S(X,Y, Z) astfel
incat
(5.2.3) S(X,Y,Z)=min{s € R: I°(fxg) € Z, pentru orice f € X si g € V}

=min{seR: (X xY)C Z},

unde ¢ este operatorul integral Saldgean. Numarul S(X, ), Z) se numegte ordinul

de consistenta al convolutiei pentru tripletul (X, ), Z).
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U. Bednarz si J. Sokol in lucrarea [3] obtin ordinul de consistenta al convolutiei
pentru anumite clase de functii univalente (functii stelate, convexe, uniform-stelate

sau uniform-convexe). Ca exemplu , autorii au demonstrat urmatodrea teorema

Teorema 5.2.1 [3] Am obtinut urmatoarele ordine de consistentd ale convolutiei:
(1) S(S*, 5%, 8*) =1;
(1) S(K,K,S*) = —1;
(iii) S(K,S*,S*) =0;
(iv) S(S*,S*, K) = 2;
(v) S(K,K,K) =0;
(vi) S(K,S*, K) = 1.

Produsul Hadamard modificat sau &®-convolutia a doud functii f si g din N

de forma
(5.2.4) f(z)=2— Zajzj and g(z) =z — Z b2, aj, by >0,
j=2 71=2

este functia (f ® g) definita in (vezi [53])
(f@g)(2) =2—) abz.
7j=2

Analog Definitiei 5.2.4 definim ordinul de ®-convolutie consistenta al triple-

tului (X, Y, Z), unde X, Y si Z sunt submultimi ale lui N, notdm Sy astfel
(5.2.5) Se(X, Y, Z)=min{seR: IT°(f®g) € Z, Vf € X, Vg€ V}.

In aceast paragraf obtinem rezultate similare ca cele din Teorema 5.2.1 dar con-
siderand clasa 7, si pentru ®-convolutie.

Consideram urmaéatoarea caracterizare a clasei 7,

Teorema 5.2.2 Fie n € N gifie f € N o functie de forma (??); atunci f apartine

clasei T, daca si numai daca



Rezultatul este exact si functiile extremale sunt

(5.2.6) fi(z) =2 — jn1+1 2 5€12,3,..}.

Teorema 5.2.3 Daca f € Tpyp i g € Tpyy, atunci I°(f ® g) € T,,4,, unde p, q,

r, n€N gi
(5.2.7) s=r—p—q—mn-—1.
Rezultatul este exact.

Teorema 5.2.4 Fie p, q, r, n € N gilet s dat de (5.2.7); atunci ordinul de ®-de

consistenta al convolutiei este
(5.2.8) Se(Totps Tnvgy Tnar) =s=1r—p—q—n—1.

Corolarul 5.2.1 Obtinem urmatoarele rezultate pentru ordinul de ®-consistenta

al convolutiei
(a)  Se(To, To, To) = —1,
(0)  Se(To, To, T) =0,
(c) Se(Th, To, To) = -2,
(d)  Se(Ti, Ti, To) = —3,
(e) Se(Ti, To, i) = —1,
(f) Se(Ti, i, Th) = =2

Notam astfel 7o = ST (N si 71 = CV(N si este ugor de comparat rezultatele

primei teoreme cu cele ale Corolarului 5.2.1.
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