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Prefat��a

O ramur�a a matematicii cu largi aplicat�ii �̂n diferite domenii ale �stiint�ei �si tehnicii,

la care �scoala româneasc�a de matematic�a a adus contribut�ii importante este Anal-

iza complex�a. Analiza complex�a, se ocup�a �̂n special cu funct�iile analitice de vari-

abil�a complex�a. Deoarece p�art�ile reale �si imaginare ale funct�iei analitice trebuie s�a

satisfac�a ecuat�ia lui Laplace , analiza complex�a este aplicat�a pe larg �̂n probleme

bi-dimensionale din �zic�a.

"Teoria funct�iilor de o variabil�a complex�a" �̂mbin�a rat�ionamentul matematic, cu

intuit�ia geometric�a �si este una din ramurile clasice ale matematicii ce are r�ad�acini �̂n

secolul 19 �si chiar mai devreme.. Teoria geometric�a a funct�iilor analitice, are la baz�a

not�iunea de reprezentare conform�a, care constituie modelul ideal al transform�arilor

geometrice �̂n plan. Un rezultat important ce st�a la baza acestei teorii �̂l reprezint�a

teorema lui Riemann de reprezentare conform�a. Nume importante ce au dezvoltat

aceast�a disciplin�a sunt Euler, Gauss, Riemann, Cauchy, Weierstrass �si mult�i alt�ii �̂n

secolul 20.

Funct�iile univalente s-au dovedit a � cele mai interesante funct�ii de stu-

diat, primele condit�ii necesare �si su�ciente de univalent��a exprimate cu ajutorul

coe�cient�ilor au fost obt�inute �̂n 1931 de c�atre Gh. C�alug�areanu. În jurul anului

1907 apare prima lucrare semni�cativ�a care apart�ine matematicianului P. Koebe.

În teoria geometric�a a funct�iilor un rol deosebit �̂l ocup�a subordon�arile diferent�iale

cunoscute �si sub numele de "metoda funct�iilor admisibile", teorie init�iat�a de S.S.

Miller �si P.T. Mocanu. Folosind metoda subordon�arilor diferent�iale s-au demonstrat

pe o cale mult mai simpl�a anumite rezultate clasice din acest domeniu , extinderi
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ale acestora , precum �si rezultate noi.

Recent Acad. P. T. Mocanu �si Prof. S. S. Miller au introdus not�iunea de super-

ordonare diferent�ial�a, not�iune dual�a a celei de subordonare diferent�ial�a.

Not�iunea de tare subordonare a fost introdus�a de J. A. Antonino �si S. Romaguera,

iar not�iunea de tare superordonare a fost introdus�a de Georgia Oros dup�a modelul

teoriei subordon�arilor diferent�iale, �̂n anul 2009.

Prezenta lucrare cont�ine cinci capitole din care primul capitol prezint�a not�iunile,

de�nit�iile, propriet�at�ile �si teoremele de caracterizare folosite pe parcursul �̂ntregii

lucr�ari. În paragrafele acestui prim capitol prezent�am generalit�at�i, rezultate cunos-

cute despre clasa funct�iilor univalente. Dup�a cum urmeaz�a enumer�am propriet�at�i ale

unor clase speciale de funct�iilor univalente : clasa funct�iilor stelate, clasa funct�iilor

convexe, clasa funct�iilor � -convexe, funct�ii analitice cu parte real�a pozitiv�a �si funct�ii

a c�aror derivat�a are parte real�a pozitiv�a. În celelalte paragrafe ale capitolului �̂ntâi

am prezentat not�iuni ca : subordonare, subordonare diferent�ial�a, tare subordonare,

superordonare diferent�ial�a, tare superordonare cu anumite propriet�at�i �si teoreme de

caracterizare cunoscute.

Celelalte patru capitole cont�in rezultate originale publicate deja sau �̂n curs

de publicare. Astfel capitolul al doilea cont�ine rezultate obt�inute �̂n cadrul sub-

ordon�arilor diferent�iale din trei lucr�ari publicate. Aceste rezultate originale au fost

obt�inute cu ajutorul operatorilor diferent�iali S�al�agean, Ruscheweyh �si a operatorului

liniar Dziok-Srivastava.

Capitolul al treilea prezint�a rezultate originale obt�inute �̂n cadrul tare subor-

don�arilor diferent�iale, care cont�ine o lucrare publicat�a �̂n num�arul dedicat domnului

profesor doctor Gr. St. S�al�agean coordonatorul prezentei lucr�ari �̂n cadrul revistei

Studia Univ. Babe�s-Bolyai, Mathematica, la �̂mplinirea vârstei de 60 ani. Folosim

operatorul diferent�ial S�al�agean pentru funct�ii din clasa A�n� �si obt�inem tare super-

ordon�ari noi.

Capitolul patru exempli�c�a trei lucr�ari originale �̂n domeniul tare superor-

don�arilor pentru clase diferite de funct�ii univalente, publicate deja sau �̂n curs de
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publicare. Astfel am obt�inut tare superordon�ari noi, cele mai bune subordonante,

tare superordon�ari diferent�iale de ordinul �̂ntâi , cele mai bune subordonante ale

acestora �si lant�uri de subordonare.

În capitolul cinci prezent�am alte rezultate cunoscute pentru funct�ii analitice cu

coe�cient�i negativi, teoreme de caracterizare, not�iunea de convolut�ie sau produs

Hadamard �si not�iunea de ordin de consistent��a. În continuare am enumerat rezul-

tatele originale obt�inute �̂mpreun�a cu Prof. univ. dr. Gr. S�t. S�al�agean, conduc�atorul

�stiint�i�c al tezei de doctorat, legat de ordinul de consistent��a al funct�ii analitice cu

coe�cient�i negativi.

Aduc pe aceast�a cale sincerele mele mult�umiri, recuno�stint��a �si stim�a Prof. univ.

dr. Gr. S�t. S�al�agean pentru colaborarea �si �̂ndrumarea �̂n cercetarea �stiint�i�c�a din

ace�sti ani, pentru sprijinul acordat �si pentru informat�iile oferite �̂n toat�a aceast�a

perioad�a. De asemenea mult�umesc �̂ntregului Colectiv de Analiz�a Complex�a din

cadrul Facult�at�ii de Matematic�a �si Informatic�a a Universit�at�ii Babe�s-Bolyai Cluj-

Napoca, pentru observat�iile constructive �si pentru participare �si sust�inere la toate

proiectele, referatele �si prezent�arile mele din ace�sti ani.

Mult�umesc cu sinceritate pentru �̂ncurajarea permanent�a, sprijinul oferit �̂n tot�i

ace�sti ani, �̂ncrederea care mi-a fost acordat�a �si pentru actuala �si viitoarea perioad�a

de colaborare, domnului Prof. univ. dr. Gheorghe Oros, Universitatea din Oradea.

Doresc s�a mult�umesc colegelor din Oradea cu care am avut �si sper c�a voi avea

o colaborare �stiint�i�c�a des�avâr�sit�a, doamnei lect. univ. dr. Georgia Irina Oros, lect.

univ. dr.Adriana C�ata�s �si doamnei as. drd. Roxana S�endrut�iu.

În toat�a aceast�a perioad�a n-a lipsit sprijinul copiilor �si p�arint�ilor mei, c�arora le

datorez mii de mult�umiri pentru sust�inere, �̂nt�elegere �si ajutorul acordat.
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Capitolul 1

Generalit�at�i

1.1 Funct�ii univalente. De�nit�ii, notat�ii �si

propriet�at�i

În acest paragraf sunt expuse not�iuni generale cunoscute despre funct�ii univa-

lente, de�nit�ii �si notat�ii precum �si propriet�at�i ale clasei funct�iilor olomorfe �si univa-

lente �̂n discul unitate ( U notat�a cu S ).

Vom nota:

(1.1.1) U(z0; r) = fz 2 C; jz � z0j < rg;

discul centrat �̂n z0 2 C de raz�a r > 0,

(1.1.2) _U(z0; r) = U(z0; r) n fz0g;

discul punctat de centru z0 �si aceea�si raz�a r,

(1.1.3) U(z0; r) = fz 2 C; jz � z0j � rg;

discul �̂nchis de centru z0 �si raz�a r �si

(1.1.4) @U(z0; r) = fz 2 C; jz � z0j = rg;

frontiera lui U(z0; r) sau cercul de centru z0 �si raz�a r.
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Pentru a 2 C �si n 2 N� not�am

(1.1.5) H[a; n] = ff 2 H(U) : f(z) = a+ anz
n + : : :g:

Cu H(U � U) not�am clasa funct�iilor analitice �̂n U � U ,iar

H�[a; n; �] = ff 2 H(U � U) j f(z; �)(1.1.6)

= a+ an(�)z
n + an+1(�)z

n+1 + : : : ; z 2 U; � 2 Ug;

cu ak(�) funct�ii olomorfe �̂n U , k � n

(1.1.7) An = ff 2 H(U) : f(z) = z + an+1z
n+1 + : : :g;

iar A = A1,

(1.1.8) A�n� = ff 2 H(U � U) j f(z; �) = z + an+1(�)z
n+1 + : : : ; z 2 U; � 2 Ug;

cu ak(�) funct�ii olomorfe �̂n U , k � n,pentru n = 1, A�n� = A�� ,

(1.1.9) S�� = ff 2 H�[a; n; �] : Re
zf 0(z)

f(z)
> 0; z 2 U; pentru tot�i � 2 Ug;

clasa funct�iilor stelate,

(1.1.10) K�

� = ff 2 H�[a; n; �] : Re
zf 00(z; �)

f 0(z; �)
+ 1 > 0; z 2 U; pentru tot�i � 2 Ug;

clasa funct�iilor convexe,

(1.1.11) S = ff 2 A : f univalent�a �̂n Ug;

clasa funct�iilor olomorfe �si univalente, normate cu condit�iile:

(1.1.12) f(0) = 0; f 0(0) = 1;

cu f 2 Hu(U) care au dezvoltarea �̂n serie de puteri

(1.1.13) f(z) = z + a2z
2 + : : : ; z 2 U:

Studiul funct�iilor meromorfe �si univalente se poate face paralel cu clasa S.
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Not�am cu � clasa funct�iilor ' meromorfe cu unicul pol (simplu) � = 1 �si

univalente �̂n exteriorul discului unitate U� = f� 2 C1 j � > 1g care au dezvoltarea

�̂n serie Laurent de forma:

'(�) = � + �0 +
�1
�

+ : : :+
�n

�n
+ : : : ; j�j > 1:

Teorema 1.1.1 (teorema ariei) [26] Dac�a '(�) = � +
1X
n=0

�n

�n
este o funct�ie din

clasa �, atunci prin aria lui E(') unde

(1.1.14) E(') = C n '(U�)

vom �̂nt�elege aria �̂n sensul de m�asur�a Lebesgue bidimensional�a:

(1.1.15) E(') = �

 
1�

1X
n=1

nj�nj
2

!
� 0

adic�a
1X
n=1

nj�nj
2 � 1.

Teorema 1.1.2 (teorema lui Bieberbach relativ la coe�cientul a2) [26]

Dac�a f(z) = z +
1X
k=2

akz
k 2 S atunci ja2j � 2. Egalitatea ja2j = 2 are loc dac�a �si

numai dac�a f este de forma

(1.1.16) K�(z) =
z

(1 + ei�z)2

(K� se nume�ste funct�ia lui Koebe).

Conjectura 1.1.1 (conjectura lui Bieberbach) [26] Dac�a funct�ia f(z) = z+a2z
2+

: : : apart�ine clasei S, atunci janj � n, n = 2; 3; : : :.

Teorema 1.1.3 [26] Dac�a f(z) = z +
1X
k=2

akz
k, f 2 S, atunci ja3 � a22j � 1, delim-

itarea �ind exact�a.

Dac�a f este impar�a, ja3j � 1, iar egalitatea are loc dac�a �si numai dac�a f este de

forma

f(z) =
z

1 + ei�z2
; � 2 R:

8



Teorema 1.1.4 (teorema de acoperire Koebe, Bieberbach) [15] Fie f 2 S. Atunci

f(U) � U1=4.

Corolarul 1.1.1 [15] Clasa S este o submult�ime compact�a a lui H(U).

1.2 Clasa funct�iilor stelate

De�nit�ia 1.2.1 [26] Fie f 2 H(U) o funct�ie cu proprietatea f(0) = 0. Spunem c�a

funct�ia f este stelat�a �̂n U �̂n raport cu originea (sau stelat�a) dac�a f este o funct�ie

univalent�a �̂n U �si f(U) este un domeniu stelat �̂n raport cu originea.

Teorema 1.2.1 (teorema de univalent��a pe frontier�a) [26] Fie D un domeniu D � C

�si f 2 H(D) o funct�ie continu�a pe D. Dac�a f este o funct�ie injectiv�a pe @D atunci

f este injectiv�a pe D.

Teorema 1.2.2 (teorema de caracterizare analitic�a a stelarit�at�ii) [26] Fie f 2 H(U)

cu f(0) = 0. Atunci funct�ia f este stelat�a dac�a �si numai dac�a f 0(0) 6= 0 �si

(1.2.1) Re
zf 0(z)

f(z)
> 0; z 2 U:

De�nit�ia 1.2.2 [26] Not�am cu S� clasa funct�iilor f 2 A care sunt stelate �si normate

�̂n discul unitate:

(1.2.2) S� =

�
f 2 A : Re

zf 0(z)

f(z)
> 0; z 2 U

�
:

Teorema 1.2.3 (teorema de delimitare a coe�cient�ilor funct�iilor din S�) Dac�a

f(z) = z + a2z
2 + : : :+ anz

n + : : : funct�ie apart�inând clasei S�, atunci

janj � n; n = 2; 3; : : :

Egalitatea are loc dac�a �si numai dac�a f este funct�ia lui Koebe.
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1.3 Clasa funct�iilor convexe

De�nit�ia 1.3.1 [26] Funct�ia f 2 H(U) se nume�ste convex�a �̂n U (sau convex�a)

dac�a f este univalent�a �̂n U �si f(U) este un domeniu convex.

Teorema 1.3.1 (teorema de caracterizare analitic�a a convexit�at�ii) [26] Dac�a f 2

H(U), funct�ia f este convex�a dac�a �si numai dac�a f 0(0) 6= 0 �si

(1.3.1) Re
zf 00(z)

f 0(z)
+ 1 > 0; z 2 U:

Teorema 1.3.2 (teorema de dualitate a lui Alexander) Funct�ia f este convex�a �̂n

U dac�a �si numai dac�a funct�ia F (z) = zf 0(z) este stelat�a �̂n U .

De�nit�ia 1.3.2 [26] K reprezint�a clasa funct�iilor f 2 A convexe �si normate �̂n

discul unitate,

(1.3.2) K =

�
f 2 A : Re

zf 00(z)

f 0(z)
+ 1 > 0; z 2 U

�
:

Teorema 1.3.3 (teorema de delimitare a coe�cient�ilor funct�iilor din K) [26] Dac�a

funct�ia f(z) = z + a2z
2 + : : :+ anz

n + : : : apart�ine clasei K, atunci

janj � 1; n = 2; 3; : : :

Egalitatea are loc dac�a �si numai dac�a f este de forma

(1.3.3) f(z) =
z

1 + ei�z
; � 2 R:

1.4 Clasa funct�iilor alfa-convexe

(Funct�ii Mocanu)

Intent�ionând s�a se g�aseasc�a o leg�atur�a �̂ntre not�iunile de convexitate �si stelaritate

�̂n anul 1969 P. T. Mocanu introduce not�iunea de funct�ie alfa-convex�a.

De�nit�ia 1.4.1 [26],[25] Fie f 2 A o funct�ie care respect�a condit�ia

f(z)f 0(z)

z
6= 0; z 2 U
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�si �e num�arul � 2 R. Funct�ia f se nume�ste �-convex�a �̂n discul unitate U (sau

�-convex�a) dac�a Re J(�; f ; z) > 0, z 2 U adic�a:

(1.4.1) J(�; f ; z) = (1� �)
zf 0(z)

f(z)
+ �

�
zf 00(z)

f 0(z)
+ 1

�
:

De�nit�ia 1.4.2 [26] De�nim drept mult�imea

(1.4.2) M� =

�
f 2 A :

f(z)f 0(z)

z
6= 0; Re J(�; f ; z) > 0; z 2 U

�
;

clasa funct�iilor �-convexe �̂n discul unitate U .

Teorema 1.4.1 (teorema de stelaritate a funct�iilor �-convexe)

1. Fie � 2 R, f 2M�. Atunci f 2 S
� adic�a

M� � S�:

2. Dac�a �; � 2 R astfel �̂ncât 0 �
�

�
< 1, atunci

M� �M�:

3. M1 = fidg, unde id(z) = z, z 2 U .

1.5 Funct�ii analitice cu parte real�a pozitiv�a

Propriet�at�ile funct�iilor analitice cu parte real�a pozitiv�a au un rol important �̂n

paragrafele urm�atoare �ind �̂n strâns�a leg�atur�a cu not�iunea de subordonare care va

� prezentat�a �̂n capitolele ce urmeaz�a.

De�nit�ia 1.5.1 [26] 1. Prin clasa funct�iilor lui Carath�eodory (a funct�iilor cu parte

real�a pozitiv�a) �̂nt�elegem clasa

P = fp 2 H(U) : p(0) = 1; Re p(z) > 0; z 2 Ug:

2. Prin clasa funct�iilor Schwarz �̂nt�elegem clasa

B = f' 2 H(U) : '(0) = 0; j'(z)j < 1; z 2 Ug:

Teorema 1.5.1 (teorema lui Carath�eodory asupra coe�cient�ilor funct�iilor din clasa

P ) [26] Dac�a p(z) = 1+p1z+p2z
2+: : :+pnz

n+: : : apart�ine clasei P atunci jpnj � 2,

n � 1, egalitatea �ind atins�a pentru funct�ia p(z) =
1 + �z

1� �z
, j�j = 1.
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1.6 Subordonare

De�nit�ia 1.6.1 [26] Fie f; g 2 H(U). Spunem c�a funct�ia f este subordonat�a

funct�iei g �si vom nota f � g sau f(z) � g(z), dac�a exist�a o funct�ie w 2 H(U)

cu w(0) = 0 �si jw(z)j < 1, z 2 U adic�a w 2 B astfel �̂ncât

f(z) = g[w(z)]; z 2 U:

Teorema 1.6.1 [26] Fie f; g 2 H(U) �si s�a presupunem c�a g este univalent�a �̂n U .

Atunci f � g dac�a �si numai dac�a f(0) = g(0) �si f(U) � g(U).

Corolarul 1.6.1 (principiul subordon�arii al lui Lindel�of) [26] Fie funct�iile f; g 2

H(U) astfel �̂ncât g este univalent�a �̂n U .

1. Dac�a f(0) = g(0) �si f(U) � g(U) atunci f(U r) � g(U r), 0 < r < 1.

2. Egalitatea f(U r) = g(U r) pentru un r < 1 are loc dac�a �si numai dac�a f(U) =

g(U) (sau f(z) = g(�z), j�j = 1).

1.7 Funct�ii a c�aror derivat�a are parte real�a

pozitiv�a

Teorema 1.7.1 (criteriul de univalent��a Noshiro, Warschawschi, Wol�) [26] Dac�a

funct�ia f este olomorf�a �̂n domeniul convex D � C �si dac�a exist�a un num�ar 
 2 R

astfel �̂ncât

Re [ei
f 0(z)] > 0; z 2 D

atunci funct�ia este univalent�a �̂n D.

De�nit�ia 1.7.1 [26] Vom nota cu R clasa funct�iilor normate uzual a c�aror derivat�a

este pozitiv�a �̂n discul unitate, adic�a

R = ff 2 A; Re f 0(z) > 0; z 2 Ug:
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Teorema 1.7.2 (teorema de deformare pentru clasa R) [26] Dac�a funct�ia

f(z) = z +
1X
n=2

anz
n; z 2 U;

apart�ine clasei R, atunci au loc urm�atoarele delimit�ari exacte

janj �
2

n

1� r

1 + r
� jf 0(z)j �

1 + r

1� r
; jzj = r

�r + 2 log(1 + r) � jf(z)j � �r � 2 log(1� r); jzj = r:

Funct�ia extremal�a este de forma

f(z) = �z �
2

�
log(1� �z); j�j = 1:

1.8 Subordon�ari diferent�iale

Inegalit�at�ile diferent�iale pentru funct�ii reale au fost extinse la funct�ii complexe,

care au dat na�stere unei noi teorii, teoria subordon�arilor diferent�iale. S. S. Miller �si

P. T. Mocanu au init�iat aceast�a teorie �̂n lucr�arile [22], [19].

Metoda subordon�arii diferent�iale (sau metoda funct�iilor admisibile), o expunere

detaliat�a a ei poate � g�asit�a �̂n [26] , [19] �si �̂n [22].

De�nit�ia 1.8.1 [26] 1. Fie  : C3 � U ! C �si �e funct�ia h univalent�a �̂n U . Dac�a

funct�ia p 2 H[a; n] veri�c�a subordonarea diferent�ial�a

(1.8.1)  (p(z); zp0(z); z2p00(z); z) � h(z); z 2 U

atunci funct�ia p se nume�ste (a; n) solut�ia subordon�arii diferent�iale (1.8.1) sau pe

scurt, solut�ie a subordon�arii diferent�iale (1.8.1).

2. Subordonarea (1.8.1) se nume�ste subordonare diferent�ial�a de ordinul doi, iar

funct�ia q univalent�a �̂n U , se nume�ste (a; n) dominant�a a solut�iilor subordon�arii

diferent�iale (1.8.1), sau mai simplu, dominant�a a subordon�arii diferent�iale (1.8.1),

dac�a p(z) � q(z) oricare ar � funct�ia p care satisface (1.8.1).
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3. O dominant�a eq astfel �̂ncât eq(z) � q(z) oricare ar � dominanta q pentru (1.8.1)

se nume�ste cea mai bun�a (a; n) dominant�a, sau pe scurt cea mai bun�a dominant�a a

subordon�arii diferent�iale (1.8.1).

Lema 1.8.1 (lema lui I. S. Jack, S. S. Miller, P. T. Mocanu) [26] Fie z0 = r0e
i�0

cu 0 < r0 < 1 �si �e f(z) = anz
n + an+1z

n+1 + : : : o funct�ie continu�a �̂n U(0; r0) �si

analitic�a �̂n U(0; r0) [ Ufz0g cu f(z) 6� 0 �si n � 1. Dac�a

jf(z0)j = maxfjf(z)j : z 2 U(0; r0)g

atunci exist�a un num�ar real m, m � n, astfel �̂ncât

(i)
z0f

0(z0)

f(z0)
= m

�si

(ii) Re
z0f

00(z0)

f 0(z0)
+ 1 � m.

De�nit�ia 1.8.2 [26] Vom nota cu Q mult�imea funct�iilor q care sunt olomorfe �si

injective pe U n E(q), unde

E(q) =

�
� 2 @U : lim

z!�
q(z) =1

�
�si �̂n plus q0(�) 6= 0 pentru � 2 @U n E(q).

Mult�imea E(q) se nume�ste mult�ime de except�ie.

Funct�iile q1(z) = z �si q2(z) =
1 + z

1� z
sunt exemple pentru aceste dou�a cazuri.

În demonstrarea teoremei fundamentale pe care se bazeaz�a metoda subor-

don�arilor diferent�iale , pe lâng�a Lema 1.8.1 mai sunt necesare �si urm�atoarele dou�a

leme.

Lema 1.8.2 (S. S. Miller, P. T. Mocanu) [21], [26] Fie q 2 Q cu q(0) = a �si �e

funct�ia p 2 H[a; n], p(z) 6� a �si n � 1. Dac�a p(z) � q(z) atunci exist�a punctele

z0 = r0e
i�0 �si �0 2 @U nE(q) �si un num�ar m � n � 1 astfel �̂ncât p(U(0; r0)) � q(U)

�si

(i) p(z0) = q(�0)

(ii) z0p
0(z0) = m�0q

0(�0)

(iii) Re
z0p

00(z0)

p0(z0)
+ 1 � mRe

�0q
00(�0)

q0(�0)
+ 1.
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De�nit�ia 1.8.3 [26], [24] Fie 
 � C, �e funct�ia q 2 Q �si n 2 N, n � 1. Vom nota

cu 	n[
; q] clasa funct�iilor  : C3 � U ! C care satisfac condit�ia

(A)  (r; s; t; z) 62 


atunci când

r = q(�); s = m�q0(�); Re

�
t

s
+ 1

�
� mRe

�
�q00(�)

q0(�)
+ 1

�
;

unde z 2 U , � 2 @U n E(q) �si m � n.

Mult�imea 	n[
; q] se nume�ste clasa funct�iilor admisibile, iar condit�ia (A) se

nume�ste condit�ie de admisibilitate.

Teorema 1.8.1 [26], [19], [24] Fie funct�ia univalent�a h 2 Hu(U) �si �e  : C3�U !

C. Presupunem c�a ecuat�ia diferent�ial�a

(1.8.2)  (p(z); zp0(z); z2p00(z); z) = h(z)

are o solut�ie q, cu q(0) = a, �si c�a una din urm�atoarele condit�ii este veri�cat�a:

(i) q 2 Q �si  2 	[h; q];

(ii) q este univalent�a �̂n U �si  2 	[h; q�] pentru un anumit � 2 (0; 1);

(iii) q este univalent�a �̂n U �si exist�a un �0 2 (0; 1) astfel �̂ncât  2 	[h�; q�]

pentru orice � 2 (�0; 1).

Dac�a funct�ia p 2 H[a; 1] iar funct�ia

 (p(z); zp0(z); z2p00(z); z) 2 H(U)

atunci

 (p(z); zp0(z); z2p00(z); z) � h(z)) p(z) � q(z)

�si funct�ia q este cea mai bun�a dominant�a a subordon�arii.

Teorema 1.8.2 [26], [19], [24] Fie funct�ia univalent�a h 2 Hu(U) �si �e  : C3 ! C.

Presupunem c�a ecuat�ia diferent�ial�a

(1.8.3)  (q(z); nzq0(z); n(n� 1)zq0(z) + n2z2q00(z)) = h(z)
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are o solut�ie q, cu q(0) = a �si c�a una din urm�atoarele condit�ii este veri�cat�a:

(i) q 2 Q �si  2 	n[h; q];

(ii) q este univalent�a �̂n U �si 	n[h; q�] pentru un anumit � 2 (0; 1);

(iii) q este univalent�a �̂n U �si exist�a un �0 2 (0; 1) astfel �̂ncât  2 	n[h�; q�]

pentru orice � 2 (�0; 1).

Dac�a funct�ia p 2 H[a; n] iar funct�ia  (p(z); zp0(z); z2p00(z); z) 2 H(U) atunci

 (p(z); zp0(z); z2p00(z); z) � h(z)) p(z) � q(z)

�si funct�ia q este cea mai bun�a (a; n) dominant�a a subordon�arii.

1.9 Tare subordon�ari diferent�iale.

De�nit�ii �si propriet�at�i

Hu(U;U) = ff 2 H�[a; n; �] : f(z; �) univalent�a �̂n U pentru � 2 Ug este clasa

funct�iilor univalente �̂n U pentru tot�i � 2 U ( vezi (1.1.6) ).

De�nit�ia 1.9.1 [37] Fie H(z; �) analitic�a �̂n U � U �si f(z; �) analitic�a �̂n U � U

pentru tot�i � 2 U �si f(z; �) 2 Hu(U).

Funct�ia H(z; �) spunem c�a este tare subordonat�a lui f(z; �) �si not�am H(z; �) ��

f(z; �), dac�a pentru �ecare � 2 U , H(z; �) este subordonat�a lui f(z; �), �̂n funct�ie

de z.

1.10 Superordon�ari diferent�iale.

Generalit�at�i �si propriet�at�i

De�nit�ia 1.10.1 [6] Fie ' : C3 � U ! C �si �e h analitic�a �̂n U . Dac�a p �si

'(p(z); zp0(z); z2p00(z); z) este univalent�a �̂n U �si satisface superordonarea diferent�ial�a

de ordinul doi

(1.10.1) h(z) � '(p(z); zp0(z); z2p00(z); z);
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atunci p se nume�ste solut�ia superordon�arii diferent�iale. Funct�ia analitic�a q se

nume�ste subordonat�a a solut�iilor superordon�arii diferent�iale, sau mai simplu subor-

donat�a dac�a q � p pentru tot�i p care satisfac (1.10.1). O subordonat�a univalent�a eq
care satisface q � eq pentru toate subordonatele q din (1.10.1) se spune c�a este cea

mai bun�a subordonat�a. Cea mai bun�a subordonat�a este unic�a, abstract�ie f�acând de

o rotat�ie �̂n U .

Teorema 1.10.1 [6] Fie 
 � C, �e q 2 H[a; n] �si �e ' 2 �n[
; q]. Dac�a p 2 Q(a)

�si '(p(z); zp0(z); z2p00(z); z) este univalent�a �̂n U , atunci

(1.10.2) 
 � f'(p(z); zp0(z); z2p00(z); z) : z 2 Ug

implic�a q(z) � p(z).

Teorema 1.10.2 [6] Fie q 2 H[a; n], �e h analitic�a �si ' 2 �n[h; q]. Dac�a p 2 Q(a)

�si '(p(z); zp0(z); z2p00(z); z) este univalent�a �̂n U , atunci

(1.10.3) h(z) � '(p(z); zp0(z); z2p00(z); z)

implic�a q(z) � p(z).

Teorema 1.10.3 [6] Fie h analitic�a �̂n U �si ' : C3 � U ! C. Presupunem c�a

ecuat�ia diferent�ial�a

(1.10.4) '(p(z); zp0(z); z2p00(z); z) = h(z)

are solut�ia q 2 Q(a). Dac�a ' 2 �[h; q], p 2 Q(a) �si '(p(z); zp0(z); z2p00(z); z) este

univalent�a �̂n U , atunci

(1.10.5) h(z) � '(p(z); zp0(z); z2p00(z); z)

implic�a q(z) � p(z) �si q este cea mai bun�a subordonat�a.
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1.11 Tare superordon�ari.

De�nit�ii �si propriet�at�i

De�nit�ia 1.11.1 [41] ( vezi De�nit�ia 1.9.1) Fie H(z; �) o funct�ie analitic�a �̂n U �U

�si �e f(z) o funct�ie analitic�a �si univalent�a �̂n U . Funct�ia f(z) este tare subordonat�a

lui H(z; �), sau H(z; �) se spune c�a este tare superordonat�a lui f(z), scriem f(z) ��

H(z; �), dac�a f(z) este subordonat�a lui H(z; �) �̂n funct�ie de z, pentru tot�i � 2 U .

Dac�a H(z; �) este o funct�ie univalent�a �̂n U , pentru tot�i � 2 U , atunci f(z) ��

H(z; �) dac�a �si numai dac�a f(0) = H(0; �) pentru tot�i � 2 U �si f(U) � H(U � U).

De�nit�ia 1.11.2 [41] Fie ' : C3 � U � U ! C �si h o funct�ie analitic�a �̂n U . Dac�a

p �si '(p(z); zp0(z); z2p00(z); z; �) sunt funct�ii univalent�a �̂n U pentru tot�i � 2 U �si

satisfac tare superordonarea diferent�ial�a (de ordinul doi)

(1.11.1) h(z) �� '(p(z); zp0(z); z2p00(z); z; �)

atunci funct�ia p se nume�ste solut�ie a tare superordon�arii diferent�iale. Funct�ia

analitic�a q se nume�ste subordonant�a a solut�iei a tare superordon�arii diferent�iale,

sau mai simplu subordonant�a dac�a q � p pentru tot�i p care satisfac (1.11.1). Subor-

donanta univalent�a eq care satisface q � eq pentru toate subordonantele q din (1.11.1)

se spune c�a este cea mai bun�a subordonant�a. Aceast�a cea mai bun�a subordonant�a

este unic�a abstract�ie f�acând de o rotat�ie �̂n U .
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Capitolul 2

Subordon�ari diferent�iale

2.1 O clas�a de funct�ii univalente de�nit�a cu

ajutorul operatorului diferent�ial S�al�agean

În acest paragraf utiliz�am operatorul Sn, introducem o clas�a de funct�ii olomorfe

Sn(�) �si obt�inem câteva subordon�ari diferent�iale.

Lemele prezentate folosesc la demonstrarea rezultatelor.

Lema 2.1.1 [10] Fie h o funct�ie convex�a, cu h(0) = a �si �e 
 2 C� un num�ar

complex cu Re 
 � 0. Dac�a funct�ia p 2 H[a; n] �si

p(z) +
1



zp0(z) � h(z) (z 2 U)

atunci

p(z) � q(z) � h(z) (z 2 U)

unde

q(z) =



nz
=n

Z z

0

h(t)t



n
�1dt (z 2 U):

Funct�ia q este convex�a �̂n U �si este cea mai bun�a dominant�a.

Lema 2.1.2 [30] Fie Re r > 0 �si �e

w =
k2 + jrj2 � jk2 � r2j

4kRe r
:
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Fie h o funct�ie analitic�a �̂n U cu h(0) = 1 �si presupunem c�a

Re

�
zh00(z)

h0(z)
+ 1

�
> �w:

Dac�a

p(z) = 1 + pnz
n + pn+1z

n+1 + : : :

este analitic�a �̂n U �si

p(z) +
1

r
zp0(z) � h(z);

atunci p(z) � q(z), unde q este solut�ia ecuat�iei diferent�iale

q(z) +
n

r
zq0(z) = h(z); q(0) = 1;

dat�a de

q(z) =
r

nzr=n

Z z

0

t
r

n
�1h(t)dt:

De asemenea funct�ia q este cea mai bun�a dominant�a.

De�nit�ia 2.1.1 [49] Pentru f 2 A, n 2 N = 0; 1; 2; :::, operatorul Snf este de�nit

astfel Sn : A! A

S0f(z) = f(z)

S1f(z) = zf 0(z)

: : :

Sn+1f(z) = z[Snf(z)]0; z 2 U:

Observat�ia 2.1.1 [30] Dac�a f 2 A,

f(z) = z +
1X
j=2

ajz
j

atunci

Snf(z) = z +
1X
j=2

jnajz
j; z 2 U:

De�nit�ia 2.1.2 [30] Dac�a 0 � � < 1 �si n 2 N, �e Sn(�) clasa funct�iilor f 2 A, care

satisfac inegalitatea:

Re (Snf)0(z) > �; z 2 U:
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Teorema 2.1.1 [57] Clasa de funct�ii univalente Sn(�) este convex�a.

Teorema 2.1.2 [57] Fie q o funct�ie convex�a din U , q(0) = 1 �si �e

h(z) = q(z) +
1

c+ 2
zq0(z); z 2 U;

unde c este un num�ar complex, cu Re c > �2.

Dac�a f 2 Sn(�) �si F = Ic(f), este dat de operatorul integral

(2.1.1) F (z) = Ic(f)(z) =
c+ 2

zc+1

Z z

0

tcf(t)dt; Re c > �2

atunci

(2.1.2) [Snf(z)]0 � h(z); z 2 U

implic�a

[SnF (z)]0 � q(z); z 2 U;

�si acest rezultat este exact.

Teorema 2.1.3 [57] Fie Re c > �2 �si

(2.1.3) w =
1 + jc+ 2j2 � jc2 + 4c+ 3j

4Re (c+ 2)
:

Fie h o funct�ie analitic�a �̂n U cu h(0) = 1 �si presupunem c�a

Re
zh00(z)

h0(z)
+ 1 > �w:

Dac�a f 2 Sn(�) �si F = Ic(f), unde F este de�nit de (2.1.1), atunci

(2.1.4) [Snf(z)]0 � h(z); z 2 U

implic�a

[SnF (z)]0 � q(z); z 2 U;

unde q este solut�ia ecuat�iei diferent�iale

q(z) +
1

c+ 2
zq0(z) = h(z); h(0) = 1;

dat de

q(z) =
c+ 2

zc+2

Z z

0

tc+1h(t)dt; z 2 U:

De asemenea q este cea mai bun�a dominant�a.
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2.2 Subordon�ari diferent�iale obt�inute utilizând

operatorul liniar Dziok-Srivastava

Folosim propriet�at�ile operatorului liniar Dziok-Srivastava obt�inem subordon�ari

diferent�iale cu ajutorul funct�iilor din clasa A.

Pentru dou�a funct�ii din clasa A

f(z) = z +
1X
k=2

akz
k �si g(z) = z +

1X
k=2

bkz
k;

convolut�ia sau produsul Hadamard al lui f �si g este de�nit astfel

(f � g)(z) := z +
1X
k=2

akbkz
k:

Pentru �i 2 C, i = 1; 2; 3; : : : ; l �si �j 2 C n f0;�1;�2; : : :g, j = 1; 2; : : : ;m,

funct�ia hipergeometric�a generalizat�a este de�nit�a astfel

lFm(�1; �2; : : : ; �l; �1; �2; : : : ; �m; z) =
1X
n=0

(�1)n : : : (�l)n
(�1)n : : : (�m)n

�
zn

n!

(l � m+ 1; m 2 N0 = f0; 1; 2; : : :g)

unde (a)n este simbolul Pochhammer de�nit astfel

(a)n :
�(a+ n)

�(a)
=

8<: 1; n = 0

a(a+ 1) : : : (a+ n� 1); n 2 N := f1; 2; : : :g

Corespunz�ator funct�iei

h(�1; �2; : : : ; �l; �1; �2; : : : ; �m; z) = z � lFm(�1; �2; : : : ; �l; �1; �2; : : : ; �m; z):

Operatorul Dziok-Srivastava ([7], [8], [44]) este

H l
m(�1; �2; : : : ; �l; �1; �2; : : : ; �m; z)

= h(�1; �2; : : : ; �l; �1; �2; : : : ; �m; z) � f(z)

= z +
1X
n=2

(�1)n�1(�2)n�1 : : : (�l)n�1
(�1)n�1(�2)n�2 : : : (�l)n�1

� an �
zn

(n� 1)!
:
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Pentru simplitate scriem

�01 = (�2; : : : ; �l; �1; �2; : : : ; �m)

�si not�am

H l
m[�1; �

0

1]f(z) = H l
m(�1; �2; : : : ; �l; �1; �2; : : : ; �m; z):

Se �stie din [19] c�a

(2.2.1) �1H
l
m[�1 + 1; �01]f(z) = zfH l

m[�1; �
0

1]f(z)g
0 + (�1 � 1)H l

m[�1; �
0

1]f(z):

Teorema 2.2.1 [58] Fie l;m 2 N, l � m + 1, �i 2 C, i = 1; 2; : : : ; l �si �j 2

C n f0;�1;�2; : : :g, j = 1; 2; 3; : : : ;m, f 2 A �si operatorul liniar Dziok-Srivastava

H l
m[�1; �

0

1]f(z) este dat de (2.2.1).

Dac�a este veri�cat�a subordonarea diferent�ial�a

(2.2.2) fH l
m[�1 + 1; �01]f(z)g

0 � h(z); z 2 U; Re�1 > 0;

unde h este o funct�ie convex�a, atunci

[H l
m[�1; �

0

1]f(z)]
0 � q(z);

unde

q(z) =
�1
z�1

Z z

0

h(t)t�1�1dt;

q este o funct�ie convex�a �si cea mai bun�a dominant�a.

Teorema 2.2.2 [58] Fie l;m 2 N, l � m + 1, �i 2 C, i = 1; 2; : : : ; l, �j 2 C n

f0;�1;�2; : : :g, j = 1; 2; : : : ;m �e f 2 A �si H l
m[�1; �

0

1]f(z) operatorul liniar Dziok-

Srivastava dat de (2.2.1).

Dac�a not�am

H l
m[�1; �

0

1]f(z) = q(z);

atunci

q0(z) � h(z)
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�si urm�atoarea subordonare are loc

(2.2.3) fH l
m[�1; �

0

1]f(z)g
0 � h(z); z 2 U; Re�1 > 0;

de unde rezult�a
q(z)

z
�

1

z

Z z

0

h(t)dt;

adic�a
H l

m[�1; �
0

1]f(z)

z
� q(z) =

1

z

Z z

0

h(t)dt:

2.3 Studiul unei clase de funct�ii univalente

de�nite cu ajutorul operatorului diferent�ial

Ruscheweyh

Cu ajutorul operatorului Dn, �̂n acest paragraf introducem o clas�a de funct�ii olo-

morfe Mn(h), h �ind o funct�ie convex�a �si obt�inem câteva subordon�ari. De asemenea

ar�at�am c�a pentru h(z) � �, 0 � � < 1 �si z 2 U , mult�imea Mn(�) este convex�a �si

obt�inem subordon�ari diferent�iale noi folosind operatori integrali.

Lema 2.3.1 [1, Lema 1.4] Fie q o funct�ie convex�a �̂n U cu q(0) = 1 �si �e Re c > 0.

Fie

h(z) = q(z) +
n

c
zq0(z):

Dac�a p(z) = 1 + pnz
n + pn1z

n+1 + : : : este analitic�a �̂n U �si

p(z) +
1

c
zp0(z) � h(z);

atunci

p(z) � q(z)

�si q este cea mai bun�a dominant�a.
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De�nit�ia 2.3.1 (St. Ruscheweyh [48]) Pentru f 2 A, n 2 N, operatorul Dn este

de�nit astfel Dn : A! A

D0f(z) = f(z)

(n+ 1)Dn+1f(z) = z[Dnf(z)]0 + nDnf(z); z 2 U;

acesta �ind operatorul diferent�ial Ruscheweyh.

Observat�ia 2.3.1 [29] Dac�a f 2 A, f(z) = z +
1X
j=2

ajz
j, atunci

Dnf(z) = z +
1X
j=2

Cn
n+j�1ajz

j; z 2 U:

De�nit�ia 2.3.2 Pentru h 2 K �si n 2 N, consider�am Mn(h) clasa funct�iilor f 2 A

care satisfac inegalitatea:

[Dnf(z)]0 � h(z); z 2 U:

Dac�a h(z) = h�(z) =
1 + (2�� 1)z

1 + z
, atunci not�am cu Mn(�) clasa Mn(h�).

Teorema 2.3.1 [59] Mult�imea Mn(�) este convex�a, 0 � � < 1.

Teorema 2.3.2 [59] Fie q o funct�ie convex�a �̂n U , cu q(0) = 1 �si �e

h(z) = q(z) +
1

c+ 2
zq0(z); z 2 U

unde c este un num�ar complex, cu Re c > �2.

Dac�a f 2Mn(h) �si F = Ic(f), unde

(2.3.1) F (z) = Ic(f)(z) =
c+ 2

zc+1

Z z

0

tcf(t)dt; Re c > �2;

atunci

(2.3.2) [Dnf(z)]0 � h(z); z 2 U;

implic�a

[DnF (z)]0 � q(z); z 2 U;

�si acest rezultat este exact.
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Teorema 2.3.3 [59] Fie c un num�ar complex cu Re c > �2 �si �e

(2.3.3) w =
1 + jc+ 2j2 � jc2 + 4c+ 3j

4Re (c+ 2)
:

Fie h o funct�ie analitic�a �̂n U , cu h(0) = 1 �si presupunem

Re
zh00(z)

h0(z)
+ 1 > �w:

Dac�a f 2Mn(h) �si F = Ic(f), unde funct�ia F este de�nit�a de (2.3.1), atunci

(2.3.4) [Dnf(z)]0 � h(z); z 2 U;

implic�a

[DnF (z)]0 � q(z); z 2 U;

unde q este solut�ia ecuat�iei diferent�iale

q(z) +
1

c+ 2
zq0(z) = h(z); h(0) = 1;

dat de

q(z) =
c+ 2

zc+2

Z z

0

tc+1h(t)dt; z 2 U:

În plus q este cea mai bun�a dominant�a.
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Capitolul 3

Tare subordon�ari

3.1 Tare subordon�ari diferent�iale obt�inute cu aju-

torul operatorului diferent�ial S�al�agean

În acest paragraf, utiliz�am operatorul diferent�ial S�al�agean, introducem o clas�a

de funct�ii olomorfe notate Sm
n (�) �si obt�inem câteva tare subordon�ari diferent�iale .

Lema 3.1.1 [18, page 71] Fie h(z; �) o funct�ie convex�a cu h(0; �) = a pentru �ecare

� 2 U �si �e 
 2 C� un num�ar complex cu Re 
 � 0. Dac�a p 2 H�[a; n; �] �si

(3.1.1) p(z; �) +
1



zp0(z; �) �� h(z; �)

atunci p(z; �) �� q(z; �) �� h(z; �) unde

(3.1.2) g(z; �) =



nz
=n

Z z

0

h(t; �)t(
=n)�1dt:

Funct�ia g(z; �) este convex�a �si cea mai bun�a dominant�a.

Lema 3.1.2 [17] Fie q(z; �) o funct�ie convex�a �̂n U , pentru tot�i � 2 U �si �e

(3.1.3) h(z; �) = q(z; �) + n�q0(z; �);

unde � > 0 �si n este un �̂ntreg pozitiv. Dac�a

p(z; �) = q(0; �) + pn(�)z
n + : : :
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este olomorf�a �̂n U , pentru tot�i � 2 U �si

(3.1.4) p(z; �) + �zp0(z; �) �� h(z; �)

atunci

(3.1.5) p(z; �) �� q(z; �)

�si acest rezultat este exact.

De�nit�ia 3.1.1 [49] Pentru f 2 A�� , n 2 N
�[f0g, operatorul Snf este de�nit astfel:

Sn : A�� ! A��

S0f(z; �) = f(z; �)

: : :

Sn+1f(z; �) = z[Snf(z; �)]0; z 2 U; � 2 U:

De�nit�ia 3.1.2 [60] Dac�a � < 1 �si m;n 2 N, �e Sn
m(�) clasa funct�iilor f 2 A�n�

care satisfac inegalitatea

(3.1.6) Re [Smf(z; �)]0 > �:

Teorema 3.1.1 [60] Dac�a � < 1 �si m;n 2 N, atunci

(3.1.7) Sm+1
n (�) � Sm

n (�)

unde

� = �(�; n;m) = (2�� 1) + 1� (2�� 1)
1

n
�

�
1

n

�

(3.1.8) �(x) =

Z 1

0

tx�1

1 + t
dt:

Teorema 3.1.2 [60] Fie q(z; �) o funct�ie convex�a cu q(0; �) = 1 �si �e h(z; �) o

funct�ie astfel �̂ncât

(3.1.9) h(z; �) = q(z; �) + zq0(z; �):
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Dac�a f 2 A�n� �si aceasta veri�c�a subordonarea diferent�ial�a tare

(3.1.10) [Sm+1f(z; �)]0 �� h(z; �)

atunci

(3.1.11) [Smf(z; �)]0 �� q(z; �):

Teorema 3.1.3 [60] �e h 2 H�[a; n; �], cu h(0; �) = 1, h0(0; �) 6= 0 care veri�c�a

inegalitatea

(3.1.12) Re

�
1 +

zh00(z; �)

h0(z; �)

�
> �

1

2(m+ 1)
; m � 0:

Dac�a f 2 A�n� �si veri�c�a tare subordonarea diferent�ial�a

(3.1.13) [Sm+1f(z; �)]0 �� h(z; �); z 2 U

atunci

[Smf(z; �)]0 �� q(z; �);

unde

q(z; �) =
1

nz
1

n

Z z

0

t
1

n
�1h(t; �)dt:

Funct�ia q este convex�a �si este cea mai bun�a dominant�a.

Teorema 3.1.4 [60] Fie q(z; �) o funct�ie convex�a cu q(0; �) = 1 �si

(3.1.14) h(z; �) = q(z; �) + zq0(z; �):

Dac�a f 2 A�n� �si veri�c�a tare subordonarea diferent�ial�a

(3.1.15) [Smf(z; �)]0 �� h(z; �); z 2 U; � 2 U

atunci

(3.1.16)
Smf(z; �)

z
�� q(z; �):
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Capitolul 4

Tare superordon�ari

4.1 Cea mai bun�a subordonant�a a unei tare

superordon�ari diferent�iale

Obiectivul acestui paragraf este de a obt�ine cea mai bun�a subordonant�a a unei

tare superordon�ari diferent�iale.

Lema 4.1.1 [31, Teorema 2] Fie q 2 H[a; n], �e h analitic�a �̂n U �si ' 2 �n[h; q].

Dac�a p 2 Q(a) �si '(p(z); zp0(z); z2p00(z); z; �) univalent�a �̂n U pentru tot�i � 2 U ,

atunci

h(z) �� '(p(z); zp0(z); z2p00(z); z; �); z 2 U; � 2 U

implic�a

q(z) � p(z); z 2 U:

Teorema 4.1.1 [32] Fie h �si q univalente �̂n U , cu q(0) = a �si q�(z) = q(�z) �si

h�(z) = h(�z). Fie ' : C3�U �U ! C care satisface una din urm�atoarele condit�ii:

(i) ' 2 �n[h; q�], pentru un anumit � 2 (0; 1), sau

(ii) exist�a �0 2 (0; 1) astfel c�a ' 2 �n[h�; q�], pentru tot�i � 2 (�0; 1).

Dac�a p 2 H[a; n], '(p(z); zp0(z); z2p00(z); z; �) este univalent�a �̂n U pentru tot�i

� 2 U �si

(4.1.1) h(z) �� '(p(z); zp0(z); z2p00(z); z; �); z 2 U; � 2 U;
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atunci

q(z) � p(z); z 2 U:

Teorema 4.1.2 [32] Fie h univalent�a �̂n U �si ' : C3 � U � U ! C. Presupunând

c�a ecuat�ia diferent�ial�a

(4.1.2) '(q(z); zq0(z); z2q00(z); z) = h(z)

are solut�ia q cu q(0) = a �si una din urm�atoarele condit�ii este satisf�acut�a:

(i) q 2 Q �si ' 2 �[h; q], sau

(i) q este univalent�a �̂n U �si ' 2 �[h; q�] pentru un anumit � 2 (0; 1), sau

(iii) q este univalent�a �̂n U �si exist�a �0 2 (0; 1) astfel �̂ncât ' 2 �[h�; q�] pentru

tot�i � 2 (�0; 1).

Dac�a p 2 H[a; 1] �si '(p(z); zp0(z); z2p00(z); z; �) este univalent�a �̂n U , pentru tot�i

� 2 U �si dac�a p satisface

(4.1.3) h(z) �� '(p(z); zp0(z); z2p00(z); z; �); z 2 U; � 2 U;

atunci

q(z) � p(z); z 2 U;

�si q este cea mai bun�a subordonant�a.

Teorema 4.1.3 [32] Fie h o funct�ie univalent�a �̂n U �si ' : C3 � U � U ! C.

Presupunem c�a ecuat�ia diferent�ial�a

(4.1.4) '(q(z); nzq0(z); n(n� 1)zq0(z) + n2z2nq00(z)) = h(z)

are solut�ia q, cu q(0) = a �si una din urm�atoarele condit�ii este satisf�acut�a:

(i) q 2 Q �si ' 2 �n[h; q],

(ii) q este univalent�a �̂n U �si ' 2 �n[h; q�], pentru un anumit � 2 (0; 1), sau

(iii) q este univalent�a �̂n U �si exist�a �0 2 (0; 1) astfel �̂ncât ' 2 �n[h�; q�] pentru

tot�i � 2 (�0; 1).
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Dac�a p 2 H[a; n], '(p(z); zp0(z); z2p00(z); z; �) este univalent�a �̂n U pentru tot�i

� 2 U �si p satisface

(4.1.5) h(z) �� '(p(z); zp0(z); z2p00(z); z; �); z 2 U; � 2 U;

atunci

q(z) � p(z)

�si q este cea mai bun�a subordonant�a.

4.2 O nou�a cea mai bun�a subordonant�a a unei

tare superordon�ari diferent�iale

În acest paragraf se prezint�a obt�inerea celei mai bune subordonante pentru o

anumit�a tare superordonare diferent�ial�a.

Lema 4.2.1 [34] Fie (q; �; �) 2 Q cu q(0; �) = a �si

p(z; �) = a+ an(�)z
n + an+1(�)z

n+1 + : : :

analitic�a �̂n U � U cu p(z; �) 6� a �si n � 1. Dac�a p(�; �) nu este subordonat�a lui

q(�; �), atunci exist�a punctele z0 = r0e
i�0 2 U �si �0 2 @U nE(q) �si m � n � 1 pentru

care p(Ur0 � U r0) � q(U � U).

(i) p(z0; �) = q(z0; �)

(ii) z0p
0(z0; �) = m�0q

0(�0; �) �si

(iii) Re
z0p

00(z0; �)

p0(z0; �)
+ 1 � m

�
Re

�0q
00(�0; �)

q0(�0; �)
+ 1

�
.

Teorema 4.2.1 [33] Fie 
� 2 C, �e q(�; �) 2 H�[a; n; �] �si �e ' 2 �n[
�; q(�; �)].

Dac�a p(�; �) 2 Q(a) �si '(p(z; �); zp0(z; �); z2p00(z; �); z; �) este univalent�a �̂n U pentru

tot�i � 2 U , atunci

(4.2.1) 
� � f'(p(z; �); zp0(z; �); z2p00(z; �); z; �)g;

implic�a

q(z; �) �� p(z; �); z 2 U; � 2 U:

32



Consider�am situat�ia special�a când h(z; �) este analitic�a �̂n U � U �si h(U � U) =


� 6= C. Atunci Teorema 4.2.1 devine

Teorema 4.2.2 [33] Fie q(z; �) 2 H[a; n; �],�e h(z; �) analitic�a �̂n U � U �si �e

' 2 �n[h(z; �); q(z; �)]. Dac�a p(z; �) 2 Q(a) �si '(p(z; �); zp0(z; �); z2p00(z; �); z; �)

este univalent�a �̂n U pentru tot�i � 2 U , atunci

h(z; �) �� '(p(z; �); zp0(z; �); z2p00(z; �); z; �)

implic�a

q(z; �) �� p(z; �); z 2 U; � 2 U:

Teorema 4.2.3 [33] Fie h(z; �) �si q(z; �) dou�a funct�ii univalente �̂n U pentru tot�i

� 2 U , cu q(0; �) = a, q�(z; �) = q(�z; �) �si h�(z; �) = h(�z; �). Fie ' : C3�U�U !

C care satisface una din condit�iile

(i) ' 2 �n[h(z; �); q�(z; �)], pentru un anumit � 2 (0; 1), sau

(ii) exist�a �0 2 (0; 1) astfel �̂ncât ' 2 �n[h�(z; �); q�(z; �)] pentru tot�i � 2 (�0; 1).

Dac�a p(z; �) 2 H�[a; n; �], '(p(z; �); zp0(z; �); z2p00(z; �); z; �) este univalent�a �̂n

U pentru tot�i � 2 U �si

(4.2.2) h(z; �) �� '(p(z; �); zp0(z; �); z2p00(z; �); z; �); z 2 U; � 2 U;

atunci

q(z; �) �� p(z; �); z 2 U; � 2 U:

Teorema 4.2.4 [33] Fie h(z; �) o funct�ie univalent�a �̂n U pentru tot�i � 2 U �si �e

' : C3 � U � U ! C. Presupunem c�a aceast�a ecuat�ie diferent�ial�a

(4.2.3) '(q(z; �); zq0(z; �); z2q00(z; �); z; �) = h(z; �); z 2 U; � 2 U

are solut�ia q(z; �), cu q(0; �) = a �si una din urm�atoarele condit�ii sunt satisf�acute:

(i) q(z; �) 2 Q �si ' 2 �[h(z; �); q(z; �)]

(ii) q(z; �) este univalent�a �̂n U pentru tot�i � 2 U �si ' 2 �[h(z; �); q�(z; �)],

pentru un anumit � 2 (0; 1) sau
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(iii) q(z; �) univalent�a �̂n U pentru tot�i � 2 U �si exist�a �0 2 (0; 1) astfel �̂ncât

' 2 �[h�(z; �)q�(z; �)] pentru tot�i � 2 (�0; 1):

Dac�a p(z; �) 2 H�[a; 1; �] �si '(p(z; �); zp0(z; �); z2p00(z; �); z; �) este univalent�a �̂n

U pentru tot�i � 2 U �si

(4.2.4) h(z; �) �� '(p(z; �); zp0(z; �); z2p00(z; �); z; �); z 2 U; � 2 U;

atunci

q(z; �) �� p(z; �); z 2 U; � 2 U

�si q(z; �) este cea mai bun�a subordonant�a.

Teorema 4.2.5 [33] Fie funct�ia h(z; �) univalent�a �̂n U �si �e ' : C3�U �U ! C.

Presupunem c�a ecuat�ia diferent�ial�a

(4.2.5) '(q(z; �); nzq0(z; �); n(n� 1)zq0(z; �) + n2z2nq00(z; �)) = h(z; �)

are solut�ia q(z; �), cu q(0; �) = a �si una din urm�atoarele condit�ii este satisf�acut�a:

(i) q(z; �) 2 Q �si ' 2 �n[h(z; �); q(z; �)]

(ii) q(z; �) este univalent�a �̂n U pentru tot�i � 2 U �si ' 2 �n[h(z; �); q�(z; �)]

pentru un anumit � 2 (0; 1), sau

(iii) q(z; �) univalent�a �̂n U pentru tot�i � 2 U �si exist�a �0 2 (0; 1) astfel �̂ncât

' 2 �n[h�(z; �); q�(z; �)] pentru tot�i � 2 (�0; 1).

Dac�a p(z; �) 2 H�[a; n; �], '(p(z; �); zp0(z; �); z2p00(z; �); z; �) este univalent�a �̂n

U pentru tot�i � 2 U �si p(z; �) satisface

(4.2.6) h(z; �) �� '(p(z; �); zp0(z; �); z2p00(z; �); z; �); z 2 U; � 2 U

atunci

q(z; �) �� p(z; �); z 2 U; � 2 U

�si q(z; �) este cea mai bun�a subordonant�a.
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4.3 Tare superordon�ari diferent�iale de ordinul

�̂ntâi

În acest paragraf studiem tare superordon�ari diferent�iale de ordinul �̂ntâi �̂n cazuri

mai speciale.

Lema 4.3.1 [20, T. 2.6.h, p. 67],[43], [5] Dac�a Ly : A
�

� ! A�� este operatorul integral

de�nit astfel

Ly[f(z); �] = F (z; �) =

 + 1

z


Z z

0

f(z; �)t
�1dt

�si Re 
 � 0, atunci

(i) L
[S
�] � S�

(ii) L
[K
�] � K�.

De�nit�ia 4.3.1 [45, p. 157], [20, p. 4] Funct�ia L : U �U � [0;1)! C este un lant�

de tare subordonare (sau lant� Loewner) dac�a L(z; �; t) este analitic�a �si univalent�a �̂n

U pentru � 2 U , t � 0, L(z; �; t) este o funct�ie continuu diferent�iabil�a de t pe [0;1)

pentru tot�i z 2 U , � 2 U �si L(z; �; s) �� L(z; �; t) unde 0 � s � t.

Urm�atoarea lem�a prezint�a condit�ia de su�cient��a pentru L(z; �; t) pentru a � un

lant� de tare subordonare.

Lema 4.3.2 [45, p. 159], [20, p. 4] Funct�ia

L(z; �; t) = a1(�; t)z + a2(�; t)z
2 + : : :

cu a1(�; t) 6= 0 pentru � 2 U , t � 0 �si lim
t!1

ja1(�; t)j = 1 este un lant� de tare

subordonare dac�a

Re z �
@L(z; �; t)=@z

@L(z; �; t)=@t
> 0; z 2 U; � 2 U; t � 0:

Lema 4.3.3 [35, Th. 2] Fie h(�; �) analitic�a �̂n U � U , q(�; �) 2 H�[a; n; �] , ' :

C2 � U � U ! C �si presupunem c�a

(4.3.1) '(q(z; �); tzq0(z; �); �; �) 2 h(U � U);
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pentru z 2 U , � 2 @U , � 2 U �si 0 < t �
1

n
� 1. Dac�a p(�; �) 2 Q(a) �si

'(p(z; �); zp(z; �); z; �) este univalent�a �̂n U , pentru tot�i � 2 U atunci

h(z; �) �� '(p(z; �); zp0(z; �); z; �)

implic�a

q(z; �) �� p(z; �); z 2 U; � 2 U:

În plus dac�a '(p(z; �); zp0(z; �); z; �) = h(z; �), � 2 U are o solut�ie univalent�a

q(�; �) 2 Q(a), atunci q(�; �) este cea mai bun�a subordonant�a.

Teorema 4.3.1 [36] Fie h1(z; �) convex�a �̂n U , pentru tot�i � 2 U cu h1(0; �) = a,


 6= 0 cu Re 
 > 0 �si p 2 H�[a; 1; �] \Q. Dac�a p(z; �) +
zp0(z; �)



este univalent�a �̂n

U , pentru tot�i � 2 U ,

(4.3.2) h1(z; �) �� p(z; �) +
zp0(z; �)




�si

(4.3.3) q1(z; �) =



z


Z z

0

h1(t; �)t

�1dt;

atunci

q1(z; �) �� p(z; �); z 2 U; � 2 U:

Funct�ia q1(z; �) este convex�a �si este cea mai bun�a subordonant�a.

Teorema 4.3.2 [36] Fie q(z; �) convex�a �̂n U , pentru tot�i � 2 U �si �e h(z; �) de�nit�a

astfel

(4.3.4) q(z; �) +
zq0(z; �)



= h(z; �); z 2 U; � 2 U

cu Re 
 > 0. Dac�a p(z; �) 2 H�[a; 1; �] \Q, p(z; �) +
zp0(z; �)



este univalent�a �̂n U ,

pentru tot�i � 2 U �si aceasta satisface

(4.3.5) h(z; �) �� p(z; �) +
zp0(z; �)



; z 2 U; � 2 U
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atunci

q(z; �) �� p(z; �); z 2 U; � 2 U;

unde

q(z; �) =



z


Z z

0

h(t; �)t
�1dt; z 2 U; � 2 U:

Funct�ia q este cea mai bun�a subordonant�a.

Teorema 4.3.3 [36] Fie h(z; �) stelat�a �̂n U , pentru tot�i � 2 U , cu h(0; �) = 0.

Dac�a p(z; �) 2 H�[0; 1; �] \ Q �si zp0(z; �) este univalent�a �̂n U , pentru tot�i � 2 U ,

atunci

(4.3.6) h(z; �) �� zp0(z; �)

implic�a

q(z; �) �� p(z; �); z 2 U; � 2 U;

unde

(4.3.7) q(z; �) =

Z z

0

h(t; �)t
�1dt:

Funct�ia q este convex�a �si este cea mai bun�a subordonant�a.
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Capitolul 5

Ordinul de consistent��a a

convolut�iei

5.1 Funct�ii analitice cu coe�cient�i negativi

În acest paragraf enumer�am câteva rezultate deja cunoscute legate de funct�iile

univalente cu coe�cient�i negativi.

Not�am

N =

(
f 2 A : f(z) = z �

1X
j=2

ajz
j; aj � 0; j � 2

)
:

Observat�ia 5.1.1 [54] (i) Not�am cu T subfamilia lui S cont�inând funct�ii de forma

f(z) = z �
1X
n=2

anz
n; an � 0;

adic�a T = S \N .

(ii) Not�am cu T � = T \ S� �si T �1 familiile alc�atuite din funct�ii care sunt din T

(respectiv stelate) �si satisfac

j(zf 0=f)� 1j � 1; z 2 U:

Teorema 5.1.1 [54] Pentru f(z) = z �
1X
n=2

anz
n, an � 0, urm�atoarele a�rmat�ii

sunt echivalente:
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(i)
1X
n=2

nan � 1;

(ii) f 2 T ;

(iii) f 2 T �;

(iv) f 2 T �1 ;

(v) f 0 6= 0; z 2 U ;

(vi) Re f 0 > 0; z 2 U .

De�nim clasele Tn(�), � < 1, n 2 N, prin

Tn(�) =

�
f 2 N : Re

Sn+1f(z)

Snf(z)
> �; z 2 U

�
:

Pentru funct�iile din aceste clase avem urm�atoarea teorem�a de caracterizare.

Teorema 5.1.2 [52], [13] Fie f o funct�ie din N ,

f(z) = z �
1X
j=2

ajz
j:

Funct�ia f 2 Tn(�), n 2 N, � < 1 dac�a �si numai dac�a

1X
j=2

jn(j � �)

1� �
� 1:

În caz particular, T0(0) = T � este clasa funct�iilor stelate cu coe�cient�i negativi,

iar T1(0) este clasa funct�iilor convexe cu coe�cient�i negativi.

Investig�am natura lui h(z) = f(z) � g(z), date de faptul c�a f(z) �si g(z) sunt

membrii clasei Tn(�), n 2 N, � < 1.

Teorema 5.1.3 [53] Dac�a f(z) = z�
1X
n=2

anz
n, an � 0, g(z) = z�

1X
n=2

bnz
n, bn � 0

sunt elemente ale clasei Tn(�), atunci

h(z) = f(z) � g(z) = z �
1X
n=2

anbnz
n

este un element al clasei Tn

�
2� �2

3� 2�

�
. Rezultatul este cel mai bun posibil.
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5.2 Ordinul de consistent��a al convolut�iei

funct�iilor analitice cu coe�cient�i negativi

În acest paragraf vom prezenta câteva rezultate cunoscute legate de determinarea

ordinului de consistent��a al funct�iilor univalente din clasa A prezentate �̂n lucrarea [3].

În continuare enumer�am rezultate originale, care prezinta determinarea ordinul de

consistent��a al convolut�iei funct�iilor analitice cu coe�cient�i negativi, pentru diferite

subclase ale acestora, din lucrarea [51].

De�nit�ia 5.2.1 [49] Dac�a � 2 [0; 1) �si �e n 2 N; de�nim clasa Sn(�) al funct�iilor

n-stelate de ordinul � astfel

(5.2.1) Sn(�) =

�
f 2 A : Re

Sn+1f(z)

Snf(z)
> �; z 2 U

�
:

Not�am Sn clasa Sn(0): Apoi not�am prin S0 = ST clasa funct�iilor stelate �si

S1 = CV este clasa funct�iilor convexe.

De�nit�ia 5.2.2 [3] Dac�a f; g 2 A, atunci de�nim convolut�ia integral�a astfel

(f 
 g)(z) = z +
1X
j=2

ajbj
j
zj:

De�nit�ia 5.2.3 [3] Consider�am operatorul integral S�al�agean (vezi [3], [2], [49]) Is :

A! A, s 2 R astfel ca

(5.2.2) Isf(z) = Is

 
z +

1X
j=2

ajz
j

!
= z +

1X
j=2

aj
js
zj:

De�nit�ia 5.2.4 [3] Fie X , Y �si Z subclase ale lui A. Spunem c�a tripletul (X ;Y ;Z)

este S -̂�nchis �̂n raport cu convolut�ia dac�a exist�a num�arul S = S(X ;Y ;Z) astfel

�̂ncât

(5.2.3) S(X ;Y ;Z) = minfs 2 R : Is(f � g) 2 Z; pentru orice f 2 X �si g 2 Yg

= minfs 2 R : Is(X � Y) � Zg;

unde Is este operatorul integral S�al�agean. Num�arul S(X ;Y ;Z) se nume�ste ordinul

de consistent��a al convolut�iei pentru tripletul (X ;Y ;Z).
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U. Bednarz �si J. Sokol �̂n lucrarea [3] obt�in ordinul de consistent��a al convolut�iei

pentru anumite clase de funct�ii univalente (funct�ii stelate, convexe, uniform-stelate

sau uniform-convexe). Ca exemplu , autorii au demonstrat urmato�area teorem�a

Teorema 5.2.1 [3] Am obt�inut urm�atoarele ordine de consistent��a ale convolut�iei:

(i) S(S�; S�; S�) = 1;

(ii) S(K;K; S�) = �1;

(iii) S(K;S�; S�) = 0;

(iv) S(S�; S�; K) = 2;

(v) S(K;K;K) = 0;

(vi) S(K;S�; K) = 1.

Produsul Hadamard modi�cat sau ~-convolut�ia a dou�a funct�ii f �si g din N

de forma

(5.2.4) f(z) = z �
1X
j=2

ajz
j and g(z) = z �

1X
j=2

bjz
j; aj; bj � 0;

este funct�ia (f ~ g) de�nit�a �̂n (vezi [53])

(f ~ g)(z) = z �
1X
j=2

ajbjz
j:

Analog De�nit�iei 5.2.4 de�nim ordinul de ~-convolut�ie consistent�a al triple-

tului (X ; Y ; Z), unde X ; Y �si Z sunt submult�imi ale lui N ; not�am S~ astfel

(5.2.5) S~(X ; Y ; Z) = minfs 2 R : Is(f ~ g) 2 Z; 8f 2 X ; 8g 2 Yg:

În aceast paragraf obt�inem rezultate similare ca cele din Teorema 5.2.1 dar con-

siderând clasa Tn; �si pentru ~-convolut�ie.

Consider�am urm�atoarea caracterizare a clasei Tn

Teorema 5.2.2 Fie n 2 N �si �e f 2 N o funct�ie de forma (??); atunci f apart�ine

clasei Tn dac�a �si numai dac�a

1X
j=2

jn+1 aj � 1 :
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Rezultatul este exact �si funct�iile extremale sunt

(5.2.6) fj(z) = z �
1

jn+1
zj ; j 2 f2; 3; :::g:

Teorema 5.2.3 Dac�a f 2 Tn+p �si g 2 Tn+q; atunci I
s(f ~ g) 2 Tn+r; unde p; q;

r; n 2 N �si

(5.2.7) s = r � p� q � n� 1:

Rezultatul este exact.

Teorema 5.2.4 Fie p; q; r; n 2 N �si let s dat de (5.2.7); atunci ordinul de ~-de

consistent��a al convolut�iei este

(5.2.8) S~(Tn+p; Tn+q; Tn+r) = s = r � p� q � n� 1:

Corolarul 5.2.1 Obt�inem urmatoarele rezultate pentru ordinul de ~-consistent�a

al convolut�iei

(a) S~(T0; T0; T0) = �1;

(b) S~(T0; T0; T1) = 0;

(c) S~(T1; T0; T0) = �2;

(d) S~(T1; T1; T0) = �3;

(e) S~(T1; T0; T1) = �1;

(f) S~(T1; T1; T1) = �2:

Not�am astfel T0 = ST
T
N �si T1 = CV

T
N �si este u�sor de comparat rezultatele

primei teoreme cu cele ale Corolarului 5.2.1.
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