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Introducere

Tema acestei teze de doctorat este legat  de studiul ecuaµiilor în spaµii de funcµii mul-

tivoce. Mai precis, dup  un studiu al ecuaµiilor operatoriale de mulµime în context metric

³i prezentarea unor teoreme de existenµ  a mulµimilor �xe ³i semi�xe pentru operatori de

mulµime, în cea de-a doua parte a tezei studiem propriet µi calitative (existenµ , unicitate,

dependenµ  de date, stabilitate Ulam-Hyers-Rassias), pentru ecuaµii diferenµiale ³i ecuaµii

integrale în spaµii de funcµii multivoce. Studiul este motivat atât de actualitatea temei (41

articole ³i 17 c rµi în ultimii 10 ani) cât ³i de importanµa ei: numeroase probleme din matem-

atica aplicat  reducându-se la studiul unor astfel de ecuaµii în spaµii de funcµii multivoce.

Lucrarea este structurat  pe patru capitole, urmat  de lista bibliogra�c .

În primul capitol, intitulat Preliminarii, sunt prezentate noµiuni ³i rezultate de baz 

necesare în prezentarea celorlalte capitole ale acestei lucr rii. Am folosit în realizarea acestui

capitol urm toarele surse bibliogra�ce: J.-P. Aubin, A. Cellina [4], M. C. Anisiu [1], [2], K.

Deimling [23], [24], J.-P. Aubin, H. Frankowska [5], M. Kisielewicz [44], G. Beer [9], S. Hu

³i N.S. Papageorgiou [40], J. Dugundji, A. Granas [37], A. Petru³el [66], I. A. Rus [75], [77].

În al doielea paragraf al primului capitol prezent m concepte ³i rezultate de baz  din

teoria operatorilor multivoci. Noµiunile ³i rezultatele prezentate apar în lucr rile clasice cum

ar �: J.-P. Aubin, H.Frankovska [5], G. Beer [9], C. Berge [10], C. Castaing, M. Valadier [13],

F.S. De Blasi [19], L. Górniewicz [35], L. Górniewicz [36], C. J. Himmelberg [38], S. Hu, N.

S. Papageorgiou [40], V. Lakshmikantham, T. Gnana Bhaskar, J. Vasundhara Devi [49], A.

Petru³el, G. Petru³el [70], I.A. Rus, A. Petru³el, G. Petru³el [86], etc..

În al treielea paragraf al primului capitol, Derivabilitatea ³i integrabilitatea operatorilor

multivoci, noµiuni considerate de mulµi autori în lucr rile lor: J.-P. Aubin, H.Frankovska [5],

H.T. Banks, M.Q. Jacobs [8], F. S. De Blasi [19], G.N. Galanis, T.G. Bhaskar, V. Laksh-

mikantham and P.K.Palamides [31], V. Lakshmikantham, T. Gnana Bhaskar, J. Vasundhara

Devi [49], în diferite moduri în funcµie de aplicaµiile în care intervin acestea. Scopul acestui

paragraf este de a prezenta conceptul de derivabilitate ³i integrabilitate pentru operatori

multivoci. În sensul dat în 1967 de Hukuhara [41], [42] (cel care a dat o de�niµie a derivabil-
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it µi pentru operatori multivoci).

În al patrulea paragraf al primului capitol sunt prezentate noµiuni ³i rezultate fundamen-

tale din teoria operatorilor Picard ³i operatorilor slab Picard.

Capitolul doi, se intituleaz  Mulµimi semi�xe pentru contracµii multivoce. În acest capitol

sunt prezentate rezultate privind existenµa, unicitatea mulµimilor semi�xe pentru operatori

de mulµime ce satisfac unele condiµii de tip contractiv, precum ³i unele ipoteze de tip topo-

logic. Rezultatele din acest capitol extind unele rezultate prezentate în lucr rile lui A.J.

Brandao [12], A. Constantin [16], H. Covitz, S.B. Nadler jr.[17], F.S. De Blasi [19], [20], [21],

[22], M. Frigon [27], [28], S. Kakutani [43], V. Lakshmikantham, A.N. Tolstonogov [47], V.

Lakshmikantham, T. Gnana Bhaskar, J. Vasundhara Devi [49], A. Muntean [60].

Astfel, în primul paragraf, Mulµimi semi�xe pentru operatori multivoci, sunt prezentate

câteva din noµiunile esenµiale relativ la mulµimile semi�xe pentru operatorii de mulµime,

noµiuni introduse de F.S. De Blasi în lucr rile [21], [22].

Apoi, în a doua parte a capitolului, în paragraful Mulµimi semi�xe pentru '- contracµii

multivoce, sunt demonstrate mai multe rezultate privind existenµa mulµimilor semi�xe în

cazul '-contracµiilor de mulµime. Rezultate aparµinând autorului din acest capitol sunt Teo-

rema 2.2.2, Teorema 2.2.3, Teorema 2.2.4 ³i ele sunt cuprinse în lucrarea I.C. Ti³e [96]. În

ultima parte este prezentat  proprietatea de stabilitate Ulam-Hyers generalizat  în Teorema

2.2.1 ³i Teorema 2.2.5 ce sunt cuprinse în lucrarea I.C. Ti³e [100].

Capitolul trei, se indituleaz  Ecuaµii integrale în spaµii de funcµii multivoce, sunt prezen-

tate rezultate de existenµ , unicitate ³i dependenµ  de date a soluµilor pentru ecuaµii integrale

³i ecuaµii diferenµiale în spaµii de funcµii multivoce ³i aplicaµii ale acestora.

În primul paragraf, Ecuaµii intregrale în spaµii de funcµii multivoce, sunt prezentate

relativ la ecuaµiile integrale în spaµii de funcµii multivoce, teoreme de existenµ  ³i unicitate

a soluµiei ecuaµiilor ³i de dependenµ  continu  de date. Contribuµiile aduse sunt: Teorema

3.1.2, Teorema 3.1.3, Teorema 3.1.5, Teorema 3.1.6, acestea sunt conµinute în lucrarea I.C.

Ti³e [98].

În a doua parte a capitolului prezent m noµiunea de problem  Cauchy pentru ecuaµii

diferenµiale în spaµii de funcµii multivoce ³i obµinem rezultate de existenµ  ³i unicitate pentru

aceast  problem  prin tehnica punctului �x. Rezultatele proprii în acest sens sunt Teorema

3.2.2, Teorema 3.2.3 din lucrarea I.C.Ti³e [99].

În ultima parte a capitolului, în paragraful Ecuaµii funcµional-integrale în spaµii de funcµii

multivoce, discut m cazul unor ecuaµii funcµional-integrale, relativ la care demonstr m rezul-

tate de existenµ  ³i unicitate a solui�ei. Contribuµiile aduse sunt Teorema 3.3.1, Teorema 3.3.2,

Teorema 3.3.3 cuprinse ³i în lucarea I.C. Ti³e [99].

Sunt prezentate ³i rezultate de stabilitate Ulam-Hyers-Rassias în sens generalizat pentru
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ecuaµiile integrale în spaµii de funcµii multivoce în: Teorema 3.1.4, Teorema 3.1.7, Teorema

3.3.4, cuprinse în lucarea I.C. Ti³e [100].

Capitolul patru, se intituleaz  Propriet µi calitative ale soluµiilor ecuaµiilor diferenµiale

în spaµii de funcµii multivoce. Primul paragraf al acestui capitol este dedicat pentru leme

de tip Gronwall ³i teoreme de comparaµie, iar în urm torul paragraf discut m dependenµa

continu  de date a soluµiei ecuaµiilor diferenµiale în spaµii de funcµii multivoce.

Contribuµiile proprii din acest capitol sunt Teorema 4.1.1, Teorema 4.1.2, Teorema 4.1.4,

Teorema 4.1.5, Teorema 4.2.1, rezultate care sunt cuprinse în lucr rile I.C Ti³e [95], [97].

În concluzie contribuµiile din aceast  tez  apar, în principal în urm toarele lucr ri:

I.C. Ti³e, Data dependence of the solutions for set di�erential equations, Carpathian J.

Math., 23 (2007), No. 1-2, 192-195;

I.C. Ti³e, Semi�xed sets for multivalued '-contractions, Creative Math.& Inf., 17 (2008),

No. 3, 516-520;

I.C. Ti³e, Gronwall lemmas and comparison theorems for the Cauchy problem associated

to a set di�erential equation, Studia Universitatis Babes-Bolyai Mathematica, 54 (2009), No.

3, 161-169;

I.C. Ti³e, Set integral equations in metric spaces, Mathematica Moravica, 13 (2009),

95-102;

I.C. Ti³e, A �xed point approach for functional-integral set equations, acceptat spre

publicare în Demonstratio Mathematica, Vol. 44 (2011), No. 2, va ap rea;

I.C. Ti³e, Ulam-Hyers-Rassias stability for set integral equations, trimis  spre publicare.

În �nal, doresc s  aduc mulµumiri conduc torului meu ³tiinµi�c, prof. univ. dr. Adrian

Petru³el, pentru îndrumarea atent  ³i încurajarea permanent  de care m-am bucurat pe

parcusrsul stagiul meu de doctorat, membrilor Catedrei de Matematic  aplicat . Formarea

mea s-a f cut la Facultatea de Matematic  ³i Informatic  din Universitatea "Babe³-Bolyai"

Cluj-Napoca, le mulµumesc înc  o dat  tuturor profesorilor mei.

Cluj-Napoca, 2010.
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Capitolul 1

Preliminarii

1.1 Funcµionale pe spaµiul p rµilor unui spaµiu metric

1.2 Operatori multivoci

1.3 Derivabilitatea ³i integrabilitatea operatorilor multi-

voci

Derivabilitatea pentru operatori multivoci este prezentat  de mulµi autori în lucr rile

lor: J.-P. Aubin, H.Frankovska [5], H.T. Banks, M.Q. Jacobs [8], F. S. De Blasi [19], G.N.

Galanis, T.G. Bhaskar, V. Lakshmikantham and P.K.Palamides [31], V. Lakshmikantham,

T. Gnana Bhaskar, J. Vasundhara Devi [49], în diferite moduri în funcµie de aplicaµiile în

care intervin acestea.

Scopul acestui paragraf este de a prezenta conceptul de derivabilitate în sensul lui

Hukuhara. Menµion m de asemenea c  un concept de diferenµiabilitate pentru o mulµime

nevid  ³i compact  dintr-un spaµiu de funcµii continue a fost dat de Bridgland 1970, de

asemenea Banks ³i Jacobs de�nesc în 1970 o noµiune de diferenµiabilitate pentru opera-

tori multivoci între spaµii normate ³i prezint  o serie de rezultate asem natoare calculului

diferenµial obi³nuit, a se vedea [8].

În 1967 Hukuhara [41], [42] a dat o de�niµie a derivabilit µi pentru operatori multivoci.

De�niµia 1.3.1 (Hukuhara [41]) Fie X un spaµiu Banach ³i A;B 2 Pcp;cv(X) se nume³te

diferenµa mulµimilor A ³i B (notat  A � B) o mulµime C 2 Pb;cl;cv(X) (dac  ea exist ) cu

proprietatea C +B = A.

Aceast  de�niµie în timp a primit numele de diferenµa Hukuhara.
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De�niµia 1.3.2 (Hukuhara [41]) Fie I � R ³i F : I ! Pcp;cv(R
n) opertator multivoc.

Atunci F se nume³te H-diferenµiabil (diferenµiabil în sens Hukuhara) în t0 2 I, dac  exist 

DHF (x0) 2 Pcp;cv(R
n) astfel încât limitele:

(1.3.1) lim
�t!0+

F (t0 +�t)� F (to)

�t

(1.3.2) lim
�t!0+

F (t0)� F (t0 ��t)

�t

s  existe ³i s  �e egale ambele cu DHF (t0).

Implicit în de�niµia lui DHF (t0) se presupune c  exist  diferenµele F (to +�t)� F (t0),

F (t0)� F (t0 ��t) pentru toµi �t > 0 su�cient de mici.

1.4 Operatori Picard ³i operatori slab Picard
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Capitolul 2

Mulµimi semi�xe pentru contracµii

multivoce

Dedic m acest capitol stabilirii unor rezultate privind existenµa (eventual unicitatea)

mulµimilor semi�xe pentru operatori de mulµime ce satisfac unele condiµii de tip contractiv,

precum ³i unele ipoteze de tip topologic. Rezultatele din acest capitol extind unele rezultate

prezentate în lucr rile lui A.J. Brandao [12], A. Constantin [16], H. Covitz, S.B. Nadler

jr.[17], F.S. De Blasi [19], [20], [21], [22], M. Frigon [27], [28], S. Kakutani [43], V. Laksh-

mikantham, A.N. Tolstonogov [47], V. Lakshmikantham, T. Gnana Bhaskar, J. Vasundhara

Devi [49], A. Muntean [60].

Astfel, prima parte a capitolului prezint  câteva din noµiunile esenµiale relativ la mulµim-

ile semi�xe pentru operatorii de mulµime, noµiuni introduse de F.S. De Blasi în lucr rile [21],

[22]. Apoi, în a doua parte a capitolului demonstr m mai multe rezultate privind existenµa

mulµimilor semi�xe în cazul '-contracµiilor de mulµime. Rezultate aparµinând autorului din

acest capitol sunt Teorema 2.2.2, Teorema 2.2.3, Teorema 2.2.4 ³i ele sunt cuprinse în lu-

crarea I.C. Ti³e [96]. În ultima parte este prezentat  proprietatea de stabilitate Ulam-Hyers

generalizat  în Teorema 2.2.1 ³i Teorema 2.2.5 ce sunt cuprinse în lucrarea I.C. Ti³e [100].

2.1 Mulµimi semi�xe pentru operatori multivoci

În acest paragraf vom prezenta noµiunea de mulµimi semi�xe pentru operatori multivoci,

noµiune introdus  de F.S. De Blasi.

Fie (X; jj � jj) un spaµiu Banach real ³i A;B dou  familii nevide de submulµimi a lui X ³i

�e P (B) o familie nevid  de submulµimi a lui B.
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Adunarea ³i înmulµirea cu scalari nenegativi din Pcp;cv(X), pentru A;B 2 Pcp;cv(X) ³i

� � 0 sunt introduse astfel:

A+B = fa+ bja 2 A; b 2 Bg,

�A = f�aja 2 Ag.

În mod evident avem c  A+B; �A 2 Pcp;cv(X).

Mai mult, dac  A;B;C 2 Pcp;cv(X) ³i �; � � 0 avem:

(i) A+ f0g = A, unde 0 noteaz  elementul nul al spaµiului Banach X;

(ii) A+B = B +A;

(iii) A+ (B + C) = (A+B) + C;

(iv) 1 �A = A;

(v) �(�A) = (��)A;

(vi) �(A+B) = �A+ �B;

(vii) (�+ �)A = �A+ �A.

Observaµie, propriet µile de mai sus, cu excepµia lui (vii) r mân valabile ³i în spaµiul Pcp(X).

De�niµia 2.1.1 O mulµime A � Pcp;cv(X) se nume³te convex  dac  oricare ar � A;B 2 A

³i t 2 [0; 1], implic  (1� t)A+ tB 2 A.

Fie X un spaµiu Banach. Spaµiul Pcp(Pcp(X)) se poate înzestra cu metrica Pompeiu-

Hausdor� H indus  de metrica H din Pcp(X),

H(A;B) := maxfe(A;B); e(B;A)g;

unde e(A;B) := sup
A2A

inf
B2B

H(A;B);, iar e(B;A) := sup
B2B

inf
A2A

H(B;A):

Observaµia 2.1.1 Pcp;cv(Pcp;cv(X)) � Pcp(Pcp(X)).

De�niµia 2.1.2 Fie (X;H) un spaµiu metric. Un operator multivoc � : X ! Pcp(Pcp(X)),

se nume³te semicontinuu superior (respectiv semicontinuu inferior) dac  pentru oricare ar

� x0 2 X ³i " > 0 exist  V o vecin tate deschis  a lui x0 astfel încât H(�(x); �(x0)) < "

(respectiv H(�(x0); �(x)) < "), oricare ar � x 2 V .

� este continu  dac  este semicontinuu superior ³i semicontinuu inferior.
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Fie (X; jj � jj) un spaµiu normat. Pentru A;B 2 Pcp(X) not m:

D(A;B) = inffjja� bjj ja 2 A; b 2 Bg:

Au loc urm toarele propriet µi pentru � 2 R ³i A;A0; B;B0 2 Pcp(X):

1. D(A;B) = D(B;A);

2. D(A;B) = 0 dac  ³i numai dac  A \B 6= ;;

3. D(�A; �B) = j�jD(A;B);

4. D(A;B) � D(A0; B0) +H(A;A0) +H(B;B0);

5. H(A;B) � diam(A) + diam(B) +D(A;B):

6. funcµia D este continu  pe Pcp(X)� Pcp(X) ³i are loc relaµia:

jsup
B2B

D(A;B)� sup
B2B

D(A0; B)j � H(A;A0):

Pentru A;B 2 Pcp(Pcp(X)), de�nim funcµionala

�(A;B) = maxff(B;A); f(A;B)g;

unde f(A;B) = inf
A2A

sup
B2B

D(A;B) ³i f(B;A) = inf
B2B

sup
A2A

D(B;A):

Se observ  c , dac  �(A;B) = 0 atunci exist  A0 2 A ³i B0 2 B astfel încât A0 \B 6= ;,

oricare ar � B 2 B ³i B0 \A 6= ;, oricare ar � A 2 A.

În continuare, în aceast  secµiune vom prezenta câteva rezultate asupra existenµei mulµim-

ilor semi�xe pentru operatori multivoci cu valori compacte ³i convexe, pentru X un spacµiu

Banach, de forma

� : Pcp;cv(X) �! Pcp;cv(Pcp;cv(X)):

De�niµia 2.1.3 Fie � : A ! P (B). O mulµime A 2 A se nume³te mulµime semi�x  pentru

operatorul multivoc � dac  exist  F 2 �(A) care satisface una din relaµiile:

A � F; A � F sau A \ F 6= ;:

De asemenea, prin de�niµie, A 2 A se nume³te mulµime �x  a lui � dac  A 2 �(A).

Propoziµia 2.1.1 (F.S. De Blasi[22]) Fie A o submulµime nevid , compact , convex  a

lui Pcp;cv(X), ³i �e � : A ! Pcp;cv(Pcp;cv(X)) un operator multivoc semicontinuuu superior

astfel încât �(X) � A, pentru oricare ar � X 2 A. Atunci exist  cel puµin o mulµime A 2 A

astfel încât A 2 �(A):
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Teorema 2.1.1 (F.S. De Blasi[22]) Fie A o submulµime nevid , compact , convex  a lui

Pcp;cv(X) ³i �e � : A ! Pcp;cv(Pcp;cv(X)) un operator multivoc semicontinuu superior care

satisface urm toarea condiµie:

(i) pentru oricare ar � X 2 A, exist  o mulµime F 2 �(X) astfel încât F \ (
S

Z2A

Z) 6= ;.

Atunci exist  cel puµin o mulµime A 2 A ³i exist  F 2 �(A) astfel încât:

(2.1.1) A \ F 6= ;:

Teorema 2.1.2 (F.S. De Blasi[22]) Fie A o submulµime nevid , compact , convex  a lui

Pcp;cv(X), � : A ! Pcp;cv(Pcp;cv(X)) un operator multivoc semicontinuu superior care pentru

oricare ar � X 2 A, exist  o mulµime F 2 �(X) ³i Z 2 A astfel încât: F \ (
S

Z2A

Z) 6= ; ³i

Z � F (respectiv Z � F ).

Atunci exist  cel puµin o mulµime A 2 A ³i exist  F 2 �(A) astfel încât:

(2.1.2) A � F (respectiv A � F ):

2.2 Mulµimi semi�xe pentru '-contracµii multivoce

În prima parte a acestui paragraf vom prezenta o teorie a teoremei metrice de punct

�x Matkowski-Rus ([54], [81]) pentru '-contracµii. Apoi, folosind acest rezultat vom enunµa

câteva teoreme de existenµ  a mulµimilor semi�xe în cazul '-contracµii multivoce de mulµime.

Rezultatele obµinute extind unele teoreme date de F. S. De Blasi în lucr rile [21], [22], M.

Frigon [29], M. Frigon, A. Granas [30].

De�niµia 2.2.1 (I.A. Rus [77]) O funcµie ' : R+ ! R+ este funcµie de comparaµie dac :

(i) ' este monoton cresc toare;

(ii) ('n(t))n2N converge la 0, oricare ar � t > 0:

De�niµia 2.2.2 (I.A. Rus [77]) Fie ' : R+ ! R+ o funcµie de comparaµie, spunem c  este:

(i) funcµie de comparaµie strict  dac  t� '(t)!1, pentru t!1;

(ii) funcµie de comparaµie tare dac 
1P
n=1

'n(t) <1, pentru oricare ar � t > 0.

Observaµia 2.2.1 Dac  ' : R+ ! R+ este o funcµie de comparaµie atunci '(0) = 0 ³i

'(t) < t, pentru oricare ar � t > 0:

Exemplu 2.2.1 (I.A. Rus [77]) Funcµiile '1 : R+ ! R+, '1(t) = at (unde a 2]0; 1[) ³i

'2 : R+ ! R+, '2(t) = t
1+t sunt funcµii de comparaµie.
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Fie ' : R+ ! R+ o funcµie de comparaµie. Not m

'� := supft 2 R+j t� '(t) � �g:

De�niµia 2.2.3 (I.A. Rus [82]) Fie (X; d) un spaµiu metric. Atunci, operatorul A : X ! X

se nume³te '-contracµie dac  ' este o funcµie de comparaµie ³i

d(A(x); A(y)) � '(d(x; y)); oricare ar � x; y 2 X:

Prezent m în continuare conceptul de stabilitate Ulam-Hyers în sens generalizat.

Dac  A : X ! X este operator de�nit pe spaµiul metric (X; d), s  consider m ecuaµia

de punct �x:

(2.2.3) x = A(x); x 2 X

³i pentru " > 0 inecuaµia

(2.2.4) d(y;A(y)) � ":

De�niµia 2.2.4 (I.A. Rus [82]) Ecuaµia (2.2.3) se nume³te Ulam-Hyers stabil  în sens gen-

eralizat dac  exist  o funcµie  : R+ ! R+ cresc toare, continu  în 0 ³i având proprietatea

c   (0) = 0, astfel încât oricare ar � " > 0 ³i pentru orice soluµie y� 2 X a inecuaµiei (2.2.4)

exist  o soluµie x� 2 X a ecuaµiei de punct �x (2.2.3) astfel încât

d(y�; x�) �  ("):

Dac  exist  c > 0 astfel c   (t) := ct, oricare ar � t 2 R+, atunci ecuaµia (2.2.3) se

nume³te Ulam-Hyers stabil .

Teorema 2.2.1 (J. Matkowski [54], I.A. Rus [81], I.C. Ti³e [100])

Fie (X; d) un spaµiu metric complet ³i A : X ! X o '-contracµie. Atunci:

(i) FA = fx�Ag ³i An(x) ! x�A pentru n ! 1, oricare ar � x 2 X, i.e., A este operator

Picard.

(ii) FA = FAn = fx�Ag, oricare ar � n 2 N�, i.e., A este operator Bessaga.

(iii) Dac  '-funcµie de comparaµie tare, not m �n :=
n�1P
k=0

'k(t) ³i s(d(x;A(x))) :=
P
k�0

'k(t)

atunci d(An(x); x�A) � s(t)� �n, oricare ar � x 2 X ³i n 2 N�.

(iv) Dac  în plus ' este funcµie de comparaµie strict  atunci

d(x; x�A) � 'd(x;A(x)), oricare ar � x 2 X.

(v)
P
n2N

d(An(x); An+1(x)) � s(d(x;A(x)), oricare ar � x 2 X.
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(vi) Avem c 
P
n2N

d(An(x); x�A) � s(d(x; x�A)), oricare ar � x 2 X.

(vii) Dac  în plus funcµia  (t) = t�'(t) are proprietatea  (un)! 0, pentru n!1 rezult 

un ! 0; când n ! 1 ³i dac  (xn)n2N � X astfel încât d(xn; A(xn)) ! 0; n ! 1

atunci xn ! x�A 2 FA; pentru n!1, adic  problema de punct �x este bine pus .

(viii) Fie (xn) � X astfel încât (d(xn+1; A(xn)))n2N este convergent la 0. Atunci exist  x 2

X astfel încât d(xn; An(x))! 0; pentru n!1 (adic  operatorul A are proprietatea

de umbrire la limit ).

(ix) Dac  (xn)n2N � X ³ir m rginit atunci An(xn)! x�A; pentru n!1:

(x) Presupunem c  ' este funcµie de comparaµie strict . Fie B : X ! X pentru care

exist  � > 0 astfel încât d(A(x); B(x)) � � oricare ar � x 2 X. Atunci x�B 2 FB

rezult  d(x�A; x
�
B) � '�.

(xi) Dac  '-funcµie de comparaµie strict , An : X ! X, An
unif
! A, n!1: Fie xn 2 FAn

,

n 2 N ³i �e fx�Ag = FA. Atunci xn ! x�A pentru n!1.

(xii) Dac  (X; jj � jj) este spaµiu Banach, 1X operatorul identitate, d(x; y) = jjx� yjj atunci

1X �A : X ! X este surjectiv.

(xiii) Dac  în plus funcµia  (t) = t� '(t) este strict crec toare ³i surjectiv , atunci ecuaµia

de punct �x

x = A(x); x 2 X

este Ulam-Hyers stabil  în sens generalizat.

Observaµia 2.2.2 Dac  alegem '(t) := at (unde a 2 [0; 1)) atunci a�rmaµia (iii) din teo-

rema de mai sus conduce la Teorema 1.1. din I.A. Rus [81]. Mai precis, deoarece

d(An(x); x�A) �
X
k�0

'k(d(x;A(x)))�
n�1X
k=0

'k(d(x;A(x)))

=
X
k�0

akd(x;A(x))�
n�1X
k=0

akd(x;A(x))

= d(x;A(x))
1

1� a
� d(x;A(x))

an � 1

a� 1
=

an

1� a
d(x;A(x)):

rezult  c  d(An(x); x�A) �
an

1�ad(x;A(x)), pentru oricare ar � x 2 X ³i n 2 N�.

Observaµia 2.2.3 Teorema de mai sus extinde unele rezultate de acest tip date în: A.

Petrusel, I.A. Rus [72], A. Petru³el, A. Sînt m rian [73], I.A. Rus, S. Mure³an [84], I.A.

Rus, A. Petru³el and A. Sînt m rian [85], J. Saint-Raymond [88].
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De�niµia 2.2.5 Spaµiul metric (X; d) este precompact (total m rginit) dac  ³i numai dac 

oricare ar � " > 0 exist  o acoperire �nit  (Fi)i2f1;:::;ng a lui X astfel încât pentru oricare

ar � A � Fi avem diam(A) < ". Not m faptul c  F depinde de ".

Observaµia 2.2.4 Spaµiul precompact este m rginit, dar invers nu este adev rat, în general.

Observaµia 2.2.5 Într-un spatiu metric complet o mulµime Y este precompact  dac  ³i

numai dac  este relativ compact  (adic  Y este compact ).

Enunµ m în continuare câteva teoreme de existenµ  a mulµimilor semi�xe pentru cazul

'-contracµii de mulµime.

De�niµia 2.2.6 (F.S. De Blasi[22]) Un operator multivoc � : A ! Pcp(Pcp(X)) se nume³te

tare compact dac  imaginea sa �(A) este precompact  în Pcp(Pcp(X)).

Deoarece Pcp(X) este spaµiu metric complet, rezult  c  � este un operator multivoc tare

compact dac  ³i numai dac  �(A) este compact  în Pcp(X).

De�niµia 2.2.7 (I.C. Ti³e [96]) Fie A o submulµime din Pcp(Pcp(X)). Atunci � : A !

Pcp(Pcp(X)) spunem c  este '-contracµie de mulµime dac  ' : R+ ! R+ este funcµie de

comparaµie ³i

�(�(X); �(Y )) � '(D(X;Y )); oricare ar � X;Y 2 A:

Un prim rezultat principal este:

Teorema 2.2.2 (I.C. Ti³e [96]) Fie X un spaµiu Banach, A o submulµime închis  din

Pcp(Pcp(X)) ³i �e � : A ! Pcp(Pcp(X)) un operator multivoc tare compact (adic  �(A)

este relativ compact ) ³i semicontinuu superior, astfel încât �(X) � A pentru oricare ar �

X 2 A.

Presupunem c  exist  o funcµie de comparaµie ' : R+ ! R+ astfel încât are loc relaµia:

(2.2.5) �(�(X); �(Y )) � '(D(X;Y )) pentru oricare ar � X;Y 2 A:

Atunci exist  A 2 A ³i exist  F 2 �(A) astfel încât:

(2.2.6) A \ F 6= ;:

Un alt rezultat:

Teorema 2.2.3 (I.C. Ti³e [96]) Fie X un spaµiu Banach, A � Pcp(X) ³i � : A ! A

continu  care satisface urm toarele condiµii:

(i) �(B) este precompact în A pentru oricare mulµime m rginit  B � A;
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(ii) exist  M > 0 astfel încât diam(�(X)) �M , pentru oricare ar � X 2 A:

(iii) exist  o funcµie de comparaµie ' : R+ ! R+ astfel încât funcµia

 : R+ ! R+,  (t) = t�'(t) este strict cresc toare, surjectiv  ³i satisface urmatoarea

relaµie:

(2.2.7) D(�(X); �(Y )) � '(D(X;Y )) oricare ar � X;Y 2 A:

Atunci exist  A 2 A astfel încât A \ �(A) 6= ;.

Vom folosi în continuare teorema de punct �x a lui J. Matkowski ³i I.A. Rus a³a cum

este ea enunµat  în Teorema 2.2.1 (i).

Relativ la rezultatele anterioare vom prezenta în ceea ce urmeaz  o aplicaµie la studiul

unei ecuaµii integrale în spaµii de funcµii multivoce.

Fie Br := fX 2 Pcp;cv(R
n)jdiam(X) � rg, unde r > 0.

Mulµimea Br înzestrat  cu metrica Pompeiu-Hausdor�, este convex  ³i complet .

Fie I = [a; b], �e F : I � I �Br ! Br=2, ³i �e o mulµime A 2 Br=2:

Consider m ecuaµia integral 

(2.2.8) X(t) = A+

bZ

a

F (t; s;X(s))ds:

Printr-o soluµie a ecuaµiei (2.2.8) întelegem o funcµie continu  X : I ! Br, care satisface

(2.2.8) oricare ar � t 2 I.

Teorema 2.2.4 (I.C. Ti³e [96]) Fie F : I� I�Br ! Br=2 continu , presupunem c  exist 

o funcµie de comparaµie ' : R+ ! R+ ³i o funcµie p : I � I ! R+ astfel încât:

H(F (t; s;X); F (t; s; Y )) � p(t; s)'(H(X;Y ))

pentru oricare ar � t; s 2 I; X; Y 2 Br; unde max
t2I

R b
a
p(t; s) � 1:

Atunci, pentru �ecare A 2 Br=2 ecuaµia integral  (2.2.8) are o unic  soluµie X(�; A) : I ! Br

care depinde în mod continuu de A.

De�niµia 2.2.8 (I.C. Ti³e [100]) Fie F : [a; b] � [a; b] � Pcp;cv(R
n) ! Pcp;cv(R

n) ³i A 2

Pcp;cv(R
n). Ecuaµia integral :

(2:2:8) X(t) = A+
R b
a
F (t; s;X(s))ds; t 2 [a; b]

se nume³te Ulam-Hyers stabil  în sens generalizat dac  exist  o funcµie

 : R+ ! R+ cresc toare, continu  în 0 ³i având proprietatea  (0) = 0 astfel încât oricare

ar � " > 0 ³i oricare ar � Y � 2 C([a; b]; Pcp;cv(R
n)) o soluµie a inecuaµiei:

H(Y (t); A+

bZ

a

F (t; s; Y (s))ds) � "; t 2 [a; b]
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exist  o soluµie X� a ecuaµiei (2.2.8) astfel încât avem

jjX� � Y �jjC([a;b];Pcp;cv(Rn)) �  ("):

Dac  exist  c > 0 astfel încât  (t) = ct atunci ecuaµia (2.2.8) se nume³te Ulam-Hyers

stabil .

Teorema 2.2.5 (I.C. Ti³e [100]) În ipotezele Teoremei 2.2.4, în plus presupunem c  funcµia

 : R+ ! R+,  (t) = t � '(t) este strict cresc toare ³i surjectiv . Atunci ecuaµia integral 

(2.2.8) este Ulam-Hyers stabil  în sens generalizat.
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Capitolul 3

Ecuaµii integrale în spaµii de

funcµii multivoce

Scopul acestui capitol este de a prezenta rezultate de existenµ , unicitate ³i dependenµ  de

date a soluµiilor pentru ecuaµii integrale ³i ecuaµii diferenµiale în spaµii de funcµii multivoce.

Exist  în literatur  destul de puµine lucr ri ce studiaz  ecuaµiile integrale în spaµii de

funcµii multivoce, dar numeroase lucr ri studiaz  probleme asociate ecuaµiilor diferenµiale

în spaµii de funcµii multivoce. Astfel deseori studiul unor probleme Cauchy asociate unor

ecuaµii diferenµiale în spaµii de funcµii multivoce sunt abordate prin intermediul studiului

unei ecuaµii integrale echivalente în spaµii de funcµii multivoce. În esenµ  aceasta este ³i

abordarea pe care o propunem ³i în aceast  lucrare pentru cazul problemei Cauchy studiate,

din aceast  perspectiv  studiul ecuaµiilor integrale în spaµii de funcµii multivoce este esenµial.

În prima parte prezent m, relativ la ecuaµiile integrale în spaµii de funcµii multivoce,

teoreme de existenµ  ³i unicitate a soluµiei ³i de dependenµ  continu  de date. Contribuµi-

ile autorului sunt: Teorema 3.1.2, Teorema 3.1.3, Teorema 3.1.5, Teorema 3.1.6, ele �ind

publicate în lucrarea I.C. Ti³e [98].

În a doua parte a capitolului, prezent m noµiunea de problem  Cauchy pentru o ecuaµie

diferenµial  în spaµii de funcµii multivoce ³i obµinem rezultate de existenµ  ³i unicitate pentru

aceast  problem  prin tehnica punctului �x. Rezultatele proprii în acest sens sunt Teorema

3.2.2 ³i Teorema 3.2.3 din lucrarea I.C. Ti³e [99].

În ultima parte a capitolului discut m cazul unor ecuaµii funcµional-integrale în spaµii

de funcµii multivoce, relativ la care demonstr m din nou rezultate de existenµ  ³i unicitate

a soluµiei. Contribuµiile proprii sunt Teorema 3.3.1, Teorema 3.3.2, Teorema 3.3.3, cuprinse

în lucarea I.C. Ti³e [99].
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Sunt prezentate ³i rezultat de stabilitate Ulam-Hyers-Rassias în sens generalizat pentru

ecuaµiile integrale în: Teorema 3.1.4, Teorema 3.1.7, Teorema 3.3.4, cuprinse în lucarea I.C.

Ti³e [100].

Rezultatele obµinute în acest capitol extind ³i generalizeaz  unele teoreme date în lucrarile

lui: A. J. Brandao Lopes Pinto, F. S. De Blasi, F. Iervillino [12], A. Cernea [14], F. S. De

Blasi [22], T. Gnana Bhaskar, J. Vasundhara Devi [33], C.J. Himmelberg, F.S. Van Vieck

[39], V. Lakshmikantham, T. Gnana Bhaskar, J. Vasundhara Devi [48], [49], N Lungu [50],

[51], N. Lungu, I.A. Rus [52], V. Lupulescu [53], D. O'Regan, A. Petru³el [64], A. Petru³el

[67], [68], A. Petru³el, G. Petru³el, G. Moµ [71], R. Precup [74], I.A. Rus, A. Petrusel, G.

Petrusel [87].

3.1 Ecuaµii integrale în spaµii de funcµii multivoce

Vom studia în acest paragraf urm toarele ecuaµii integrale în spaµii de funcµii multivoce:

(3.1.1) X(t) =

bZ

a

K(t; s;X(s))ds+X0(t); t 2 [a; b]

(3.1.2) X(t) =

tZ

a

K(t; s;X(s))ds+X0(t); t 2 [a; b];

unde K : [a; b] � [a; b] � Pcp;cv(R
n) ! Pcp;cv(R

n) este un operator continuu, iar X0 2

C([a; b]; Pcp;cv(R
n)).

O soluµie a ecuaµiilor integrale în spaµii de funcµii multivoce (3.1.1) ³i (3.1.2) este o

funcµie contiunu  X : [a; b]! Pcp;cv(R
n) care satisface (3.1.1) respectiv (3.1.2), oricare ar �

t 2 [a; b].

Reamintim unele rezultate auxiliare necesare pe parcursul capitolului.

Lema 3.1.1 (A. Petru³el [66]) Fie X spaµiu Banach. Atunci H(A+C;B+D) � H(A;B)+

H(C;D), oricare ar � A;B;C;D 2 P (X).

Teorema 3.1.1 (V. Lakshmikantham [49]) Fie F;G : [a; b] ! Pcp;cv(R
n) operatorii inte-

grabili Aumann. Atunci

H(

bZ

a

F (t)dt;

bZ

a

G(t)dt) �

bZ

a

H(F (t); G(t))dt:

Consider m pe spaµiul C([a; b]; Pcp;cv(R
n)), metrica:

HC
� (X;Y ) := max

t2[a;b]
H(X(t); Y (t)):
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Atunci perechea (C([a; b]; Pcp;cv(R
n)); HC

� ) formeaz  un spaµiu metric complet.

Un prim rezultat este o teorem  de existenµ  ³i unicitate a soluµiei ecuaµiei integrale

(3.1.1).

Teorema 3.1.2 (I.C. Ti³e [98])

Fie K : [a; b]� [a; b]� Pcp;cv(R
n)! Pcp;cv(R

n) un operator multivoc. Presupunem c  :

(i) K este continu  pe [a; b]� [a; b]� Pcp;cv(R
n) ³i X0 2 C([a; b]; Pcp;cv(R

n));

(ii) K(t; s; �) este Lipschitz, i.e. exist  LK � 0 astfel încât:

H(K(t; s; A);K(t; s; B)) � LKH(A;B);

oricare ar � A;B 2 Pcp;cv(R
n) ³i oricare ar � t; s 2 [a; b];

(iii) LK(b� a) < 1:

Atunci ecuaµia integral 

X(t) =

bZ

a

K(t; s;X(s))ds+X0(t)

are o unic  soluµie.

Un rezultat de dependenµ  de date a soluµiei ecuaµiei integrale (3.1.1) este urm torul.

Teorema 3.1.3 (I.C. Ti³e [98]) Fie K1;K2 : [a; b]� [a; b]� Pcp;cv(R
n)! Pcp;cv(R

n), con-

tinue ³i X0; Y0 2 C([a; b]; Pcp;cv(R
n)). Consider m urm toarele ecuaµii:

(3.1.3) X(t) =

bZ

a

K1(t; s;X(s))ds+X0(t);

(3.1.4) Y (t) =

bZ

a

K2(t; s; Y (s))ds+ Y0(t):

Presupunem:

(i) exist  LK1
� 0 astfel încât

H(K1(t; s; A);K1(t; s; B)) � LK1
H(A;B);

oricare ar � A;B 2 Pcp;cv(R
n), t; s 2 [a; b] ³i LK1

(b � a) < 1 (not m prin X� unica

soluµie a ecuaµiei (3.1.3));

(ii) exist  �1; �2 > 0 astfel încât:
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(a) H(K1(t; s; U);K2(t; s; U)) � �1; oricare ar � (t; s; U) 2 [a; b]� [a; b]�Pcp;cv(R
n),

(b) H(X0(t); Y0(t)) � �2; oricare ar � t 2 [a; b];

(iii) exist  Y � 2 C([a; b]; Pcp;cv(R
n)) o soluµie a ecuaµiei (3.1.4).

Atunci

HC
� (X�; Y �) �

�2 + �1(b� a)

1� LK1
(b� a)

:

Un rezultat auxiliar este:

Lema 3.1.2 (I.A.Rus [83])Fie h 2 C([a; b];R+) ³i � > 0 cu �(b � a) < 1. Dac  u 2

C([a; b];R+) satisface

u(t) � h(t) + �

bZ

a

u(s)ds; oricare ar � t 2 [a; b];

atunci

u(t) � h(t) + �(1� �(b� a))�1
bZ

a

h(s)ds; oricare ar � t 2 [a; b]:

În continuare un rezultat de stabilitate Ulam-Hyers-Rassias în sens generalizat pentru

ecuaµia integral  (3.1.1).

Teorema 3.1.4 (I.C. Ti³e [100]) Consider m ecuaµia (3.1.1).

Presupunem c :

(i) K : [a; b] � [a; b] � Pcp;cv(R
n) ! Pcp;cv(R

n) este un operator multivoc continuu ³i

X0 2 C([a; b]; Pcp;cv(R
n));

(ii) K(t; s; �) este Lipschitz, i.e. exist  LK � 0 astfel încât:

H(K(t; s; A);K(t; s; B)) � LKH(A;B);

oricare ar � A;B 2 Pcp;cv(R
n) ³i oricare ar � t; s 2 [a; b];

(iii) LK(b� a) < 1;

(iv) ' 2 C([a; b]; (0;+1)):

Atunci ecuaµia integral  (3.1.1) este Ulam-Hyers-Rassias stabil  în sens generalizat, i.e.,

dac  X 2 C([a; b]; Pcp;cv(R
n)) are proprietatea

H(X(t);

bZ

a

K(t; s;X(s))ds) � '(t); oricare ar � t 2 [a; b]
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atunci exist  c' > 0 astfel încât

H(X(t); X�(t)) � c' � '(t); oricare ar � t 2 [a; b]

(unde X� noteaz  unica soluµie a ecuaµiei (3.1.1) obµinut  conform Teoremei 3.1.2).

Teorema urm toare, este un rezultat de existenµ  ³i unicitate a soluµiei ecuaµiei integrale

(3.1.2).

Consider m C([a; b]; Pcp;cv(R
n)) ³i metrica de tip Bielecki de�nit  astfel:

HB
� (X;Y ) := max

t2[a;b]
[H(X(t); Y (t))e��(t�a)]; unde � > 0 este arbitrar:

Perechea (C([a; b]; Pcp;cv(R
n)); HB

� ) formeaz  un spaµiu metric complet.

Teorema 3.1.5 (I.C. Ti³e [98]) Consider m ecuaµia integral  (3.1.2).Fie K : [a; b]� [a; b]�

Pcp;cv(R
n)! Pcp;cv(R

n) un operator multivoc ³i X0 2 C([a; b]; Pcp;cv(R
n)). Presupunem c :

(i) K este continu  pe [a; b]� [a; b]� Pcp;cv(R
n);

(ii) K(t; s; �) este Lipschitz, adic  exist  LK � 0 astfel încât

H(K(t; s; A);K(t; s; B)) � LKH(A;B);

oricare ar � A;B 2 Pcp;cv(R
n) ³i t; s 2 [a; b].

Atunci ecuaµia integral  (3.1.2),

X(t) =

tZ

a

K(t; s;X(s))ds+X0(t)

are o unic  soluµie.

Observaµia 3.1.1 Rezultate de acest tip, sunt obµinute ³i prin alte tehnici, pentru ecuaµia

de tip Hammersteins apare în lucrarea [94].

Un rezultat de dependenµ  de date este:

Teorema 3.1.6 (I.C. Ti³e [98])

Fie K1;K2 : [a; b] � [a; b] � Pcp;cv(R
n) ! Pcp;cv(R

n) contiunue, X0; Y0 2

C([a; b]; Pcp;cv(R
n)).

Consider m urm toarele ecuaµii integrale:

(3.1.5) X(t) =

tZ

a

K1(t; s;X(s))ds+X0(t)
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(3.1.6) Y (t) =

tZ

a

K2(t; s; Y (s))ds+ Y0(t):

Presupunem c :

(i) H(K1(t; s; A);K1(t; s; B)) � LK1
H(A;B); oricare ar � A;B 2 Pcp;cv(R

n) ³i t; s 2

[a; b], unde LK1
� 0 (not m prin X� unica soluµie a ecuaµiei (3.1.5));

(ii) exist  �1; �2 > 0, astfel încât:

(a) H(K1(t; s; U);K2(t; s; U)) � �1, oricare ar � (t; s; U) 2 [a; b]� [a; b]�Pcp;cv(R
n);

(b) H(X0(t); Y0(t)) � �2; oricare ar � t 2 [a; b];

(iii) exist  Y � o soluµie a ecuaµiei (3.1.6).

Atunci

HB
� (X�; Y �) �

�2 + �1(b� a)

1�
LK1

�

(unde � este ales astfel � > LK1
):

Un alt rezultat auxiliar.

Lema 3.1.3 (I.A.Rus [83]) Fie J un interval din R, t0 2 J ³i h; k; u 2 C(J;R+). Dac 

u(t) � h(t) +

������
tZ

t0

k(s)u(s)ds

������ ; oricare ar � t 2 J;

atunci

u(t) � h(t) +

������
tZ

t0

h(s)k(s)ej
R
t

s
k(�)d�jds

������ ; oricare ar � t 2 J:

În continuare un rezultat de stabilitate Ulam-Hyers-Rassias în sens generalizat pentru

ecuaµia integral  (3.1.2).

Teorema 3.1.7 (I.C. Ti³e [100]) Consider m ecuaµia (3.1.2).

Presupunem c :

(i) K : [a; b] � [a; b] � Pcp;cv(R
n) ! Pcp;cv(R

n) este un operator multivoc continuu ³i

X0 2 C([a; b]; Pcp;cv(R
n));

(ii) K(t; s; �) este Lipschitz, i.e. exist  LK � 0 astfel încât:

H(K(t; s; A);K(t; s; B)) � LKH(A;B);

oricare ar � A;B 2 Pcp;cv(R
n) ³i oricare ar � t; s 2 [a; b];

(iii) exist  ' 2 C([a; b]; (0;+1)) ³i �' > 0 astfel încât
R t
a
'(s)ds � �' � '(t) oricare ar �

t 2 [a; b].
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Atunci ecuaµia integral  (3.1.2) este Ulam-Hyers-Rassias stabil  în sens generalizat, i.e.,

dac  X 2 C([a; b]; Pcp;cv(R
n)) are proprietatea

H(X(t);

tZ

a

K(t; s;X(s))ds) � '(t); oricare ar � t 2 [a; b]

atunci exist  c' > 0 astfel încât

H(X(t); X�(t)) � c' � '(t); oricare ar � t 2 [a; b];

(unde X� noteaz  unica soluµie a ecuaµiei (3.1.2) obµinut  conform Teoremei 3.1.5).

3.2 Problema lui Cauchy pentru ecuaµii diferenµiale în

spaµii de funcµii multivoce

În acest paragraf vom prezenta o aplicaµie a teoremelor din secµiunea anterioar  la exis-

tenµa, unicitatea ³i aproximarea soluµiei problemei Cauchy.

Consider m problema Cauchy relativ la o ecuaµie diferenµial  în spaµii de funcµii multi-

voce:

(3.2.7)

8<
:

DHU = F (t; U); t 2 J

U(t0) = U0

unde U0 2 Pcp;cv(R
n); t0 � 0, J = [t0; t0 + a]; a > 0,

F 2 C(J � Pcp;cv(R
n); Pcp;cv(R

n)) ³i DH este derivata Hukuhara a lui U .

Consider m urm toarele ecuaµii în spaµii de funcµii multivoce:

(3.2.8) U(t) = U0 +

tZ

t0

DH(U(s))ds; t 2 J;

(3.2.9) U(t) = U0 +

tZ

t0

F (s; U(s))ds; t 2 J:

De�niµia 3.2.1 (V. Lakshmikantham [49]) U 2 C1(J; Pcp;cv(R
n)) este soluµie a problemei

(3.2.7)() U satisface (3.2.7) oricare ar � t 2 J:

Lema 3.2.1 (V. Lakshmikantham [49]) Dac  U 2 C1(J; Pcp;cv(R
n)), atunci (3:2:7) ()

(3:2:8)() (3:2:9):

Vom considera pe C(J; Pcp;cv(R
n)) metricile HC

� ³i HB
� de�nite astfel:

HC
� (U; V ) := max

t2J
H(U(t); V (t));
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HB
� (U; V ) := max

t2J
[H(U(t); V (t))e��(t�t0)]; � > 0:

Perechile (C(J; Pcp;cv(R
n)); HC

� ) ³i (C(J; Pcp;cv(R
n)); HB

� ) formeaz  câte un spaµiu met-

ric complet, iar metricile HC
� , H

B
� sunt echivalente.

În continuare o teorem  global  de existenµ  a problemei Cauchy asociat  ecuaµiei difer-

enµiale de mulµime.

Teorema 3.2.1 (I.C. Ti³e [99]) Consider m problema (3.2.7) unde

F : J � Pcp;cv(R
n) �! Pcp;cv(R

n) un operator continuu ³i U0 2 Pcp;cv(R
n).

Presupunem c  F (t; �) este Lipschitz, i.e. exist  L � 0, astfel încât:

H(F (t; U); F (t; V )) � LH(U; V ) oricare ar � U; V 2 Pcp;cv(R
n) ³i t 2 J:

Atunci problema (3.2.7) are o unic  soluµie U� ³i U�(t) = lim
n!1

Un(t) oricare ar � t 2 J ,

unde (Un)n2N 2 C(J; Pcp;cv(R
n)) este de�nit recurent de relaµia:

(3.2.10)

8<
:

Un+1(t) = U0 +
R t
t0
F (s; Un(s))ds; n 2 N

U0 2 Pcp;cv(R
n):

Un rezultat, local de existenµ  pentru problema Cauchy unei ecuaµii diferenµiale în spaµii

de funcµii multivoce este urm torul.

Teorema 3.2.2 (I.C. Ti³e [99]) Consider m ecuaµia DHU = F (t; U) ³i 
 � R�Pcp;cv(Rn)

o mulµime deschis . Fie F : 
 � R � Pcp;cv(R
n) ! Pcp;cv(R

n) continuu. Presupunem c ,

oricare ar � t, operatorul F (t; �) este L-Lipschitz cu constanta L > 0.

Atunci oricare ar � (t0; U
0) 2 
 exist  o unic  soluµie a problemei Cauchy (3.2.7), soluµie

U� : [t0; t0 + h]! Pcp;cv(R
n) unde h := minfa; b

M g, iar a; b > 0 ³i M > 0 sunt astfel încât


a;b := [t0; t0 + a]�B(U0; b) � 
 ³i jjF (t; U)jjH �M , oricare ar � (t; U) 2 
a;b.

Utilizând Teorema de caracterizare pentru operatori slab Picard putem demonstra ur-

m toarea teorem  asupra mulµimii soluµiilor unei ecuaµii diferenµiale în spaµii de funcµii

multivoce.

Teorema 3.2.3 (I.C. Ti³e [99]) Consider m ecuaµia

(3.2.11) DHU = F (t; U); t 2 [a; b]

unde F : [a; b]� Pcp;cv(R
n)! Pcp;cv(R

n) este un operator continuu. Presupunem c  F (t; :)

este L-Lipschitz oricare ar � t 2 [a; b].

Atunci:

(i) operatorul G : C([a; b]; Pcp;cv(R
n))! C([a; b]; Pcp;cv(R

n)) de�nit

GU(t) = U(a) +

tZ

a

F (s; U(s))ds
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este operator slab Picard;

(ii) mulµimea S a soluµiilor ecuaµiei (3.2.11) este in�nit .

Observaµia 3.2.1 Rezultatele generalizeaz  rezultatele lui F.S. De Blasi [18].

3.3 Ecuaµii funcµional-integrale în spaµii de funcµii mul-

tivoce

Fie E un spaµiu Banach ³i urm torii operatori:

Q : C([a; b]; Pcp;cv(E))! C([a; b]; Pcp;cv(E)),

G 2 C([a; b]� Pcp;cv(E)3; Pcp;cv(E)) ³i

K 2 C([a; b]� [a; b]� Pcp;cv(E); Pcp;cv(E)):

Vom studia urmatoarea ecuaµie functional-integral :

(3.3.12) X(t) = G(t; Q(X)(t); X(t); X(a)) +

tZ

a

K(t; s;X(s))ds; t 2 [a; b]:

Printr-o soluµie a ecuaµiei de mai sus, înµelegem o funcµie X 2 C([a; b]; Pcp;cv(E)) care

satisface relaµia (3.3.12), oricare ar � t 2 [a; b].

În continuare, consider m spaµiul Banach C([a; b]; Pcp;cv(E)) cu norma HB
� .

În ceea ce prive³te ecuaµia (3.3.12) presupunem c :

(i) exist  L > 0 astfel încât

H(Q(X)(t); Q(Y )(t)) � LH(X(t); Y (t));

oricare ar � X;Y 2 C([a; b]; Pcp;cv(E)), t 2 [a; b];

(ii) exist  L1 > 0; L2 > 0 astfel încât

H(G(t; U1; V1;W ); G(t; U2; V2;W )) � L1H(U1; U2) + L2H(V1; V2);

oricare ar � t 2 [a; b]; Ui; Vi;W 2 Pcp;cv(E); i 2 f1; 2g;

(iii) L1L+ L2 < 1;

(iv) exist  L3 > 0 astfel încât

H(K(t; s; U);K(t; s; V )) � L3H(U; V );

oricare ar � t; s 2 [a; b] ³i U; V 2 Pcp;cv(E);
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(v) G(a;Q(X)(a); X(a); X(a)) = X(a), oricare ar � X 2 C([a; b]; Pcp;cv(E)):

Folosind din nou Teorema de caracterizare, avem urm torul rezultat.

Teorema 3.3.1 (I.C. Ti³e [99]) Consider m ecuaµia (3.3.12) ³i presupunem c  condiµi-

ile (i)-(v) au loc. Dac  S � C([a; b]; Pcp;cv(E)) este mulµimea soluµiilor ecuaµiei, atunci

card(S) = card(Pcp;cv(E)) ³i prin urmare mulµimea S a soluµiilor ecuaµiei (3.3.12) este

in�nit .

O teorem  de dependenµ  de date pentru ecuaµia (3.3.12).

Teorema 3.3.2 (I.C. Ti³e [99]) Consider m ecuaµiile

(3.3.13) X(t) = G1(t; Q1(X)(t); X(t); X(a)) +

tZ

a

K1(t; s;X(s))ds; t 2 [a; b];

(3.3.14) X(t) = G2(t; Q2(X)(t); X(t); X(a)) +

tZ

a

K2(t; s;X(s))ds; t 2 [a; b]

unde operatorii G1; G2; Q1; Q2;K1;K2 satisfac condiµiile (i)-(v).

Fie S1 o mulµime a soluµiei ecuaµiei (3.3.13) ³i S2 o mulµime a soluµiei a ecuaµiei (3.3.14).

Presupunem c  exist  �1; �2; �3 > 0; astfel încât:

(a) H(G1(t; U1; U2; U3); G2(t; U1; U2; U3)) � �1 oricare ar � t 2 [a; b],

U1; U2; U3 2 Pcp;cv(E);

(b) HC
� (Q1(X); Q2(X)) � �2, oricare ar � X 2 C([a; b]; Pcp;cv(E))

(c) H(K1(t; s; U);K2(t; s; U)) � �3; oricare ar � t; s 2 [a; b],

U 2 Pcp;cv(E):

Atunci

HB
� (S1; S2) � [�1 + �2L1 + (b� a)�3] �maxfc1; c2g

unde ci := 1
1�LAi

cu LAi
== Li1L

i + Li2 +
Li3
� , i 2 f1; 2g.

Observaµia 3.3.1 Rezultatele de mai sus extind rezultatele din cazul univoc dat de I.A. Rus

[76].

În ultima parte a acestei secµiuni vom studia problema Cauchy pentru o ecuaµie

funcµional-integral  în spaµii de funcµii multivoce care apare în biomatematic .
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Fie

(3.3.15)

8<
:

X(t) =
R t
t��

F (s;X(s))ds; t 2 [0; T ]

X(t) = '(t); t 2 [��; 0]

unde F : [��; T ] � Pcp;cv(R+) ! Pcp;cv(R+), ' : [��; 0] ! Pcp;cv(R+) sunt operatori

continui. De asemenea, presupunem c  '(0) =
R 0
��
F (s; '(s))ds.

Astfel are loc urm toarea teorem :

Teorema 3.3.3 (I.C. Ti³e [99]) Consider m problema Cauchy (3.3.15).

Presupunem c :

(i) F : [��; T ]� Pcp;cv(R+)! Pcp;cv(R+), ' : [��; 0]! Pcp;cv(R+) este continu ;

(ii) '(0) =
R 0
��
F (s; '(s))ds;

(iii) exist  k 2 L1[��; T ] astfel încât H(F (s;A); F (s;B) � k(s)H(A;B), oricare ar �

A;B 2 Pcp;cv(R+) ³i s 2 [��; T ].

Atunci problema (3.3.15) are o soluµie unic .

În continuare un rezultat de stabilitate Ulam-Hyers-Rassias în sens generalizat.

Teorema 3.3.4 (I.C. Ti³e [100]) Fie ecuaµia

(3.3.16) X(t) =

tZ

t��

F (s; '(s))ds; unde � > 1; t; s 2 [��; T ]:

Presupunem c :

(i) F : [��; T ]� Pcp;cv(R+)! Pcp;cv(R+), este continuu;

(ii) exist  k 2 L1[��; T ] astfel încât H(F (s;A); F (s;B) � k(s)H(A;B), oricare ar �

A;B 2 Pcp;cv(R+) ³i s 2 [��; T ];

(iii) ' 2 C((��; T ); Pcp;cv(R+));

(iv) exist  �' > 0 astfel încât:
R t
t��

'(s)ds � �' � '(t):

Atunci ecuaµia integral  (3.3.16) este Ulam-Hyers-Rassias stabil  în sens generalizat relativ

la ', i.e., exist  cF;' > 0 astfel încât pentru orice soluµie Y 2 C1([��; T ]; Pcp;cv(R+)) a

inecuaµiei

H(Y (t);

tZ

t��

F (s; Y (s))ds) � '(t); oricare ar � t 2 [��; T ]

care are proprietatea c  Y (0) =
R 0
��
F (s; Y (s))ds, exist  o soluµie X� 2

C1([��; T ]; Pcp;cv(R+)) a ecuaµiei (3.3.16) astfel încât:

H(Y (t); X�(t)) � cF;' � '(t); oricare ar � t 2 [0; T ]:
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Observaµia 3.3.2 Rezultatele de mai sus extind rezultatele din cazul univoc dat în R. Pre-

cup [74], J. Vasundhara Devi, A.S Vatsala [102].
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Capitolul 4

Propriet µi calitative ale soluµiilor

ecuaµiilor diferenµiale în spaµii de

funcµii multivoce

În acest capitol sunt prezentate unele propriet µi calitative pentru mulµimea soluµiilor

ecuaµiilor diferenµiale în spaµii de funcµii multivoce. Primul paragraf al acestui capitol este

dedicat pentru leme de tip Gronwall ³i teoreme de comparaµie, iar în urm torul paragraf

discut m dependenµa continu  de date a soluµiei ecuaµiilor diferenµiale în spaµii de funcµii

multivoce.

Contribuµiile proprii din acest capitol sunt Teorema 4.1.1, Teorema 4.1.2, Teorema 4.1.4,

Teorema 4.1.5, Teorema 4.2.1, rezultate care sunt cuprinse în lucr rile I.C Ti³e [95], [97].

Rezultatele obµinute în acest capitol extind ³i generalizeaz  unele teoreme date în preal-

abil în lucrarile: J.P. Aubin, H. Frankovska [5], A. J. Brandao Lopes Pinto, F. S. De Blasi,

F. Iervillino [12], C. Chifu, G. Petru³el [15], A. Filippov [25], G. N. Galanis, T. G. Bhaskar,

V. Lakshmikantham [32], M. Hukuhara [42], N.D. Phua, L.T. Quang, T.T. Tung [62], D.

O'Regan, R. Precup [63], A. Petru³el [65], I.A. Rus [76], [79], [80], M.A. �erban [92], N.N.

Tu, T.T. Tung [101].

4.1 Propriet µii obµinute prin leme de tip Gronwall

Consider m urm toarea problem  Cauchy asociat  unei ecuaµii diferenµiale în spaµii de

funcµii multivoce:
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(4.1.1)

8<
:

DHU = F (t; U); t 2 J

U(t0) = U0

unde U0 2 Pcp;cv(R
n); t0 � 0, J = [t0; t0 + a], a > 0, DH derivata Hukuhara a lui U ³i

F : J � Pcp;cv(R
n)! Pcp;cv(R

n) operator multivoc continuu.

Reamintim c , printr-o soluµie a problemei (4.1.1) înµelegem o funcµie

U : J ! Pcp;cv(R
n) continu  ³i diferenµiabil  ce satisface (4.1.1) pentru orice t 2 J .

Asociem problemei (4.1.1) urmatoarea ecuaµie integral :

(4.1.2) U(t) = U0 +

tZ

t0

F (s; U(s))ds; t 2 J

unde integrala care apare este Hukuhara (vezi [42]).

Lema 4.1.1 (V. Lakshmikantham [49]) Dac  U : J ! Pcp;cv(R
n) este continuu diferenµia-

bil , atunci avem:

U(t) = U0 +

tZ

to

DHU(s)ds; t 2 [a; b]:

Lema 4.1.2 (V.Lakshmikantham [49]) Problema (4.1.1) ³i ecuaµia (4.1.2) sunt echivalente.

Pe C(J; Pcp;cv(R
n)) consider m metrica HB

� de�nit  prin:

HB
� (U; V ) := max

t2[t0;t0+a]
[H(U(t); V (t))e��(t�t0)]; � > 0:

Avem c  (C(J; Pcp;cv(R
n)); HB

� ) este spaµiu metric complet.

Teorema de existenµ  ³i unicitate a soluµiei problemei (4.1.1), obµinut  în capitolul 3 este

urm toarea.

Teorema 4.1.1 (I.C. Ti³e [97]) Consider m problema (4.1.1) ³i

F : J � Pcp;cv(R
n) �! Pcp;cv(R

n) un operator multivoc.

Presupunem c :

(i) F este continuu pe J � Pcp;cv(R
n) ³i U0 2 Pcp;cv(R

n);

(ii) F (t; �) este Lipschitz, adic  exist  L � 0 astfel încât

H(F (t; U); F (t; V )) � LH(U; V )

oricare ar � U; V 2 Pcp;cv(R
n) ³i t 2 J .
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Atunci problema (4.1.1) are o unic  soluµie U� ³i U�(t) = lim
n!1

Un(t), unde Un 2

C(J; Pcp;cv(R
n)) este de�nit  recurent de relaµia:

8<
:

Un+1(t) = U0 +
R t
t0
F (s; Un(s))ds; n 2 N

U0 2 Pcp;cv(R
n):

Consider m urm toarele ecuaµii integrale:

(4.1.3) U(t) = U0 +

tZ

t0

DH(U(s))ds; t 2 J

(4.1.4) U(t) = U0 +

tZ

t0

F (s; U(s))ds; t 2 J:

Lema 4.1.3 (V.Lakshmikantham [49]) Dac  U 2 C1(J; Pcp;cv(R
n)), atunci (4:1:1) ()

(4:1:3)() (4:1:4):

Consider m pe Pcp;cv(Rn) relaµia de ordine " �m " de�nit  prin:

U; V 2 Pcp;cv(R
n) : U �m V () U � V:

De�niµia 4.1.1 Un operator F (t; �) : J � Pcp;cv(R
n)! Pcp;cv(R

n), este cresc tor dac :

A;B 2 Pcp;cv(R
n); A �m B ) F (t; A) �m F (t; B); oricare ar � t 2 J:

De�nim pe C(J; Pcp;cv(R
n)) o relaµie de ordine " � ":

X;Y 2 C(J; Pcp;cv(R
n)); X � Y , X(t) �m Y (t); oricare ar � t 2 J:

Spaµiul (C(J; Pcp;cv(R
n)); HB

� ;�) este un L-spaµiu ordonat.

Fie (X; d;�) un spaµiu metric ordonat ³i T : X ! X un operator.

Not m:

(UF )T := fx 2 XjTx � xg mulµimea suprapunctelor �xe pentru T;

(LF )T := fx 2 XjTx � xg mulµimea subpunctelor �xe pentru T:

În ceea ce urmeaz  vom prezenta lema abstract  de tip Gronwall:

Lema 4.1.4 (I. A. Rus [78]) Fie (X; d;�) un L-spaµiu ordonat ³i T : X ! X un operator.

Presupunem c :

(i) T este operator Picard;

(ii) T este cresc tor.
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Atunci (LF )T � x�T � (UF )T ; unde x�T este unicul punct �x al operatorului T .

Dorim s  aplic m lema abstract  problemei Cauchy (4.1.1).

Teorema 4.1.2 (I.C. Ti³e [97]) Fie problema Cauchy (4.1.1).

Presupunem c :

(i) F (t; �) : J � Pcp;cv(R
n)! Pcp;cv(R

n) este L-Lipschitz oricare ar � t 2 J ;

(ii) F (t; �) : J � Pcp;cv(R
n)! Pcp;cv(R

n) operator monoton cresc tor oricare ar � t 2 J ;

(iii) F este continu  pe J � Pcp;cv(R
n) ³i U0 2 Pcp;cv(R

n).

Atunci avem:

(LS)(1) � U� � (US)(1)

unde U� este unica soluµie a problemei (4.1.1) ³i (LS)(1) respectiv (US)(1) reprezint 

mulµimea subsoluµie respectiv mulµimea suprasoluµiei problemei (4.1.1).

În ceea ce urmeaza vom prezenta teorema abstract  de comparaµie.

Teorema 4.1.3 (I. A. Rus [78]) Fie (X; d;�) un L-spaµiu ordonat ³i T1; T2 : X ! X doi

operatori. Presupunem c :

(i) T1 ³i T2 sunt operatori Picard;

(ii) T1 este cresc tor;

(iii) T1 � T2:

Atunci x � T1x) x � x�T2 :

Are loc urm toarea teorem .

Teorema 4.1.4 (I.C. Ti³e [97]) Fie F;G : J � Pcp;cv(R
n) ! Pcp;cv(R

n). Consider m ur-

m toarele dou  probleme Cauchy:

(4.1.5)

8<
:

DHU = F (t; U); t 2 J

U(t0) = U0

(4.1.6)

8<
:

DHV = G(t; V ); t 2 J

V (t0) = V 0

unde U0; V 0 2 Pcp;cv(R
n); t0 � 0, J = [t0; t0 + a]; a > 0:

Presupunem c :
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(i) F este continu  pe J � Pcp;cv(R
n) ³i F (t; �) este Lipschitz;

(ii) G este continu  pe J � Pcp;cv(R
n), V 0 2 Pcp;cv(R

n) ³i G(t; �) este Lipschitz;

(iii) F (t; �) este cresc toare pentru oricare ar � t 2 J ;

(iv) F � G.

Atunci DHU �m F (t; U) =) U � V � unde V � este unica soluµie a problemei (4.1.6).

În continuare prezent m lema abstract  Gronwall pentru operatori slab Picard.

Lema 4.1.5 (I. A. Rus [78]) Fie (X; d;�) un L-spaµiu ordonat ³i T : X ! X un operator.

Presupunem c :

(i) T este operator slab Picard;

(ii) T este cresc tor.

Atunci

(a) x � Tx) x � T1x;

(b) x � Tx) x � T1x;

(b) dac  exist  x 2 (LF )T ³i y 2 (UF )T astfel încât x � y atunci

x � T (x) � ::: � Tn(x) � ::: � T1(x) � T1(y) � ::: � Tn(y) � ::: � T (y) � y.

Vom aplica lema abstract  de comparaµie de mai sus la problema Cauchy (4.1.1).

Teorema 4.1.5 (I.C. Ti³e [97]) Consider m ecuaµia

(4.1.7) DHU = F (t; U); t 2 J

Presupunem c :

(i) F (t; :) : J � Pcp;cv(R
n)! Pcp;cv(R

n) este Lipschitz, oricare ar � t 2 J ;

(ii) F (t; :) : J � Pcp;cv(R
n)! Pcp;cv(R

n) este cresc toare, oricare ar � t 2 J ;

(iii) F este continu  pe J � Pcp;cv(R
n).

Atunci

(i) dac  V este subsoluµie a ecuaµiei (4.1.7) ) V � U�V ;
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(ii) dac  V este suprasoluµie a ecuaµiei (4.1.7) ) V � U�V ,

unde U�V este limita uniform  a ³irului de�nit recurent astfel
8<
:

Un+1(t) = V (t0) +
R t
t0
F (s; Un(s))ds; t 2 J

U(t0) = V ;

(iii) dac  U1; U2 2 C
1(J; Pcp;cv(R

n)) sunt dou  soluµii pentru (4.1.7) astfel încât U1(t0) �m

U2(t0) atunci U1 � U2.

4.2 Dependenµa de date a soluµiei ecuaµiilor diferenµiale

în spaµii de funcµii multivoce

Consider m problemele Cauchy:

(4.2.8)

8<
:

DHU = F (t; U)

U(a) = U0

(4.2.9)

8<
:

DHU = G(t; U)

U(a) = V 0

unde F : [a; b] � Pcp;cv(R
n) ! Pcp;cv(R

n) este un operator multivoc continuu, U0; V 0 2

Pcp;cv(R
n).

Consider m, pe C([a; b]; Pcp;cv(R
n)) metrica HC

� de�nit  astfel:

HC
� (U; V ) := max

t2[a;b]
H(U(t); V (t)):

Perechea (C([a; b]; Pcp;cv(R
n)); HC

� ) este spaµiu Banach.

Un rezultat de dependenµ  de date pentru soluµia problemei Cauchy (4.2.8) este urm -

torul:

Teorema 4.2.1 (I.C. Ti³e [95]) Fie F;G : [a; b]�Pcp;cv(R
n)! Pcp;cv(R

n), continue. Con-

sider m problemele Cauchy (4.2.8) ³i (4.2.9). Presupunem:

(i) exist  k1 > 0 astfel încât H(F (t; U); F (t; V )) � k1H(U; V ), oricare ar � U; V 2

Pcp;cv(R
n), oricare ar � t 2 [a; b]: Not m prin U�F unica soluµie a problemei (4:2:8);

(ii) Exist  �i > 0, i = 1; 2 astfel încât:

H(F (t; U); G(t; U)) � �1, oricare ar � (t; U) 2 [a; b]� Pcp;cv(R
n)

³i H(U0; V 0) � �2;

(iii) Exist  U�G o soluµie a problemei (4:2:9):
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Atunci

HC
� (U�F ; U

�
G) �

�2 + �1(b� a)

1� k1(b� a)
:

Observaµia 4.2.1 Rezultate asem n toare în cazul unor ecuaµii diferenµiale impulsive în

spaµii de funcµii multivoce apar în lucrarea [56].
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