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Introducere

Tema acestei teze de doctorat este legata de studiul ecuatiilor in spatii de functii mul-
tivoce. Mai precis, dupa un studiu al ecuatiilor operatoriale de multime in context metric
si prezentarea unor teoreme de existentd a multimilor fixe si semifixe pentru operatori de
multime, in cea de-a doua parte a tezei studiem proprietati calitative (existentd, unicitate,
dependenta de date, stabilitate Ulam-Hyers-Rassias), pentru ecuatii diferentiale si ecuatii
integrale in spatii de functii multivoce. Studiul este motivat atit de actualitatea temei (41
articole i 17 carti in ultimii 10 ani) cat si de importanta ei: numeroase probleme din matem-
atica aplicata reducandu-se la studiul unor astfel de ecuatii in spatii de functii multivoce.

Lucrarea este structuratd pe patru capitole, urmata de lista bibliografici.

In primul capitol, intitulat Preliminarii, sunt prezentate notiuni si rezultate de bazi
necesare in prezentarea celorlalte capitole ale acestei lucrarii. Am folosit in realizarea acestui
capitol urméitoarele surse bibliografice: J.-P. Aubin, A. Cellina [4], M. C. Anisiu [1], [2], K.
Deimling [23], [24], J.-P. Aubin, H. Frankowska [5], M. Kisielewicz [44], G. Beer [9], S. Hu
si N.S. Papageorgiou [40], J. Dugundji, A. Granas [37], A. Petrusel [66], I. A. Rus [75], [77].

In al doielea paragraf al primului capitol prezentim concepte si rezultate de bazd din
teoria operatorilor multivoci. Notiunile si rezultatele prezentate apar in lucrarile clasice cum
ar fi: J.-P. Aubin, H.Frankovska [5], G. Beer [9], C. Berge [10], C. Castaing, M. Valadier [13],
F.S. De Blasi [19], L. Gorniewicz [35], L. Gorniewicz [36], C. J. Himmelberg [38], S. Hu, N.
S. Papageorgiou [40], V. Lakshmikantham, T. Gnana Bhaskar, J. Vasundhara Devi [49], A.
Petrusel, G. Petrusel [70], I.A. Rus, A. Petrusel, G. Petrusel [86], etc..

In al treielea paragraf al primului capitol, Derivabilitatea si integrabilitatea operatorilor
multivoci, notiuni considerate de multi autori in lucrarile lor: J.-P. Aubin, H.Frankovska [5],
H.T. Banks, M.Q. Jacobs [8], F. S. De Blasi [19], G.N. Galanis, T.G. Bhaskar, V. Laksh-
mikantham and P.K.Palamides [31], V. Lakshmikantham, T. Gnana Bhaskar, J. Vasundhara
Devi [49], in diferite moduri in functie de aplicatiile in care intervin acestea. Scopul acestui
paragraf este de a prezenta conceptul de derivabilitate gi integrabilitate pentru operatori

multivoci. In sensul dat in 1967 de Hukuhara [41], [42] (cel care a dat o definitie a derivabil-



itati pentru operatori multivoci).

In al patrulea paragraf al primului capitol sunt prezentate notiuni si rezultate fundamen-
tale din teoria operatorilor Picard i operatorilor slab Picard.

Capitolul doi, se intituleaza Multimi semifixe pentru contractii multivoce. In acest capitol
sunt prezentate rezultate privind existenta, unicitatea multimilor semifixe pentru operatori
de multime ce satisfac unele conditii de tip contractiv, precum si unele ipoteze de tip topo-
logic. Rezultatele din acest capitol extind unele rezultate prezentate in lucrarile lui A.J.
Brandao [12], A. Constantin [16], H. Covitz, S.B. Nadler jr.[17], F.S. De Blasi [19], [20], [21],
[22], M. Frigon [27], [28], S. Kakutani [43], V. Lakshmikantham, A.N. Tolstonogov [47], V.
Lakshmikantham, T. Gnana Bhaskar, J. Vasundhara Devi [49], A. Muntean [60].

Astfel, in primul paragraf, Multimi semifixe pentru operatori multivoci, sunt prezentate
cateva din notiunile esentiale relativ la multimile semifixe pentru operatorii de multime,
notiuni introduse de F.S. De Blasi in lucrarile [21], [22].

Apoi, in a doua parte a capitolului, in paragraful Multimi semifixe pentru - contractii
multivoce, sunt demonstrate mai multe rezultate privind existenta multimilor semifixe in
cazul (p-contractiilor de multime. Rezultate apartinand autorului din acest capitol sunt Teo-
rema 2.2.2, Teorema 2.2.3, Teorema 2.2.4 si ele sunt cuprinse in lucrarea I.C. Tige [96]. In
ultima parte este prezentata proprietatea de stabilitate Ulam-Hyers generalizata in Teorema
2.2.1 si Teorema 2.2.5 ce sunt cuprinse in lucrarea I.C. Tige [100].

Capitolul trei, se indituleazd Ecuatii integrale in spatii de functii multivoce, sunt prezen-
tate rezultate de existenta, unicitate gi dependenta de date a solutilor pentru ecuatii integrale
si ecuatii diferentiale in spatii de functii multivoce si aplicatii ale acestora.

In primul paragraf, Ecuatii intregrale in spatii de functii multivoce, sunt prezentate
relativ la ecuatiile integrale in spatii de functii multivoce, teoreme de existentd si unicitate
a solutiei ecuatiilor gi de dependenti continua de date. Contributiile aduse sunt: Teorema
3.1.2, Teorema 3.1.3, Teorema 3.1.5, Teorema 3.1.6, acestea sunt continute in lucrarea I.C.
Tige [98].

In a doua parte a capitolului prezentim notiunea de problem# Cauchy pentru ecuatii
diferentiale in spatii de functii multivoce si obtinem rezultate de existenta gi unicitate pentru
aceastd problema prin tehnica punctului fix. Rezultatele proprii in acest sens sunt Teorema
3.2.2, Teorema 3.2.3 din lucrarea I.C.Tige [99].

In ultima parte a capitolului, in paragraful Ecuatii functional-integrale in spatii de functii
multivoce, discutam cazul unor ecuatii functional-integrale, relativ la care demonstram rezul-
tate de existenta si unicitate a solujei. Contributiile aduse sunt Teorema 3.3.1, Teorema 3.3.2,
Teorema 3.3.3 cuprinse gi in lucarea I.C. Tige [99].

Sunt prezentate gi rezultate de stabilitate Ulam-Hyers-Rassias in sens generalizat pentru



ecuatiile integrale in spatii de functii multivoce in: Teorema 3.1.4, Teorema 3.1.7, Teorema
3.3.4, cuprinse in lucarea I.C. Tige [100].

Capitolul patru, se intituleazi Proprietiti calitative ale solutiilor ecuatiilor diferentiale
in spatii de functii multivoce. Primul paragraf al acestui capitol este dedicat pentru leme
de tip Gronwall si teoreme de comparatie, iar in urmitorul paragraf discutim dependenta
continua de date a solutiei ecuatiilor diferentiale in spatii de functii multivoce.

Contributiile proprii din acest capitol sunt Teorema 4.1.1, Teorema 4.1.2, Teorema 4.1.4,
Teorema 4.1.5, Teorema 4.2.1, rezultate care sunt cuprinse in lucrarile I.C Tige [95], [97].

In concluzie contributiile din aceasti tezi apar, in principal in urmitoarele lucrari:

I.C. Tise, Data dependence of the solutions for set differential equations, Carpathian J.
Math., 23 (2007), No. 1-2, 192-195;

I.C. Tise, Semifized sets for multivalued p-contractions, Creative Math.& Inf., 17 (2008),
No. 3, 516-520;

1.C. Tise, Gronwall lemmas and comparison theorems for the Cauchy problem associated
to a set differential equation, Studia Universitatis Babes-Bolyai Mathematica, 54 (2009), No.
3, 161-169;

I.C. Tise, Set integral equations in metric spaces, Mathematica Moravica, 13 (2009),
95-102;

I1.C. Tise, A fized point approach for functional-integral set equations, acceptat spre
publicare in Demonstratio Mathematica, Vol. 44 (2011), No. 2, va apirea;

1.C. Tise, Ulam-Hyers-Rassias stability for set integral equations, trimisa spre publicare.

In final, doresc sa aduc multumiri conducdtorului meu stiintific, prof. univ. dr. Adrian
Petrusel, pentru indrumarea atentd si incurajarea permanentd de care m-am bucurat pe
parcusrsul stagiul meu de doctorat, membrilor Catedrei de Matematica aplicatd. Formarea
mea s-a facut la Facultatea de Matematica si Informatica din Universitatea "Babeg-Bolyai"
Cluj-Napoca, le multumesc incd o data tuturor profesorilor mei.

Cluj-Napoca, 2010.






Capitolul 1

Preliminari

1.1 Functionale pe spatiul partilor unui spatiu metric
1.2 Operatori multivoci

1.3 Derivabilitatea si integrabilitatea operatorilor multi-
voci

Derivabilitatea pentru operatori multivoci este prezentatd de multi autori in lucrarile
lor: J.-P. Aubin, H.Frankovska [5], H.T. Banks, M.Q. Jacobs [8], F. S. De Blasi [19], G.N.
Galanis, T.G. Bhaskar, V. Lakshmikantham and P.K.Palamides [31], V. Lakshmikantham,
T. Gnana Bhaskar, J. Vasundhara Devi [49], in diferite moduri in functie de aplicatiile in
care intervin acestea.

Scopul acestui paragraf este de a prezenta conceptul de derivabilitate in sensul lui
Hukuhara. Mentiondm de asemenea ci un concept de diferentiabilitate pentru o multime
nevida gi compactd dintr-un spatiu de functii continue a fost dat de Bridgland 1970, de
asemenea Banks gi Jacobs definesc in 1970 o notiune de diferentiabilitate pentru opera-
tori multivoci intre spatii normate si prezintd o serie de rezultate asemanatoare calculului
diferential obignuit, a se vedea [8§].

In 1967 Hukuhara [41], [42] a dat o definitie a derivabilitati pentru operatori multivoci.

Definitia 1.3.1 (Hukuhara [{1]) Fie X un spatiu Banach si A,B € Py .,(X) se numeste
diferenta multimilor A si B (notatd A — B) o multime C € Py ¢.0y(X) (daca ea existd) cu
proprietatea C + B = A.

Aceasta definitie in timp a primit numele de diferenta Hukuhara.



Definitia 1.3.2 (Hukuhara [{1]) Fie I C R §i F : I — P, .,(R™) opertator multivoc.
Atunci F se numegte H-diferentiabil (diferentiabil in sens Hukuhara) in toy € I, dacd existd

Dy F(xg) € Pep.co(R™) astfel incdt limitele:

F(to + At) — F(t,)

1.3.1 )
(1.3.1) Aiz—rf@ At
. F(ty) — F(to — At)
1.3.2 l
(1.32) Afl?%+ At

sa existe $i sa fie egale ambele cu D F(ty).

Tmplicit in definitia lui Dy F(to) se presupune ci existd diferentele F(t, + At) — F(to),
F(ty) — F(to — At) pentru toti At > 0 suficient de mici.

1.4 Operatori Picard si operatori slab Picard
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Capitolul 2

Multimi semifixe pentru contractii

multivoce

Dedicdm acest capitol stabilirii unor rezultate privind existenta (eventual unicitatea)
multimilor semifixe pentru operatori de multime ce satisfac unele conditii de tip contractiv,
precum si unele ipoteze de tip topologic. Rezultatele din acest capitol extind unele rezultate
prezentate in lucrdrile lui A.J. Brandao [12], A. Constantin [16], H. Covitz, S.B. Nadler
jr.[17], F.S. De Blasi [19], [20], [21], [22], M. Frigon [27], 28], S. Kakutani [43], V. Laksh-
mikantham, A.N. Tolstonogov [47], V. Lakshmikantham, T. Gnana Bhaskar, J. Vasundhara
Devi [49], A. Muntean [60].

Astfel, prima parte a capitolului prezinta citeva din notiunile esentiale relativ la multim-
ile semifixe pentru operatorii de multime, notiuni introduse de F.S. De Blasi in lucréarile [21],
[22]. Apoi, in a doua parte a capitolului demonstram mai multe rezultate privind existenta
multimilor semifixe in cazul ¢-contractiilor de multime. Rezultate apartinind autorului din
acest capitol sunt Teorema 2.2.2, Teorema 2.2.3, Teorema 2.2.4 si ele sunt cuprinse in lu-
crarea I.C. Tige [96]. In ultima parte este prezentats proprietatea de stabilitate Ulam-Hyers

generalizatd in Teorema 2.2.1 gi Teorema 2.2.5 ce sunt cuprinse in lucrarea 1.C. Tige [100].

2.1 Multimi semifixe pentru operatori multivoci

In acest paragraf vom prezenta notiunea de multimi semifixe pentru operatori multivoci,
notiune introdusa de F.S. De Blasi.
Fie (X,]|-||) un spatiu Banach real gi A, B doud familii nevide de submultimi a lui X gi

fie P(B) o familie nevidd de submultimi a lui B.

11



Adunarea si inmultirea cu scalari nenegativi din Pep .,(X), pentru A, B € Ppp ¢, (X) si

A > 0 sunt introduse astfel:
A+B={a+blac A, be B},
AA = {Xaja € A}

In mod evident avem ci A+ B, \A € P, on(X).
Mai mult, dacd A, B,C € P o (X) si A, p >0 avem:

(i) A+ {0} = A, unde 0 noteazi elementul nul al spatiului Banach X;

(ii) A+ B=B+ 4;

(iii) A+ (B+C)=(A+ B) +C,

(iv) 1- A= A;

(v) Aud) = (M) 4;

(vi) M(A+ B) = XA+ \B;

(vil) (A + p)A = XA + pA.
Observatie, proprietatile de mai sus, cu exceptia lui (vii) raméan valabile si in spatiul P, (X).

Definitia 2.1.1 O multime A C Py o, (X) se numeste convexd daca oricare ar fi A,B € A
git €10,1], implicd (1—t)A+tB € A.

Fie X un spatiu Banach. Spatiul P.,(P;;(X)) se poate inzestra cu metrica Pompeiu-

Hausdorff H indusd de metrica H din P, (X),
H(A, B) := maz{e(A,B),e(B, A)},

unde e(A, B) := jlela];%fBH(A’B)” iar e(B,A) := ;%%AE&H(B,A).

Observatia 2.1.1 P, o (Pep o0 (X)) C Pop(Pep(X)).

Definitia 2.1.2 Fie (X,H) un spativ metric. Un operator multivoc ¢ : X — Pep(Pep(X)),
se numegte semicontinuu superior (respectiv semicontinuu inferior) dacd pentru oricare ar
fizg € X sie >0 exista V o vecindtate deschisd a lui zo astfel incit H(p(x), p(xo)) < €
(respectiv H(p(zo), p(x)) < &), oricare ar fix € V.

¢ este continud dacd este semicontinuu superior si semicontinuu inferior.

12



Fie (X, || - ||) un spatiu normat. Pentru A, B € P,,(X) notdm:
D(A,B) =inf{|la—b|| |a € A,b € B}.

Au loc urmitoarele proprietati pentru A € R si 4, A, B, B’ € P.,(X):

1. D(A,B) = D(B, A);

2. D(A, B) = 0 daci si numai dacd AN B # ;

3. D(AA,AB) = |A\|D(A4, B);

4. D(A,B) < D(A",B')+ H(A,A")+ H(B,B');

5. H(A, B) < diam(A) + diam(B) + D(A, B).

6. functia D este continud pe Pp(X) x P, (X) si are loc relatia:

|SupD(A:B) - supD(A',B)| < H(AaAl)
BeB BeB

Pentru A, B € P,,(P.;(X)), definim functionala

A(A, B) = max{f(B,A), f(A, B)},

d B) = inf supD(A, B) si f(B, A) = inf sup D(B, A).
unde f(A,B) Jnf, sup (A,B) si f(B,A) Jnfsup (B, A)

Se observa cd, dacd A(A, B) = 0 atunci existd A’ € A gi B’ € B astfel incat A'N B # (),
oricare ar fi B € Bgi B'NA # (), oricare ar fi A € A.

In continuare, in aceasti sectiune vom prezenta cateva rezultate asupra existentei multim-
ilor semifixe pentru operatori multivoci cu valori compacte gi convexe, pentru X un spactiu

Banach, de forma

¢ : Pcp7cv (x) — Pcp7cv (Pcpmv(%))-

Definitia 2.1.3 Fie ¢ : A — P(B). O multime A € A se numeste multime semifizd pentru

operatorul multivoc ¢ daca exista F € ¢(A) care satisface una din relatiile:
ACF, ADF sau ANF £0.
De asemenea, prin definitie, A € A se numegte multime fizd a lui ¢ dacd A € ¢p(A).

Propozitia 2.1.1 (F.S. De Blasi[22]) Fie A o submultime nevidd, compactd, convexd a
lwi Pepcy(X), si fie ¢ 2 A= Popcyy(Pep,ev (X)) un operator multivoc semicontinuuu superior
astfel incat ¢(X) C A, pentru oricare ar fi X € A. Atunci exista cel putin o multime A € A
astfel incit A € ¢(A).
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Teorema 2.1.1 (F.S. De Blasi[22]) Fie A o submultime nevida, compacta, convezd a lui
Popoo(X) si fie p 1 A — Pep ooy (Pep,ew (X)) un operator multivoc semicontinuu superior care

satisface urmdatoarea conditie:

(i) pentru oricare ar fi X € A, existd o multime F € ¢(X) astfel incit FN (U Z) # 0.
ZeA

Atunci exista cel putin o mulfime A € A i existd F € ¢(A) astfel incat:

(2.1.1) ANF #0.

Teorema 2.1.2 (F.S. De Blasi[22]) Fie A o submultime nevidd, compactd, convezxd a lui
Popov(X), ¢ : A= Pepcy(Pep.cv(X)) un operator multivoc semicontinuu superior care pentru
oricare ar fi X € A, exista o mulfime F € ¢(X) ¢i Z € A asifel incat: FN (U Z) £ 0 gi
Z C F (respectiv Z DO F). 7ed

Atunci exista cel putin o mulfime A € A i existda F € ¢(A) astfel incat:

(2.1.2) A CF (respectiv ADF).

2.2 Multimi semifixe pentru ¢p-contractii multivoce

In prima parte a acestui paragraf vom prezenta o teorie a teoremei metrice de punct
fix Matkowski-Rus ([54], [81]) pentru ¢-contractii. Apoi, folosind acest rezultat vom enunta
cateva teoreme de existentd a multimilor semifixe in cazul p-contractii multivoce de multime.
Rezultatele obtinute extind unele teoreme date de F. S. De Blasi in lucrdrile [21], [22], M.
Frigon [29], M. Frigon, A. Granas [30].

Definitia 2.2.1 (I.A. Rus [77]) O functie ¢ : Ry — R este functie de comparatie daca:

(i) ¢ este monoton crescdtoare;
(i) (™ (t))nen converge la 0, oricare ar fi t > 0.
Definitia 2.2.2 (L.A. Rus [77]) Fie ¢ : Ry — Ry o functie de comparatie, spunem cd este:
(i) functie de comparatie stricta dacd t — p(t) — oo, pentru t — 0o;
o0
(ii) functie de comparatie tare dacd Y o™ (t) < 0o, pentru oricare ar fi t > 0.
n=1
Observatia 2.2.1 Daci ¢ : Ry — R, este o functie de comparatie atunci ¢(0) = 0 gi
o(t) < t, pentru oricare ar fi t > 0.

Exemplu 2.2.1 (I.A. Rus [77]) Functiile p1 : Ry — Ry, ¢1(t) = at (unde a €]0,1]) si

wo Ry = Ry, poft) = %—i-t sunt functii de comparatie.

14



Fie ¢ : R+ — Ry o functie de comparatie. Notam
+ +

oy = sup{t € Ry| t—(t) <n}.

Definitia 2.2.3 (I.A. Rus [82]) Fie (X,d) un spatiu metric. Atunci, operatorul A : X — X

se numeste p-contractie dacd ¢ este o functie de comparatie si
d(A(z), A(y)) < ¢(d(z,y)), oricare ar fiz,y € X.

Prezentam in continuare conceptul de stabilitate Ulam-Hyers in sens generalizat.
Dacd A : X — X este operator definit pe spatiul metric (X, d), si consideram ecuatia

de punct fix:

(2.2.3) r=A(x), ze X
si pentru € > 0 inecuatia

(2.24) d(y, Aly)) <e.

Definitia 2.2.4 (I.A. Rus [82]) Ecuatia (2.2.3) se numegte Ulam-Hyers stabild in sens gen-
eralizat dacd exista o functie ¢ : Ry — Ry crescatoare, continua tn 0 $i avdnd proprietatea
cd (0) = 0, astfel incdt oricare ar fie > 0 gi pentru orice solutie y* € X a inecuatiei (2.2.4)
existd o solutie x* € X a ecuatiei de punct fix (2.2.3) astfel incdt
d(y*,z*) < ¢(e).
Daca existd ¢ > 0 astfel ca ¥(t) := ct, oricare ar fi t € Ry, atunci ecuatia (2.2.3) se
numegte Ulam-Hyers stabila.
Teorema 2.2.1 (J. Matkowski [54], . A. Rus [81], I.C. Tige [100])
Fie (X,d) un spatiu metric complet si A : X — X o p-contractie. Atunci:
(i) Fu = {x%} si A"(z) — a7 pentru n — oo, oricare ar fi x € X, i.e., A este operator
Picard.
(i) Fa = Fan = {a%}, oricare ar fin € N*, i.e., A este operator Bessaga.
n—1
(iii) Dacd @-functie de comparatie tare, notam o, := Y. ©*(t) si s(d(z, A(z))) = 3. o*(t)
k=0
atunci d(A™(z),z%) < s(t) — an, oricare ar fix € X sin € N*.
(iv) Dacd in plus @ este functie de comparatie stricta atunci

d(z,2%) < Vd(a,A(z)), OTicare ar fix € X.

(v) %:Nd(A"(:c),A”“‘l(x)) < s(d(x, A(x)), oricare ar fix € X.
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(vi) Avem ca Y d(A™(z),z%) < s(d(z, %)), oricare ar fiz € X.
neN

(vii) Dacd in plus functia (t) = t—p(t) are proprietatea ¥ (u,) — 0, pentru n — oo rezultd
up = 0, cdnd n — oo gi dacd (xn)neny C X astfel tncat d(x,, A(zy)) = 0, n — 00

atunci ¢, — =% € Fu, pentru n — 0o, adicd problema de punct fix este bine pusd.

(viii) Fie (xz,) C X astfel incat (d(z,+1,A(Tn)))nen este convergent la 0. Atunci existd x €
X astfel incat d(z,,, A"(z)) = 0, pentru n — oo (adicd operatorul A are proprietatea

de umbrire la limita).
(iz) Dacd (x,)neny C X gir marginit atunci A™(z,) — x¥%, pentru n — oo.

(z) Presupunem cd ¢ este funclie de comparatie stricta. Fie B : X — X pentru care
exista n > 0 astfel incit d(A(z), B(z)) < n oricare ar fi x € X. Atunci x5 € Fg

rezultd d(z, zh) < @,.

(xi) Dacd p-functie de comparatie stricta, A, : X — X, AnuﬂfA, n — oo. Fie x, € Fu,,

n € N gi fie {z*%} = Fa. Atunci z,, — =% pentru n — oc.

(zii) Dacd (X, || -1]|) este spativ Banach, 1x operatorul identitate, d(z,y) = ||z — y|| atunci

1x — A: X — X este surjectiv.

(zi1i) Dacd in plus funclia ¥ (t) =t — o(t) este strict crecatoare gi surjectivd, atunci ecuatia
de punct fix
r=A(z), z€X

este Ulam-Hyers stabild in sens generalizat.

Observatia 2.2.2 Dacd alegem ¢(t) := at (unde a € [0,1)) atunci afirmatia (iii) din teo-

rema de mai sus conduce la Teorema 1.1. din I.A. Rus [81]. Mai precis, deoarece

d(A™(z),27) <Y _@"(d(z, A(x))) - i@k(d(%fl(ﬂﬂ)))
k=0

£E>0

= d*d(z, A(z)) - iakd(w,A(x))
>0 k=0
- d(a:,A(m))% de, Al) T = Y (e, A)).

—a a—1 1—a

rezultd ci d(A™(z),z%) < {2d(x, A(x)), pentru oricare ar fi z € X sin € N*.

1—a

Observatia 2.2.3 Teorema de mai sus extinde unele rezultate de acest tip date in: A.
Petrusel, I.A. Rus [72], A. Petrugel, A. Sintamarian [73], I.A. Rus, S. Muregan [84], I.A.
Rus, A. Petrugel and A. Sintamarian [85], J. Saint-Raymond [88].
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Definitia 2.2.5 Spatiul metric (X,d) este precompact (total marginit) dacd si numai daca
oricare ar fie > 0 existd o acoperire finitd (F;)ic(1,....n}y @ lui X astfel incat pentru oricare

ar fi A C F; avem diam(A) < e. Notam faptul cd F depinde de ¢.
Observatia 2.2.4 Spatiul precompact este marginit, dar invers nu este adevarat, in general.

Observatia 2.2.5 Intr-un spatiu metric complet o multime Y este precompacti dacd si

numai dacd este relativ compactd (adicaY este compactd).

Enuntam in continuare citeva teoreme de existentd a multimilor semifixe pentru cazul

p-contractii de multime.

Definitia 2.2.6 (F.S. De Blasi[22]) Un operator multivoc ¢ : A — Pep(Pep(X)) se numeste

tare compact dacd imaginea sa ¢(A) este precompactd in P, (Pep(X)).

Deoarece P,p,(X) este spatiu metric complet, rezultd ci ¢ este un operator multivoc tare

compact dacd si numai daca ¢(A) este compacta in P,,(X).

Definitia 2.2.7 (1.C. Tise [96]) Fie A o submultime din P.,(P.,(%X)). Atunci ¢ : A —
P.,(P., (%)) spunem ca este @-contractie de multime dacd ¢ : Ry — Ry este functie de
comparatie §i

A(p(X),0(Y)) < o(D(X,Y)), oricare ar fi X,Y € A.
Un prim rezultat principal este:

Teorema 2.2.2 (I.C. Tise [96]) Fie X un spativ Banach, A o submultime inchisa din
P.,(P.,(%)) st fie ¢ : A = Pop(Pp(X)) un operator multivoc tare compact (adicd ¢(A)
este relativ compacta) si semicontinuu superior, astfel incdt ¢(X) C A pentru oricare ar fi
X e A

Presupunem ca existd o functie de comparatie ¢ : Ry — Ry astfel tncat are loc relatia:
(2.2.5) A(H(X),d(Y)) < o(D(X,Y)) pentru oricare ar fi X,V € A.

Atunci exista A € A si exista F' € ¢(A) astfel incdt:

(2.2.6) ANF #0.

Un alt rezultat:

Teorema 2.2.3 (I.C. Tise [96]) Fie X un spatiu Banach, A C P.,(X) si¢p : A - A

continud care satisface urmdatoarele conditii:

(i) ¢(B) este precompact in A pentru oricare multime mdarginita B C A;
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(i) exista M > 0 astfel incat diam(d(X)) < M, pentru oricare ar fi X € A.

ii1) existd o functie de comparatie @ : — astfel incdt functia
st e d ie o : Ry — Ry astfel incdt j
YRy = Ry, ¥(t) =t —p(t) este strict crescatoare, surjectivd gi satisface urmatoarea

relatie:

(2.2.7) D(¢(X),o(Y)) < o(D(X,Y)) oricare ar fi X, Y € A.

Atunci ezista A € A astfel inciat AN ¢(A) # 0.

Vom folosi in continuare teorema de punct fix a lui J. Matkowski si I.A. Rus aga cum
este ea enuntatd in Teorema 2.2.1 (i).
Relativ la rezultatele anterioare vom prezenta in ceea ce urmeazd o aplicatie la studiul
unei ecuatii integrale in spatii de functii multivoce.
Fie B, := {X € P.p cv(R™)|diam(X) < r}, unde r > 0.
Multimea B, inzestratd cu metrica Pompeiu-Hausdorff, este convexi si completa.
Fie I =[a,b], fie F': I x I x B, = B, s, i fie o multime 4 € B, /5.
Consideram ecuatia integrald
b
(2.2.8) X(it)y=A+ / F(t,s,X(s))ds.
a

Printr-o solutie a ecuatiei (2.2.8) intelegem o functie continud X : I — B,., care satisface

(2.2.8) oricare ar fi ¢t € I.

Teorema 2.2.4 (1.C. Tise [96]) Fie F: I x I x B, — B, 5 continud, presupunem cd existd

o functie de comparatie ¢ : Ry — Ry si o functie p: I x I — R astfel incdt:
H(F(t,s,X),F(t,s,Y)) <p(t,s)p(H(X,Y))

pentru oricare ar fit,s € I, X, Y € B,, unde max fab p(t,s) < 1.
€
Atunci, pentru fiecare A € B, /5 ecuatia integrald (2.2.8) are o unica solutie X (-, A) : [ — B,

care depinde in mod continuu de A.

Definitia 2.2.8 (I.C. Tise [100]) Fie F : [a,b] X [a,b] X Pep cy(R™) = Pepow(R"?) si A €
P, .v(R™). Ecuatia integrald:
(2.2.8) X(t)= A+ [ F(t,s,X(s))ds, tE€ la,b]
se numegte Ulam-Hyers stabila in sens generalizat daca existd o functie
P : Ry — Ry crescatoare, continud in 0 gi avdand proprietatea 1(0) = 0 astfel incdt oricare
ar fie > 0 si oricare ar fiY* € C([a,b], Ppcy(R™)) 0 solutie a inecuatiei:

b

H(Y(t),A+ /F(t,s,Y(s))ds) <e té€la,b

a
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existd o solutie X* a ecuatiei (2.2.8) astfel incdt avem
X = Y™ ([a,8], Pep.ew (Rr)) < (€.

Daca exista ¢ > 0 astfel incat ¥(t) = ct atunci ecuatia (2.2.8) se numeste Ulam-Hyers

stabild.

Teorema 2.2.5 (I.C. Tise [100]) In ipotezele Teoremei 2.2.4, in plus presupunem cd functia
Y :Ry = Ry, ¥(t) =t — p(t) este strict crescatoare si surjectivd. Atunci ecuatia integrald

(2.2.8) este Ulam-Hyers stabild in sens generalizat.
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Capitolul 3

Ecuatii integrale in spatii de

functii multivoce

Scopul acestui capitol este de a prezenta rezultate de existenta, unicitate si dependenta de
date a solutiilor pentru ecuatii integrale si ecuatii diferentiale in spatii de functii multivoce.

Exista in literatura destul de putine lucrari ce studiaza ecuatiile integrale in spatii de
functii multivoce, dar numeroase lucriri studiazi probleme asociate ecuatiilor diferentiale
in spatii de functii multivoce. Astfel deseori studiul unor probleme Cauchy asociate unor
ecuatii diferentiale in spatii de functii multivoce sunt abordate prin intermediul studiului
unei ecuatii integrale echivalente in spatii de functii multivoce. In esenti aceasta este si
abordarea pe care o propunem gi in aceasta lucrare pentru cazul problemei Cauchy studiate,
din aceasta perspectiva studiul ecuatiilor integrale in spatii de functii multivoce este esential.

In prima parte prezentam, relativ la ecuatiile integrale in spatii de functii multivoce,
teoreme de existentad gi unicitate a solutiei si de dependentid continua de date. Contributi-
ile autorului sunt: Teorema 3.1.2, Teorema 3.1.3, Teorema 3.1.5, Teorema 3.1.6, ele fiind
publicate in lucrarea I.C. Tige [98].

In a doua parte a capitolului, prezentim notiunea de problemi Cauchy pentru o ecuatie
diferentiala in spatii de functii multivoce si obtinem rezultate de existent4 si unicitate pentru
aceastd problemd prin tehnica punctului fix. Rezultatele proprii in acest sens sunt Teorema
3.2.2 gi Teorema 3.2.3 din lucrarea I.C. Tige [99].

In ultima parte a capitolului discutdm cazul unor ecuatii functional-integrale in spatii
de functii multivoce, relativ la care demonstram din nou rezultate de existenta si unicitate
a solutiei. Contributiile proprii sunt Teorema 3.3.1, Teorema 3.3.2, Teorema 3.3.3, cuprinse

in lucarea I.C. Tige [99].
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Sunt prezentate si rezultat de stabilitate Ulam-Hyers-Rassias in sens generalizat pentru
ecuatiile integrale in: Teorema 3.1.4, Teorema 3.1.7, Teorema 3.3.4, cuprinse in lucarea I.C.
Tise [100].

Rezultatele obtinute in acest capitol extind gi generalizeaza unele teoreme date in lucrarile
lui: A. J. Brandao Lopes Pinto, F. S. De Blasi, F. Iervillino [12], A. Cernea [14], F. S. De
Blasi [22], T. Gnana Bhaskar, J. Vasundhara Devi [33], C.J. Himmelberg, F.S. Van Vieck
[39], V. Lakshmikantham, T. Gnana Bhaskar, J. Vasundhara Devi [48], [49], N Lungu [50],
[51], N. Lungu, L.A. Rus [52], V. Lupulescu [53], D. O’Regan, A. Petrugel [64], A. Petrugel
[67], [68], A. Petrusel, G. Petrusel, G. Mot [71], R. Precup [74], I.A. Rus, A. Petrusel, G.
Petrusel [87].

3.1 Ecuatii integrale in spatii de functii multivoce

Vom studia in acest paragraf urmatoarele ecuatii integrale in spatii de functii multivoce:

b
(3.1.1) X(t) = /K(t, 5, X (s))ds + Xo(t), ¢ € [a,b]

a

¢
(3.1.2) X(t) :/K(t,s,X(s))ds+X0(t), t € [a.b],
a

unde K : [a,b] X [a,b] X Pepey(R™) = Pepoo(R™) este un operator continuu, iar X, €
C[ar 1], Papeo (R™).

O solutie a ecuatiilor integrale in spatii de functii multivoce (3.1.1) si (3.1.2) este o
functie contiunud X : [a,b] = Pep .y (R™) care satisface (3.1.1) respectiv (3.1.2), oricare ar fi
t € la,b].

Reamintim unele rezultate auxiliare necesare pe parcursul capitolului.

Lema 3.1.1 (A. Petrugel [66]) Fie X spatiu Banach. Atunci H(A+C,B+D) < H(A, B)+
H(C,D), oricare ar fi A,B,C,D € P(X).

Teorema 3.1.1 (V. Lakshmikantham [49]) Fie F,G : [a,b] = P ,(R") operatorii inte-

grabili Aumann. Atunci

b b

b
H(/ F(t)dt,/G(t)dt) < /H(F(t),G(t))dt.

a a

Consideram pe spatiul C([a,b], Pep,co (R™)), metrica:

HY(XY) = max H(X(0), Y (1),
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Atunci perechea (C([a,b], Pep.ev (R™)), HE) formeaza un spatiu metric complet.
Un prim rezultat este o teorema de existentd si unicitate a solutiei ecuatiei integrale

(3.1.1).

Teorema 3.1.2 (I.C. Tise [98])

Fie K : [a,b] X [a,b] X Pepco(R™) = Pep o (R™) un operator multivoc. Presupunem ca :
(i) K este continud pe [a,b] X [a,b] X Py, .(R™) si Xo € C([a,b], Pepco(R™));
(i1) K(t,s,-) este Lipschitz, i.e. exista Lx > 0 astfel incat:
H(K(t,s,A),K(t,s,B)) < LxH(A, B),
oricare ar fi A, B € P, .,(R™) si oricare ar fit,s € [a,b];
(iii) Li(b—a) < 1.
Atunci ecuatia integrald

b
X@:/K@&nmw+%m

a

are o unicd solutie.

Un rezultat de dependenti de date a solutiei ecuatiei integrale (3.1.1) este urmatorul.

Teorema 3.1.3 (I.C. Tise [98]) Fie K1,K> : [a,b] X [a,b] X Pep oy (R™) = Ppp oo (R™), con-
tinue §i Xo,Ys € C([a,b], Pep o (R™)). Consideram urmdtoarele ecuatii:

b

(3.1.3) X(t) = /Kl(t,s,X(s))ds + Xo(t),
b

(3.1.4) Y@:/&@&Wm@+%@

Presupunem:

(i) ewxistd Lg, > 0 astfel incat
H(Ky(t,s,A),Ki(t,s,B)) < Lg, H(A, B),

oricare ar fi A,B € P.p .,(R™), t,s € [a,b] $t Lx, (b—a) <1 (notam prin X* unica
solutie a ecuatiei (3.1.3));

(i) exista my,me > 0 astfel incat:
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(a) H(K1(t,s,U), Ks(t,s,U)) <m, oricare ar fi (t,s,U) € [a,b] X [a,b] X P.p cy,(R"),

(b) H(Xo(t),Yo(t)) < ne, oricare ar fit € [a,b];
(ii1) exista Y™ € C([a,b], Pep,co(R™)) 0 solutie a ecuatiei (3.1.4).

Atunci

o+ 11 (b—a)
*( ’ )_1—LK1(b—a)

Un rezultat auxiliar este:

Lema 3.1.2 (I.A.Rus [83])Fie h € C([a,b],R}) si 8 > 0 cu (b —a) < 1. Dacd u €
C(la,b],Ry) satisface

b
u(t) < h(t) + ﬂ/u(s)ds, oricare ar fi t € [a,b],

a

atunci

b
u(t) < h(t) + B(1 - B(b—a)™* /h(s)ds, oricare ar fi t € [a, b].

In continuare un rezultat de stabilitate Ulam-Hyers-Rassias in sens generalizat pentru

ecuatia integrald (3.1.1).

Teorema 3.1.4 (I.C. Tise [100]) Consideram ecuatia (3.1.1).

Presupunem ca:

(i) K : [a,b] X [a,b] X P oo (R™) — Pop o (R™) este un operator multivoc continuu i
Xo € C([a,b], Pep,cv (R™));

(i) K(t,s,-) este Lipschitz, i.e. existd Lx > 0 astfel incat:
H(K(t,s,A),K(t,s,B)) < LxH(A, B),
oricare ar fi A, B € P, o (R™) si oricare ar fit,s € [a,b];
(iii) Lrg(b—a) < 1;
(iv) ¢ € C([a,b],(0,400)).

Atunci ecuatia integrald (3.1.1) este Ulam-Hyers-Rassias stabild in sens generalizat, i.e.,
daci X € C([a,b], Pep ey (R™)) are proprietatea

b
H(X(t),/K(t,s,X(s))ds) < @(t), oricare ar fit € [a,b]

a
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atunci existd c, > 0 astfel incdt
H(X(t), X"(t)) <c,-(t), oricare ar fit € [a,b]
(unde X™* noteazd unica solutie a ecuatiei (3.1.1) oblinutd conform Teoremei 3.1.2).

Teorema urmaétoare, este un rezultat de existenta i unicitate a solutiei ecuatiei integrale
(3.1.2).
Consideram C([a, ], Pep,co (R™)) si metrica de tip Bielecki definitd astfel:

HE(X)Y):= m{ai][H(X(t),Y(t))e_T(t_“)], unde T > 0 este arbitrar.
tela,

Perechea (C([a,b], Pep.co (R?)), HB) formeaza un spatiu metric complet.
Teorema 3.1.5 (I.C. Tige [98]) Consideram ecuatia integrald (3.1.2).Fie K : [a,b] x [a, b] x
Py oo (R™) = Pep oo (R™) un operator multivoc si Xo € C([a,b], Pep co(R™)). Presupunem ca:
(i) K este continud pe [a,b] X [a,b] X Pep o (R™);
(i) K(t,s,-) este Lipschitz, adicd existd Ly > 0 astfel incdt
H(K(t,s,A),K(t,s,B)) < LxgH(A, B),
oricare ar fi A, B € P, .,(R™) si t,s € [a,b].

Atunci ecuatia integrald (3.1.2),

X@:/K@gﬂﬂ%+%@

a

are o unicd solutie.

Observatia 3.1.1 Rezultate de acest tip, sunt oblinute si prin alte tehnici, pentru ecuatia

de tip Hammersteins apare in lucrarea [94].
Un rezultat de dependentd de date este:

Teorema 3.1.6 (1.C. Tise [98])
Fie Ki,Ks : J[a,b] x [a,0] X Pepey(R™) —  Pepew(R®) contiunue, Xo,Yy €
C([a, b], Pep,co (R™)).

Consideram urmdatoarele ecuatii integrale:

(3.1.5) X@:/m@&mm@+&@

a
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(3.1.6) Y(t) = /Kg(t,s,Y(s))ds +Y(t).

a

Presupunem ca:

(i) H(K\(ts,A), Ki(t,5,B)) < Ly, H(A, B), oricare ar fi A, B € Pupeo(R) si t,s €

[a,b], unde L, >0 (notam prin X* unica solulie a ecuatiei (3.1.5));

(ii) existd m,ne > 0, astfel incdt:
(a) H(K1(t,s,U), Ka(t,s,U)) < m, oricare ar fi (t,s,U) € [a,b] X [a,b] X Pep oo (R™),
(b) H(Xo(t),Yo(t)) < ma, oricare ar fit € [a,b];

(i5i) exista Y* o solutie a ecuatiei (3.1.6).

Atunci
(b—a)

HB(x*,y") < 2tmb=a

i’ (unde T este ales astfel T > L, ).
1— =%

Un alt rezultat auxiliar.

Lema 3.1.3 (I.A.Rus [83]) Fie J un interval din R, to € J si h,k,u € C(J,R:). Daca
¢
u(t) < h(t) + /k(s)u(s)ds , oricare ar fit € J,
to

atunci

t
u(t) < h(t) + /h(s)k(s)e‘f: Mo)dolgs| | oricare ar fit € J.
to
In continuare un rezultat de stabilitate Ulam-Hyers-Rassias in sens generalizat pentru
ecuatia integrald (3.1.2).

Teorema 3.1.7 (I.C. Tise [100]) Consideram ecuatia (3.1.2).

Presupunem ca:

(i) K : [a,b] x [a,b] X P co(R™) = Pop oy (R™) este un operator multivoc continuu $i
Xo € C([a,b], Pep,cv(R™));

(ii) K(t,s,-) este Lipschitz, i.e. exista Lx > 0 astfel incat:
H(K(t,s,A),K(t,s,B)) < LxH(A, B),
oricare ar fi A, B € Py ¢y (R™) si oricare ar fit,s € [a,b];

(iii) exista ¢ € C([a,b],(0,+00)) sin, > 0 astfel incat f; (s)ds < n, - p(t) oricare ar fi
t € [a,b].

26



Atunci ecuatia integrald (3.1.2) este Ulam-Hyers-Rassias stabild in sens generalizat, i.e.,

daci X € C([a,b], Pep ey (R™)) are proprietatea
¢
H(X(t), / K(t,s,X(s))ds) < p(t), oricare ar fit € [a,b]
a

atunci existd c, > 0 astfel incdt
H(X(t),X"(t) <cg-p(t), oricare ar fit € [a,b],

(unde X* noteazd unica solutie a ecuatiei (3.1.2) obtinutd conform Teoremei 3.1.5).

3.2 Problema lui Cauchy pentru ecuatii diferentiale in
spatii de functii multivoce

In acest paragraf vom prezenta o aplicatie a teoremelor din sectiunea anterioara la exis-
tenta, unicitatea gi aproximarea solutiei problemei Cauchy.
Consideram problema Cauchy relativ la o ecuatie diferentiald in spatii de functii multi-

voce:

DyU=F#,U), teJ

(3.2.7)
Ulty) = U°
unde U € P, .,(R"), to >0, J = [to,to +a], a > 0,
F € C(J x Py ey(R™), Py o (R™)) i Dy este derivata Hukuhara a lui U.

Consideram urmatoarele ecuatii in spatii de functii multivoce:

(3.2.8) Ut) = U° +/DH(U(S))ds, te,
(3.2.9) Ut)=U0°%+ /F(s, U(s))ds, t e J.

Definitia 3.2.1 (V. Lakshmikantham [49]) U € C'(J, Pep v (R™)) este solutie a problemei
(3.2.7)<= U satisface (3.2.7) oricare ar fit € J.

Lema 3.2.1 (V. Lakshmikantham [49]) Dacd U € C'(J, P.pco(R™)), atunci (3.2.7) <
(3.2.8) <= (3.2.9).

Vom considera pe C(J, Pep cy (R?)) metricile HE si HP definite astfel:

HE(U,V) = max HU(D), V(1)
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HBW,v) = max[H (U (t), V(t)e Tt 7 > 0.

Perechile (C(J, Pp co (R™)), HS) §i (C(J, Pep ev(R™)), HP) formeaz cate un spatiu met-

ric complet, iar metricile HS

, HP sunt echivalente.
In continuare o teoremi globald de existentd a problemei Cauchy asociatid ecuatjiei difer-

entiale de multime.

Teorema 3.2.1 (I.C. Tise [99]) Consideram problema (3.2.7) unde
F:J X Py oy (R") — Pep.eo (R™) un operator continuu si Uy € Pep oo (R™).

Presupunem ca F(t,-) este Lipschitz, i.e. exista L > 0, astfel incat:

H(F(t,U),F(t,V)) < LH(U,V) oricare ar fiU,V € P, .,(R") si t € J.

Atunci problema (3.2.7) are o unica solutie U* §i U*(t) = nhﬂnéo U,(t) oricare ar fit € J,
unde (Up)nen € C(J, Pep oo (R™)) este definit recurent de relatia:

Upsr(t) =U° + [! F(s,Up(s))ds, n € N
5210 wi(t) = U + [, Fls,Un(®))
U% € P.p oo (R™).
Un rezultat, local de existenta pentru problema Cauchy unei ecuatii diferentiale in spatii

de functii multivoce este urmatorul.

Teorema 3.2.2 (I1.C. Tise [99]) Consideram ecuatia DrU = F(t,U) §i Q@ C Rx Ppp c(R™)
o multime deschisda. Fie F' : Q C R X Pep ¢, (R™) = Py o (R™) continuu. Presupunem cd,
oricare ar fi t, operatorul F(t,-) este L-Lipschitz cu constanta L > 0.

Atunci oricare ar fi (ty, U®) € Q ezistd o unicd solutie a problemei Cauchy (3.2.7), solutie
U* : [to, to + h] = Pep oo (R™) unde h := min{a, %}, iar a,b > 0 $i M > 0 sunt astfel incat
Qup = [to,to +a] x B{U%b) C Q i ||F(t,U)||lg < M, oricare ar fi (t,U) € Qup-

Utilizand Teorema de caracterizare pentru operatori slab Picard putem demonstra ur-
mitoarea teorema asupra multimii solutiilor unei ecuatii diferentiale in spatii de functii

multivoce.
Teorema 3.2.3 (I.C. Tise [99]) Consideram ecuatia
(3.2.11) DyU = F(t,U), te€ |a,b

unde F : [a,b] X Pep vy (R™) = Pep oo (R™) este un operator continuu. Presupunem cd F(t,.)
este L-Lipschitz oricare ar fi t € [a,b)].

Atunci:

(i) operatorul G : C([a,b], Pep.cv (R™)) = C([a,b], Pp o (R™)) definit



este operator slab Picard;
(i1) multimea S a solutiilor ecuatiei (3.2.11) este infinitd.

Observatia 3.2.1 Rezultatele generalizeaza rezultatele lui F.S. De Blasi [18].

3.3 Ecuatii functional-integrale in spatii de functii mul-
tivoce
Fie E un spatiu Banach si urmatorii operatori:
Q : C([a,b], Pep,cv(E)) = C([a,b], Pep,co(E)),
G € C([a,b] X Pep,co(E)?, Pep,co(E)) i

K E C([(l,b] X [a,b] X Pcp7cv(E)7PCp7CU(E))‘

Vom studia urmatoarea ecuatie functional-integrala:

(3.3.12) X(t) = G, QX)(1), X(1), X(a)) +/K(t;8,X(8))d8;t € [a,b].

Printr-o solutie a ecuatiei de mai sus, intelegem o functie X € C([a,b], Pep.co(E)) care

satisface relatia (3.3.12), oricare ar fi t € [a, b].

In continuare, consideram spatiul Banach C([a, D], Py ey(E)) cu norma HE.

In ceea ce priveste ecuatia (3.3.12) presupunem ci:

(i) existd L > 0 astfel incat

H(Q(X)(1),Q(Y)(#)) < LH(X(t),Y (1)),
oricare ar fi X,Y € C([a,b], Psp co(E)), t € [a,b];
(ii) exista Ly > 0, Ls > 0 astfel incat
H(G(t, Uy, Vi, W), G(t,Us, Vo, W)) < Li H(U1,Us) + Lo H(V3, V),
oricare ar fi ¢ € [a,b],U;, Vi, W € P, oo(E),i € {1,2};
(iii) LiL+ Ly < 1

(iv) exista Lg > 0 astfel incat

H(K(t,s,U),K(t,s,V)) < LsH(U,V),

oricare ar fi t,s € [a,b] i U,V € P,y o (E);
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(v) G(a,Q(X)(a), X (a),X(a)) = X(a), oricare ar fi X € C([a,b], Pep,cv(E)).
Folosind din nou Teorema de caracterizare, avem urmétorul rezultat.

Teorema 3.3.1 (I.C. Tise [99]) Consideram ecuatia (3.3.12) si presupunem cd condifi-
ile (i)-(v) au loc. Daca S C C([a,b], Pep.cv(E)) este multimea solutiilor ecuatiei, atunci
card(S) = card(Pep,cv(E)) si prin urmare multimea S a solutiilor ecuatiei (3.3.12) este

infinita.

O teorema de dependentd de date pentru ecuatia (3.3.12).

Teorema 3.3.2 (I.C. Tise [99]) Consideram ecuatiile

t

(3.3.13) X(t) =Gi(t,Q(X)(t), X(t), X(a)) +/K1(t,s,X(s))ds,t € [a, ],
(3314) X(t) = GQ(taQQ(X)(t)aX(t)aX(a’)) + /Kz(t,S,X(S))ds,t € [aab]

unde operatorii G1,Gs, Q1,Q2, K1, Ky satisfac conditiile (i)-(v).
Fie S1 o multime a solutiei ecuatiei (3.3.18) si Sa 0 multime a solutiei a ecuatiei (3.3.14).

Presupunem ca existd n1,1m2,13 > 0, astfel incdt:

(a) H(G1(t,Uy,Us2,Us), Go(t, Uy, U2, Us)) <y oricare ar fi t € [a,b],
Ul; U27U3 € Pczxcv(E);

(b) HY (Q1(X),Q2(X)) < 1o, oricare ar fi X € C([a,b], Pepco(E))

(C) H(Kl(tasaU)aKQ(tasaU)) S 13, oricare arﬁ t,S € [a’ b];
U € Py oo(E).

Atunci

HP(S1,82) < [m +m2L1 + (b= a)ns] - max{cy, e}

unde ¢; = l_iA cu Ly, == LiLP + L + LTjn’: ie€{1,2}.

Observatia 3.3.1 Rezultatele de mai sus extind rezultatele din cazul univoc dat de I.A. Rus

[76].

In ultima parte a acestei sectiuni vom studia problema Cauchy pentru o ecuatie

functional-integrala in spatii de functii multivoce care apare in biomatematica.
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Fie
X(t) = [l _F(s,X(s))ds, t €[0,T
515 (0) = Ji, Fls.X(s))ds, t € [0.7]
X(t) = @(t)7 te [—7', 0]
unde F' : [—7,T] X Pep cv(Ry) = Pep.ew(Ry), ¢ : [-7,0] = Pep.co(R4) sunt operatori

continui. De asemenea, presupunem ci ¢(0) = f_OT F(s,p(s))ds.

Astfel are loc urmatoarea teoremai:

Teorema 3.3.3 (I.C. Tise [99]) Consideram problema Cauchy (3.3.15).

Presupunem cd:
(i) F:[—7,T] X Pepco(Ry) = Pop o (Ry), @ : [—7,0] = Pep oo (Ry) este continud;
(ii) @(0) = J2, F(s,(s))ds;
(iii) exista k € L'[—7,T] astfel incit H(F (s, A),F(s,B) < k(s)H(A,B), oricare ar fi
A,B€ Ppoy(Ry) sise[—7,T).
Atunci problema (3.3.15) are o solutie unicd.

In continuare un rezultat de stabilitate Ulam-Hyers-Rassias in sens generalizat.

Teorema 3.3.4 (1.C. Tigse [100]) Fie ecuatia
t
(3.3.16) X(t) = / F(s,p(s))ds, unde 7> 1, t,s€[-1,T).
t—T1

Presupunem cd:
(i) F:[—7,T] X Popcy(Ry) = Pepco(Ry), este continuu;
(ii) exista k € L'[—7,T] astfel incat H(F(s, A),F(s,B) < k(s)H(A,B), oricare ar fi
A, B € Pepev(Ry) sis €[-7,T];
(iii) ¢ € C((—7,T), Pep,cv(R4));
(iv) existd A, > 0 astfel incat: _/Z:T p(s)ds < Ay - (2).

Atunci ecuatia integrald (3.3.16) este Ulam-Hyers-Rassias stabild in sens generalizat relativ

la ¢, ie., existd cp, > 0 astfel incit pentru orice solutie Y € C*([—7,T], Pep.co(R4)) a

mecuatiel
¢
H(Y(t), / F(s,Y(s))ds) < p(t), oricare ar fit € [—7,T)
t—r1
care are proprietatea ca Y (0) = f_OT F(s,Y(s))ds, exista o solufie X* €

CY[—7,T), Pepev(Ry)) a ecuatiei (3.5.16) astfel incdt:

H(Y(t),X*(t) <cpy - p(t), oricare ar fit € [0,T].
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Observatia 3.3.2 Rezultatele de mai sus extind rezultatele din cazul univoc dat in R. Pre-

cup [74], J. Vasundhara Devi, A.S Vatsala [102].
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Capitolul 4

Proprietati calitative ale solutiilor
ecuatiilor diferentiale in spatii de

functii multivoce

In acest capitol sunt prezentate unele proprietiti calitative pentru multimea solutiilor
ecuatiilor diferentiale in spatii de functii multivoce. Primul paragraf al acestui capitol este
dedicat pentru leme de tip Gronwall gi teoreme de comparatie, iar in urmatorul paragraf
discutdm dependenta continua de date a solutiei ecuatiilor diferentiale in spatii de functii
multivoce.

Contributiile proprii din acest capitol sunt Teorema 4.1.1, Teorema 4.1.2, Teorema 4.1.4,
Teorema 4.1.5, Teorema 4.2.1, rezultate care sunt cuprinse in lucrdrile I.C Tige [95], [97].

Rezultatele obtinute in acest capitol extind gi generalizeazi unele teoreme date in preal-
abil in lucrarile: J.P. Aubin, H. Frankovska [5], A. J. Brandao Lopes Pinto, F. S. De Blasi,
F. Tervillino [12], C. Chifu, G. Petrusel [15], A. Filippov [25], G. N. Galanis, T. G. Bhaskar,
V. Lakshmikantham [32], M. Hukuhara [42], N.D. Phua, L.T. Quang, T.T. Tung [62], D.
O’Regan, R. Precup [63], A. Petrusel [65], I.A. Rus [76], [79], [80], M.A. Serban [92], N.N.
Tu, T.T. Tung [101].

4.1 Proprietatii obtinute prin leme de tip Gronwall

Consideram urmétoarea problema Cauchy asociatd unei ecuatii diferentiale in spatii de

functii multivoce:
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DyU =F(t,U), teJ

(4.1.1)
Ulty) = U°

unde U° € P.p ., (R"), to > 0, J = [to,to + a], a > 0, Dy derivata Hukuhara a lui U si
F:J % Py ey (R") = Pgp oy (R™) operator multivoc continuu.

Reamintim ca, printr-o solutie a problemei (4.1.1) intelegem o functie
U:J — Py e(R™) continud si diferentiabila ce satisface (4.1.1) pentru orice t € J.

Asociem problemei (4.1.1) urmatoarea ecuatie integrala:
¢
(4.1.2) Ut) = U° +/F(s,U(s))ds, teJ
to
unde integrala care apare este Hukuhara (vezi [42]).

Lema 4.1.1 (V. Lakshmikantham [49]) Daca U : J = Pep oo(R™) este continuu diferentia-

bila, atunci avem:

Ut) :UO+/DHU(s)ds, te[ab.

Lema 4.1.2 (V.Lakshmikantham [49]) Problema (4.1.1) si ecuatia (4.1.2) sunt echivalente.
Pe C(J, Pep e (R™)) consideram metrica HE definitd prin:
HB(WU,V):= max [HU®),V(t)e T )] 7>0.
te[tg,toJra]

Avem ci (C(J, Pep.co(R™)), HE) este spatiu metric complet.
Teorema de existent gi unicitate a solutiei problemei (4.1.1), obtinutd in capitolul 3 este

urmatoarea.

Teorema 4.1.1 (I.C. Tise [97]) Consideram problema (4.1.1) si
F:Jx Py o (R?) — Py oo (R™) un operator multivoc.

Presupunem ca:
(i) F este continuu pe J X Pup o, (R") 5i U € P.p oo (R");
(ii) F(t,-) este Lipschitz, adica exista L > 0 astfel incdt
H(F(t,U),F(t,V)) < LH(U,V)
oricare ar fi U,V € Pep .,(R™) sit € J.
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Atunci problema (4.1.1) are o unica solutie U* si U*(t) = lim U,(t), unde U, €

n—roo

C(J, Pep,cv(R™)) este definitd recurent de relafia:

Ups1(t) = U + [ F(s,Un(s))ds, n € N
UY € Pep o (R™).

Consideram urmatoarele ecuatii integrale:

(4.1.3) U@t) =0+ /DH(U(s))ds, teld
(4.1.4) Ut)=U°%+ /F(s, U(s))ds, t e J.

Lema 4.1.3 (V.Lakshmikantham [/9]) Daci U € C'(J, Pepcv(R™)), atunci (4.1.1) <
(4.1.3) <= (4.1.4).

Considerdm pe P, ., (R™) relatia de ordine ” <,,, ” definitd prin:
UV €PypoR"): UL, V=UCYV.
Definitia 4.1.1 Un operator F(t,-) : J x P,y o (R") = P.p oo (R™), este crescdator daca:
A, B € Ppoy(R"), A<, B= F(t,A) <, F(t,B), oricare ar fit € J.
Definim pe C(J, Py o (R™)) o relatie de ordine ” < ”:
X, Y € C(J,Pypov(RY), X <Y & X(t) <, Y(t), oricare ar fit € J.

Spatiul (C(J, P.p .,(R™)), HE, <) este un L-spatiu ordonat.
Fie (X, d, <) un spatiu metric ordonat si 7' : X — X un operator.

Notam:
(UF)r :={x € X|Tz < z} multimea suprapunctelor fixe pentru T;
(LF)r := {z € X|Tz > z} multimea subpunctelor fixe pentru T.
In ceea ce urmeazi vom prezenta lema abstractd de tip Gronwall:

Lema 4.1.4 (I. A. Rus [78]) Fie (X,d, <) un L-spatiu ordonat $i T : X — X un operator.

Presupunem ca:
(i) T este operator Picard;

(ii) T este crescitor.

35



Atunci (LF)r < % < (UF) 7, unde z% este unicul punct fix al operatorului T .
Dorim si aplicim lema abstractd problemei Cauchy (4.1.1).

Teorema 4.1.2 (I.C. Tise [97]) Fie problema Cauchy (4.1.1).

Presupunem ca:

(i) F(t,-): J X Pop co(R™) = Pep o (R™) este L-Lipschitz oricare ar fit € J;

(i) F(t,-) : J X Pop oy (R™) = Pep oo (R™) operator monoton crescator oricare ar fit € J;
(iii) F este continud pe J X Pep oo (R™) i UY € Py oy (R™).

Atunci avem:

(LS)y <U* < (US)q)

unde U* este unica solulie a problemei (4.1.1) si (LS)@) respectiv (US)(y reprezintd

multimea subsolutie respectiv multimea suprasolutiei problemei (4.1.1).

In ceea ce urmeaza vom prezenta teorema abstracta de comparatie.

Teorema 4.1.3 (1. A. Rus [78]) Fie (X,d, <) un L-spativ ordonat si T1,T> : X — X doi

operatori. Presupunem ca:
(i) Ty si T sunt operatori Picard;
(i) Ty este crescator;

(i5i) Ty < Ts.

Atunci v <The = x < o7,

Are loc urmitoarea teorema.

Teorema 4.1.4 (I1.C. Tise [97]) Fie F,G : J X P.p cy(R") = Pep oo (R™). Consideram ur-

matoarele doud probleme Cauchy:

DyU =F(t,U), teJ

(4.1.5) " ®U)
Ulty) =U°
DV =G(t,V), teJ

(4.1.6)
V(te) = VO

unde U, VO € P, .,(R™), to >0, J = [to,to + a], a > 0.

Presupunem ca:
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(i) F este continud pe J X Pey o, (R™) si F(t,-) este Lipschitz;
(i) G este continud pe J X Pep oy(R), VO € Poy o (R™) si G(t,) este Lipschitz;
(iii) F(t,-) este crescdtoare pentru oricare ar fit € J;
(iv) F C G.
Atunci DgU <., F(t,U) = U < V* unde V* este unica solutie a problemei (4.1.6).
In continuare prezentam lema abstracti Gronwall pentru operatori slab Picard.

Lema 4.1.5 (I. A. Rus [78]) Fie (X,d, <) un L-spatiu ordonat $i T : X — X un operator.

Presupunem ca:
(i) T este operator slab Picard;
(i) T este crescitor.
Atunci
(a) v <Tx = x < T®x;
(b)) ©>Tx=x>T>z;

(b) daca existd x € (LF)r siy € (UF)7 astfel incdt x < y atunci
2 <T(@) < o ST(w) < o <T(@) ST®(y) < o <T(y) <. < T(y) <.
Vom aplica lema abstractd de comparatie de mai sus la problema Cauchy (4.1.1).

Teorema 4.1.5 (I.C. Tise [97]) Consideram ecuatia

(4.1.7) DU =F(t,U), teJ

Presupunem ca:

(i) F(t,.): J X Pop oo (R™) = Pep o (R™) este Lipschitz, oricare ar fit € J;
(i1) F(t,.): J X Pepco(R™) = Pep ey (R") este crescatoare, oricare ar fit € J;
(iii) F este continud pe J X Pgp o, (R™).

Atunci
(i) daca V' este subsolufie a ecuatiei (4.1.7) = V < Uy;
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(ii) daca V' este suprasolutie a ecuatiei (4.1.7) = V > Uy,

unde Uy, este limita uniforma a sirului definit recurent astfel

Unia(t) = Vto) + fy, F(s,Un(s))ds, t € J
Ulto) = V;

(i4i) daca Uy,Us € CY(J, Pep o (R™)) sunt doud solutii pentru (4.1.7) astfel incit Uy (to) <,
Ug(to) atunct U1 S U2.

4.2 Dependenta de date a solutiei ecuatiilor diferentiale
in spatii de functii multivoce

Consideram problemele Cauchy:

(4.2.8) DuU = F(t.U)
U(a) =U°
(4.2.9) DuU = G(6.0)
U(a) =V?°

unde F : [a,b] X Pepep(R?) = Pep oo (R™) este un operator multivoc continuu, U%, V0 €
P.p o (R™).
Consideram, pe C([a,b], Pep ey (R™)) metrica HE definitd astfel:

HE(U,V) := tren[a)g}H(U(t), V(1)).

Perechea (C([a, ], Pep,co (R™)), HY) este spatiu Banach.
Un rezultat de dependenta de date pentru solutia problemei Cauchy (4.2.8) este urms-

torul:

Teorema 4.2.1 (I1.C. Tise [95]) Fie F,G : [a,b] X Py oy (R™) = Pep oo (R™), continue. Con-
sideram problemele Cauchy (4.2.8) si (4.2.9). Presupunem:

(1) existd k1 > 0 astfel incat H(F(t,U),F(t,V)) < kiH(U,V), oricare ar fi U,V €

P, .v(R™), oricare ar fi t € [a,b]. Notam prin U}, unica solutie a problemei (4.2.8);

(ii) Ezistan; > 0, i = 1,2 astfel incdt:
H(F(t,U),G(t,U)) <m, oricare ar fi (t,U) € [a,b] X Pep o (R™)
st HU®, V) <

(i1i) Ezista U} o solufie a problemei (4.2.9).
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Atunci
n2 +11(b— a)

C * *) & )
H* (UF’UG) = l—kl(b—a)

Observatia 4.2.1 Rezultate asemandtoare in cazul unor ecuatii diferentiale impulsive in

spatii de functii multivoce apar in lucrarea [56].
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