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Introducere

Analiza complexa este una dintre disciplinele la care scoala romaneascd de matematicd a adus impor-
tante contributii si totodatd ea este o ramurd a matematicii cu largi aplicatii in diferite domenii ale stiintei si
tehnicii.

Teoria geometrica a functiilor de o variabild complexa reprezintd o ramurd aparte a analizei complexe.
Bazele acestei teorii au fost puse la inceputul secolului trecut odatd cu lucririle lui P. Koebe, T.H. Gromwall
si L. Bieberbach. In 1916 L.Bieberbach enunta celebra conjecturi care ii poarti numele si care a putut fi
demonstratd doar in anul 1984 de Louis de Branges. Functiile analitice de o variabild complexa constituie
modelul ideal al transformarilor geometrice din plan.

La dezvoltarea acestui domeniu al matematicii, un rol deosebit 1-au avut si matematicienii romani.
G. Cilugidreanu este creatorul scolii romanesti de teoria functiilor univalente care a obtinut primele conditii
necesare si suficiente de univalentd exprimate cu ajutorul coeficientilor, iar P. T. Mocanu a introdus clasa
functiilor a-convexe, a abordat problema injectivitdfii functiilor neanalitice si a creat impreund cu S.S.
Miller binecunoscuta metodd de studiu a unor clase de functii univalente numitd “metoda functiilor ad-
misibile”, metoda subordondrilor diferentiale, iar mai recent teoria superordondrilor diferentiale. Folosirea
metodei subordonarilor diferentiale are un rol important atat iTn demonstrarea mult mai simpld a unor rezul-
tate cunoscute deja si sistematizarea acestora, cat si in obtinerea multor rezultate noi.

Dintre tratatele dedicate domeniului teoriei functiilor univalente amintim pe cele ale lui P. Duren,
A.W. Goodman, S.S. Miller si P. Mocanu, P. Montel, C. Pommerenke.

Lucrarea cuprinde cinci capitole si o bibliografie continand 124 titluri, dintre care 12 semnate de
autoare, 10 ca singur autor, iar 2 1n colaborare.

Primul capitol “Notiuni si rezultate preliminare” cuprinde doui subcapitole. In acest capitol sunt
prezentate notiuni si rezultate de bazd, deja cunoscute, necesare pe parcursul tezei.

Al doilea capitol Functii armonice” este structurat pe trei subcapitole. In primul subcapitol sunt
prezentate notiuni si rezultate deja cunoscute despre functiile armonice, urmand ca in subcapitolele doi si
trei sa fie introduse rezultate originale, privind functiile armonice, cu ajutorul operatorului integral Sdldgean
si operatorul Sdldgean generalizat.

Al treilea capitol “Subordoniri si superordoniri diferentiale” este structurat pe doui subcapitole. in
primul subcapitol "Notiuni introductive. Metoda subordonérilor diferentiale. Subordonari si superordonari
diferentiale de tip Briot-Bouquet” sunt prezentate rezultate cunoscute cu privire la subordondri si superor-
dondri, urmand ca in al doilea subcapitol ”Subordonari si superordondri diferentiale pentru functii analitice
definite cu ajutorul operatorului integral Salagean” sa fie introduse noi rezultate cu ajutorul operatorului
integral Sdlagean.

Capitolul al patrulea "Clase de functii analitice definite prin operatori” este structurat pe doud sub-

capitole.



In primul subcapitol sunt introduse noi clase de functii analitice definite cu ajutorul operatorului integral
Salagean, precum si anumite proprietidti ale acestor clase de functii prin operatorul specificat, iar in cel de-
al doilea subcapitol este introdusd o noud subclasa de functii analitice cu coeficienti negativi definitd prin
operatorul Ruscheweyh.

Capitolul cinci este destinat functiilor de mai multe variabile complexe. In acest capitol sunt prezen-
tate aplicatii aproape stelate generalizate asociate cu extensii ale operatorilor.

Tin sd aduc pe aceasti cale mulfumiri conducitorului stiintific al lucrdrii, Prof.univ.dr. Grigore Stefan
Silagean pentru ajutorul acordat in elaborarea acestei lucrari.

De asemenea aduc multumiri tuturor celor care m-au sprijinit si inteles in munca depusa pentru elab-

orarea acestei lucrari, precum si intregului colectiv de la Catedra de Teoria Functiilor.



1 Notiuni si rezultate preliminare

Acest capitol contine doud subcapitole si prezintd rezultate elementare din teoria geometrica a functiilor
univalente.

Definitia 1.1.1.[51] Fie D o multime deschisa din planul complex C. O functie complexa f se
numeste olomorfd pe D daca f este derivabild in fiecare punct zy din multimea D. Multimea functiilor
olomorfe pe D se noteazd cu H (D).

Definitia 1.1.2.[51] O functie complexd f se numeste olomorfd pe o multime oarecare A C C, daca
existd o multime deschisd D care include pe A astfel incét f si fie olomorfa pe D.

Definitia 1.1.3.[51] Functia f se numeste olomorfi in punctul zy daca existd o vecindtate V € V (zg)
astfel incat f sa fie derivabild 1n aceastd vecinitate.

O functie olomorfd pe C se numeste functie intreaga.

Definitia 1.1.4.[51] O functie olomorfa (sau meromorfd) si injectivd pe un domeniu D din C se
numeste univalent in D. Notidm cu H,, (D) multimea funtiilor univalente pe domeniul D.

Definitia 1.1.5.[51] O functie olomorfa (sau meromorfs) pe un domeniu D se numeste p— valenti in
acest domeniu, daca orice valoare a sa este luatd in cel mult p puncte distincte din D si existd cel putin o
valoare luata in exact p puncte distincte.

Definitia 1.1.6.[51] Fie f : D — C, 2y € D. Spunem ca functia f este analiticd in punctul zy sau
dezvoltabili in serie Taylor in zy daci existd un disc U(zg, R) C D astfel incit f si fie suma unei serii

Taylor, adici:

f(z) = Zan(z —20)", z€U(z,R).
n=0

Spunem ci functia f este analiticd pe D daci este analiticd in fiecare punct al lui D.

Notiunea de functie univalenta ocupd un rol central in teoria geometricd a functiilor analitice. Prima
lucrare semnificativd, care a atras atentia asupra studiului functiilor univalente apartine lui P. Koebe [61]
si a fost publicatd in 1907. In prezent existi numeroase tratate si monografii dedicate studiului functiilor
univalente, dintre care le amintim pe cele ale lui P. Montel [89], Z. Nehari [94], L.V. Ahlfors [2], Ch.
Pommerenke [100], A.W. Goodman [38], P.L. Duren [30], D.J. Hallenbeck, T. H. MacGregor [48], S.S.
Miller si P.T. Mocanu [79], I. Graham si G. Kohr [39].

Definitia 1.1.7. Fiind date doua domenii D si A din C, o functie f univalentd in D astfel ca f(D) =
A se numeste reprezentare conformi a domeniului D pe domeniul A. Domeniile D si A sunt conform
echivalente, daci existii o reprezentare conformd a lui D pe A.
In cele ce urmeazi folosim urmitoarele notatii:
U = {z € C: |z|] < 1} (discul unitate din planul complex);
U.={z€C:|z] <r}pentrur € (0,1) (interiorul discului unitate din planul complex);

U~ ={z € C: |z| > 1} (exteriorul discului unitate din planul complex).



Vom considera de asemenea, pentru ¢ € C si n € N*, multimea
Hla,n] = {f e H(U) : f(2) = a+ anz" + anp1 2" + ...},
An={feHU): f(2) =2+ apn 12" + ...}

si
A=A
In cel de-al doilea paragraf sunt prezentate cteva clase speciale de functii univalente.
A. Clasele S'si 3
Vomnotacu S = {f € A: f € H,(U)} clasa functiilor univalente in discul unitate i normate, cu
conditiile f(0) = 0i f/(0) = 1, deci functiile olomorfe si univalente in U, care au dezvoltarea in serie de

puteri de forma
(1.1) f(2) =z+a2® + .. |2 < 1.
Studiul functiilor meromorfe si univalente se face in paralel cu clasa S, considerand clasele
— aq (e70)
S={peMu(UT):p(Q) =CHaot —+.dt 4. [¢| > 1}

si
Yo={peX:p(()#0,(cU}.
Observatia 1.2.1.  Este ugor de observat ci unei functii f € S i corespunde functia ¢(¢) = 1/f(1/¢) €
Yo si reciproc, dacd ¢ € 3, atunci f(z) = 1/p(1/z) € S, deci intre clasele S si X exista o bijectie, iar

o9

clasa X este “mai largd” decat clasa S.

B. Clasa functiilor stelate

Definitia 1.2.2.[87] Fie functia f € H(U) cu f(0) = 0. Spunem ci functia f este stelatd in raport
cu originea (sau pe scurt, stelatd) dacd f este univalentd in U si f(U) este un domeniu stelat in raport cu
originea.

Notiunea de functie stelatd a fost introdusa de J.Alexander [5] in 1915.

Definitia 1.2.3.[87] Se noteazi cu S™* clasa functiilor f € A care sunt stelate in discul unitate, adica

2f'(2)
f(2)

S*={feA:Re > 0}.

Avemca S* C S.

Definitia 1.2.4.[87] Definim clasa functiilor stelate de ordinul c, « < 1, ca fiind clasa

N ,er’(Z) -
S*(@)={feA:R ) >,z €U}

C. Clasa functiilor convexe

Notiunea de functie convexd a fost introdusd de E. Study [118] in 1913.



Definitia 1.2.5. Functia f € H(U) se numeste convexd in U (sau pe scurt, convexd) dacid f este
univalentd in U si f(U) este un domeniu convex.
Teorema 1.2.6.[87](Teorema de caracterizare analiticd a convexitdtii) Fie functia f € H(U). Atunci

f este convexd dacd si numai daci f'(0) # 0 si

(1.2) Rezjgéz) +1>0, 2el.

Teorema 1.2.7.[5](Teorema de dualitate a lui Alexander) Functia f este convexd in U daci si numai

daci functia F'(2) = zf'(z) este stelatd in U.
Definitia 1.2.8. Se noteazé cu K clasa functiilor f € A care sunt convexe si normate in discul unitate

U, adica
zf"(2)
f'(z)

Definitia 1.2.9.[87] Definim clasa functiilor convexe de ordinul o, &« < 1, ca fiind clasa

2f"(z)
f'(2)

K={fcA:Re +1>0, zeU}.

K(a)={f€ A:Re +1>a,z€U}.

Avem incluziunea: K (o) C K.

D. Clasa functiilor S,

G. S. Sildgean [111] a introdus operatorul deferential care permite in anumite situatii studierea simul-
tand a claselor de functii stelate si convexe, precum si a unor subclase ale acestora.

Definitia 1.2.10.[111] Operatorul diferential Silagean D™ : A — A, este definit astfel:

D°f(z) = f(2)

D'f(z) = 2f'(2),
D™ f(z) = DY (D™ 1 f(2)),m € N".

Definitia 1.2.11.[111] Operatorul integral Sdligean I™ : A — A, este definit astfel

I°f(2) = f(2);

I'f(z) =If(z /f ()t dt;
I™f(z) =II™ " f(2)), f € A,m € N*.

Observatia 1.2.12. Dacd f € A, f(z) =z + Z an, 2",z € U, atunci

D" f(z —z—l—Zn anz",z

Definitia 1.2.13.[111]  Spunem ci functia f € A este m— stelatd, m € N, daci verifica

DG o Lo

Re Dt =



Vom nota cu S, clasa acestor functii.
Observatia 1.2.14. Se observaca Sy = S* 51 51 = K.
Clasa functiilor m— stelate a fost introdusa de cétre G.S. Sédldgeanin [111]. G. S. Sédldgean a demon-

strat In aceeasi lucrare si incluziunile S,, 11 C S,, C Sp, m € N, ceea ce implica S,,, C S, unde m € N.

E. Clasa functiilor X,
oo
Definitia 1.2.15. Fiind date doui functii f,g € A, de forma f(z) = z + Z anz™ sig(z) = 2z +
n=2

Z b, 2", produsul de convolutie (sau produsul Hadamard) al lui f si g este definit prin

n=2

(fxg)(z) =2+ Zanbnz".
n=2

Definitia 1.2.16.[109] Se defineste operatorul D™ : A — A, m € N, prin

. (21 £(2)™)

Dmf(z):m*f(z):—, zeU.

m!

Operatorul D™ a fost denumit derivata de rang m a lui Ruscheweyh de catre H.S.Al-Amiri [4]. Ca si
derivata Séldgean, acest operator permite studierea simultana a mai multor clase de functii.
Definitia 1.2.17.[109] Spunem cd functia f € A apartine clasei K, dacd satisface inegalitatea

diferentiala
DmHLf(z) 1
“puje) 2 *°Y

Observatia 1.2.18.  Se observd cd Ky = S*(1/2) si K1 = K.

R

Clasele K, C A au fost studiate de S. Ruscheweyh in [109], care a demonstrat in aceeasi lucrare si

incluziunile K, C K,;, € Ko, m € N. Prin urmare K,,, C S,Vm € N.

F. Clasa functiilor spiralate

Functiile spiralate, introduse de L. Spacek in 1932, reprezintd o generalizare naturald a functiilor stelate.
Numim spirali logaritmici o curbi in planul complex de forma w(t) = woe ™,
teR,unde wy € C*=C\{0}siA e CcuRe #0.
Fird a se restringe generalitatea se poate considera A = e, cuy € (—n/2,7/2), caz in care curba
w(t) = woe™(€o57+15mNE ¢ R se va numi y— spirald. Observim ci 0— spiralele sunt semidrepte ce
pornesc din origine si cd pentru orice numdr real  dat, cu |y| < 7/2, existd o y— spirald unicd astfel ca
aceasta sd uneasca originea cu un punct dat wy € C*.
Definitia 1.2.19.[87] Domeniul D C C, care contine originea, se numeste domeniu spiralat de tip ~,

cu |y| < 7/2, dacd pentru orice punct wg € D \ {0} arcul de v— spirald ce uneste punctul wy cu originea

este inclus in D.



Definitia 1.2.20.[87] Spunem ci functia f € H(U), cu f(0) = 0, este o functie spiralatd de tip v in
discul unitate U daca f este univalentd in U si domeniul f(U) este un domeniu spiralat de tip .

Definitia 1.2.21.[87] Spunem cd functia f € H(U), cu f(0) = 0, este o functie spiralati dacd existi
un numdr 7, cu |y| < 7/2, astfel incat f si fie spiralati de tip .

Definitia 1.2.22.[87] 1. Pentru v € (—7/2,7/2), se noteazi cu §7 clasa functiilor spiralate de tip -y
si normate uzual Tn discul unitate, adica:

§7:{f€A:Re[emef;S)] >0, ZGU}.

2. Se noteazi cu S clasa functiilor spiralate si normate uzual in discul unitate, adicd

- U s,
vE(=7/2,7/2)
Teorema 1.2.23.[87](Formula de structurd pentru clasa 3’; ) Functia f € 3‘;, v € ( -5 g) daci si

numai dacd existd o functie u € M0, 27] astfel incat

2m
(1.3) f(z) =zexp{ - 2008767i7/ log(1—ze ™)du(t)}, z€U,
0

unde pentru logaritm s-a ales determinarea definita de log 1 = 0.
Definitia 1.2.24.[87] Fie f € A sin € N. Spunem cid f este o functie n—spiralatd de tip v €
(—m/2,7/2) daci D" f(z) # 0,2z € U si

iy DnJrlf(Z)

Re [e D F ()

] >0,z€U,

unde D" este operatorul diferential Sdlagean.

Notdm aceastd clasd cu S, .



2 Fuctii armonice

Acest capitol este format din trei subcapitole.
In primul subcapitol sunt prezentate rezultate bine cunoscute despre functiile armonice.
Definitia 2.1.1.[31] Fie u : G — R o functie de clasd C? pe G. Functia u se numeste armonicd pe G
(armonici) dacid Au = 0 unde
Pu  0%*u
2.1 Ay = E) + o
Aw se numeste laplaceianul functiei u, iar ecuatia Au = 0 se numeste ecuatia lui Laplace.
Teorema 2.1.2.[31](Principiul extremului pentru functii armonice) Fie
u : G — R o functie armonica. Daci zy € G este un punct de maxim (respectiv minim) al functiei u pe G,
atunci u este constantd pe componenta conexa a lui GG ce contine punctul zg.

Teorema 2.1.3.[31](Formula lui Poisson) Fier > 0siu : U(0,7) — R o functie armonici pe U (0; R)

si continud pe U (0; 7). Atunci

. 1 27 7,2 _ p2 o
22 L i©)40,
22 u(pe’®) 2m /0 r2 — 2prcos(f — @) + p2u(re )

pentru orice p € [0,7) si ¢ € R.
Corolarul 2.1.4.[31] Fie u : U(zo; R) — R o functie armonici pe U(zo; R) si continui pe U (zo; R).

Atunci

1 [ R? — 2

2. W)= —
23) u(zo +re’?) 2 Jo R%2—2Rrcos(© — @) + 12

u(zo + Re™©)do,

pentru orice r € [0, R) si p € R.
In cel de-al doilea subcapitol sunt introduse noi clase de functii armonice definite prin operatorul integral
Salagean.

Se noteazd cu H clasa functiilor f = h + g care sunt armonic-univalente si pastreaza orientarea in
discul unitate U = {z : |z| < 1}, pentru care functia f = h+g este normati si f(0) = h(0) = fL(0)—1 =
0.

Ahuja si Jahangiri au definit clasa H,(n) (p,n € N), care este alcatuitd din functiile p—valente

armonice f = h + g, care au orientarea pastratd in U si & si ¢ sunt de forma

2.4) h(z) = 2P + Zakﬂg,lzk“’_l, 9(z) = Z bepp—12" P71 by < 1.
k=2 k=1

Pentru f = h + g datid prin relatia (2.4), operatorul integral Sdlagean este definit astfel

(2.5) I"f(z) =I"h(z) + (-1)"I"g(2); p>n, z€eU,

unde

_ 3 p n kt+p—1
I"h(z) = z”+kZ:2(m> pspr2577



si

o0

I"9(:) = 3 (=) e
k=1

Definitia 2.2.1.[25] Pentru numerele pozitive intregi fixate n, p si pentru 0 < o < 1, 5 > 0 se noteazd

cu Hy(n + 1, n, o, B) clasa functiilor armonice multivalente de forma (2.4) care satisfac conditia

2)

2.6) Re {In+1f } ﬁ|]n+1f (2)

—1|+a

Definitia 2.2.2.[25] Subclasa H,, (n+1,n, o, B) este alcituitd din functiile f,, = h+g, din Hy(n, o, 3)

pentru care h si g sunt de forma

2.7) h(z) = 2P — Zakﬂ,,lz’“‘p_l, gn(z) = (=1)"! Zbkﬂ,,lz’”p—l, |by| < 1.
Teorema 2.2.3.[25] Fie f = h + g data prin relatia (2.4). Daca

(2.8) Z{‘Il(n + 17nap7a7/6>|a/k+p71| + @(n + 1anap7a76)‘bk:+p71|} <2,
k=1

unde . .
()" (1 4+ 8) = (B + o) (g2y)
l—«

W(TLJF]"rrlﬂp’Oé?/B):

)

si
(72)" (1 +8) + (525)" " (B+a)

11—«

ap=1, 0<a<l, >0, neNatuncifec Hy(n+1,n,a,/p).

@(’I’L + 1;”717704,/8) =

b

Urmadtoarea teorema demonstreazd cd, conditia (2.8) este de asemenea necesara pentru functia f,, =
h+9,,unde h si g, sunt de forma (2.7).
Teorema 2.2.4.[25] Fie f, = h + g, datd prin (2.7). Atunci f,, € H, (n + 1,n, a, 3) dacd si numai
dacd
oo
(2.9) Z[\I/(n +1,n,p,0,8)ap+p—1 + O+ 1,n,p, &, B)bgsp_1] <2,
k=1
ap=10<a<l,neN
Vom prezenta in continuare o teoremd de deformare pentru functiile din clasa H,; (n+1,n,a,0),
care determind un rezultat de acoperire pentru aceasta clasd.

Theorem 2.2.5.[25]  Fie f, € H, (n+1,n,a, (). Pentru 2| = r < 1 avem
[fu(2)] < (1 +b,)rP + [@(n+ 1,n,p,, 8) — Qn + 1,1, p, a, B)byr" TP

si
|fn(z)| Z (1 - bp)rp - {(I)(n + lvnvpa Oz,ﬁ) - Q(?’L + 17n’p,a7ﬂ)bp}7’n+p+1

10



unde,
1l -«

)" +8) - GG&)" (B +a)
(1+8) + (a+8) .
GE)"A+8) - G2)" B+ )

Urmatorul rezultat de acoperire rezulta din partea stdnga a inegalitdtii din Teorema 2.2.5.

(I)(’I’L+ 17”7]9,04;6) =

Q(n+17n7p7a’/8):

Corolarul 2.2.6. Fie f,, € H, (n+1,n,q, (), atunci pentru [z| = r < 1 avem
{w:w<1l=b,—[®(n+1,n,p0a0) —Qn+1n,p a b)) C f,.,(U)}.

Definitia 2.2.7.[21] Pentru 0 < o < 1, n € N, z € U, se noteazd cu Hp(n, ) familia functiilor

armonice f de forma (2.4) pentru care

> .

1"f(2)
2.10 —
( ) Re([n+1f(z))
Definitia 2.2.8.[21] Se noteazd cu H,, (n, ) subclasa alcituitd din functiile armonice f,, = h + g,

din H,(n, «) pentru care h si g,, sunt de forma
(2.11) h(z) = 2P — Zakﬂg,lzk"’p_l si gn(z) = (—=1)"! Z bpp127 P
k=2 k=1

unde Ak+p—1, karp*l >0, |bp‘ < 1.
Definitia 2.2.9.[23] Pentru0 < a < 1,n € N, z € U, H(n, «) este familia functiilor armonice f de

forma (2.4), cu p = 1 pentru care

(2.12) Re{j%} >a

Definitia 2.2.10.[23] Se noteazi cu H~ (n, ) subclasa functiilor armonice f,, = h +g,, din H(n, «)

pentru care h si g, sunt de forma

(2.13) hz)=2z— Zakzk7 gn(2) = (=1)" ! Z brz",
k=2 k=1

unde ag, b > 0, [by| < 1.
Din urmitoarea teoremd deducem o conditie suficientd pentru mérginirea coeficientilor functiilor
armonice din Hy(n, cv).

Teorema 2.2.11.[21] Fie f = h + g dati prin (2.4). Daci

(214) Z{w(nvpakaa)|ak+p*1| + 9(n,p,k,a)|bk+p,1|} S 2
k=1
unde "
(=) ()
k+p—1 k+p—1
w(In‘?p?kﬂa): 1—0[
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n n+1
(k+p 1> +a(k+p 1)
6(n,p,k,a) = ~~ L P

11—«

ap=1 0<a<l, necN,

atunci f are aceeasi orientare in U i f € Hp(n, o).
Pentru p = 1 in Teorema 2.2.11, obtinem:

Corolarul 2.2.12.[23] Fie f = h + g datd prin (2.4) cu p = 1. Dacd

(2.15) > Ak, a)lag] + 0(n, k, )by} < 2,
k=1

unde
(k)™ — a(k) ("D
l1—«

(k)" + a(k)~"+Y

sif(n, k,a) = T o

U(n, k,a) =

)

a; =1,0 < a < 1,n € N. Atunci f are orientarea pistrati in U si f € H(n, «).

Urmatoarea teoremi ne aratd cd conditia (2.14) este deasemenea necesara pentru functiile f,, = h + gy,
unde h si g, sunt de forma (2.11).

Teorema 2.2.13.[21] Fie f, = h + g, datd prin relatia (2.11). Atunci f, € H, (n,a) dacd si numai

daca

oo

(216) Z{w(nvpa k, a)ak%*pfl + H(nvpv k» O‘)bk+p*1} S 27
k=1

undea, =1,0<a<1l,neN.
Pentru p = 1 in Teorema 2.2.13, obtinem:

Corolarul 2.2.14.[23] Fie f, = h+g,, datd prin relatia (2.13). Atunci f,, € H™ (n, ) dacd si numai
dacd
(2.17) > {¢(n, k,)ay + 0(n, k, )b} < 2

k=1

undea; =1,0<a<1l,neN.

In continuare se determini punctele de extrem pentru invelitoarea convexi inchisi din H » (n, @), notatd
cuclcoH, (n,a).

Teorema 2.2.15.[21] Fie f,, datd prin relatia (2.11). Atunci f,, € H, (n, @) dacd si numai daci

fn(z) = Z[mkﬂ)—lhk-&-p—l(z) + yk+17_1gnk+p—1(z)]7

k=1
unde
1
hy(2) = 2P, hipap1(2) =2P — ———— F+tp=1 L —93 .
p( ) +p ( ) 1/)(71,]),]{5,0[)
si
1
. =P (-t~ Fhtel 1923 .
g k+P—1(Z) z +( ) a(n’p7k_’a)z ? S S
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0o 00
Tk4p—1 > 0, Yk+p—1 > 0, Tp = 1- § Tk4p—1 — § Yk+p—1-
k=2 k=1

In particular, punctele de extrem pentru Hy (n,a) sunt {hg1p—1} $i {gn,,, . }-
Pentru p = 1 in teorema 2.2.15, obginem

Corolarul 2.2.16.[23] Fie f,, datd prin relagia (2.13). Atunci f,, € H™ (n, «) dacé si numai daci
F(2) =Y lerhi(z) + yegn, ()],
k=1

unde

si
1 _k

In, (2) :z+(—1)nflmz (k=1,2,3,...)

o0 oo
e 20, yp 20, xpzl—zwk—zyk~
k=2 k=1

in particular, punctele de extrem ale lui H~(n, o) sunt {hy} si {91

Urmitoarea teoremd dd un rezultat de deformare pentru functiile din H, (n, ), care determind un

rezultat de acoperire pentru aceasta clasa.

Teorema 2.2.17.[21] Fie f,, € H, (n, ). Atunci, pentru |2| = r < 1 avem

‘fn(z)| < (1 + bp)’rp + {¢(n7pa kva) - Q(n7p7 kva)bp}rp+l

si
|f’ﬂ(2)‘ Z (1 - bP)rp - {(b(n,p, ka OZ) - Q(’I’LJQ, kva)bp}rp-‘rlv
unde
1l-—«a
¢(n7p7kaa> = n n+17
) o)
p+1 p+1
l1+a
Qn,p, k,a) = — T
p o
p+1 p+1
Pentru p = 1 in teorema 2.2.17, obtinem
Corolarul 2.2.18.[23] Fie f,, € H (n, ). Atunci, pentru |z| = r < 1 avem
[fa(2)] < (L +b)r +{d(n, k,a) = Qn, k,a)by }r"
si

|fn(2)] > (1 = b1)r — {p(n, k,a) — Q(n, k, )by }r"H,



unde

o(n,k, o) = 1 nl—ozl n+1
() ()
si
Qn, k,a) = Lo

1 n 1 n+1-°
(z) ()
Urmatorul rezultat de acoperire rezultd din partea stinga a inegalitdtii din Teorema 2.2.17.

Corolarul 2.2.19.[21] Fie f, € H, (n,a), pentru |z| =7 < 1 avem
{’U_) : |w‘ <1l- bp - [gb(n,p,k,oz) - Q(nap7k7a)bp] C fb(U)}

In cel de-al treilea paragraf sunt introduse noi clase de functii armonice definite prin operatorul

Salagean generalizat.

Operatorul diferential Saldgean a fost generalizat de cdtre FM. Al-Oboudi in lucrarea [6]. El este

definit astfel: fie f € Asi m € N, atunci considerim
DYf(2) = £(2);
DYf(2) = (1= NF() +A2f'(2), A>0;
DY f(2) = DYDY £(2).

Definitia 2.3.1.[58] Pentru 0 < a < 1,k € NJA > 0si z € U, fie H(k,«) familia functiilor

armonice f pentru care

> o

Definitia 2.3.2[58] Vom nota cu H ~(k, ) subclasa functiilor armonice fi, = h + gi din H ™ (k, «)

pentru care h si g; sunt de forma
h(z) =z — Z an?™ , gr(z) = (1)1 Z bpz",
n=2 n=2

unde a,, b, > 0,|b,| < 1.

Teorema 2.3.3.[58] Fie f = h + ¢. Daci

(2.19) STk, ) an] + Ok, n, @) [bal} < 2,
n=1
unde k k
_ ;o _ 1
U (k,n, o) = I+ @m-DN)"—ad+@m—-1)A) |
l-«a
_ k B ol
O(k,n,a) = (1+(n—1)A) ;&—_ag + (n—1)N)FF |
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ap=1, 0<a<l, keN,

atunci f are aceeasi orientare in U si f € H(k, a).
Teorema 2.3.4.[58] Fie f,, = h + g, datd prin relatia (2.18). Atunci f,, € H ™ (k, «) dacd si numai
dacd
o0
(2.20) Z{\I'(k, n,a)a, + O(k,n,a)b,} <2,
n=1
undea; = 1,0<a< 1,k eN.
In continuare vom prezenta o teoremi de deformare pentru functiile din H ~ (k, «).

Teorema 2.3.5.[58] Fie f,, € H (k, ). Atunci, pentru |z| = r < 1 avem

[fi(2)] < (1 +b)r + [p(k,n, ) = Q(k,n, a)bi]r?

si
|fk(z)| > (1 - bl)r - [@(kafnﬂa) - Q(kvnaa)bl]rz
unde
11—«
ok, n, @) = 1+ NF — a1+ A+
si
Qk,n,a) = 1ta

(14 N)F — a1+ X)k+t”

Rezultatul este exact pentru functiile

1 —
fr(2) = 24+ b1Z + [p(k,n,a) — Qk,n,a)b01]Z2, 0<b; < oz’ z=r
1+«

fr(2) =2 — b1z — [p(k,n,a) — Qk,n, )b |z, ﬁ—g <b <1, z=r
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3 Subordonari si superordonari diferentiale.

P.T. Mocanu si S.S. Miller pornind de la studiul inegalitatilor diferentiale pentru functii reale, au
considerat inegalitafi diferentiale pentru functii complexe definite 1n discul unitate, punand astfel bazele
teoriei subordondrilor diferentiale ([74], [75]). Teoria a fost pe urmé dezvoltata Tn numeroase alte lucréri.
Ea s-a impus ca fiind o metoda eficientd in obtinerea unor noi rezultate sau in demonstrarea simpla si unitara
a unor rezultate cunoscute.

Recent P.T. Mocanu i S.S. Miller in lucrarea [80] au abordat problema “duala” subordonarilor diferentiale
si au elaborat metoda superordondrilor diferentiale.

Acest capitol contine doui subcapitole. in primul subcapitol sunt prezentate notiuni elementare privind
metoda subordondrilor diferentiale precum si subordondrile si superordonarile diferentiale de tip Briot-
Bouquet.

Definitia 3.1.1. Fie f,¢g € H(U). Spunem ci functia f este subordonati functiei g sau ca functia g
este superordonati functiei f si vom nota

=g

sau
f(z) <g(2),

daci existd o functie Schwarz w € (U), cu w(0) = 0si |w(z)| < 1,z € U astfel incét

f(z) = g(w(2)),z € U.

Definitia 3.1.2. Vom nota cu Q clasa functiilor ¢ care sunt olomorfe si injective pe U \ F(q), unde
E(q)={¢cecoU: 1inéq(z) = o0},
z—

si In plus ¢'(¢) # O pentru ¢ € OU \ E(q).
Multimea F'(q) se numeste multime de exceptie.
Lema 3.1.3.[75] Fie functiile ¢ € Q,¢(0) = a,p ¢ H[a,n],p(z) # a si fie numirul n > 1. Daci
existd punctele zg € U si (o € U \ E(q) astfel incat p(z9) = ¢(¢o) si p(Ur,) C ¢(U), unde vy = |2o|,

atunci exista un numar real m, m > n, astfel incat
zop' (20) = moq’ (Co)

si
zop” (20) oq” (Co)
———— +1>mRe{——> +1}.
P (20) { q'(Co) }
o . Mz+a
Consideram discul Upy = {w € C: |w| < M} siq(z) = M - Vi

qU) =A,q(0) =a,E(q) =¢siqge Q.

Re

cuM > 0si|a| < M, atunci
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Definitia 3.1.4.[75] Fie Q C C, fie functia ¢ € Q sin € N,n > 1. Vom nota cu ¥,[Q, ¢ clasa

functiilor ¢ : C? x U — C care satisfac conditia

(1) ¥(r,s,t;2) € Q

atunci cand

¢q"(¢)
7'(¢)

r:q@%s:nm¢@%Rq£+1]szq +1],

unde z € U,{ € U \ E(q) sim > n.

Multimea U, [Q, g] se numeste clasa functiilor admisibile, iar conditia (1') se numeste conditie de ad-
misibilitate.

In cel de-al doilea subcapitol sunt prezentate subordoniri si superordoniri diferentiale pentru functii
analitice definite cu ajutorul operatorului integral Sdldgean.
Rezultate similare folosind operatorul diferential Sdldgean au fost date in lucrdrile [93], [104].

Teorema 3.2.1.[20] Fie ¢ o functie univalentd in dicul unitate U cu ¢(0) = 1, v € C* astfel incit are

loc:
Re[l%—zq(zq >1nax{0,—Re1}.

q'(2) ¥

Daca f € Asi
1" (2) fi- I"lfKZ)I"+1f(Z)} N

(3.1) ) +y41 Ok =< q(z) +vzq'(2),
atunci are loc

I ()
(3.2) W < q(2)

si g este cea mai bund dominanta a subordondrii (3.2).
Vom da in continuare o aplicatie a teoremei 3.2.1, considerand functia convexa

particulara

) 1+ Az

z) = .
¢ 1+ Bz

Exemplul 3.2.2.[20] Fie A, B,y € C, A # B, astfel incét |B| < 1 gi Rey > 0. Daci pentru f € A

are loc subordonarea

It f(2) I f(2) - I f(2) 1+ Az (A—-B)z
Pﬁ@)*”{l‘ [ (=) }*1+Bz+”u+Baw
atunci
(3.3) I"f(2) 14 Az

"+ 1f(z) "1+ Bz

1+A4
sig(z) = il ::__ Bz este cea mai bund dominantd a subordonarii (3.3).

In continuare este prezentat un rezultat referitor la superordonari.
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Teorema 3.2.3.[20] Fie ¢ o functie convexi in discul unitate U, cu ¢(0) = 1 si v € C astfel incat

Rey > 0. Dacd f € A,

I71+1f(z)
i) e H[L1NQ,
(2 ) )
i) {1 T [ }

este univalentd in U si are loc superordonarea

, " f(z) CIH(R) I ()
(3:4) 4(2) +724 () < e ”{1 )P }
atunci
(3.5) a(z) = I:;J(Cz(j)

si g este cea mai bund subordonantd a superordonarii (3.5).
Combinand rezultatele obtinute in teoremele 3.2.1 si 3.2.3 putem da un rezultat de tip ’sandwich”.
Teorema 3.2.4.[20] Fie ¢ si g2 doud functii convexe in discul unitate U, cu ¢1(0) = ¢2(0) = 1,
~ € C astfel incdt Re v > 0. Daci f € A,
I f ()
I f(2)

este univalentd in U si

n+1 2
ane. D9,

() UG }
)P

¢1(2) +v2q1(2) < " (z) N {1_ I"Uf(z) - I f(2)

I"f(z) [ f(2)]2 }*CD(Z) +7205(2),

atunci

InJrlf(Z)
(3.6) 01(2) < 5 < @2(2),
I f(2)
iar functiile q; si g2 sunt cea mai bund subordonanti, respectiv cea mai bund dominantd a (3.6).
Teorema 3.2.5.[20] Fie ¢ o functie univalentd in discul unitate U, cu ¢(0) = 1, v € C* i presupunem

Re [1 + Z;J,/;g)] > max {0, —Rei} .

ca are loc

Dacd f € Asi

I"f(z I 1f(z Inf(2))? ,
3.7 1+ V)ZWJFIJ;((Z))]Q + 'VZWJ% — 272% < q(z) + 724 (2),
atunci
(3.8) ZM <q(z)

si g este cea mai bund dominanta a subordondrii (3.8).
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Daca alegem ca dominanti g o functie convex particulard de forma

1+ Az

q(2) T+ B

avem urmadtorul exemplu.

Exemplul 3.2.6.[20] Fie A, B,y € C, A # B astfel incat |B| < 1 §i Rey > 0. Daci f € A verificd

subordonarea
1"f(z) "1 f(2) [ f(2)]?
R T TR T TGP
1+ Az n (A-B)z
1+ Bz 7(1 + Bz)?’
atunci
I"f(z) 14 Az
(3.9) Z[In+1f(z)]2 = 1+ Bz
siq(z) = 1 _T_ 22 este cea mai bund dominantd a subordondrii (3.9).
z

Teorema 3.2.7.[20] Fie g o functie convexa in discul unitate U, ¢(0) = 1, v € C astfel incit Rey > 0.
Dacid f € A,

I"f(z)
ZW S H[l, 1] N Q,
I"f(2) " f(2) [ f ()P
G T TR T TGP
este univalentd in U si are loc superordonarea
(3.10) q(2) +v2q'(2) < (1 +7)ZWZJCJS(ZZ)}]Q
"UE) )P

PR TR
atunci
3.11) o(2) < et

TGP
si g este cea mai bund subordonanta a superordonrii (3.11).

Deoarece am obtinut in teorema 3.2.7 si 1n teorema 3.2.5 rezultate referitoare la o subordonare si o
superordonare pentru aceeasi functie, putem sa formulam o teorema de tip ’sandwich”.

Teorema 3.2.8.[20] Fie ¢, qo functii convexe in U, cu ¢;(0) = ¢2(0) = 1, v € C, astfel Incat
Rey > 0. Dacd f € A,

I"f(z)
Z[In“f(z)]? e H[L,1NQ,

I"f () e )P
TR IR 2 )P

(1+7)z

este univalentd in U si

/ I"f(z I"f(z I"f(z)?
71(2) +72q1(2) < (1 +7)z [In+1f‘((z))]2 Tz [["+1f((z))]2 — 22 [I[”+1J(“()z])]3

19



< q2(2) +7245(2),
atunci

" f(2)
R

$i q1 si g2 sunt cea mai bund subordonantd, respectiv cea mai buni dominantd a (3.12).

(3.12) @ (z) <z q2(2)

Teorema 3.2.9.[22] Fie ¢ o functie univalentd in U cu ¢(0) = 1, a € C*, § > 0 si presupunem ci are

Re {1 + qu,/éz)} > max {0, —Rei} .

loc inegalitatea

Daci f € A satisface subordonarea

n+1 P g n+1 = g nf(y
(3.13) (1-a) (I zf( )) —l—a(I zf( )) IiJr{;’()z)
< a(=) + 524 (2),
atunci
(3.14) (Itf()) <q(2)

iar ¢ este cea mai buna dominanti a subordonarii (3.14) .
Teorema 3.2.10.[22] Fie ¢ o functie convexiin U cu¢(0) = 1,a € C,Rea > 0,5 > 0. Daci f € A

astfel incat

<IH+IZM>6 € H[1,1]1NQ,
o (Z) s (20

este univalentd in U si satisface superordonarea

o n+1 P g n+1 P 6 nrly
615 a5+ S (@) < (1) (sz()> +a<I el >> '1£+{J(v()z)’
atunci
n+1 5
(3.16) a(z) < (IJFZf(z)>

si g este cea mai bund subordonantd a superordondrii (3.16).
In continuare vom prezenta un rezultat de tip sandwich.
Teorema 3.2.11.[22] Fie ¢1, g2 functii convexe in U cu ¢1(0) = ¢2(0) =1, € C,Re a > 0,6 > 0.

Daci f € A astfel incat

(Itf(z)y e H[1,1]NQ
S RIC R
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este univalentd in U si satisface

f+f<>>5 ‘o <1"+1f(Z)>5 I"f(2)

0+ Gai(e) < (1) (£ )

[0
< qa(z) + gzq’z(Z),

atunci
n+1 g
a1) a() < (TL2) <ae)

si q1, respectiv go sunt cea mai buni subordonanta, respectiv cea mai buna dominantd a (3.17).
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4 Clase de functii analitice definite prin operatori

Acest capitol cuprinde doud subcapitole.
In primul subcapitol sunt prezentate proprietiti ale functiilor analitice definite prin operatorul integral
Salagean.

Fie A clasa functiilor f normate, de forma
4.1 f(z) = z—i—Zakzk,
k=2

care sunt analitice in discul unitate U.

Se noteazd cu ) clasa functiilor w(z) din U care satisfac conditiile w(0) = 0 si |w(z)| < 1 pentru
zeU.

Definitia 4.1.1.[27] Spunem ci f(z) € A apartine clasei F,, (b, M) daci si numai daci

1 (2)

4.2) E(I”Tf(z)

-1+1-M|< M,

unde M > %, z € U i b # 0 este numir complex.

Stim din [10] cd f(z) € H, (b, M) daci si numai dacd pentru z € U

I"f(z) _ 14[b(1 +m)—mfuw(z)

In+1f(2) 1 —muw(z) ’
undem =1— 77, (M > 1) siw(z) € Q.
Printre primele lucriri consacrate functiilor stelate sau convexe de ordin complex amintim: [9], [91],
[92].
In continuare vom determina conditii suficiente asupra coeficientilor functiilor din clasa %, (b, M),
estiméri ale coeficientilor §i maximizarea |az — pa3| din clasa F,, (b, M) pentru valori complexe ale lui p.
Teorema 4.1.2.[27] Fie functia f(z) definité prin relatia (4.1) . Daca

@3 St -+ - D < ),

are loc, atunci f(z) apartine clasei F, (b, M), undem =1— +; (M > 3).
Teorema 4.1.3.[27] Fie functia f(z) definitd prin relatia (4.1) din clasa F,,(b, M), z € U.

a). Pentru
2m(1 — )Refb) > (1 - )21 —m) ~ [o*(1 +m)

fie .

2m(1 — L)Re{b} ,

N = k k=1,3,...,5— 1.
D20 —m) bR my T
Atunci
1 Lol +m) k-2
J k=2



pentruj =2,3,.... N + 2;

T2 b1 +m) k-2

1
jin(l—%)(N—f—l)!ICl;[Ql PR

4.5 la;| <

pentru j > N + 2.

b). Daca
1 1. 9
2m(1 — DRe{b} < (1= 1)2(1 = m) — [b2(1 +m),
atunci
(4.6) laj| < (} z_lm)|1)|’ pentruj > 2,
PN T g

undem =1— +; (M > 1)sib# 0 numir complex.
Teorema 4.1.4.[27] Daci o functie f(z) definitd prin relatia (4.1) apartine clasei F,, (b, M) si p este

un numdr complex oarecare, atunci

3n+1
4.7) las — pa3| < ——[b(1 + m)|maz{1,|d]}
unde
b1 +m) oy nt1ly M
Rezultatul este exact.
Teorema 4.1.5.[27] Dacid f € A satisface relatia
1"f(z) ap_ I"f(z) 18 5

pentru orice valori reale ale lui « §i 5 cu o + 25 > 0 si pentru orice n € N, atunci

Inf(z))) >0 (zeU).

RG(W

Teorema 4.1.6.[26] Daca f € A satisface

(4.10) |m_1,a\z(m)/‘ﬂ <(1/2P(1 =)™ (zeD),

pentru anumite valori reale o, 3,vsin € Ncua+28 > 0510 < v < 1, atunci

I"f(z)
Re(]"+1f(z)) > (z€U).
Teorema 4.1.7.[26] Dacd f € A satisface

@iy g~ e P < (/2)° (e v)

23



pentru valorile reale «, 5 si v = 8/« + (3, atunci

I"f(2)

Re (]n+1f(

))”’Y >0 (zel).

Definitia 4.1.8.[24] Vom nota F° 1.0 (A, B) clasa functiilor f(z) din A care satisfac conditia

I"f(2) 1+ Az
4.12) 1+b<ln+1f() 1><1+BZ ,2€U

b # 0 este numdr complex, A si B sunt numere arbitrar fixate, —1 < B < A < 1,n € Ng.

Vom nota §2; clasa functiilor analitice mérginite w(z) din U care satisfac conditiile w(0) = 0si |w(z)| <
1, pentru z € U.
Teorema 4.1.9.[24]  Fie functia f(z) definitd prin relatia (4.1) din clasa 7}, ,,(A, B), z € Ussi fie

(A— B
G = (1_1){M+(1_Bg)(1_l)} Jk=23,...,n—1
k k Z

M = [G](simbolul lui Gauss), si [G] partea intreagd a lui G.

(a) Daca
1, 2B(A— B)Re{b 1
(- B > (- PPAZBRE (g ey Ly
k k k
atunci
J (A=B)b _prp_1y_1
(4.13) laj| < j" =1 ’“J, [(1 ) ’f“,pentru j=23,...,.M+2
k 2(1 - E)
si
"Ity 19572 = Bl - §) — ]|
4.14) laj| < j> M+ 2
- O -
(b) Daca
1. 2B(A— B)Re{b 1
(AP < (- HEPAZIR gy Ly
k k k
atunci
i"(A— B)lb
(4.15) la;| < 2 ( 1)| |, > 9.
(1=7)
J
Vom prezenta in continuare o conditie suficientd pentru ca o functie si apartini clasei F° ni1n(A B).
Teorema 4.1.10.[24] Fie functia f(z) definiti prin relatia (4.1). Daci
= 1 (A—B) |ak\
(4.16) St -+ A2 2R pa - < 4By,
k=2

atunci f(z) apartine clasei 7}, ,,(A, B).
Folosind operatorul Ruscheweyh vom introduce o noué subclasa de functii analitice cu coeficienti

negativi din discul unitate U.
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Fie T'(n) clasa functiilor de forma

4.17) flz)=2z— Z arz®, (ax >0, ne€N)
k=n+1

care sunt analitice in discul unitate U.

Definitia 4.2.1. O functie f(z) € T'(1) este din clasa functiilor stelate de ordinul o, 7 () dacd

2f'(2)
f(2)

Definitia 4.2.2.[109] Derivata Ruscheweyh de ordinul 3 notati prin D” f(z) a functiei f(z) din T'(n)

Re{ }>a, (z€eU, 0<a<l).

este definita prin

DPf(z) = ﬁ@f@) —2— Y aBi(B),
k=n+1

unde
B+1)(B+2) .- (B+k—1)
(k—1)!

Definitia 4.2.3.[59] Vom spune cd o functie f € T'(n) este din clasa J,, (8, A\, u; A, B) daci satisface

By(B) =

urmétoarea condifie

2(Df(2)) + A2 (D f(2))" L 1t4s
(1= f(2) + p2(Df(2)) + (A = p)22(DPf(2))" 1+ Bz’

((1<A<B<1, 0<B<1, 0<u<l, pu<A si §>-1).

(4.18)

In particular, 71 (0,0, 0; —(1 — 2a),1) = T*(a) si J1(0,1,1; —(1 — 2a), 1) = C(«), clase care au
fost studiate de Silverman in [112]. Clasa J,,(0, A, A; —(1 — 2«), 1) a fost studiatd de Altintas in [7], iar
clasele 71(0,0,0; A, B) si J1(0,1,1; A, B) au fost studiate de Padmanabhan si Ganesan [95].

Teorema 4.2.4.[59] O functie f(z) € T'(n) datd prin relatia (4.17) este in clasa J,, (0, A, u; A, B)
daca si numai daca

o0

419) 3 [(h— Dk(u(L+A)+ AB — A))+ (1 — )] — A(L — ) + k(B — Ap))Bi(B)ay < B — A,
k=n+1

(-1<A<B<1, 0<B<1, 0<p<l, pw<i B>-1),

Rezultatul este exact pentru functia f(z) datd prin relatia

(4.20) f(z)=2—
B-A
{nl(n+1)(p(1+A) + A(B - A)+ (1 —p)] — Al — ) + (n+ 1)(B — Ap)} Bi(B)
n € N.
Corolarul 4.2.5.[59] Fie f(z) definitd prin relagia (4.17) din clasa 7, (5, A, u; A, B). Atunci

Zn+1’

B-A
= {(k = D[E(p1+A) + M(B = A)) + (1 = w)] + k(B — Ap) — A(L — 1)} Br(B)’
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(k=n+1n+2,.., neN).
in continuare vom prezenta un rezultat de deformare si acoperire pentru clasa 7, (5, A, u; A, B).

Teorema 4.2.6.[59] Daci f € 7,(8, \, u; A, B), atunci
(B B A) n+1

T R D+ A FAB - )+ (1wt DB Ap) A )
<|Df(2)] <
B — A n+1
2D T T DT A A AB - A) T (- @+ (n+ DB - Ap) - AQ—p)
(lz| =r < 1).
Teorema 4.2.7.[59] Dacd f € J,(6, A\, u; A, B), atunci f € T*(0), unde
6=1-—

B-A
(l(n+ (L +A) + ANB = A) + (1= )] + (n+ 1)(B - Ap) = A(1 = ) Bps1 ()

Urmiitoarea teoremi se referd la punctele de extrem pentru clasa J,, (8, A, p; A, B).
Teorema 4.2.8.[59] Fie f,(z) = z si

fe(z) =
=z — B-A ij

{(k=Dk(p(l+A)+ AXB - A))+ (1 =]+ k(B - Ap) — A(1 — )} Br.(3)
k>n+1, neN, —-1<A<B<l1l, 0<B<1l 0<upu<l, p<A p>-1. Atunci

f(2) € Tu(B, A\, u; A, B) dacd si numai dacd poate fi scrisd sub forma

oo

4.22) @)=Y mfu(2),
k=n+1
oo
unde n;, > 0,k > nsi an =1.
k=n
Corolarul 4.2.9.[59] Punctele de extrem pentru clasa functiilor f € 7, (85, A, u; A, B) sunt functiile
fn(z) = zsi
fi(z) =
B—-A &

z— z",

{(k = D[k(p(1+A) + MB = A) + (1 — p)] + k(B — Ap) = A(1 — p) } Br ()
(k>n+1, meN).

Teorema 4.2.10.[59] Pentru orice i = 1,...,m, fie f;(z) definite prin
fi(z) =2z— Z akﬂvzk (ak; >0,i=1,...,m,n eN)
k=n-+1
din clasa J, (8, A, u; A, B). Atunci functia h(z) definitd prin

h(z) = Ztifi(Z), (t; >0,(i=1,..,m); Zti —1)
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este in clasa J,, (0, A, y; A, B).
in continuare vom prezenta un rezultat de incluziune pentru clasa 7, (3, A, u; A, B).
Teorema 4.2.11.[59] Fie0<u<L,u< A\ (B>-1,-1<A<B<1, 0<B<1. Atunci
jn(ﬁa Avﬂa A7 B) g jn(ﬁa 07 Oa A17 Bl); unde Al < 1- 2ma Bl > % §1
m =

n(B—A)

G2 R+ DA+ A+ AB = A) + (L — )] + (1 + (B — An) — A= 0} Brsa(B)

Teorema 4.2.12.[59] Fie 0 < p1 < 1,0 < po < Ly < e < Ao < A, 8 > —1,n € N. Atunci
jn(ﬂv)\la,ufl;AaB) c jn(ﬂv)‘Qa,LLQ;AaB)'
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S Aplicatii aproape stelate generalizate

Vom introduce 1n continuare notiunea de aplicatie aproape stelatd generalizatd pe discul unitate si
vom demonstra cd aceastd notiune poate fi caracterizatd 1n termenii lanturilor Loewner. Vom folosi teoria
lanturilor Loewner pentru a deduce cd anumite clase ale extensiilor operatorului generalizat Roper-Suffridge
pastreaza aproape stelaritatea generalizata.

In teoria geometrici a functiilor de o variabild complexi lanturile Loewner si ecuatia diferentiald
Loewner sunt unelte puternice folosite in studiul functiilor univalente. Ecuatia diferentiald Loewner a fost
introdusa mai intdi de Loewner [72] si Kufarev [64]. Pfaltzgraff [96] generalizeazi lantuirile Loewner
pentru dimensiuni mari. Contributiile de mai tarziu permiteau generalizéri pe bila unitate a spatilui complex
Banach, Poreda [101]. Cele mai bune rezultate posibile privind existenta si regularitatea teoriei ecuatiilor
Loewner In cazul mai multor variabile complexe, au fost obtinute de I. Graham, H. Hamada si G. Kohr [43],
I. Graham, G. Kohr si M. Kohr [40], [41] si I. Graham si G. Kohr [39].

Definitia 5.1.1. O aplicatie f : B" %[0, 00) — C" este numité lan{ Loewner, daci satisface urmétoarele
conditii:
(i) f(,t) este olomorfi si univalentd pe B™, f(0,¢) = 0si Df(0,t) = e'I pentru orice ¢ > 0;
@) f(,8) < f(-,t)cand 0 < s <t < ocosi z € B™.
Conditia de subordonare (ii) implicd faptul cd existd o unicd aplicatie univalentd Schwarz v =

v(z, s,t), numitd aplicatie de tranzitie asociatd lui f(z,t), astfel Incat
f(z,8) = f(v(z,s,t),t),0< s <t <00,z € B".
in plus, normalizarea lui f(z,t) implici normalizarea lui
Dv(0,5,t) =e* 1,0 < s <t < o0,

pentru aplicatia de tranzitie.

Un rol important 1l joacd multimile Caratheodory :
P={pe HU):p(0)=1,Re p(z) >0,z€U}

M = {h € H(B") : h(0) = 0, Dh(0) = I, Re(h(z),2) > 0,z € B"}.

In continuare vom introduce notiunea de aproape stelaritate generalizati.
Definitia 5.1.2.[28] Fie a : [0,00) — C de clasda C* cu p < Rea(t) < 0,t € [0,00), si p < 0.0

aplicatie local biolomorfa normalizatd f : B™ — C™ este o aplicatie aproape stelatd generalizatd daca
5.1 Re[(1 = d/(1)e™ (D f(e"2)] 7! f(e*Vz), 2)] = —Red (t)]|],

z € B"t € [0,00).
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In cazul unei variabile complexe relatia (5.1) devine

F(e)2)

(5.2) Re[(1 - a’(t))m

| > —Red/(t),z € U,t > 0.

Observatia 5.1.3. Dacid a'(t) = A, t € [0,00),(in Definitia 5.1.2.) unde A € C, Re A < 0, se obtine
notinea de aproape stelaritate de ordin complex A. Aceasta notine a fost introdusa recent de citre M. Balaeti
si V. Nechita [14]. Pe de alti parte, dacii a’(t) = o/ — 1,¢ € [0,00), unde @ € [0, 1), obtinem notiunea
de aproape stelaritate de ordin « datoratd lui Feng [33].

De asemenea, dacd a’(¢) = —1 in Definitia 5.1.2, obtinem notiunea aproape stelarititii de ordinul
1/2.

Urmitorul rezultat determind o conditie necesari si suficientd pentru aproape stelaritatea generalizatd
pe U in termenii lanturilor Loewner.

Teorema 5.1.4.[28] Fie f : U — C o functie olomorfi normalizati si a : [0,00) — C o functie de
clasd C*°, astfel incit Re a(t) < 0,¢ € [0, 00). Existd p < 0 astfel incat Re a(t) > p,t > 0. Atunci f este

o aplicatie aproape stelatd generalizatd dacd si numai daca
g(z,t) = 7O (e 2) 2 e Ut >0

este lant Loewner. In particular, f este o functie stelati (i.e., a(t)=0) daci si numai daci g(z,t) = e’ f(z)
este lant Loewner.
Din Teorema 5.1.4 si bine cunoscuta teoremd de crestere pentru clasa S (a se vedea [39], [100])
obtinem urmadtorul corolar.
Corolarul 5.1.5.[28] Fie f(z) o aplicatie aproape stelati generalizatd . Atunci

|Z‘ —al(t a(t |Z|
WSW ()f(e()zﬂgm, zeU,t>0.

Urmitorul rezultat demonstreazd compactitatea clasei Sj (B").
Teorema 5.1.6.[28] Multimea S} (B") este o mulfime compactd.
Urmitoarea definitie se referd la notiunea de reprezentare parametricd pentru aplicatiile biolomorfe
pe B™. Aceastd notiune a fost studiata in lucrdrile [41], [39], [101], [102].
Definitia 5.1.7. Fie f € H(B™) o aplicatie normalizati. Spunem ci f are reprezentare parametrici
daci existd un lanf Loewner f(z, t) pentru care {e~* (-, t) };>0 este o familie normatd pe B" si f = f(-,0).
Fie S°(B™) multimea functiilor care au reprezentare parametricd pe B™.
Numeroase proprietdti ale operatorilor Pfaltzgraff-Suffridge si Roper-Suffridge pot fi gasite in [40],
[97], [122].
Teorema 5.1.8.[29] Fie f o aplicatie aproape stelatd generalizati. Atunci F' = ®,,(f) este de aseme-
nea o aplicatie aproape stelatd generalizata.

Teorema 5.1.9.[29] Multimea ®,,[S; (B")] este compactd.
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