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Introducere

Analiza complexă este una dintre disciplinele la care şcoala românească de matematică a adus impor-

tante contribuţii şi totodată ea este o ramură a matematicii cu largi aplicaţii ı̂n diferite domenii ale ştiinţei şi

tehnicii.

Teoria geometrică a funcţiilor de o variabilă complexă reprezintă o ramură aparte a analizei complexe.

Bazele acestei teorii au fost puse la inceputul secolului trecut odată cu lucrările lui P. Koebe, T.H. Gromwall

şi L. Bieberbach. În 1916 L.Bieberbach enunţa celebra conjectură care ı̂i poartă numele şi care a putut fi

demonstrată doar ı̂n anul 1984 de Louis de Branges. Funcţiile analitice de o variabilă complexă constituie

modelul ideal al transformărilor geometrice din plan.

La dezvoltarea acestui domeniu al matematicii, un rol deosebit l-au avut şi matematicienii români.

G. Călugăreanu este creatorul şcolii româneşti de teoria funcţiilor univalente care a obţinut primele condiţii

necesare şi suficiente de univalenţă exprimate cu ajutorul coeficientilor, iar P. T. Mocanu a introdus clasa

funcţiilor α-convexe, a abordat problema injectivităţii funcţiilor neanalitice şi a creat ı̂mpreună cu S.S.

Miller binecunoscuta metodă de studiu a unor clase de funcţii univalente numită ”metoda funcţiilor ad-

misibile”, metoda subordonărilor diferenţiale, iar mai recent teoria superordonărilor diferenţiale. Folosirea

metodei subordonărilor diferenţiale are un rol important atât ı̂n demonstrarea mult mai simplă a unor rezul-

tate cunoscute deja şi sistematizarea acestora, cât şi ı̂n obţinerea multor rezultate noi.

Dintre tratatele dedicate domeniului teoriei funcţiilor univalente amintim pe cele ale lui P. Duren,

A.W. Goodman, S.S. Miller şi P. Mocanu, P. Montel, C. Pommerenke.

Lucrarea cuprinde cinci capitole şi o bibliografie conţinând 124 titluri, dintre care 12 semnate de

autoare, 10 ca singur autor, iar 2 ı̂n colaborare.

Primul capitol ”Noţiuni şi rezultate preliminare” cuprinde două subcapitole. În acest capitol sunt

prezentate noţiuni şi rezultate de bază, deja cunoscute, necesare pe parcursul tezei.

Al doilea capitol ”Funcţii armonice” este structurat pe trei subcapitole. În primul subcapitol sunt

prezentate noţiuni şi rezultate deja cunoscute despre funcţiile armonice, urmând ca ı̂n subcapitolele doi şi

trei sa fie introduse rezultate originale, privind funcţiile armonice, cu ajutorul operatorului integral Sălăgean

şi operatorul Sălăgean generalizat.

Al treilea capitol ”Subordonări şi superordonări diferenţiale” este structurat pe două subcapitole. În

primul subcapitol ”Noţiuni introductive. Metoda subordonărilor diferenţiale. Subordonări şi superordonări

diferenţiale de tip Briot-Bouquet” sunt prezentate rezultate cunoscute cu privire la subordonări şi superor-

donări, urmând ca ı̂n al doilea subcapitol ”Subordonări şi superordonări diferenţiale pentru funcţii analitice

definite cu ajutorul operatorului integral Sălăgean” să fie introduse noi rezultate cu ajutorul operatorului

integral Sălăgean.

Capitolul al patrulea ”Clase de funcţii analitice definite prin operatori” este structurat pe două sub-

capitole.
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În primul subcapitol sunt introduse noi clase de funcţii analitice definite cu ajutorul operatorului integral

Sălăgean, precum şi anumite proprietăţi ale acestor clase de funcţii prin operatorul specificat, iar ı̂n cel de-

al doilea subcapitol este introdusă o nouă subclasă de funcţii analitice cu coeficienţi negativi definită prin

operatorul Ruscheweyh.

Capitolul cinci este destinat funcţiilor de mai multe variabile complexe. În acest capitol sunt prezen-

tate aplicaţii aproape stelate generalizate asociate cu extensii ale operatorilor.

Ţin să aduc pe această cale mulţumiri conducătorului ştiinţific al lucrării, Prof.univ.dr. Grigore Ştefan

Sălăgean pentru ajutorul acordat ı̂n elaborarea acestei lucrări.

De asemenea aduc mulţumiri tuturor celor care m-au sprijinit şi ı̂nţeles ı̂n munca depusă pentru elab-

orarea acestei lucrări, precum şi ı̂ntregului colectiv de la Catedra de Teoria Funcţiilor.
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1 Noţiuni şi rezultate preliminare

Acest capitol conţine două subcapitole şi prezintă rezultate elementare din teoria geometrică a funcţiilor

univalente.

Definiţia 1.1.1.[51] Fie D o mulţime deschisă din planul complex C. O funcţie complexă f se

numeşte olomorfă pe D daca f este derivabilă ı̂n fiecare punct z0 din mulţimea D. Mulţimea funcţiilor

olomorfe pe D se notează cuH(D).

Definiţia 1.1.2.[51] O funcţie complexă f se numeşte olomorfă pe o mulţime oarecare A ⊂ C, dacă

există o mulţime deschisă D care include pe A astfel ı̂ncât f să fie olomorfă pe D.

Definiţia 1.1.3.[51] Funcţia f se numeşte olomorfă ı̂n punctul z0 daca există o vecinătate V ∈ V (z0)

astfel ı̂ncât f să fie derivabilă ı̂n această vecinătate.

O funcţie olomorfă pe C se numeşte funcţie ı̂ntreagă.

Definiţia 1.1.4.[51] O funcţie olomorfă (sau meromorfă) şi injectivă pe un domeniu D din C se

numeşte univalentă ı̂n D. Notăm cuHu(D) mulţimea funţiilor univalente pe domeniul D.

Definiţia 1.1.5.[51] O funcţie olomorfă (sau meromorfă) pe un domeniu D se numeşte p− valentă ı̂n

acest domeniu, dacă orice valoare a sa este luată ı̂n cel mult p puncte distincte din D şi există cel puţin o

valoare luată ı̂n exact p puncte distincte.

Definiţia 1.1.6.[51] Fie f : D → C, z0 ∈ D. Spunem că funcţia f este analitică ı̂n punctul z0 sau

dezvoltabilă ı̂n serie Taylor ı̂n z0 dacă există un disc U(z0, R) ⊂ D astfel ı̂ncât f să fie suma unei serii

Taylor, adică:

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n, z ∈ U(z0, R).

Spunem că funcţia f este analitică pe D dacă este analitică ı̂n fiecare punct al lui D.

Noţiunea de funcţie univalentă ocupă un rol central ı̂n teoria geometrică a funcţiilor analitice. Prima

lucrare semnificativă, care a atras atenţia asupra studiului funcţiilor univalente aparţine lui P. Koebe [61]

şi a fost publicată ı̂n 1907. În prezent există numeroase tratate şi monografii dedicate studiului funcţiilor

univalente, dintre care le amintim pe cele ale lui P. Montel [89], Z. Nehari [94], L.V. Ahlfors [2], Ch.

Pommerenke [100], A.W. Goodman [38], P.L. Duren [30], D.J. Hallenbeck, T. H. MacGregor [48], S.S.

Miller şi P.T. Mocanu [79], I. Graham şi G. Kohr [39].

Definiţia 1.1.7. Fiind date doua domenii D şi ∆ din C, o funcţie f univalentă ı̂n D astfel ca f(D) =

∆ se numeşte reprezentare conformă a domeniului D pe domeniul ∆. Domeniile D şi ∆ sunt conform

echivalente, dacă există o reprezentare conformă a lui D pe ∆.

În cele ce urmează folosim următoarele notaţii:

U = {z ∈ C : |z| < 1} (discul unitate din planul complex);

Ur = {z ∈ C : |z| < r} pentru r ∈ (0, 1) (interiorul discului unitate din planul complex);

U− = {z ∈ C : |z| > 1} (exteriorul discului unitate din planul complex).
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Vom considera de asemenea, pentru a ∈ C şi n ∈ N∗, mulţimea

H[a, n] = {f ∈ H(U) : f(z) = a+ anz
n + an+1z

n+1 + ...},

An = {f ∈ H(U) : f(z) = z + an+1z
n+1 + ...}

şi

A = A1.

În cel de-al doilea paragraf sunt prezentate câteva clase speciale de funcţii univalente.

A. Clasele S şi Σ

Vom nota cu S = {f ∈ A : f ∈ Hu(U)} clasa funcţiilor univalente ı̂n discul unitate şi normate, cu

condiţiile f(0) = 0 şi f ′(0) = 1, deci funcţiile olomorfe şi univalente ı̂n U , care au dezvoltarea ı̂n serie de

puteri de forma

(1.1) f(z) = z + a2z
2 + ..., |z| < 1.

Studiul funcţiilor meromorfe şi univalente se face ı̂n paralel cu clasa S, considerând clasele

Σ =
{
ϕ ∈ Hu(U−) : ϕ(ζ) = ζ + α0 +

α1

z
+ ...+

αn
zn

+ ..., |ζ| > 1
}

şi

Σ0 = {ϕ ∈ Σ : ϕ(ζ) 6= 0, ζ ∈ U−}.

Observaţia 1.2.1. Este uşor de observat că unei funcţii f ∈ S ı̂i corespunde funcţiaϕ(ζ) = 1/f(1/ζ) ∈

Σ0 şi reciproc, dacă ϕ ∈ Σ0, atunci f(z) = 1/ϕ(1/z) ∈ S, deci ı̂ntre clasele S şi Σ0 exista o bijecţie, iar

clasa Σ este ”mai largă” decât clasa S.

B. Clasa funcţiilor stelate

Definiţia 1.2.2.[87] Fie funcţia f ∈ H(U) cu f(0) = 0. Spunem că funcţia f este stelată ı̂n raport

cu originea (sau pe scurt, stelată) dacă f este univalentă ı̂n U şi f(U) este un domeniu stelat ı̂n raport cu

originea.

Noţiunea de funcţie stelată a fost introdusă de J.Alexander [5] ı̂n 1915.

Definiţia 1.2.3.[87] Se notează cu S∗ clasa funcţiilor f ∈ A care sunt stelate ı̂n discul unitate, adică

S∗ =
{
f ∈ A : Re

zf ′(z)
f(z)

> 0
}
.

Avem că S∗ ⊂ S.

Definiţia 1.2.4.[87] Definim clasa funcţiilor stelate de ordinul α, α < 1, ca fiind clasa

S∗(α) =
{
f ∈ A : Re

zf ′(z)
f(z)

> α, z ∈ U}.

C. Clasa funcţiilor convexe

Noţiunea de funcţie convexă a fost introdusă de E. Study [118] ı̂n 1913.
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Definiţia 1.2.5. Funcţia f ∈ H(U) se numeşte convexă ı̂n U (sau pe scurt, convexă) dacă f este

univalentă ı̂n U şi f(U) este un domeniu convex.

Teorema 1.2.6.[87](Teorema de caracterizare analitică a convexităţii) Fie funcţia f ∈ H(U). Atunci

f este convexă dacă şi numai dacă f ′(0) 6= 0 şi

(1.2) Re
zf ′′(z)
f ′(z)

+ 1 > 0, z ∈ U.

Teorema 1.2.7.[5](Teorema de dualitate a lui Alexander) Funcţia f este convexă ı̂n U dacă şi numai

dacă funcţia F (z) = zf ′(z) este stelată ı̂n U.

Definiţia 1.2.8. Se notează cu K clasa funcţiilor f ∈ A care sunt convexe şi normate ı̂n discul unitate

U , adică

K =
{
f ∈ A : Re

zf ′′(z)
f ′(z)

+ 1 > 0, z ∈ U
}
.

Definiţia 1.2.9.[87] Definim clasa funcţiilor convexe de ordinul α, α < 1, ca fiind clasa

K(α) =
{
f ∈ A : Re

zf ′′(z)
f ′(z)

+ 1 > α, z ∈ U
}
.

Avem incluziunea:K(α) ⊂ K.

D. Clasa funcţiilor Sm

G. Ş. Sălăgean [111] a introdus operatorul deferenţial care permite ı̂n anumite situaţii studierea simul-

tană a claselor de funcţii stelate şi convexe, precum şi a unor subclase ale acestora.

Definiţia 1.2.10.[111] Operatorul diferenţial Sălăgean Dm : A → A, este definit astfel:

D0f(z) = f(z)

D1f(z) = zf ′(z),

Dmf(z) = D1(Dm−1f(z)),m ∈ N∗.

Definiţia 1.2.11.[111] Operatorul integral Sălăgean Im : A → A, este definit astfel

I0f(z) = f(z);

I1f(z) = If(z) =
∫ z

0

f(t)t−1dt;

Imf(z) = I(Im−1f(z)), f ∈ A,m ∈ N∗.

Observaţia 1.2.12. Dacă f ∈ A, f(z) = z +
∞∑
n=2

anz
n, z ∈ U, atunci

Dmf(z) = z +
∞∑
n=2

nmanz
n, z ∈ U.

Definiţia 1.2.13.[111] Spunem că funcţia f ∈ A este m− stelată, m ∈ N, dacă verifică

Re
Dm+1f(z)
Dmf(z)

≥ 0, z ∈ U.
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Vom nota cu Sm clasa acestor funcţii.

Observaţia 1.2.14. Se observă că S0 = S∗ şi S1 = K.

Clasa funcţiilorm− stelate a fost introdusă de către G.Ş. Sălăgean in [111]. G. Ş. Sălăgean a demon-

strat ı̂n aceeaşi lucrare şi incluziunile Sm+1 ⊂ Sm ⊆ S0,m ∈ N, ceea ce implică Sm ⊂ S, unde m ∈ N.

E. Clasa funcţiilor Km

Definiţia 1.2.15. Fiind date două funcţii f, g ∈ A, de forma f(z) = z +
∞∑
n=2

anz
n şi g(z) = z +

∞∑
n=2

bnz
n, produsul de convoluţie (sau produsul Hadamard) al lui f şi g este definit prin

(f ∗ g)(z) = z +
∞∑
n=2

anbnz
n.

Definiţia 1.2.16.[109] Se defineşte operatorul Dm : A → A, m ∈ N, prin

Dmf(z) =
z

(1− z)m+1
∗ f(z) =

z(zm−1f(z))(m)

m!
, z ∈ U.

Operatorul Dm a fost denumit derivata de rang m a lui Ruscheweyh de către H.S.Al-Amiri [4]. Ca şi

derivata Sălăgean, acest operator permite studierea simultană a mai multor clase de funcţii.

Definiţia 1.2.17.[109] Spunem că funcţia f ∈ A aparţine clasei Km dacă satisface inegalitatea

diferenţială

Re
Dm+1f(z)
Dmf(z)

>
1
2
, z ∈ U.

Observaţia 1.2.18. Se observă că K0 = S∗(1/2) şi K1 = K.

Clasele Km ⊂ A au fost studiate de S. Ruscheweyh ı̂n [109], care a demonstrat ı̂n aceeaşi lucrare şi

incluziunile Km+1 ⊂ Km ⊆ K0,m ∈ N. Prin urmare Km ⊂ S,∀m ∈ N.

F. Clasa funcţiilor spiralate

Funcţiile spiralate, introduse de L. Spacek ı̂n 1932, reprezintă o generalizare naturală a funcţiilor stelate.

Numim spirală logaritmică o curbă ı̂n planul complex de forma w(t) = w0e
−λt,

t ∈ R, unde w0 ∈ C∗ = C \ {0} şi λ ∈ C cu Re λ 6= 0.

Fără a se restrânge generalitatea se poate considera λ = eiγ , cu γ ∈ (−π/2, π/2), caz ı̂n care curba

w(t) = w0e
−(cosγ+isinγ)t, t ∈ R se va numi γ− spirală. Observăm că 0− spiralele sunt semidrepte ce

pornesc din origine şi că pentru orice număr real γ dat, cu |γ| < π/2, există o γ− spirală unică astfel ca

aceasta să unească originea cu un punct dat w0 ∈ C∗.

Definiţia 1.2.19.[87] Domeniul D ⊂ C, care conţine originea, se numeşte domeniu spiralat de tip γ,

cu |γ| < π/2, dacă pentru orice punct w0 ∈ D \ {0} arcul de γ− spirală ce uneşte punctul w0 cu originea

este inclus ı̂n D.

7



Definiţia 1.2.20.[87] Spunem că funcţia f ∈ H(U), cu f(0) = 0, este o funcţie spiralată de tip γ ı̂n

discul unitate U dacă f este univalentă ı̂n U şi domeniul f(U) este un domeniu spiralat de tip γ.

Definiţia 1.2.21.[87] Spunem că funcţia f ∈ H(U), cu f(0) = 0, este o funcţie spiralată dacă există

un număr γ, cu |γ| < π/2, astfel ı̂ncât f să fie spiralată de tip γ.

Definiţia 1.2.22.[87] 1. Pentru γ ∈ (−π/2, π/2), se notează cu Ŝγ clasa funcţiilor spiralate de tip γ

şi normate uzual ı̂n discul unitate, adică:

Ŝγ =
{
f ∈ A : Re

[
eiγ

zf ′(z)
f(z)

]
> 0, z ∈ U

}
.

2. Se notează cu Ŝ clasa funcţiilor spiralate şi normate uzual ı̂n discul unitate, adică

Ŝ =
⋃

γ∈(−π/2,π/2)

Ŝγ .

Teorema 1.2.23.[87](Formula de structură pentru clasa Ŝγ) Funcţia f ∈ Ŝγ , γ ∈
(
− π

2 ,
π
2

)
dacă şi

numai dacă există o funcţie µ ∈M [0, 2π] astfel ı̂ncât

(1.3) f(z) = z exp
{
− 2 cos γe−iγ

∫ 2π

0

log(1− ze−it)dµ(t)
}
, z ∈ U,

unde pentru logaritm s-a ales determinarea definită de log 1 = 0.

Definiţia 1.2.24.[87] Fie f ∈ A şi n ∈ N. Spunem că f este o funcţie n−spiralată de tip γ ∈

(−π/2, π/2) dacă Dnf(z) 6= 0, z ∈ U şi

Re
[
eiγ

Dn+1f(z)
Dnf(z)

]
> 0, z ∈ U,

unde Dn este operatorul diferenţial Sălăgean.

Notăm această clasă cu Sγ,n.
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2 Fucţii armonice

Acest capitol este format din trei subcapitole.

În primul subcapitol sunt prezentate rezultate bine cunoscute despre funcţiile armonice.

Definiţia 2.1.1.[31] Fie u : G→ R o funcţie de clasă C2 pe G. Funcţia u se numeşte armonică pe G

(armonică) dacă ∆u ≡ 0 unde

(2.1) ∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
.

∆u se numeşte laplaceianul funcţiei u, iar ecuaţia ∆u = 0 se numeşte ecuaţia lui Laplace.

Teorema 2.1.2.[31](Principiul extremului pentru funcţii armonice) Fie

u : G→ R o funcţie armonică. Dacă z0 ∈ G este un punct de maxim (respectiv minim) al funcţiei u pe G,

atunci u este constantă pe componenta conexă a lui G ce conţine punctul z0.

Teorema 2.1.3.[31](Formula lui Poisson) Fie r > 0 şi u : U(0, r)→ R o funcţie armonică peU(0;R)

şi continuă pe U(0; r). Atunci

(2.2) u(ρeiϕ) =
1

2π

∫ 2π

0

r2 − ρ2

r2 − 2ρr cos(θ − ϕ) + ρ2
u(reiΘ)dΘ,

pentru orice ρ ∈ [0, r) şi ϕ ∈ R.

Corolarul 2.1.4.[31] Fie u : U(z0;R)→ R o funcţie armonică pe U(z0;R) şi continuă pe U(z0;R).

Atunci

(2.3) u(z0 + reiϕ) =
1

2π

∫ 2π

0

R2 − r2

R2 − 2Rr cos(Θ− ϕ) + r2
u(z0 +ReiΘ)dΘ,

pentru orice r ∈ [0, R) şi ϕ ∈ R.

În cel de-al doilea subcapitol sunt introduse noi clase de funcţii armonice definite prin operatorul integral

Sălăgean.

Se notează cu H clasa funcţiilor f = h + g care sunt armonic-univalente şi păstrează orientarea ı̂n

discul unitate U = {z : |z| < 1} , pentru care funcţia f = h+g este normată şi f(0) = h(0) = f ′z(0)−1 =

0.

Ahuja şi Jahangiri au definit clasa Hp(n) (p, n ∈ N), care este alcatuită din funcţiile p−valente

armonice f = h+ g, care au orientarea păstrată ı̂n U şi h şi g sunt de forma

(2.4) h(z) = zp +
∞∑
k=2

ak+p−1z
k+p−1, g(z) =

∞∑
k=1

bk+p−1z
k+p−1, |bp| < 1.

Pentru f = h+ g dată prin relaţia (2.4), operatorul integral Sălăgean este definit astfel

(2.5) Inf(z) = Inh(z) + (−1)nIng(z); p > n, z ∈ U,

unde

Inh(z) = zp +
∞∑
k=2

( p

k + p− 1
)n
ak+p−1z

k+p−1
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şi

Ing(z) =
∞∑
k=1

( p

k + p− 1
)n
bk+p−1z

k+p−1.

Definiţia 2.2.1.[25] Pentru numerele pozitive ı̂ntregi fixate n, p şi pentru 0 ≤ α < 1, β ≥ 0 se notează

cu Hp(n+ 1, n, α, β) clasa funcţiilor armonice multivalente de forma (2.4) care satisfac condiţia

(2.6) Re
{ Inf(z)
In+1f(z)

}
> β

∣∣ Inf(z)
In+1f(z)

− 1
∣∣+ α.

Definiţia 2.2.2.[25] SubclasaH−p (n+1, n, α, β) este alcătuită din funcţiile fn = h+gn dinHp(n, α, β)

pentru care h şi g sunt de forma

(2.7) h(z) = zp −
∞∑
k=2

ak+p−1z
k+p−1, gn(z) = (−1)n−1

∞∑
k=1

bk+p−1z
k+p−1, |bp| < 1.

Teorema 2.2.3.[25] Fie f = h+ g dată prin relaţia (2.4). Dacă

(2.8)
∞∑
k=1

{Ψ(n+ 1, n, p, α, β)|ak+p−1|+ Θ(n+ 1, n, p, α, β)|bk+p−1|} ≤ 2,

unde

Ψ(n+ 1, n, p, α, β) =

(
p

k+p−1

)n(1 + β)− (β + α)
(

p
k+p−1

)n+1

1− α
,

şi

Θ(n+ 1, n, p, α, β) =

(
p

k+p−1

)n(1 + β) +
(

p
k+p−1

)n+1(β + α)

1− α
,

ap = 1, 0 ≤ α < 1, β ≥ 0, n ∈ N, atunci f ∈ Hp(n+ 1, n, α, β).

Următoarea teoremă demonstrează că, condiţia (2.8) este de asemenea necesară pentru funcţia fn =

h+ gn, unde h şi gn sunt de forma (2.7).

Teorema 2.2.4.[25] Fie fn = h+ gn dată prin (2.7). Atunci fn ∈ H−p (n+ 1, n, α, β) dacă şi numai

dacă

(2.9)
∞∑
k=1

[Ψ(n+ 1, n, p, α, β)ak+p−1 + Θ(n+ 1, n, p, α, β)bk+p−1] ≤ 2,

ap = 1, 0 ≤ α < 1, n ∈ N.

Vom prezenta ı̂n continuare o teoremă de deformare pentru funcţiile din clasa H−p (n + 1, n, α, β),

care determină un rezultat de acoperire pentru această clasă.

Theorem 2.2.5.[25] Fie fn ∈ H−p (n+ 1, n, α, β). Pentru |z| = r < 1 avem

|fn(z)| ≤ (1 + bp)rp + [Φ(n+ 1, n, p, α, β)− Ω(n+ 1, n, p, α, β)bp]rn+1+p

şi

|fn(z)| ≥ (1− bp)rp − {Φ(n+ 1, n, p, α, β)− Ω(n+ 1, n, p, α, β)bp}rn+p+1
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unde,

Φ(n+ 1, n, p, α, β) =
1− α(

p
p+1

)n(1 + β)−
(

p
p+1

)n+1(β + α)
,

Ω(n+ 1, n, p, α, β) =
(1 + β) + (α+ β)(

p
p+1

)n(1 + β)−
(

p
p+1

)n+1(β + α)
.

Următorul rezultat de acoperire rezultă din partea stângă a inegalităţii din Teorema 2.2.5.

Corolarul 2.2.6. Fie fn ∈ H−p (n+ 1, n, α, β), atunci pentru |z| = r < 1 avem

{w : |w < 1− bp − [Φ(n+ 1, n, p, α, β)− Ω(n+ 1, n, p, α, β)bp] ⊂ fn(U)}.

Definiţia 2.2.7.[21] Pentru 0 ≤ α < 1, n ∈ N, z ∈ U , se notează cu Hp(n, α) familia funcţiilor

armonice f de forma (2.4) pentru care

(2.10) Re
( Inf(z)
In+1f(z)

)
> α.

Definiţia 2.2.8.[21] Se notează cu H−p (n, α) subclasa alcătuită din funcţiile armonice fn = h + gn

din Hp(n, α) pentru care h şi gn sunt de forma

(2.11) h(z) = zp −
∞∑
k=2

ak+p−1z
k+p−1 şi gn(z) = (−1)n−1

∞∑
k=1

bk+p−1z
k+p−1

unde ak+p−1, bk+p−1 ≥ 0, |bp| < 1.

Definiţia 2.2.9.[23] Pentru 0 ≤ α < 1, n ∈ N, z ∈ U , H(n, α) este familia funcţiilor armonice f de

forma (2.4), cu p = 1 pentru care

(2.12) Re
{ Inf(z)
In+1f(z)

}
> α.

Definiţia 2.2.10.[23] Se notează cu H−(n, α) subclasa funcţiilor armonice fn = h+ gn din H(n, α)

pentru care h şi gn sunt de forma

(2.13) h(z) = z −
∞∑
k=2

akz
k, gn(z) = (−1)n−1

∞∑
k=1

bkz
k,

unde ak, bk ≥ 0, |b1| < 1.

Din următoarea teoremă deducem o condiţie suficientă pentru mărginirea coeficienţilor funcţiilor

armonice din Hp(n, α).

Teorema 2.2.11.[21] Fie f = h+ g dată prin (2.4). Dacă

(2.14)
∞∑
k=1

{ψ(n, p, k, α)|ak+p−1|+ θ(n, p, k, α)|bk+p−1|} ≤ 2

unde

ψ(n, p, k, α) =

(
p

k + p− 1

)n
− α

(
p

k + p− 1

)n+1

1− α
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θ(n, p, k, α) =

(
p

k + p− 1

)n
+ α

(
p

k + p− 1

)n+1

1− α
,

ap = 1, 0 ≤ α < 1, n ∈ N,

atunci f are aceeaşi orientare ı̂n U şi f ∈ Hp(n, α).

Pentru p = 1 ı̂n Teorema 2.2.11, obţinem:

Corolarul 2.2.12.[23] Fie f = h+ g dată prin (2.4) cu p = 1. Dacă

(2.15)
∞∑
k=1

{ψ(n, k, α)|ak|+ θ(n, k, α)|bk|} ≤ 2,

unde

ψ(n, k, α) =
(k)−n − α(k)−(n+1)

1− α
şi θ(n, k, α) =

(k)−n + α(k)−(n+1)

1− α
,

a1 = 1, 0 ≤ α < 1, n ∈ N. Atunci f are orientarea păstrată ı̂n U şi f ∈ H(n, α).

Următoarea teoremă ne arată că condiţia (2.14) este deasemenea necesară pentru funcţiile fn = h+ gn,

unde h şi gn sunt de forma (2.11).

Teorema 2.2.13.[21] Fie fn = h+ gn dată prin relaţia (2.11). Atunci fn ∈ H−p (n, α) dacă şi numai

dacă

(2.16)
∞∑
k=1

{ψ(n, p, k, α)ak+p−1 + θ(n, p, k, α)bk+p−1} ≤ 2,

unde ap = 1, 0 ≤ α < 1, n ∈ N.

Pentru p = 1 ı̂n Teorema 2.2.13, obţinem:

Corolarul 2.2.14.[23] Fie fn = h+ gn dată prin relaţia (2.13). Atunci fn ∈ H−(n, α) dacă şi numai

dacă

(2.17)
∞∑
k=1

{ψ(n, k, α)ak + θ(n, k, α)bk} ≤ 2

unde a1 = 1, 0 ≤ α < 1, n ∈ N.

În continuare se determină punctele de extrem pentru ı̂nvelitoarea convexă ı̂nchisă dinH−p (n, α), notată

cu clcoH−p (n, α).

Teorema 2.2.15.[21] Fie fn dată prin relaţia (2.11). Atunci fn ∈ H−p (n, α) dacă şi numai dacă

fn(z) =
∞∑
k=1

[xk+p−1hk+p−1(z) + yk+p−1gnk+p−1(z)],

unde

hp(z) = zp, hk+p−1(z) = zp − 1
ψ(n, p, k, α)

zk+p−1, k = 2, 3, . . .

şi

gnk+p−1(z) = zp + (−1)n−1 · 1
θ(n, p, k, α)

zk+p−1, k = 1, 2, 3, . . .

12



xk+p−1 ≥ 0, yk+p−1 ≥ 0, xp = 1−
∞∑
k=2

xk+p−1 −
∞∑
k=1

yk+p−1.

În particular, punctele de extrem pentru H−p (n, α) sunt {hk+p−1} şi {gnk+p−1}.

Pentru p = 1 ı̂n teorema 2.2.15, obţinem

Corolarul 2.2.16.[23] Fie fn dată prin relaţia (2.13). Atunci fn ∈ H−(n, α) dacă şi numai dacă

fn(z) =
∞∑
k=1

[xkhk(z) + ykgnk
(z)],

unde

h(z) = z, hk(z) = z − 1
ψ(n, k, α)

zk, (k = 2, 3, . . . )

şi

gnk
(z) = z + (−1)n−1 1

θ(n, k, α)
zk (k = 1, 2, 3, . . . )

xk ≥ 0, yk ≥ 0, xp = 1−
∞∑
k=2

xk −
∞∑
k=1

yk.

În particular, punctele de extrem ale lui H−(n, α) sunt {hk} şi {gnk}.

Următoarea teoremă dă un rezultat de deformare pentru funcţiile din H−p (n, α), care determină un

rezultat de acoperire pentru această clasă.

Teorema 2.2.17.[21] Fie fn ∈ H−p (n, α). Atunci, pentru |z| = r < 1 avem

|fn(z)| ≤ (1 + bp)rp + {φ(n, p, k, α)− Ω(n, p, k, α)bp}rp+1

şi

|fn(z)| ≥ (1− bp)rp − {φ(n, p, k, α)− Ω(n, p, k, α)bp}rp+1,

unde

φ(n, p, k, α) =
1− α(

p

p+ 1

)n
− α

(
p

p+ 1

)n+1 ,

Ω(n, p, k, α) =
1 + α(

p

p+ 1

)n
− α

(
p

p+ 1

)n+1 .

Pentru p = 1 ı̂n teorema 2.2.17, obţinem

Corolarul 2.2.18.[23] Fie fn ∈ H−(n, α). Atunci, pentru |z| = r < 1 avem

|fn(z)| ≤ (1 + b1)r + {φ(n, k, α)− Ω(n, k, α)b1}rn+1

şi

|fn(z)| ≥ (1− b1)r − {φ(n, k, α)− Ω(n, k, α)b1}rn+1,
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unde

φ(n, k, α) =
1− α(

1
2

)n
− α

(
1
2

)n+1

şi

Ω(n, k, α) =
1 + α(

1
2

)n
− α

(
1
2

)n+1 .

Următorul rezultat de acoperire rezultă din partea stângă a inegalităţii din Teorema 2.2.17.

Corolarul 2.2.19.[21] Fie fn ∈ H−p (n, α), pentru |z| = r < 1 avem

{w : |w| < 1− bp − [φ(n, p, k, α)− Ω(n, p, k, α)bp] ⊂ fb(U)}.

În cel de-al treilea paragraf sunt introduse noi clase de funcţii armonice definite prin operatorul

Sălăgean generalizat.

Operatorul diferenţial Sălăgean a fost generalizat de către F.M. Al-Oboudi ı̂n lucrarea [6]. El este

definit astfel: fie f ∈ A şi m ∈ N, atunci considerăm

D0
λf(z) = f(z);

D1
λf(z) = (1− λ)f(z) + λzf ′(z), λ > 0;

Dm
λ f(z) = D1

λ(Dm−1
λ f(z)).

Definiţia 2.3.1.[58] Pentru 0 ≤ α < 1, k ∈ N, λ ≥ 0 şi z ∈ U, fie H(k, α) familia funcţiilor

armonice f pentru care

(2.18) Re
( Dk

λf(z)
Dk+1
λ f(z)

)
> α.

Definiţia 2.3.2[58] Vom nota cu H−(k, α) subclasa funcţiilor armonice fk = h + gk din H−(k, α)

pentru care h şi gk sunt de forma

h(z) = z −
∞∑
n=2

anz
n , gk(z) = (−1)k−1

∞∑
n=2

bnz
n,

unde an, bn ≥ 0, |bn| < 1.

Teorema 2.3.3.[58] Fie f = h+ g. Dacă

(2.19)
∞∑
n=1

{Ψ(k, n, α)|an|+ Θ(k, n, α)|bn|} ≤ 2,

unde

Ψ(k, n, α) =
(1 + (n− 1)λ)k − α(1 + (n− 1)λ)k+1

1− α
,

Θ(k, n, α) =
(1 + (n− 1)λ)k + α(1 + (n− 1)λ)k+1

1− α
,
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a1 = 1, 0 ≤ α ≤ 1, k ∈ N,

atunci f are aceeaşi orientare ı̂n U şi f ∈ H(k, α).

Teorema 2.3.4.[58] Fie fn = h + gn dată prin relaţia (2.18). Atunci fn ∈ H−(k, α) dacă şi numai

dacă

(2.20)
∞∑
n=1

{Ψ(k, n, α)an + Θ(k, n, α)bn} ≤ 2,

unde a1 = 1, 0 ≤ α < 1, k ∈ N.

În continuare vom prezenta o teoremă de deformare pentru funcţiile din H−(k, α).

Teorema 2.3.5.[58] Fie fn ∈ H−(k, α). Atunci, pentru |z| = r < 1 avem

|fk(z)| ≤ (1 + b1)r + [ϕ(k, n, α)− Ω(k, n, α)b1]r2

şi

|fk(z)| ≥ (1− b1)r − [ϕ(k, n, α)− Ω(k, n, α)b1]r2

unde

ϕ(k, n, α) =
1− α

(1 + λ)k − α(1 + λ)k+1

şi

Ω(k, n, α) =
1 + α

(1 + λ)k − α(1 + λ)k+1
.

Rezultatul este exact pentru funcţiile

fk(z) = z + b1z + [ϕ(k, n, α)− Ω(k, n, α)b1]z2, 0 ≤ b1 <
1− α
1 + α

, z = r

fk(z) = z − b1z − [ϕ(k, n, α)− Ω(k, n, α)b1]z2, 1−α
1+α < b1 < 1, z = r.

15



3 Subordonări şi superordonări diferenţiale.

P.T. Mocanu şi S.S. Miller pornind de la studiul inegalităţilor diferenţiale pentru funcţii reale, au

considerat inegalităţi diferenţiale pentru funcţii complexe definite ı̂n discul unitate, punând astfel bazele

teoriei subordonărilor diferenţiale ([74], [75]). Teoria a fost pe urmă dezvoltată ı̂n numeroase alte lucrări.

Ea s-a impus ca fiind o metodă eficientă ı̂n obţinerea unor noi rezultate sau ı̂n demonstrarea simplă şi unitară

a unor rezultate cunoscute.

Recent P.T. Mocanu şi S.S. Miller ı̂n lucrarea [80] au abordat problema ”duală” subordonărilor diferenţiale

şi au elaborat metoda superordonărilor diferenţiale.

Acest capitol conţine două subcapitole. În primul subcapitol sunt prezentate noţiuni elementare privind

metoda subordonărilor diferenţiale precum şi subordonările şi superordonările diferenţiale de tip Briot-

Bouquet.

Definiţia 3.1.1. Fie f, g ∈ H(U). Spunem că funcţia f este subordonată funcţiei g sau că funcţia g

este superordonată funcţiei f şi vom nota

f ≺ g

sau

f(z) ≺ g(z),

dacă există o funcţie Schwarz w ∈ (U), cu w(0) = 0 şi |w(z)| < 1, z ∈ U astfel ı̂ncât

f(z) = g(w(z)), z ∈ U.

Definiţia 3.1.2. Vom nota cu Q clasa funcţiilor q care sunt olomorfe şi injective pe U \ E(q), unde

E(q) =
{
ζ ∈ ∂U : lim

z→ζ
q(z) =∞

}
,

şi ı̂n plus q′(ζ) 6= 0 pentru ζ ∈ ∂U \ E(q).

Mulţimea E(q) se numeşte mulţime de excepţie.

Lema 3.1.3.[75] Fie funcţiile q ∈ Q, q(0) = a, p /∈ H[a, n], p(z) 6= a şi fie numărul n ≥ 1. Dacă

există punctele z0 ∈ U şi ζ0 ∈ ∂U \ E(q) astfel ı̂ncât p(z0) = q(ζ0) şi p(Ur0) ⊂ q(U), unde r0 = |z0|,

atunci există un număr real m,m ≥ n, astfel ı̂ncât

z0p
′(z0) = mζ0q

′(ζ0)

şi

Re
z0p”(z0)
p′(z0)

+ 1 ≥ mRe
{ζ0q”(ζ0)
q′(ζ0)

+ 1
}
.

Considerăm discul UM = {w ∈ C : |w| < M} şi q(z) = M ·Mz + a

M + az
cu M > 0 şi |a| < M , atunci

q(U) = ∆, q(0) = a,E(q) = φ şi q ∈ Q.
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Definiţia 3.1.4.[75] Fie Ω ⊂ C, fie funcţia q ∈ Q şi n ∈ N, n ≥ 1. Vom nota cu Ψn[Ω, q] clasa

funcţiilor ψ : C3 × U → C care satisfac condiţia

(1′) ψ(r, s, t; z) /∈ Ω

atunci când

r = q(ζ), s = mζq′(ζ),Re
[ t
s

+ 1
]
≥ mRe

[ζq”(ζ)
q′(ζ)

+ 1
]
,

unde z ∈ U, ζ ∈ ∂U \ E(q) şi m ≥ n.

Mulţimea Ψn[Ω, q] se numeşte clasa funcţiilor admisibile, iar condiţia (1′) se numeşte condiţie de ad-

misibilitate.

În cel de-al doilea subcapitol sunt prezentate subordonări şi superordonări diferenţiale pentru funcţii

analitice definite cu ajutorul operatorului integral Sălăgean.

Rezultate similare folosind operatorul diferenţial Sălăgean au fost date ı̂n lucrările [93], [104].

Teorema 3.2.1.[20] Fie q o funcţie univalentă ı̂n dicul unitate U cu q(0) = 1, γ ∈ C∗ astfel ı̂ncât are

loc:

Re
[
1 +

zq′′(z)
q′(z)

]
> max

{
0,−Re

1
γ

}
.

Dacă f ∈ A şi

(3.1)
In+1f(z)
Inf(z)

+ γ

{
1− In−1f(z)In+1f(z)

[Inf(z)]2

}
≺ q(z) + γzq′(z),

atunci are loc

(3.2)
In+1f(z)
Inf(z)

≺ q(z)

şi q este cea mai bună dominantă a subordonării (3.2).

Vom da ı̂n continuare o aplicaţie a teoremei 3.2.1, considerând funcţia convexă

particulară

q(z) =
1 +Az

1 +Bz
.

Exemplul 3.2.2.[20] Fie A,B, γ ∈ C, A 6= B, astfel ı̂ncât |B| ≤ 1 şi Reγ > 0. Dacă pentru f ∈ A

are loc subordonarea

In+1f(z)
Inf(z)

+ γ

{
1− In−1f(z) · In+1f(z)

[Inf(z)]2

}
≺ 1 +Az

1 +Bz
+ γ

(A−B)z
(1 +Bz)2

,

atunci

(3.3)
Inf(z)
In+1f(z)

≺ 1 +Az

1 +Bz

şi q(z) =
1 +Az

1 +Bz
este cea mai bună dominantă a subordonării (3.3).

În continuare este prezentat un rezultat referitor la superordonări.

17



Teorema 3.2.3.[20] Fie q o funcţie convexă ı̂n discul unitate U , cu q(0) = 1 şi γ ∈ C astfel ı̂ncât

Reγ > 0. Dacă f ∈ A,
In+1f(z)
Inf(z)

∈ H[1, 1] ∩Q,

In+1f(z)
Inf(z)

+ γ

{
1− In−1f(z) · In+1f(z)

[Inf(z)]2

}
este univalentă ı̂n U şi are loc superordonarea

(3.4) q(z) + γzq′(z) ≺ In+1f(z)
Inf(z)

+ γ

{
1− In−1f(z) · In+1f(z)

[Inf(z)]2

}
,

atunci

(3.5) q(z) ≺ In+1f(z)
Inf(z)

şi q este cea mai bună subordonantă a superordonării (3.5).

Combinând rezultatele obţinute ı̂n teoremele 3.2.1 şi 3.2.3 putem da un rezultat de tip ”sandwich”.

Teorema 3.2.4.[20] Fie q1 şi q2 două funcţii convexe ı̂n discul unitate U , cu q1(0) = q2(0) = 1,

γ ∈ C astfel ı̂ncât Re γ > 0. Dacă f ∈ A,

In+1f(z)
Inf(z)

∈ H[1, 1] ∩Q, In+1f(z)
Inf(z)

+ γ

{
1− In−1f(z) · In+1f(z)

[Inf(z)]2

}
este univalentă ı̂n U şi

q1(z) + γzq′1(z)≺ In+1f(z)
Inf(z)

+ γ

{
1− In−1f(z) · In+1f(z)

[Inf(z)]2

}
≺q2(z) + γzq′2(z),

atunci

(3.6) q1(z) ≺ In+1f(z)
Inf(z)

≺ q2(z),

iar funcţiile q1 şi q2 sunt cea mai bună subordonantă, respectiv cea mai bună dominantă a (3.6).

Teorema 3.2.5.[20] Fie q o funcţie univalentă ı̂n discul unitate U , cu q(0) = 1, γ ∈ C∗ şi presupunem

că are loc

Re
[
1 +

zq′′(z)
q′(z)

]
> max

{
0,−Re

1
γ

}
.

Dacă f ∈ A şi

(3.7) (1 + γ)z
Inf(z)

[In+1f(z)]2
+ γz

In−1f(z)
[In+1f(z)]2

− 2γz
[Inf(z)]2

[In+1f(z)]3
≺ q(z) + γzq′(z),

atunci

(3.8) z
Inf(z)

[In+1f(z)]2
≺ q(z)

şi q este cea mai bună dominantă a subordonării (3.8).
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Dacă alegem ca dominantă q o funcţie convexă particulară de forma

q(z) =
1 +Az

1 +Bz

avem următorul exemplu.

Exemplul 3.2.6.[20] Fie A,B, γ ∈ C, A 6= B astfel ı̂ncât |B| ≤ 1 şi Reγ > 0. Dacă f ∈ A verifică

subordonarea

(1 + γ)z
Inf(z)

[In+1f(z)]2
+ γz

In−1f(z)
[In+1f(z)]2

− 2γz
[Inf(z)]2

[In+1f(z)]3

≺ 1 +Az

1 +Bz
+ γ

(A−B)z
(1 +Bz)2

,

atunci

(3.9) z
Inf(z)

[In+1f(z)]2
≺ 1 +Az

1 +Bz

şi q(z) =
1 +Az

1 +Bz
este cea mai bună dominantă a subordonării (3.9).

Teorema 3.2.7.[20] Fie q o funcţie convexă ı̂n discul unitate U , q(0) = 1, γ ∈ C astfel ı̂ncât Reγ > 0.

Dacă f ∈ A,

z
Inf(z)

[In+1f(z)]2
∈ H[1, 1] ∩Q,

(1 + γ)z
Inf(z)

[In+1f(z)]2
+ γz

In−1f(z)
[In+1f(z)]2

− 2γz
[Inf(z)]3

[In+1f(z)]3

este univalentă ı̂n U şi are loc superordonarea

(3.10) q(z) + γzq′(z) ≺ (1 + γ)z
Inf(z)

[In+1f(z)]2

+γz
In−1f(z)

[In+1f(z)]2
− 2γz

[Inf(z)]2

[In+1f(z)]3
,

atunci

(3.11) q(z) ≺ z Inf(z)
[In+1f(z)]2

şi q este cea mai bună subordonantă a superordonării (3.11).

Deoarece am obţinut ı̂n teorema 3.2.7 şi ı̂n teorema 3.2.5 rezultate referitoare la o subordonare şi o

superordonare pentru aceeaşi funcţie, putem să formulăm o teoremă de tip ”sandwich”.

Teorema 3.2.8.[20] Fie q1, q2 funcţii convexe ı̂n U , cu q1(0) = q2(0) = 1, γ ∈ C, astfel ı̂ncât

Reγ > 0. Dacă f ∈ A,

z
Inf(z)

[In+1f(z)]2
∈ H[1, 1] ∩Q,

(1 + γ)z
Inf(z)

[In+1f(z)]2
+ γz

In−1f(z)
[In+1f(z)]2

− 2γz
[Inf(z)]2

[In+1f(z)]3

este univalentă ı̂n U şi

q1(z) + γzq′1(z) ≺ (1 + γ)z
Inf(z)

[In+1f(z)]2
+ γz

In−1f(z)
[In+1f(z)]2

− 2γz
[Inf(z)]2

[In+1f(z)]3
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≺ q2(z) + γzq′2(z),

atunci

(3.12) q1(z) ≺ z Inf(z)
[In+1f(z)]2

≺ q2(z)

şi q1 şi q2 sunt cea mai bună subordonantă, respectiv cea mai bună dominantă a (3.12).

Teorema 3.2.9.[22] Fie q o funcţie univalentă ı̂n U cu q(0) = 1, α ∈ C∗, δ > 0 şi presupunem că are

loc inegalitatea

Re
[
1 +

zq′′(z)
q′(z)

]
> max

{
0,−Re

δ

α

}
.

Dacă f ∈ A satisface subordonarea

(3.13) (1− α)
(
In+1f(z)

z

)δ
+ α

(
In+1f(z)

z

)δ
· Inf(z)
In+1f(z)

≺ q(z) +
α

δ
zq′(z),

atunci

(3.14)
(
In+1f(z)

z

)δ
≺ q(z)

iar q este cea mai bună dominantă a subordonării (3.14) .

Teorema 3.2.10.[22] Fie q o funcţie convexă ı̂n U cu q(0) = 1, α ∈ C, Re α > 0, δ > 0. Dacă f ∈ A

astfel ı̂ncât (
In+1f(z)

z

)δ
∈ H[1, 1] ∩Q,

(1− α)
(
In+1f(z)

z

)δ
+ α

(
In+1f(z)

z

)δ
· Inf(z)
In+1f(z)

este univalentă ı̂n U şi satisface superordonarea

(3.15) q(z) +
α

δ
zq′(z) ≺ (1− α)

(
In+1f(z)

z

)δ
+ α

(
In+1f(z)

z

)δ
· Inf(z)
In+1f(z)

,

atunci

(3.16) q(z) ≺
(
In+1f(z)

z

)δ
şi q este cea mai bună subordonantă a superordonării (3.16).

În continuare vom prezenta un rezultat de tip sandwich.

Teorema 3.2.11.[22] Fie q1, q2 funcţii convexe ı̂n U cu q1(0) = q2(0) = 1, α ∈ C, Re α > 0, δ > 0.

Dacă f ∈ A astfel ı̂ncât (
In+1f(z)

z

)δ
∈ H[1, 1] ∩Q

(1− α)
(
In+1f(z)

z

)δ
+ α

(
In+1f(z)

z

)δ
· Inf(z)
In+1f(z)
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este univalentă ı̂n U şi satisface

q1(z) +
α

δ
zq′1(z) ≺ (1− α)

(
In+1f(z)

z

)δ
+ α

(
In+1f(z)

z

)δ
· Inf(z)
In+1f(z)

≺ q2(z) +
α

δ
zq′2(z),

atunci

(3.17) q1(z) ≺
(
In+1f(z)

z

)δ
≺ q2(z)

şi q1, respectiv q2 sunt cea mai bună subordonantă, respectiv cea mai bună dominantă a (3.17).
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4 Clase de funcţii analitice definite prin operatori

Acest capitol cuprinde două subcapitole.

În primul subcapitol sunt prezentate proprietăţi ale funcţiilor analitice definite prin operatorul integral

Sălăgean.

Fie A clasa funcţiilor f normate, de forma

(4.1) f(z) = z +
∞∑
k=2

akz
k,

care sunt analitice ı̂n discul unitate U .

Se notează cu Ω clasa funcţiilor w(z) din U care satisfac condiţiile w(0) = 0 şi |w(z)| < 1 pentru

z ∈ U .

Definiţia 4.1.1.[27] Spunem că f(z) ∈ A aparţine clasei Fn(b,M) dacă şi numai dacă

(4.2) |1
b

(
Inf(z)
In+1f(z)

− 1) + 1−M | < M,

unde M > 1
2 , z ∈ U şi b 6= 0 este număr complex.

Ştim din [10] că f(z) ∈ Hn(b,M) dacă şi numai dacă pentru z ∈ U

Inf(z)
In+1f(z)

=
1 + [b(1 +m)−m]w(z)

1−mw(z)
,

unde m = 1− 1
M , (M > 1

2 ) şi w(z) ∈ Ω.

Printre primele lucrări consacrate funcţiilor stelate sau convexe de ordin complex amintim: [9], [91],

[92].

În continuare vom determina condiţii suficiente asupra coeficienţilor funcţiilor din clasa Fn(b,M),

estimări ale coeficienţilor şi maximizarea |a3 − µa2
2| din clasa Fn(b,M) pentru valori complexe ale lui µ.

Teorema 4.1.2.[27] Fie funcţia f(z) definită prin relaţia (4.1) . Dacă

(4.3)
∞∑
k=2

{(1− 1
k

) + |b(1 +m)
k

+m(1− 1
k

)|} |ak|
kn
≤ |b(1 +m)|,

are loc, atunci f(z) aparţine clasei Fn(b,M), unde m = 1− 1
M (M > 1

2 ).

Teorema 4.1.3.[27] Fie funcţia f(z) definită prin relaţia (4.1) din clasa Fn(b,M), z ∈ U .

a). Pentru

2m(1− 1
k

)Re{b} > (1− 1
k

)2(1−m)− |b|2(1 +m),

fie

N = [
2m(1− 1

k )Re{b}
(1− 1

k )2(1−m)− |b|2(1 +m)
], k = 1, 3, ..., j − 1.

Atunci

(4.4) |aj | ≤
1

1
jn (1− 1

j )!

j∏
k=2

|b(1 +m)
k

+ (
k − 2
k

)m|,
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pentru j = 2, 3, ..., N + 2;

(4.5) |aj | ≤
1

1
jn (1− 1

j )(N + 1)!

N+3∏
k=2

|b(1 +m)
k

+ (
k − 2
k

)m|,

pentru j > N + 2.

b). Dacă

2m(1− 1
k

)Re{b} ≤ (1− 1
k

)2(1−m)− |b|2(1 +m),

atunci

(4.6) |aj | ≤
(1 +m)|b|
1
jn (1− 1

j )
, pentruj ≥ 2,

unde m = 1− 1
M (M > 1

2 ) şi b 6= 0 număr complex.

Teorema 4.1.4.[27] Dacă o funcţie f(z) definită prin relaţia (4.1) aparţine clasei Fn(b,M) şi µ este

un număr complex oarecare, atunci

(4.7) |a3 − µa2
2| ≤

3n+1

2
|b(1 +m)|max{1, |d|}

unde

(4.8) d =
b(1 +m)
2 · 3n+1

[22n+4µ− 3n+1]− m

2
.

Rezultatul este exact.

Teorema 4.1.5.[27] Dacă f ∈ A satisface relaţia

(4.9)
∣∣ Inf(z)
In+1f(z)

− 1
∣∣α∣∣z( Inf(z)

In+1f(z)
)′∣∣β < (1/2)β , (z ∈ U)

pentru orice valori reale ale lui α şi β cu α+ 2β ≥ 0 şi pentru orice n ∈ N, atunci

Re
( Inf(z)
In+1f(z)

)
> 0 (z ∈ U).

Teorema 4.1.6.[26] Dacă f ∈ A satisface

(4.10)
∣∣ Inf(z)
In+1f(z)

− 1
∣∣α∣∣z( Inf(z)

In+1f(z)
)′∣∣β < (1/2)β(1− γ)α+β (z ∈ U),

pentru anumite valori reale α, β, γ şi n ∈ N cu α+ 2β ≥ 0 şi 0 ≤ γ < 1, atunci

Re
( Inf(z)
In+1f(z)

)
> γ (z ∈ U).

Teorema 4.1.7.[26] Dacă f ∈ A satisface

(4.11)
∣∣ Inf(z)
In+1f(z)

− 1
∣∣α∣∣z( Inf(z)

In+1f(z)
)′∣∣β < (γ/2)β (z ∈ U)
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pentru valorile reale α, β şi γ = β/α+ β, atunci

Re
( Inf(z)
In+1f(z)

)1/γ
> 0 (z ∈ U).

Definiţia 4.1.8.[24] Vom nota Fbn+1,n(A,B) clasa funcţiilor f(z) din A care satisfac condiţia

(4.12) 1 +
1
b

(
Inf(z)
In+1f(z)

− 1
)
≺ 1 +Az

1 +Bz
, z ∈ U

b 6= 0 este număr complex, A şi B sunt numere arbitrar fixate, −1 ≤ B < A ≤ 1, n ∈ N0.

Vom nota Ω1 clasa funcţiilor analitice mărginitew(z) din U care satisfac condiţiilew(0) = 0 şi |w(z)| <

1, pentru z ∈ U.

Teorema 4.1.9.[24] Fie funcţia f(z) definită prin relaţia (4.1) din clasa Fbn+1,n(A,B), z ∈ U şi fie

G =
(A−B)2|b|2

(1− 1
k ){ 2B(A−B)Re{b}

k + (1−B2)(1− 1
k )}

, k = 2, 3, ..., n− 1

M = [G](simbolul lui Gauss), şi [G] partea ı̂ntreagă a lui G.

(a) Dacă

(A−B)2|b|2 > (1− 1
k

){2B(A−B)Re{b}
k

+ (1−B2)(1− 1
k

)},

atunci

(4.13) |aj | ≤ jn
∏j
k=2 |

(A−B)b
k −B[(1− 1

k )− 1
k ]|∏j

k=2(1− 1
k )

, pentru j = 2, 3, ...,M + 2

şi

(4.14) |aj | ≤
jn
∏M+3
k=2 |

(A−B)b
k −B[(1− 1

k )− 1
k ]|

(1− 1
j )
∏M+3
k=2 (1− 1

k )
, j > M + 2.

(b) Dacă

(A−B)2|b|2 ≤ (1− 1
k

){2B(A−B)Re{b}
k

+ (1−B2)(1− 1
k

)},

atunci

(4.15) |aj | ≤
jn(A−B)|b|

(1− 1
j )

, j ≥ 2.

Vom prezenta ı̂n continuare o condiţie suficientă pentru ca o funcţie să aparţină clasei Fbn+1,n(A,B).

Teorema 4.1.10.[24] Fie funcţia f(z) definită prin relaţia (4.1). Dacă

(4.16)
∞∑
k=2

{(1− 1
k

) + | (A−B)b
k

−B(1− 1
k

)|} |ak|
kn
≤ (A−B)|b|,

atunci f(z) aparţine clasei Fbn+1,n(A,B).

Folosind operatorul Ruscheweyh vom introduce o nouă subclasă de funcţii analitice cu coeficienţi

negativi din discul unitate U .
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Fie T (n) clasa funcţiilor de forma

(4.17) f(z) = z −
∞∑

k=n+1

akz
k, (ak ≥ 0, n ∈ N)

care sunt analitice ı̂n discul unitate U .

Definiţia 4.2.1. O funcţie f(z) ∈ T (1) este din clasa funcţiilor stelate de ordinul α, T ∗(α) dacă

Re
{zf ′(z)
f(z)

}
> α, (z ∈ U, 0 ≤ α < 1).

Definiţia 4.2.2.[109] Derivata Ruscheweyh de ordinul β notată prin Dβf(z) a funcţiei f(z) din T (n)

este definită prin

Dβf(z) =
z

(1− z)1+β
~ f(z) = z −

∞∑
k=n+1

akBk(β)zk,

unde

Bk(β) =
(β + 1)(β + 2) · ... · (β + k − 1)

(k − 1)!
.

Definiţia 4.2.3.[59] Vom spune că o funcţie f ∈ T (n) este din clasa Jn(β, λ, µ;A,B) dacă satisface

următoarea condiţie

(4.18)
z(Dβf(z))′ + λz2(Dβf(z))′′

(1− µ)f(z) + µz(Dβf(z))′ + (λ− µ)z2(Dβf(z))′′
≺ 1 +Az

1 +Bz
,

(−1 ≤ A < B ≤ 1, 0 ≤ B ≤ 1, 0 ≤ µ ≤ 1, µ ≤ λ şi β > −1).

În particular, J1(0, 0, 0;−(1 − 2α), 1) ≡ T ∗(α) şi J1(0, 1, 1;−(1 − 2α), 1) ≡ C(α), clase care au

fost studiate de Silverman in [112]. Clasa Jn(0, λ, λ;−(1 − 2α), 1) a fost studiată de Altintas ı̂n [7], iar

clasele J1(0, 0, 0;A,B) şi J1(0, 1, 1;A,B) au fost studiate de Padmanabhan şi Ganesan [95].

Teorema 4.2.4.[59] O funcţie f(z) ∈ T (n) dată prin relaţia (4.17) este ı̂n clasa Jn(β, λ, µ;A,B)

dacă şi numai dacă

(4.19)
∞∑

k=n+1

[(k− 1)[k(µ(1 +A) +λ(B−A)) + (1−µ)]−A(1−µ) + k(B−Aµ)]Bk(β)ak ≤ B−A,

(−1 ≤ A < B ≤ 1, 0 ≤ B ≤ 1, 0 ≤ µ ≤ 1, µ ≤ λ, β > −1).

Rezultatul este exact pentru funcţia f(z) dată prin relaţia

(4.20) f(z) = z−

B −A
{n[(n+ 1)(µ(1 +A) + λ(B −A)) + (1− µ)]−A(1− µ) + (n+ 1)(B −Aµ)}Bk(β)

zn+1,

n ∈ N.

Corolarul 4.2.5.[59] Fie f(z) definită prin relaţia (4.17) din clasa Jn(β, λ, µ;A,B). Atunci

ak ≤
B −A

{(k − 1)[k(µ(1 +A) + λ(B −A)) + (1− µ)] + k(B −Aµ)−A(1− µ)}Bk(β)
,
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(k = n+ 1, n+ 2, ..., n ∈ N).

În continuare vom prezenta un rezultat de deformare şi acoperire pentru clasa Jn(β, λ, µ;A,B).

Teorema 4.2.6.[59] Dacă f ∈ Jn(β, λ, µ;A,B), atunci

r − (B −A)
n[(n+ 1)(µ(1 +A) + λ(B −A)) + (1− µ)] + (n+ 1)(B −Aµ)−A(1− µ)

rn+1 ≤

≤ |Dβf(z)| ≤

(4.21) r +
B −A

n[(n+ 1)(µ(1 +A) + λ(B −A)) + (1− µ)] + (n+ 1)(B −Aµ)−A(1− µ)
rn+1,

(|z| = r < 1).

Teorema 4.2.7.[59] Dacă f ∈ Jn(β, λ, µ;A,B), atunci f ∈ T ∗(δ), unde

δ = 1−

− B −A
(n[(n+ 1)(µ(1 +A) + λ(B −A)) + (1− µ)] + (n+ 1)(B −Aµ)−A(1− µ))Bn+1(β)

.

Următoarea teoremă se referă la punctele de extrem pentru clasa Jn(β, λ, µ;A,B).

Teorema 4.2.8.[59] Fie fn(z) = z şi

fk(z) =

= z − B −A
{(k − 1)[k(µ(1 +A) + λ(B −A)) + (1− µ)] + k(B −Aµ)−A(1− µ)}Bk(β)

zk,

k ≥ n + 1, n ∈ N, −1 ≤ A < B < 1, 0 ≤ B ≤ 1, 0 ≤ µ ≤ 1, µ ≤ λ, β > −1. Atunci

f(z) ∈ Jn(β, λ, µ;A,B) dacă şi numai dacă poate fi scrisă sub forma

(4.22) f(z) =
∞∑

k=n+1

ηkfk(z),

unde ηk ≥ 0, k ≥ n şi
∞∑
k=n

ηk = 1.

Corolarul 4.2.9.[59] Punctele de extrem pentru clasa funcţiilor f ∈ Jn(β, λ, µ;A,B) sunt funcţiile

fn(z) = z şi

fk(z) =

z − B −A
{(k − 1)[k(µ(1 +A) + λ(B −A)) + (1− µ)] + k(B −Aµ)−A(1− µ)}Bk(β)

zk,

(k ≥ n+ 1, n ∈ N).

Teorema 4.2.10.[59] Pentru orice i = 1, ...,m, fie fi(z) definite prin

fi(z) = z −
∞∑

k=n+1

ak,iz
k (ak,i ≥ 0, i = 1, ...,m, n ∈ N)

din clasa Jn(β, λ, µ;A,B). Atunci funcţia h(z) definită prin

h(z) =
m∑
i=1

tifi(z), (ti ≥ 0, (i = 1, ...,m);
m∑
i=1

ti = 1)
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este ı̂n clasa Jn(β, λ, µ;A,B).

În continuare vom prezenta un rezultat de incluziune pentru clasa Jn(β, λ, µ;A,B).

Teorema 4.2.11.[59] Fie 0 ≤ µ ≤ 1, µ ≤ λ, β > −1,−1 ≤ A < B ≤ 1, 0 ≤ B ≤ 1. Atunci

Jn(β, λ, µ;A,B) ⊆ Jn(β, 0, 0;A1, B1), unde A1 ≤ 1− 2m,B1 ≥ A1+m
1−m şi

m =

(4.23)
n(B −A)

{n[(n+ 1)(µ(1 +A) + λ(B −A)) + (1− µ)] + (n+ 1)(B −Aµ)−A(1− µ)}Bn+1(β)
.

Teorema 4.2.12.[59] Fie 0 ≤ µ1 ≤ 1, 0 ≤ µ2 ≤ 1, µ1 ≤ µ2 ≤ λ2 ≤ λ1, β > −1, n ∈ N. Atunci

Jn(β, λ1, µ1;A,B) ⊆ Jn(β, λ2, µ2;A,B).
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5 Aplicaţii aproape stelate generalizate

Vom introduce ı̂n continuare noţiunea de aplicaţie aproape stelată generalizată pe discul unitate şi

vom demonstra că această noţiune poate fi caracterizată ı̂n termenii lanţurilor Loewner. Vom folosi teoria

lanţurilor Loewner pentru a deduce că anumite clase ale extensiilor operatorului generalizat Roper-Suffridge

păstrează aproape stelaritatea generalizată.

În teoria geometrică a funcţiilor de o variabilă complexă lanţurile Loewner şi ecuaţia diferenţială

Loewner sunt unelte puternice folosite ı̂n studiul funcţiilor univalente. Ecuaţia diferenţială Loewner a fost

introdusă mai ı̂ntâi de Loewner [72] şi Kufarev [64]. Pfaltzgraff [96] generalizează lanţuirile Loewner

pentru dimensiuni mari. Contribuţiile de mai târziu permiteau generalizări pe bila unitate a spaţilui complex

Banach, Poreda [101]. Cele mai bune rezultate posibile privind existenţa şi regularitatea teoriei ecuaţiilor

Loewner ı̂n cazul mai multor variabile complexe, au fost obţinute de I. Graham, H. Hamada şi G. Kohr [43],

I. Graham, G. Kohr şi M. Kohr [40], [41] şi I. Graham şi G. Kohr [39].

Definiţia 5.1.1. O aplicaţie f : Bn×[0,∞)→ Cn este numită lanţ Loewner, dacă satisface următoarele

condiţii:

(i) f(·, t) este olomorfă şi univalentă pe Bn, f(0, t) = 0 şi Df(0, t) = etI pentru orice t ≥ 0;

(ii) f(·, s) ≺ f(·, t) când 0 ≤ s ≤ t <∞ şi z ∈ Bn.

Condiţia de subordonare (ii) implică faptul că există o unică aplicaţie univalentă Schwarz v =

v(z, s, t), numită aplicaţie de tranziţie asociată lui f(z, t), astfel ı̂ncât

f(z, s) = f(v(z, s, t), t), 0 ≤ s ≤ t <∞, z ∈ Bn.

În plus, normalizarea lui f(z, t) implică normalizarea lui

Dv(0, s, t) = es−tI, 0 ≤ s ≤ t <∞,

pentru aplicaţia de tranziţie.

Un rol important ı̂l joacă mulţimile Caratheodory :

P = {p ∈ H(U) : p(0) = 1,Re p(z) > 0, z ∈ U}

M = {h ∈ H(Bn) : h(0) = 0, Dh(0) = I,Re〈h(z), z〉 > 0, z ∈ Bn}.

În continuare vom introduce noţiunea de aproape stelaritate generalizată.

Definiţia 5.1.2.[28] Fie a : [0,∞) → C de clasă C∞ cu µ ≤ Rea(t) ≤ 0, t ∈ [0,∞), şi µ < 0. O

aplicaţie local biolomorfă normalizată f : Bn → Cn este o aplicaţie aproape stelată generalizată dacă

(5.1) Re[(1− a′(t))e−a(t)〈[Df(ea(t)z)]−1f(ea(t)z), z〉] ≥ −Rea′(t)‖z‖2,

z ∈ Bn, t ∈ [0,∞).
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În cazul unei variabile complexe relaţia (5.1) devine

(5.2) Re[(1− a′(t)) f(ea(t)z)
ea(t)zf ′(ea(t)z)

]
≥ −Rea′(t), z ∈ U, t ≥ 0.

Observaţia 5.1.3. Dacă a′(t) = λ, t ∈ [0,∞),(ı̂n Definiţia 5.1.2.) unde λ ∈ C, Re λ ≤ 0, se obţine

noţinea de aproape stelaritate de ordin complex λ. Această noţine a fost introdusă recent de către M. Balaeti

şi V. Nechita [14]. Pe de altă parte, dacă a′(t) = α/α− 1, t ∈ [0,∞), unde α ∈ [0, 1), obţinem noţiunea

de aproape stelaritate de ordin α datorată lui Feng [33].

De asemenea, dacă a′(t) = −1 ı̂n Definiţia 5.1.2, obţinem noţiunea aproape stelarităţii de ordinul

1/2.

Următorul rezultat determină o condiţie necesară şi suficientă pentru aproape stelaritatea generalizată

pe U ı̂n termenii lanţurilor Loewner.

Teorema 5.1.4.[28] Fie f : U → C o funcţie olomorfă normalizată şi a : [0,∞) → C o funcţie de

clasă C∞, astfel ı̂ncât Re a(t) ≤ 0, t ∈ [0,∞). Există µ < 0 astfel ı̂ncât Re a(t) ≥ µ, t ≥ 0. Atunci f este

o aplicaţie aproape stelată generalizată dacă şi numai dacă

g(z, t) = et−a(t)f(ea(t)z), z ∈ U, t ≥ 0

este lanţ Loewner. În particular, f este o funcţie stelată (i.e., a(t)=0) dacă şi numai dacă g(z, t) = etf(z)

este lanţ Loewner.

Din Teorema 5.1.4 şi bine cunoscuta teoremă de creştere pentru clasa S (a se vedea [39], [100])

obţinem următorul corolar.

Corolarul 5.1.5.[28] Fie f(z) o aplicaţie aproape stelată generalizată . Atunci

|z|
(1 + |z|)2

≤ |e−a(t)f(ea(t)z)| ≤ |z|
(1− |z|)2

, z ∈ U, t ≥ 0.

Următorul rezultat demonstrează compactitatea clasei S∗g (Bn).

Teorema 5.1.6.[28] Mulţimea S∗g (Bn) este o mulţime compactă.

Următoarea definiţie se referă la noţiunea de reprezentare parametrică pentru aplicaţiile biolomorfe

pe Bn. Această noţiune a fost studiată ı̂n lucrările [41], [39], [101], [102].

Definiţia 5.1.7. Fie f ∈ H(Bn) o aplicaţie normalizată. Spunem că f are reprezentare parametrică

dacă există un lanţ Loewner f(z, t) pentru care {e−tf(·, t)}t≥0 este o familie normată peBn şi f = f(·, 0).

Fie S0(Bn) mulţimea funcţiilor care au reprezentare parametrică pe Bn.

Numeroase proprietăţi ale operatorilor Pfaltzgraff-Suffridge şi Roper-Suffridge pot fi găsite ı̂n [40],

[97], [122].

Teorema 5.1.8.[29] Fie f o aplicaţie aproape stelată generalizată. Atunci F = Φn(f) este de aseme-

nea o aplicaţie aproape stelată generalizată.

Teorema 5.1.9.[29] Mulţimea Φn[S∗g (Bn)] este compactă.
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[21] L. I. Cotı̂rlă, Harmonic multivalent functions defined by integral operator, Studia Univ. Babeş-Bolyai,
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[111] Gr. Şt. Sălăgean, Subclasses of univalent functions, Complex Analysis, Fifth Romanian-Finnish Sem-

inar, Part 1 (Bucharest, 1981), Lecture Notes in Math., vol. 1013, Springer, Berlin, 1983, 362-372.

[112] H. Silverman, Univalent functions with negative coefficients, Proc. Amer. Math. Soc.,51(1975), 109-

116.

[113] H. Silverman, Harmonic univalent functions with negative coefficients, J. Math. Anal. Appl.

220(1998), 283-289.

[114] H. Silverman, E. M. Silvia, Subclasses of harmonic univalent functions, New Zealand J. Math.

28(1999), 275-284.

[115] N.S. Sohi, L.P. Singh, A class of bounded starlike functions of complex order, Indian J. Pure Appl.

Math., 33(1991), 29-35.

[116] H. M. Srivastava, S. Owa and S. K. Chatterjea, A note on certain classes of starlike functions, Rend.

Sem. Mat. Univ. Padova, 77(1987), 115-124.
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