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Chapter	1.	Introduction	

1.3.	Computational	details	

  Starting  geometries  of  fullerenes were  obtained  using  the  CaGe  [47,  48]  software 

package, while  the  geometries  of  the  junctions were  built manually  or  by  the  aid  of  the 

Nanos  Studio  [49]  software  package  (used  for  attaching  nanotubes).  Full  geometry 

optimizations with and without symmetry constraints were performed using  the PM3  [50] 

and PM6 [51] semiempirical methods.  

  Fullerenes, tetrahedral and octahedral  junctions were re‐optimized at the DFT  level 

of  theory using  the popular B3LYP  [52] exchange‐correlation density  functional  (Becke 88 

exchange functional [53] and the correlation functional of Lee, Yang and Parr [54]). Although 

the structures were also optimized with smaller basis sets (3‐21G* and 4‐31G) in the present 

work only the single point calculation results obtained with the 6‐31G(d,p) [55, 56] basis set 

are presented. 

  Y‐junctions only at  the  semiempirical  level were  studied because of  the  size of  the 

molecule. 

  Geometry  optimizations  performed  with  and  without  symmetry  constraints  and 

resulted  in  identical  structures.  Vibrational  frequencies  were  calculated  at  the  same 

theoretical  level  at which  the  optimization was  done,  to  ensure  that  a  true minima was 

found. 

  All calculations were performed using Gaussian 09 package [57].  

  Omega  polynomials  were  computed  using  the  Nano  Studio  package  [49].  Map 

transformations of selected structures was performed using the CVNet program [58]. 
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  As it was previously presented, all possible fullerenes with tetrahedral symmetry and 

a  number  of  atoms  smaller  than  120  were  generated  and  classified  according  to  the 

structural  pattern  they  present.  From  the  fullerenes  belonging  to  class  B  tetrahedral 

junctions with armchair openings were built by homeomorph  transformation of  the  three 

edges which  are  shared  between  the  core  hexagon  and  the  pentagons  in  the  structural 

fragment. 

  Attempts to build tetrahedral junctions from the other tetrahedral fullerenes (class A 

and C) resulted  in the same structures that were obtained  from the class B  fullerenes. The 

correspondence which was  found between  the  junctions  and  fullerenes  is  summarized  in 

Table 3. It is obvious that the structures from a row of Table 3 can be transformed between 

each other by modifying (inclusion/extrusion of carbon atoms) the topology of the structural 

fragment. 

  Notice  that  in  the  last  column  no  structure  is  given  in  the  first  two  rows.  This  is 

because  although  there  is  a  corresponding  structure,  it  is  not  a  classical  fullerene  (the 

number  of  atoms  is  smaller  than  20).  It  must  be  mentioned  that  two  structures  have 

icosahedral  symmetry  (C60  and  C80),  however  they  fit  into  the  series  not  just  by  their 

structure but also energetically (see below). 
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Table 3 The correspondence between the tetrahedral junctions Tj(3,3) and the tetrahedral fullerenes from each class. 

# 
Tetrahedral junctions* 

Tjn‐TU[3,3] / f7 = 12 

Tetrahedral fullerenes 

Cn‐8 / pattern A  Cn‐24 / pattern B  Cn‐32 / pattern C 

1  Tj52
4‐ (T) / (D2)  C44 (T)  C28

4‐ (Td)  – 

2  Tj64
4‐ (Td) / (D2d)  C56 (Td)  C40

4‐ (Td)  – 

3  Tj76
4‐ (T) / (D2)  C68 (T)  C52

4‐ (T)  C44 (T) 

4  Tj84 (T)  C76
4‐ (T)  C60 (Ih)  C52

4‐ (T) 

5  Tj100
4‐ (Td) / (D2d)  C92 (Td)  C76

4‐ (Td)  C68
4‐ (Td) 

6  Tj108 (Td)  C100
4‐ (Td)  C84 (Td)  C76

4‐ (Td) 

7  Tj112
4‐ (T) / (D2)  C104 (T)  C88

4‐ (T)  C80
6‐ (Ih) 

8  Tj124
4‐ (T) / (D2)  C116 (T)  C100

4‐ (T)  C92 (T) 

9  Tj144 (Td)  C136
4‐ (Td)  C120 (Td)  C112

4‐ (Td) 

10  Tj148
4‐ (T) / (D2)  C140 (T)  C124

4‐ (T)  C116 (T) 

*Symmetry of  the negatively  charged  tetrahedral  junction  is given  first, and  second  the  symmetry of  the neutral molecule  (singlet  state  is 

considered). 
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  In Figure 21 the total energy  (Etot  in a.u.) of  fullerenes  from each class  is plotted as 

function of the total energy (Etot in a.u.) of the corresponding tetrahedral junction. Statistical 

data  confirms  that  there  is  a  perfect  linear  correlation  between  the  total  energies.  This 

concludes that a relationship exists between the junction and the parent fullerene. 

 

Table 4  Single point energy  results  (total  energy  Etot  and  gap energy Egap) obtained  at  the 
B3LYP/6‐31G(d,p) level of theory for the neutral and negatively charged tetrahedral junctions. 
For a better estimation the total energy difference ΔEtot is given in kcal/mol. 

Etot (au)  ΔEtot 

(kcal/mol) 

Egap (eV)  ΔEgap 

(eV) neutral  charged (4‐)  neutral  charged (4‐) 

Tj52 (T) / (D2)  ‐1995.456  ‐1994.957  ‐313.249  1.433  2.167  ‐0.734 

Tj64 (Td) / (D2d)  ‐2452.628  ‐2452.215  ‐259.077  1.291  2.199  ‐0.908 

Tj76 (T) / (D2)  ‐2910.149  ‐2909.807  ‐214.850  1.260  2.330  ‐1.070 

Tj100 (Td) / (D2d)  ‐3824.692  ‐3824.371  ‐201.644  0.976  1.104  ‐0.128 

Tj112 (T) / (D2)  ‐4282.120  ‐4281.851  ‐168.892  0.905  1.091  ‐0.187 

 

  The stability of the neutral tetrahedral junctions with lowered symmetry (D2d and D2) 

and the negatively charged ones were evaluated at the B3LYP/6‐31G(d,p) level of theory and 

are compared in Table 4. The energy difference ΔEtot (presented in kcal/mol) shows that the 

neutral  structures  have  a  lower  energy,  the  energy  gain  however  decreases  with  the 

increase of the structure’s size. Therefore from a thermodynamic point of view the neutral 

junctions  show  a better  stability. The gap energy  as  a measure of  kinetic  stability  gives a 

reversed order of the structures, as the last column shows in Table 4 the charged tetrahedral 

junctions have a  larger gap. This stability difference  is more pronounced  in the case of the 

first three junctions, where ΔEgap is almost one eV. 

  The plot in Figure 22 presents the total energy per number of carbon atoms (Etot/N in 

au) and the gap energy (Egap in au) of the tetrahedral junctions as function of the number of 

carbon atoms. It can be seen that the energy increases with the size of the system, although 

after a given size (Tj100) the decrease in stability is slightly smaller. 
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C84‐Td‐junction 

11 1 11 11( ( ( ( ))))Le S Le Le T  TU3.3.0 

v =108 , f6 = 28, f7 = 12, e = 150 

Omega Polynomial  1 3 712(2 1) 24 6m X mX mX      

'( ,1) 138 12G m    

CI index  2 2138 2778 132CI m m    ; Example:  3; 179862m CI   

Sadhana Polynomial  138 11 138 9 138 512(2 1) 24 6m m mSd m X mX mX       

 

 

C84‐Td‐junction 

11 1 11 11( ( ( ( ))))Le S Le Le T  TU3.3.1 

v = 132, f6 = 40 f7 = 12, e = 186 

Omega Polynomial  1 2 3 96( 1) 12( 1) (30 6) 6m X m X m X mX         

'( ,1) 174 12G m    

CI index  2 2174 3366 144CI m m    ; Example:  5; 773874m CI   

Sadhana Polynomial  174 11 174 10 174 9 174 36( 1) 12( 1) (30 6) 6m m m mSd m X m X m X mX           

 

 

C60‐td‐junction 

11 1 21( ( ( )))Le S Ca T TU3.3.0 

v = 84, f6 = 16, f7 = 12, e = 114 

Omega Polynomial  1 2 312(2 1) 12 18m X mX mX      

'( ,1) 102 12G m    

CI index  2 2102 2214 132CI m m    ; Example:  2; 46176m CI   

Sadhana Polynomial  102 11 102 10 102 912(2 1) 12 18m m mSd m mX mX       

 

 

C60‐td‐junction 

11 1 21( ( ( )))Le S Ca T TU3.3.1 

v = 108, f6 = 28 f7 = 12, e = 150 

Omega Polynomial  1 2 36( 1) 12( 1) 6(6 1)m X m X m X        

'( ,1) 138 12G m    

CI index  2 2138 2934 144CI m m    ; Example  4; 316584m CI   

Sadhana Polynomial  138 11 138 10 138 96( 1) 12( 1) 6(6 1)m m mSd m X m X m X         



33 
 

 

C120‐td‐junction 

11 1 11 2.0( ( ( ( ))))Le S Le Q T TU3.3.0 

v = 144, f6 = 46 f7 = 12, e = 204 

Omega Polynomial  1 3 4 6 1212(2 1) 12 6 12 3m X mX mX mX mX        

'( ,1) 192 12G m    

CI index  2 2192 3516 132CI m m    ; Example:  2; 154620m CI   

Sadhana 

Polynomial 

192 11 192 9 192 8 192 6 19212(2 1) 12 6 12 3m m m m mSd m X mX mX mX mX          

 

 

C120‐td‐junction 

11 1 11 2.0( ( ( ( ))))Le S Le Q T  TU3.3.1 

v = 168, f6 = 58 f7 = 12, e = 240 

Omega 

Polynomial 

1 2 3 6 126( 1) 12( 1) 6(3 1) 18 3m X m X m X mX mX          

'( ,1) 228 12G m    

CI index  2 2228 4176 144CI m m    ; Example:  7; 2576592m CI   

Sadhana 

Polynomial 

228 11 228 10 228 9 228 6 2286( 1) 12( 1) 6(3 1) 18 3m m m m mSd m X m X m X mX mX          

 

 

C76‐td‐junction TU3.3.0  v = 100, f6 = 24 f7 = 12, e = 138 

Omega Polynomial  1 2 3 512(2 1) 12 6 12m X mX mX mX       

'( ,1) 126 12G m    

CI index  2 2126 2598 132CI m m    ; Example:  2; 68832m CI   

Sadhana Polynomial  126 11 126 10 126 9 126 712(2 1) 12 6 12m m m mSd m X mX mX mX         

 

C76‐td‐junction TU3.3.1  v = 124, f6 = 36 f7 = 12, e = 174 

Omega Polynomial  1 2 3 56( 1) 12(2 1) 6( 1) 18m X m X m X mX         

'( ,1) 162 12G m    

CI index  2 2162 3282 144CI m m    ; Example:  3; 246186m CI   

Sadhana Polynomial  162 11 162 10 162 9 162 76( 1) 12(2 1) 6( 1) 18m m m mSd m X m X m X mX           
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The first derivative of Omega polynomial gives the number of the edges in G. The first 

derivative of Sadhana polynomials in x=1 is a multiple of the number of the edges, as shown 

above. The Cluj‐Ilmenau CI index is a topological index, useful in correlating properties with 

molecular structures. 

By construction, the “negative” polygon is 7 (an odd ring, with no opposite edges), so 

that the strip remains at the level of a single monomer unit and the polynomials are additive 

in  their  coefficients.  In  the  above,  “negative”  refers  to  polygons  inducing  the  negative 

curvature  at  the  junction  of  tetrapodal  units.  The  terms  at  c=1  (in  Omega  polynomial) 

account for the non‐opposite edges or the odd rings. 

Remark  in  these  tables  the  simplicity  at  exponents  of  Omega  vs  Sadhana 

polynomials;  the  polynomial  order  increases  as  the  size  of  fullerenes  increases.  The  first 

derivative is 1st and 2nd order in m, for Omega and Sadhana, respectively. The value in x=1 is 

the same for both polynomials and accounts for the total number of strips. For the first three 

units,  the  same  values  ( ,1); ( ,1)G Sd G  are  obtained,  telling  about  their  structural 

relatedness. 

 

 

4.3.	Topological	description	of	networks	built	from	P‐type	

junctions	

  The studied P‐type networks are periodic graphitic arrangements with hexagonal and 

heptagonal rings of carbon. They are a series of open networks made of sp2 carbon atoms 

only.  To  the  structures  under  study  can  connect  six  (4,  4)  armchair  carbon  nanotubes, 

therefore a genus three. The topology of such P‐type networks can be described by the aid 

of  some  counting  polynomial,  called Omega  polynomial.  Analytical  formulas  for  counting 

polynomial, and derived indices, in P‐type networks are given. 

  The  unit  cell  of  the  Schwarz  P  (primitive)  triply  periodic minimal  surface  can  be 

described as the intersection of six tubes coming through the faces of a cube, that meet into 

a 6–coordinated octahedral junction (also known as the “plumber’s nightmare”). 

  Two  networks  of  6‐coordinated  junctions  were  studied.  The  repeat  units  are 

obtained  by  a  sequence  of map  operations  starting  from  the  cube,  Le(Op(Le(Le(C))))  and 



 

Le(Op(L

the cha

resulted

bivalent

directio

became

armcha

 

coefficie

of equiv

 

c

c =

 

  W

strip of 

torus on

This stri

Le(Q(C)))) h

mfering Q t

d  junctions 

t  vertex  on

ons,  indicati

e heptagons

ir (4,4) chira

In  the P‐ty

ents of term

valence clas

c = 4; v = 288

= 8; v = 568; 

Figure 71 Ex

When  two 

length 8.W

n the inside

ip is actually

ereafter no

transforma

have  the o

n  each  edg

ng that  it h

s, which  ar

ality. 

pe  structur

ms at expon

sses of oppo

8; e = 408; f6 =

e = 812; f6 = 

amples of O

P‐type  jun

When four ju

e belt of the

y formed fr

otated P216

tions prese

octahedral 

ge  of  the  4

has genus 3

re  all  rotate

res  the num

nent c; the 

osite edges 

 

=92; f7=24

188; f7 = 48

mega polyno

ctions are c

unctions are

e torus the 

om the fou

6 and P288

erve the sym

symmetry 

4‐membere

3. By the ho

ed  in  the  f

mber of op

number of

in G. Figure

 

c = 1

omial strips i

connected 

e connected

two c = 8 s

r c = 4 strip

8,  respectiv

mmetry of t

of  the  cub

ed  rings  th

omeomorph

inal  step  (L

s of  length

f distinct c 

e 71 illustra

16; v = 1120; 

in case of  Le

the  two  c

d in the shap

strips will re

ps of the fou

ely. Both  t

the parent 

e. By  the  in

he  structure

h transform

Le),  resultin

  c  is  given 

exponents 

tes qoc/ops

e = 1616 ; f6

( ( ( (e Op Le Q C

= 4  strips  f

pe of a squa

esult a new

ur junctions

he  leapfrog

map, there

ntroduction

e  is  opene

mation 24 h

ng  an open

by  the pol

equals the 

s. 

6 = 384; f7 = 9

))))C . 

forms a con

are they wi

w strip of le

. 

35 

g  Le and 

efore the 

n of one 

ed  in  six 

exagons 

ing with 

lynomial 

number 

 

6 

ntinuous 

ll form a 

ngth 16. 



36 
 

  A complete network of P‐type junctions can be defined in terms of three integers a, b, 

and  c,  their  values  represent  the  number  of  units  along  the  three  translation  directions. 

Assigning  numbers  to  these  parameters  is  completely  arbitrary  and  describes  the  same 

network (1×2×3 ≈ 2×1×3). A single unit  is defined when all three  integers are equal to one, 

denoted 1×1×1. Depending on the values of the parameters one can distinguish three cases 

of network types: 1. the structure is linear if only one parameter is greater than one (a > 1, b 

= c = 1); 2. the structure is two‐dimensional if only one parameter equals one (a, b > 1, c = 1); 

3. when all  the parameters have a value  larger  than one  (a, b, c > 1), a  three‐dimensional 

structure is described. 

  An  attempt  to  derive  the  Omega  polynomial  solely  from  the  number  of  units 

(notated u) failed, because two distinct structures, although they have the same number of 

units (for example 1×1×8, 1×2×4 and 2×2×2 are all built from eight units), their polynomials 

are different. The case is similar when only the number of junctions (notated j) is taken into 

account. 

  The  number  of  units  (u),  junctions  (j),  and  tori  (t)  can  be  defined  in  terms  of  the 

structural parameters a, b, and c, the corresponding relationships are equations (8)‐(12): 

 

 u a b c    (44)

 
     

   
1 1 1

3 3

j a b c a b c a b c

a b c a b b c a c u a b b c a c

            

                 
 (45)

   3a b b c a c j u         (46)

 
           

     
1 1 1 1 1 1

3 2 4 3

t a b c b a c c a b

a b c a b b c a c a b c j u a b c

               

                    
 (47)

   4 3a b c t j u        (48)

 

  Analytical formulas of Omega polynomial in case of  ( ( ( ( ))))Le Op Le Q C : 

 

       1 2 3 4 6 8 16 1872 20 8 24 4 3 2 24 4 4X u j X jX uX u j t X uX j t X tX uX              

     2 3 5 7 15 17' 72 20 16 72 16 3 2 144 32 16 72X u j jX uX u j t X uX j t X tX uX              

 ' 1 408 4u j    

     2 4 6 14 16" 16 144 48 3 2 720 224 240 1224X j uX u j t X uX j t X tX uX            
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 " 1 2232 144 64u j t     

 2
408 4 2640 140 64CI u j u j t      

 

  Analytical formulas of Omega polynomial in case of  ( ( ( ( ))))Le Op Le Le C : 

    1 2 3 7 7 772 20 8 48 4 4 4a b cX u j X j X u X bc X ac X ab X               

   2 7 1 7 1 7 1' 72 20 16 144 28 a b cX u j j X u X abc X X X             

 ' 1 300 4u j    

   7 2 7 2 7 2" 16 288 28 (7 1) (7 1) (7 1)a b cX j u X abc a X b X c X             

   " 1 196( ) 204 16a b c u j       

   2
300 4 196( ) 504 12CI u j a b c u j        

 

 

 

4.4.	Conclusions	

 

  Nano dendrimers built from two different tetrahedral junctions, and P‐type networks 

built  from  octahedral  junctions  were  characterized  by  means  of  Omega  polynomial. 

Analytical  formulas were derived  in  terms of  repeat unit  in case of dendrimers, and using 

three structural descriptors (number of units, junctions, tori) in case of the P‐type networks. 
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