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Capitolul 1

Introducere

Acest capitol conţine o scurtǎ introducere şi formularea problemei ce urmează

a fi studiată. Principalele contribuţii sunt de asemenea prezentate. Organiza-

rea tezei pe capitole este la finalul acestei pǎrţi.

Teoria jocurilor (GT) este intens utilizatǎ în economie, ştiinte sociale,

biologie, inginerie, informaticǎ, precum şi în filosofie. Este încercarea de a

modela comportamentul agenţilor în situaţii strategice, în care succesul unui

individ depinde de opţiunile altora.

Echilibrele sunt soluţiile cele mai comune propuse în GT. În scopul de a

oferi o soluţii cât mai apropiate de realitate au fost dezvoltate mai multe con-

cepte de echilibre. Probabil că printre acestea cel mai renumit este echilibrul

Nash.

Conceptele de echilibru sunt motivate în mod diferit, în funcţie de dome-

niul de aplicare, deşi de multe ori acestea se suprapun sau coincid. Detec-

tarea echilibrelor este o problemă fundamentală de calcul în teoria jocurilor

non-cooperative, având conexiuni cu optimizarea multicriterială.

Formularea Problemei Obiectivul principal este de a detecta toate echi-

librele de un anumit tip ale unui joc, şi de a dezvolta alte tipuri de echilibre

care modelează comportamentul unor jucători reali.

Calculul echilibrului Nash este una din problemele centrale, deschise în

Teoria Jocurilor din cauza complexităţii sale. Algoritmii clasici determinişti

folosiţi în detectarea unor aproximări ale acestui echilibru pentru n-jucatori

s-au dovedit a fi exponenţiali.

Vom lucra cu jocuri în formă normală, cu strategii pure, în scopul de a

simplifica opţiunile jucătorilor. În cazul în care funcţiile de câştig sunt semi-

continue şi cvasi-concave atunci există cel puţin un echilibru ε-Nash în stra-

tegii pure pentru orice ε pozitiv. Modelele matematice implicate în simulările

numerice îndeplinesc aceste condiţii.
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Conceptul de joc strategic a fost de asemenea generalizat pentru a putea

considera jucători cu raţionalităţi diferite.

Contribuţii Principalele contribuţii ale acestei teze sunt:

• Un nou concept de joc ne-cooperativ generalizat, în care jucătorii au voie

să aibă tipuri diferite de raţionalitate. Nash presupune că toţi jucătorii

sunt egoişti şi îşi urmăresc propriile scopuri. Însă în realitate oamenii

au un comportament mai altruist. Profilul de strategie este modificat

pentru a putea include tendinţele jucătorilor.

Sunt introduse echilibre noi pentru jocuri generalizate prin combinarea

conceptelor existente, oferind astfel noi soluţii. Sunt aplicate metode

evolutive pentru a detecta noile tipuri de echilibre. O măsură a calită-

ţii bazată pe non-dominare este construită prin combinarea diferitelor

relaţii de dominare (cum ar fi Pareto sau Nash).

• Câteva relaţii noi de dominare pentru echilibrele Nash şi ε-Nash. Noile

relaţii sunt folosite pentru ghida operatorii de căutare către bune apro-

ximări ale echilibrelor Nash, şi ε-Nash, respectiv.

Este introdus conceptul de echilibru ε-Nash non-uniform, care genera-

lizează echilibrul ε-Nash. Sunt stabilite relaţii generative pentru noul

echilibru şi soluţia este calculată folosind tehnici evolutive bazate pe

ne-dominare.

Pentru a încerca detectarea unor aproximari ale echilibrelor în jocuri

mari, cu număr mare de jucători, se investighează relaţiile generative

pentru echilibrul Nash prin comparaţie cu dominarea Pareto. De ase-

menea, sunt dezvoltate metode evolutive adecvate jocurilor cu foarte

mulţi jucatori.
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Noţiuni şi rezultate preliminare

Capitolul 2 prezintă mai multe noţiuni de bază din teoria jocurilor, cum ar fi

jocuri ne-cooperative în formă normală, strategii pure şi profile de strategie.

După aceste definiţii sunt descrise câteva exemple de jocuri celebre (jocuri de

tip Cournot, Bertrand, jocuri cuantice şi dilema prizonierilor). Sunt discutate

apoi conceptele de soluţii în teoria jocurilor şi este descris un cadru formal

pentru studiul relaţiilor generative.

Un joc constă dintr-un set de jucători (agenţi), pentru fiecare jucător un

set de strategii disponibile pentru el, precum şi o funcţie de câştig.

Ţinând cont de relaţiile dintre jucători teoria jocurilor poate fi împărţită

în două părţi majore: jocuri cooperative şi ne-cooperative. Vom lua în consi-

derare aici jocuri necooperative cu soluţii în strategii pure.

Jucătorii vor fi, de asemenea, complet raţionali şi vor dispune de informaţii

complete cu privire la joc. Acest lucru înseamnă că fiecare jucător ia cele mai

bune decizii raţional în vederea realizării scopului său (un profit maxim, de

exemplu) şi că fiecare jucător ştie ce strategii joacă ceilalţi jucători precum şi

rezultatele finale.

Spaţiul de căutare al unui jucător este multimea tuturor strategiilor puse la

dispoziţia sa. Mulţimea strategiilor disponibile unui jucător poate fi discretă

(de exemplu în jocul dilema prizonierilor) sau continuu (ca în oligopolurile de

tip Cournot).

Un profil de strategie (sau simplu "o strategie") este un plan complet de

acţiune pentru fiecare etapă a jocului, indiferent dacă această etapă apare sau

nu în joc.

Jocurile în formă normală vor fi reprezentate sub formă de matrice pentru

mulţimi de strategii discrete.

Definiţie 1 Un joc strategic finit este definit [27] ca un sistem

Γ = (N, S, U)
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unde:

• N = {1, ..., n} este mulţimea celor n jucători;

• pentru fiecare jucător i ∈ N , Si = {si1, si2 , ..., sim} reprezintă mulţimea

posibilelor acţiuni (strategii pure) disponibile jucătrorului i;

• S = S1 × S2 × ...× Sn este mulţimea tuturor situaţiilor posibile in joc;

• un profil de strategie este un element din S;

• pentru fiecare jucător i ∈ N , ui : S → R avem funcţia de câştig

U = (u1, u2, ..., un).

Fie profilul de strategie s∗.

Vom nota prin (sij, s
∗

−i) profilul de strategie obţinut din s∗ înlocuind stra-

tegia jucătorului i cu sij i.e.

(sij, s
∗

−i) = (s∗i , s
∗

2, ..., s
∗

i−1, sij, s
∗

i+1, ..., s
∗

n).

unde s∗
−i este profilul de strategie din care a fost eliminată strategia

jucătorului i.

Detectarea tuturor echilibrelor pentru un anumit joc Γ poate fi făcută

utilizând tehnici evolutive în mod similar cu detectarea frontului Pareto la

o problemă de optimizare cu mai multe obiective. Există multe similitudini

între problemele de optimizare cu mai multe obiective şi rezolvarea jocurilor.

Recent, o tehnică evolutivă a fost dezvoltată pentru detectarea echilibrelor

Nash.

Din punct al optimizării multi-obioective, o particularitate a jocurilor este

faptul că numărul de jucători este egal cu numărul de variabile şi cu numărul

de obiective.
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Echilibre în teoria jocurilor

In capitolul 3 sunt descrise soluţiile în teoria jocurilor (echilibrele) şi mai multe

relaţii generatoare corespunzătoare lor. Conceptul de joc non-cooperativ este

generalizat luând în considerare raţionalitatea jucǎtorilor. O nouă relaţie ge-

nerativă pentru ε-Nash şi ε-Nash non-uniform este introdusă. De asemenea,

prin combinarea dintre raţionalitatea Nash şi raţionalitatea Pareto (compor-

tament egoist şi unul altruist), un nou echilibru este definit – echilibrul Nash-

Pareto.

Definiţie 2 Profilul de strategie s∗ este un echilibru Nash dacă şi numai dacă

inegalitatea ui(s
∗) ≥ ui(si, s

∗

−i) este adevarată pentru orice strategie si a jucă-

torului i, si ∈ Si.

Notăm cu k(s′, s′′) numarul de strategii individuale care prin înlocuire din

s′ în s′′ duc la un câştig mai mare pentru jucătorul corespondent.

k(s′′, s′) = card{i ∈ {1, ..., n}|ui(s
′

i, s
′′

−i) > ui(s
′′), s′i 6= s′′i }.

Cu alte cuvinte k(s′′, s′) este numărul de jucători care beneficiază prin schim-

barea strategiilor de la s′′ la s′.

Fie

m(s′′, s′) = n− k(s′′, s′)

o măsură a calităţii relative a lui s′′ faţă de s′.

Fie relaţia RN pe S × S:

(s′, s′′) ∈ RN

dacă şi numai dacă s′ e mai bun decât s′′ relativ la m, i.e.

m(s′, s′′) > m(s′′, s′).
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Astfel (s′, s′′) ∈ RN dacă şi numai dacă k(s′, s′′) < k(s′′, s′).

Propoziţie 1 RN este relaţia generativă pentru echilibrul Nash, i.e. mulţi-

mea strategiilor nedominate în raport cu relaţia RN este echilibrul Nash al

jocului.

Un concept de soluţie care reflectă ideea că jucătorii nu ar fi înclinaţi să

schimbe strategia lor în cazul în care plusul de câştig este mai mic decât o

anumită valoare duce la ideea echilibrului ε-Nash.

Definiţie 3 Profilul de strategie s∗ este un echilibru ε-Nash dacă inegalitatea

ui(s
∗) ≥ ui(si, s

∗

−i) + ε

are loc pentru orice si a jucătorului i, si ∈ Si.

Într-un joc cu n jucători este natural să se presupună că jucătorii au tendin-

ţe diferite faţă de riscurile acceptate şi faţă de posibilele câştiguri. Există mai

multe moduri pentru a exprima aceste particularităţi ale jucătorilor. Putem

cuantifica interesele diferite ale fiecărui jucător i print diferite valori pentru

εi. Aceasta reprezintă o generalizare a echilibrului clasic ε-Nash. L-am numit

echilibrul ε-Nash non-uniform.

Să considerăm vectorul

ε = (ε1, ε2, ..., εn),

unde εi > 0 reprezintă o perturbare asociată jucătorului i.

Definiţie 4 Strategia s∗ ∈ S este un echilibru ε-Nash non-uniform dacă ine-

galitatea

ui(s
∗) ≥ ui(si, s

∗

−i) + εi

are loc pentru orice si a jucătorului i, si ∈ Si, i = {1, 2, ..., n}.

Jocuri Generalizate

O întrebare firească este ce se întâmplă în cazul în care jucătorii concu-

rează unul împotriva celuilalt bazându-se pe diferite tipuri de raţionalitate.

O soluţie a fost generalizarea unui joc astfel încât jucătorii nu sunt uniformi
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în ceea ce priveţe tipul lor de raţionalitate. Tipul de raţionalitate poate fi

considerat ca reflectând interesele fiecărui jucător. De exemplu, jucătorii pot

fi mai mult sau mai puţin cooperanţi, mai mult sau mai puţin competitivi.

Vom presupune că tipul de raţionalitate este descris printr-o meta-strategie

adecvată. Într-un joc jucătorii pot avea astfel diferite meta-strategii. Noua

paradigmă oferă o viziune mai realistă şi deschide totodata posibilitatea de a

dezvolta în continuare teoria jocurilor precum şi abordarea unor aplicaţii mai

semnificative. De exemplu, sistemele multi-agent ar putea beneficia de noua

abordare.

O meta-strategie e un sistem

(s1|r1, s2|r2, ..., sn|rn),

unde (s1, ..., sn) este profilul de strategie clasic şi r1, .., rn sunt tipurile de

raţionalitate a jucătorilor.

Relaţia generativă pentru echilibrul Nash-Pareto

Să considerăm două meta-strategii

x = (x1|r1, x2|r2, ..., xn|rn), şi y = (y1|r1, y2|r2, ..., yn|rn).

Notăm prin IN mulţimea jucătorilor cu o raţionalitate Nash (jucători-N) şi

prin IP mulţimea jucătorilor cu o raţionalitate Pareto (jucători-P). Vom avea

IN = {i ∈ {1, ..., n}|ri = Nash},

şi

IP = {j ∈ {1, ..., n}|rj = Pareto}.

Introducem operatorul E, ce măsoară eficienţa relativă a meta-strategiilor:

E : M ×M → N, definit ca

E(x, y) = card({i ∈ IN |ui(xi, y−i) ≥ ui(y), xi 6= yi}∪{j ∈ IP |uj(x) < uj(y), x 6= y}).

Definiţie 5 Fie M1,M2 ∈ M . Meta-strategia M1 e mai eficientă ca meta-

strategia M2, şi scriem M1 < E M2, dacă şi numai dacă

E(M1,M2) < E(M2,M1).





Capitolul 4

Metode evolutive pentru

detectarea echilibrelor

Capitolul 4 propune diferite tehnici evolutive pentru a detecta rapid o bună

aproximare a echilibrelor unui joc. Mai multe relaţii generative sunt propuse,

relaţii care intenţionează să îmbunătăţească cele deja dezvoltate. De exem-

plu printre ele fiind ceea care utilizează diferenţe între câştiguri, sau relaţia

probabilistică Nash.

Fie R o relaţie generativă pentru un echilibru specific E. O successiune

de aproximări a mulţimii echilibrelor E poate fi construită folosind metode de

selectie a indivizilor bazată pe relaţia generativă R si operatorii de variaţie.

O populaţie de strategii este evoluată. Un membru al populaţiei este un

vector n-dimensional ce reprezintă o strategie de s ∈ S. Populaţia iniţială este

generată aleator. Populaţia de strategii de la iteraţa t poate fi considerată ca

aproximarea curentă a echilibrului. Aplicarea ulterioară a unor operatori (cum

ar fi încrucişarea binară simulată (SBX) şi mutaţia polinomială reală) va fi

ghidată de un operator de selecţie specific indus de relaţia generativă.

Selecţia pentru supravieţuire se poate face folosind o procedură bazată

pe acelaşi operator de selecţie sau pe altul, de asemenea corelat cu relaţia

generativă.

În acest fel, populaţi succesive devin noi aproximări ale echilibrului căutat,

care sperăm că sunt mai bune decăt cele anterioare.

Această abordare poat fi rezumată în metoda descrisă mai jos.

metoda REED

1: t = 0;

2: Se generează aleator populaţia de strategii P (0);

3: REPETĂ
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4: Se aplică selecţia turnir şi recombinarea folosind operatrul (SBX)

P (t) → Q;

5: Aplicăm mutaţia pe Q → P ;

6: Calculăm rangul fiecărui individ din populaţie P (t) ∈ P relativ la relaţia

generativă. Ordonăm populaţia după acest rang (P (t) ∪ P );

7: Selectăm în funcţie de rang indivizii supravieţuitori → P (t+ 1);

8: PÂNĂ CÂND atingem numărul maxim de generaţii

Fie un joc de tipul Cournot, cu doi jucători.

Presupunem că sunt două companii, care fac acelaşi produs în cantităţiile

q1 şi respectiv q2. Costul de produţie pentru fiecare este Ci(qi) = cqi pentru

toată cantitatea qi.

Încasările sunt date de funţia:

P (Q) =











a−Q , dacă Q ≤ a

0 , altfel

Parametrii a şi c sunt determinaţi deobicei experimental. Îi putem consi-

dera în continuare a = 24 şi c = 9.

Profitul firmei i va fi:

πi(qi, qj) = qiP (Q)− Ci(qi) = qi [a− (qi + qj)− c] .

Echilibrul Nash pentru acest joc este: q∗ = (q∗1 , q
∗

2) = (1
3
(a− c), 1

3
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Figura 4.1: Reprezentare în spaţiul câştigurilor a echilibrelor Nash, Pareto şi PN

detectate folosind metoda REED în 3 rulări difertie câte una pentru fiecare echilibru

în parte.

Relaţia generativă pentru echilibrul Nash bazat pe diferenţe O

nouă relaţie generatoare pentru echilibrul Nash este prezentată [18]. Această

relaţie se bazează pe diferenţa dintre câştigul după perturbare şi înainte de

perturbarea strategiei unui jucător.

Introducem măsura

m(y, x) =
∑

i∈N

(ui(xi, y−i)− ui(y)).

Definiţie 6 Profilul de strategie x domină y şi scriem x <DGN y dacă ine-

galitatea

m(x, y) < m(y, x),

are loc întotdeauna.

Figura 4.2: Câştigurile detectate în mai puţin de 30 de generaţii pentru relaţia

Nash-Nash-Pareto pentru un joc de tip Cournot simetric folosind relaţia generativă

Nash–Pareto

Am folosit pentru exemplificare un model Cournot simetric cu parametrii

a = 24 şi c1 = c2 = c3 = 9. Mai multe experimente numerice au fost efectuate

pentru acest joc, folosind tehnica REED şi această relaţie generativă.
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Conform rezultatelor, în mai puţin de 30 generaţii, algoritmul converge la

punctul de echilibru Nash (14.00, 14.00, 14.00), pentru fiecare relaţie. Obser-

văm că relaţia de dominare Nash nou introdusă oferă rezultate mai precise

decât relaţia bazată Nash anterioară.

Alte experimente cu diverse combinaţii de raţionalitate sunt de asemenea

prezentate in teză.



Capitolul 5

Metode evolutive pentru Jocuri

Mari (Large Games)

În Capitolul 5 se investighează utilizarea unor tehnici evolutive pentru jocuri

mari, jocuri care au un număr foarte mare de jucători. Pentru aceasta, mai

multe metode evolutive sunt folosite, cum ar fi, de exemplu, differential evo-

lution sau algoritmi memetici. În scopul de a găsi o aproximaţie cât mai bună

a echilibrelor aplicăm metode de căutare locale şi globale.

Creşterea numărului de jucători este una dintre provocările cu care se con-

fruntă teoria computaţională a jocurilor in mod oarecum similar cu problemele

ce apar la creşterea numărului de obiective în optimizarea multi-obiectiv.

Coeficientul de dominare relativă Relaţiile sunt analizate cu ajutorul

unui coeficient de dominare relativă în scopul de a examina posibila utilizare

a acestor relaţii pentru jocuri mari.

Să considerăm o mulţime P de m profile de strategie,

R ⊂ S1 × S2 × ...× Sn.

În scopul de a compara relaţiile generative pentru Nashşi Pareto în popu-

laţia P vom considera un coeficient de dominare relativă [32]

Krd =
D

T
,

unde D reprezintă numărul de perechi din P , în care un individ domină pe

celalalt, şi T numărul total de perechi unice de indivizi din P .

Dacă avem în vedere un joc de tip Cournot, şi o populaţie aleatorie P

de strategii şi vom compara Krd pentru relaţiile Pareto şi Nash vom obţine

rezultatele prezentate în figura 5.1. Pentru Pareto rezultatele sunt similare cu

cele din literatura de specialitate. Pe măsură ce creşte numărul de jucători,
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şansele ca doi indivizi din P sa se domine unul pe altul sunt extrem de scăzute.
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Figura 5.1: Coeficientul de dominare relativă calculat pentru dominarea Nash
şi respectiv Pareto, pentru un joc de tipul Cournot şi o populaţie generată
aleator de 50 strategii.

Pentru relaţia generativă Nash lucrurile sunt destul de diferite: pe măsură

ce creşte numărul de jucători la fel creşte şi Krd (a se vedea figura 5.1), iar

numărul de indivizi indiferenţi unul faţă de celălalt realtiv la relaţia generativă

tinde la zero.

Relaţia Probabilistică Nash La evaluarea relaţiei Nash pentru două

profile de strategie, trebuie să fie calculate 2N funcţii de câştig. Pentru un

număr mare de jucători acest număr creşte complexitatea de calcul a algorit-

mului prin creşterea numărul de evaluări a funcţiei de fitness. O modalitate

de a reduce acest număr este de a lua în considerare doar o submulţime de

jucători atunci când calculăm operatorul k. Acestă submulţime poate fi aleasă

aleator de jucător şi dimensiunea acestuia poate fi constantă sau poate varia.

Metode Memetice

Este propus un model evolutiv care încorporeaza o căutare la nivel global

în spaţiului soluţiilor jocului. Această căutare se realizează cu ajutorul unui

algoritm genetic care a fost adaptat astfel încât detectează o aproximare a

echilibrului Nash. Apoi este utilizat un algoritm de căutare locală cu scopul

de a îmbunătăţi calitatea (reducând astfel distanţa la NE) soluţiei.

Optimizare extremă Nash Optimizarea extremă (OE) [51, 50] este o

metodă euristică ce are ca scop găsirea de soluţii de calitate superioară pentru
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probleme de optimizare complicate. OE a fost adaptat pentru a detecta NE în

jocuri noncooperative rezultând o nouă metodă numită Optimizare extremă

Nash (NEO).





Capitolul 6

Concluzii şi probleme deschise

Capitolul 6 rezumă conţinutul tezei, se trag unele concluzii şi se menţionează

posibilele dezvoltări şi direcţii ulterioare.

Echilibrele – soluţiile considerate în GT – pot fi caracterizate prin relaţii

generative între profile de strategie. Sunt prezentate relaţii binare generative

pentru echilibrele Nash şi ε-Nash.

Este dezvoltată o tehnică evolutivă (REED), bazată pe non-dominare, si-

milară cu NSGA, pentru detectarea unor aproximări ale echilibrelor unui joc

necooperativ. Metoda este validată prin comparaţie cu rezultatele analitice

pentru unele jocuri bine cunoscute. Modele Cournot şi Bertrand sunt folosite

pentru a exemplifica detectarea echilibrelor (ε-) Nash, (ε-) Pareto.

Utilizarea relaţiilor generative permite hibridizarea echilibrelor. Fiecare

echilibru se caracterizează printr-o relaţie generatoare adecvată. În acest mod

noi tipuri de echilibre pot fi uşor definite.

Conceptul de joc este generalizat adăugând fiecărui jucător raţionalita-

tea sa. De exemplu, combinând jucători egoişti (Nash) şi jucători altruişti

(Pareto), este dezvoltat un nou concept de echilibru: Nash-Pareto.

Sunt deasemenea prezentate relaţii generative pentru echilibrul Nash ba-

zate pe diferenţele între câştigurile jucatorilor după şi înainte de o perturbare.

Metoda propusă a permis vizualizarea formei echilibrului precum şi un

studiu calitativ al său.

În viitor se vor aborda mai multe tipuri de echilibre precum şi detectarea

de alte echilibre reunite.

Sunt prezentate unele proprietăţi ale relaţiei generatoare ale echilibrelor

Nash în jocuri mari. Pe măsură ce creşte numărul de jucători, numărul de

profiluri de strategie indiferente între ele relativ la dominarea Nash creşte

dramatic, spre deosebire de cazul de dominare Pareto.

Este deasemenea pusă în evidenţă proprietatea de intranzitivitate a relaţiei

de dominare Nash. Toate aceste aspecte ridică provocări diferite de cele din
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optimizarea multicriterială bazată pe dominarea Pareto.

În timp ce relaţia de dominare Pareto devine inutilă în optimizarea multi-

obiectivă din cauza faptului că vom avea prea mulţi indivizi indiferenţi între

ei, relaţia de dominare Nash poate deveni problematică din cauza lipsei de

indivizi indiferenţi. În ambele cazuri - pentru mai multe obiective/jucatori -

relaţiile nu indică soluţii eficiente.

Studiul acestor proprietăţi poate fi util pentru îmbunătăţirea operatorilor

de căutare concepuţi pentru rezolvarea jocurilor mari.

O relaţie probabilistică este studiată pentru mai multe modele de jocuri

de tip Cournot comparând rezultatele cu relaţia deterministă pentru a de-

tecta echilibrele Nash în jocurile non cooperative. Relaţia probabilistică este

introdusă în scopul de a reduce volumul de calcul.

Pentru aceasta vom utilza două metode evolutive, una fiind ’Crowding ba-

sed Differential Evolution’ şi cealaltă un algoritm ’Stepping Stone Reinforcing

Search’. Ambele metode propuse, atunci când se utilizează relaţia probabi-

listică, sunt capabile să găseasca o aproximate mai buna a echilibrului la un

număr mare de jucători. Acest lucru indică potenţialul abordării propuse în

depăşirea obstacolelor apărute în rezolvarea jocurilor cu număr foarte mare

de jucători.

O metodă hibrid, numită ’Global Search and Local Ascent algorithm’ este

prezentată. GSLA combină un algoritm evolutiv cu o procedură de tip ’hill

climbing’ pentru a calcula echilibrul Nash într-un joc necooperativ. Căuta-

rea este ghidată cu ajutorul unei realţii generative ce permite compararea

profilelor de strategie între ele.
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