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Rezumat

Grafurile dinamice sunt grafuri care se pot schimba in timp printr-o
serie de actualiziri locale. Intr-o problema de grafuri dinamice, o
proprietate a grafului trebuie mentinuta de-a lungul acestor actualizari
i raspunsul la unele interogari specifice trebuie gasit cat mai eficient
posibil, fara a rezolva problema de la inceput folosind un algoritm static
clasic. Problemele pe grafuri dinamice au o gama larga de aplicatii
practice si pot fi folosite si pentru a accelera algoritmi statici existenti.

Teza reprezinta un studiu cuprinzator al structurilor de date si
al algoritmilor folositi In rezolvarea problemelor pe grafuri dinamice.
In tezd se pune accent deosebit pe aspectul practic al acestor solutii,
prin prezentarea studiilor experimentale efectuate in cazul fiecareia
dintre problemele importante de grafuri dinamice. In cazul fiecarei
probleme, starea actuals a stiintei este descriss. In functie de presupusa
structura a grafului si a secventei de actualizari, diferiti algoritmi
sunt recomandabili n implementarea unor aplicatii practice. Aceste
recomandari se gasesc in capitole separate in teza, alaturi de tabele si
figuri explicative.

Contributia cea mai originala a autorului o reprezinta studiul pro-
blemei datoriilor, o problema cu aplicatii in primul rdnd In economie,
care se poate modela intr-un mod natural folosind teoria grafurilor.
In tezd se demonstreazi ci problema este NP-hard, alituri de alte
rezultate In privinta relatiei cu diferite clase de complexitate. Se pre-
zinta un algoritm exact, care este capabil sa obtina rezultatul optim
pentru intrari de dimensiuni rezonabile. Problema enuntata pe grafuri
dinamice poate avea un set aparte de aplicatii. Autorul dezvoltd o
structura de date pentru varianta dinamica a problemei, care la randul
ei se poate folosi Intr-un nou algoritm static. Solutiile obtinute sunt
comparate intr-un studiu experimental amplu. In incheierea tezei,
se prezinta un algoritm genetic capabil sa rezolve problema pentru

exemple de dimensiuni mari.

Cuvinte cheie: graf dinamic, datorii
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Nume de metoda abstracta,

nume de problema

Abrevierea unui algoritm,

implementarea concreta a unei metode

Nume de variabila, notatie matematica
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Complexitatea de timp a interogarilor in cel mai rau caz
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Complexitatea de timp amortizata a interogarilor
Complexitatea de timp amortizata pe operatie
Complexitatea de timp pentru faza de preprocesare
Complexitatea de timp totala agteptata in cel mai rau caz

Drum de la nodul u la nodul v
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1 Introducere

1.1 Motivatie

Teoria grafurilor este un domeniu consacrat al matematicii combinatoriale.
Este de asemenea unul dintre cele mai active domenii al matematicii, care si-a
gasit numeroase aplicatii in diverse domenii, incluzand nu numai informatica,
dar si chimia, fizica, biologia, antropologia, psihologia, geografia, istoria,
economia gi multe ramuri ale ingineriei. Teoria grafurilor este in special folosi-
toare 1n informatica, fiindca orice structura de date poate fi reprezentata ca un
graf. Mai mult, are aplicatii in retele, proiectarea arhitecturii calculatoarelor
si In general In orice ramura a informaticii (| 1)-

Algoritmii traditionali de grafuri lucreaza pe grafuri statice, adica se ocupa
de dezvoltarea unui algoritm, care dandu-se un graf fixat ca intrare, rezolva o
anumita problema, de exemplu: "este graful conex?”.

Grafurile dinamice nu sunt fixate in timp, ele pot evolua prin unele
actualizari locale. Problema trebuie rezolvata eficient dupa fiecare modificare.
Provocarea unui algoritm dinamic este sa mentina proprietate ceruta de-a
lungul actualizarilor, fara a recalcula totul de la inceput de fiecare data.
Grafurile dinamice modeleaza mult mai precis multe grafuri, care apar in

aplicatii din viata reala, fiindca niciun sistem mare nu este static cu adevarat

(I : D

1.2 Structura tezei

Sectiunea 1.1 contine descrierea motivatiei pentru studiul grafurilor dinamice.
Lista publicatiilor proprii si a rezultatelor originale apare in Sectiunea 1.3.
In Sectiunea 1.4 bazele teoretice si conceptele principale folosite in aceasts
tezd sunt prezentate. In incheierea capitolului (Sectiunea 1.5) se face o
prezentare a modelelor computationale teoretice, care se folosesc in primul
rand la determinarea limitelor inferioare posibile privind timpii de rulare ai

algoritmilor pentru rezolvarea unor probleme.



In Capitolul 2 sunt prezentate structurile de date uzuale in algoritmii de
grafuri dinamice. Capitolele 3 gi 4 contin cele mai importante probleme pe

grafuri dinamice neorientate respectiv orientate.

1.3 Contributii originale

Contributiile originale ale autorului se gasesc in lista de mai jos. Mare parte
din ele a fost publicat in | 1 [ I, [ | st ]. Publicatii

avand o oarecare legatura sunt | ] si] ).

e Un studiu cuprinzator al celor mai importante probleme pe grafuri
dinamice neorientate si orientate, cu o comparatie a algoritmilor recenti

nu numai din punct de vedere teoretic, dar si practic.

e Primul pseudocod detaliat pentru descrierea algoritmului de conexitate

inventat de Even gi Shiloach.

e Demonstratii riguroase din punct de vedere matematic in privinta relatiei
problemei datoriilor cu clasele de complexitate NP-hard, strongly NP-
hard si NP-easy pe cazul general si pe cazul restrictionat la un singur

drum.

e Algoritmi si structuri de date dezvoltate pentru a rezolva problema

datoriilor pe cazul static si cel dinamic, testat intr-un gir de experimente.

e Operatori noi de recombinare si mutatie folositi in algoritmul genetic.

1.4 Definitii si notatii

In aceasta sectiune dam unele definitii bine cunoscute din teoria grafurilor,
urmat de definitia grafului dinamic si o scurta clasificare a problemelor pe

grafuri dinamice.

Definitie 1.1 Spunem ca G = (V, E) este un graf, unde V este multimea
nodurilor sau a varfurilor, si £ C V x V este multimea muchiilor sau a

arcelor. 0



Definitie 1.2 Daca (i,j) € F < (j,i) € E atunci graful este neorientat, si
E se numegte multimea muchiilor, altfel graful este orientat (uneori numit

digraf) si F este numit multimea arcelor (cateodata notat cu A). 0

Definitie 1.3 Daca G este orientat si nu contine cicluri, atunci este numit

graf orientat aciclic, prescurtat cu DAG. o

Definitie 1.4 Intr-un graf ponderat avem o pondere asociati cu fiecare

muchie sau arc, w: £ — R. o

Definitie 1.5 Un graf dinamic care se schimba in timp printr-un sir de
actualizari. O actualizare este o operatie care adauga sau sterge un nod sau

o muchie din graf sau schimba atributele asociate unui nod sau unei muchii.g

Definitie 1.6 O problema de grafuri dinamice se numesgte incrementala

(incremental) daca numai adaugari sunt permise. o

Definitie 1.7 O problema de grafuri dinamice se numeste decrementala

(decremental) daca numai gtergeri sunt permise 0

Definitie 1.8 O problema de grafuri dinamice se numeste partial dinamica

(partially dynamic) daca este incrementala sau decrementala. o

Definitie 1.9 O problema de grafuri dinamice se numeste complet dina-
mica (fully dynamic) daca nu sunt restrictii in legatura cu tipul actualiza-

rilor. O

1.5 Modele computationale

Au fost elaborate numeroase modele computationale pentru a facilita analiza
teoretica a grafurilor dinamice. O descriere scurta a celor mai importante

dintre acestea se gasegte In partile corespunzatoare din teza.



2 Structuri de date

2.1 Padurile de multimi disjuncte

Introducere Aceasta structura de date se foloseste pentru reprezentarea
unor multimi disjuncte de elemente si sta la baza algoritmilor de conexitate

incrementala.

Operatii suportate Fiecare multime are un nume, care in majoritatea
cazurilor este un element al multimii (numit i reprezentant). Operatiile

suportate sunt:

e MAKE(z): Creeaza o multime noua, al carui singur membru este x.
Fiindca multimile sunt disjuncte, = nu trebuie sa faca parte din alta

multime.

e UNION(z,y): Uneste multimile avand z i y ca reprezentanti. Se

presupune x # .

e FIND(z): Returneaza numele multimii, care il contine pe z.

Performanta Fie nr, numarul operatiilor UNION, nr, numarul operatiilor
FIND, n numarul operatiilor MAKE si nr = nr, + nr, + n. Dat fiind ca
multimile sunt disjuncte, este usor de dedus, ca dupa n — 1 operatii UNION
raméane o singura multime, deci nr, <n —1 = nr, = O(n). Presupunem de
asemenea, ca operatiile MAKE sunt primele n operatii efectuate.

MAKE si UNION sunt suportate in timp constant, iar FIND este ¢, =
O(logn) in cel mai rau caz. Interaga secventd de operatii are t, = O(n + nr, -
a(nry+n,n)) timp total si ©(n) memorie este necesara.

a este o functie care creste foarte lent gi valoarea ei nu depaseste 4 pentru
aplicatiile practice. Este definita ca inversa functiei lui Ackermann, definita
in felul urmator:

A(l,7) =2/, daca j > 1

A(i,1) = A(i — 1,2), daca i > 2
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A(i,j) = A(i — 1, A(i,j — 1)), daca i,j > 2
a(m,n) = min{i > 1|A(i, [m/n]) > logn}

2.2 Arborele k-UF

Introducere Arborele k-UF a fost introdus in | | pentru a rezolva
problema multimilor disjuncte, asigurand si cea mai buna complexitate pe

operatie in cel mai rau caz pentru problema conexitatii incrementale.

Operatii suportate Aborele k-UF suporta aceleasi operatii ca padurile de

multimi disjuncte: MAKE, UNION si FIND.

Performanta FIND si UNION sunt O(logn/loglogn) in cel mai rau caz,

insa timpul lor de rulare nu se amortizeaza. Complexitatea de memorie este

O(n).

2.3 Clusterul de varfuri (Vertex cluster)

Introducere Clusterii de varfuri, arborele topologic si arborele topologic 2-
dimensional a fost introdus in | ] pentru a suporta operatiile de schimbarea
costului unei muchii in arborele partial minim al unui graf. Aceste structuri
de date Insa au numeroase aplicatii cum ar fi mentinerea arborelui partial
minim in grafuri planare, conexitate, generarea celor mai mici k£ arbori partiali
sau biconexitate (| : ).

Clusterii de varfuri functioneaza peste un arbore partial al grafului si se
bazeaza pe gruparea nodurilor din graf in multimi, care induc subgrafuri
conexe. Toate cele patru strategii de grupare sunt descrisi in teza, fiecare

avand propriul ei set de avantaje si dezavantaje.

Definitie 2.1 Pentru a evita confuzia, in restul tezei ne vom referi la arborele
original ca arbore de baza (underlying tree), pentru a-1 diferentia de
arborele construit peste el. Arborele de baza este uneori arborele partial al

grafului de la intrare, care se va numi graf de baza (underlying graph).q
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Definitie 2.2 Muchiile din graful de baza, care nu apartin arborelui de baza

se numesc muchii din afara arborelui (nontree edges). o

Operatii suportate Urmatoarele operatii sunt suportate:

e SWITCH(u,v,x,y): inlocuieste muchia (z,y) cu (u,v). Se presupune,

ca (z,y) este pe drumul u - - - v din arbore.

e REMOVE(u,v): sterge muchia (u,v) din arborele partial si returneaza o
muchie de inlocuire, daca aceasta exista. Se presupune, ca (u,v) face

parte din arborele partial.

Performanti SWITCH si REMOVE pot fi suportate in O(m?/?), folosind

O(m) spatiu si timp de preprocesare t, = O(m).

2.4 Arborele topologic (Topology tree)

Introducere Arborele topologic este o reprezentare ierarhica a clusterelor
de varfuri, construit recursiv prin aplicarea unei partitii a nodurilor, pana

cand ramane un singur nod.

Operatii suportate Arborele topologic suporta aceleasi operatii ca cluste-
rii de varfuri. In plus pentru a implementa aceste operatii, un arbore topologic

poate fi spart, sau doi arbori topologici pot fi uniti.

e SpLIT(T,u,v): sparge arborele topologic T dupa stergerea muchiei
(u, v).
e MERGE(T1,T»): uneste arborii topologici 17 si T5..

e SWITCH(u,v,x,y): inlocuieste muchia (z,y) cu (u,v). Se presupune,

ca (z,y) este pe drumul u- - - v din arbore.

e REMOVE(u,v): sterge muchia (u,v) din arborele partial si returneaza
o muchie de inlocuire, daca acesta exista. Se presupune, ca (u,v) face

parte din arborele partial.

12



Performanta Arborele topologic poate fi construit in timp liniar in numarul
nodurilor din arborele partial. SPLIT gi MERGE pot fi suportate in O(logn),
unde n este numarul nodurilor din arbore. SWITCH i REMOVE sunt suportate
in O(y/mlogm), timpul de preprocesare fiind ¢, = O(m) si complexitatea de

memorie de asemenea O(m).

2.5 Arborele topologic 2-dimensional (2-dimensional

topology tree)

Operatii suportate Arborele topologic 2-dimensional suporta aceleasi

operatii ca si arborele topologic.

Performanta Toate operatiile dureaza O(y/m) timp, cu timp de preproce-

sare t, = O(m) si O(m) memorie.

2.6 Arborele de sparsificare (Sparsification tree)

Introducere Sparsificarea (sparsification) este o tehnica generala ce se
poate aplica la o varietate larga de probleme pe grafuri dinamice. Se aplica
peste algoritmi de grafuri pentru a le accelera si se poate folosi ca o cutie
neagra (black box), adica nu necesitd cunostinte despre detaliile interne
ale algoritmului peste care se aplica. A fost introdus in | | sia
imbunatatit complexitatea de timp a multor algoritmi de grafuri dinamice,
cum ar fi arborele partial minim, biconexitatea, generarea celor mai mici k£
arbori partiali, sau triconexitatea. De asemenea prin sparsificare s-au obtinut
primii algoritmi dinamici pentru problema 4-conexitatii, k-conexitatii si a
bipartitatii. Mai tarziu tehnica a fost ugor imbunatatita in | ],
apoi rezultatele rezumate in | ]. In [ ] prima versiune
a fost denumita sparsificare simpla (simple sparsification), iar a doua
sparsificare imbunatatita (improved sparsification). Ambele variante

sunt descrise In detaliu In teza.
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Operatii suportate Exista trei strategii de sparsificare:

e SPARSIFICAREA ELEMENTARA (BASIC SPARSIFICATION) se poate folosi

pentru dinamizarea algoritmilor statici.

e SPARSIFICAREA STABILA (STABLE SPARSIFICATION) se poate folosi

pentru accelerarea algoritmilor complet dinamici existenti.

e SPARSIFICAREA ASIMETRICA (ASYMMETRIC SPARSIFICATION) este
util n aplicatii in care numarul adaugarilor este mai mare ca cea a
stergerilor si pentru care exista algoritmi dinamici partiali care suporta

adaugari.

Performanta Pentru a aplica SPARSIFICAREA ELEMENTARA trebuie cal-
culate eficient certificatele sparse (sparse certificates). Daca notam timpul
necesar calcularii certificatului cu f(n, m), timpul necesar constructiei unei
structuri de date capabila sa testeze proprietatea cu g(n, m), care poate furniza
raspunsuri la interogari in ¢(n,m), atunci o actualizare poate fi suportata cu
SPARSIFICARE ELEMENTARA in O(f(n,O(n))-log(m/n)+g(n,O(n))) cu spar-
sificare simpla si in O(f(n,O(n)) + g(n,O(n))) cu sparsificare imbunatatita,
iar o interogare poate fi suportata in g¢(n, O(n)).

SPARSIFICAREA STABILA este utild cAnd putem mentine eficient certifica-
tele sparse stabile (stable sparse certificates). Aceasta varianta transforma
limite de timp de forma O(m?) in cele de forma O(n?). Mai general, daca
notam cu f(n,m) timpul necesar mentinerii unui certificat sparse stabil, pen-
tru care exista o structura de date capabila sa testeze proprietatea cu timp
de actualizare g(n,m) si timp de interogare ¢(n, m), atunci aceleagi limite de
timp se aplica ca In cazul SPARSIFICARII ELEMENTARE.

Daca notam cu f(n,m) timpul necesar gasirii unui certificat sparse, cu
g(n,m) timpul necesar constructiei unei structuri de date partial dinamice
pentru testarea proprietatii capabild sa suporte adaugari de muchii in p(n, m)
si sa raspunda la interogari in g(n,m), atunci folosind SPARSIFICAREA ASI-

METRICA putem obtine un algoritm complet dinamic, care suporta adau-
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gari de muchii in O(f("’O(”)):g(”’O(n)) + p(n,0(n))), stergeri de muchii in
f(n,0(n)) - O(log(m/n)) + g(n,O(n)) si interogari in g(n, O(n)).

Memoria necesara stocarii arborelui de sparsificare este O(m) in cazul
sparsificarii simple. Pentru sparsificarea avansati o limita de O(m log(n?/m))
se obtine usor, care poate fi imbunatatit la O(m) pentru SPARSIFICAREA
ELEMENTARA si O(™ - h(n)) in cazul SPARSIFICARII STABILE, unde h(n) este
spatiul necesar unui singur nod in arborele de sparsificare.

Timpul de preprocesare este O(m) pentru sparsificarea simpla. Pentru
sparsificarea Imbunatatita ¢, = O(mlog(n®/m)) se obtine trivial si se poate
optimiza la O(™ - h(n)) in cazul SPARSIFICARII ELEMENTARE si al SPARSIFI-
CARII STABILE, unde h(n) este timpul necesar procesarii unui singur nod in

arborele de sparsificare.

2.7 Arborele Euler Tour

Introducere Arborele Euler Tour a fost introdus in | | ca un
ingredient al algoritmului de conexitate complet dinamic descris, care a fost
primul algoritm cu limite polilogaritmice pentru problema conexitatii complet
dinamice.

Operatii suportate Numeroase operatii pot fi efectuate eficient:

e TREE(u): returneaza radacina arborelui, care contine nodul w.

e NONTREEEDGES(T): returneaza lista muchiilor din afara arborelui
vecine cu T'. Muchiile cu ambele capete In T' sunt returnate de doua

ori.

e INSERTTREE(u,v): adauga (u,v) in arbore, conectand arborele, care

contine nodul u cu arborele, care contine nodul v.
e INSERTNONTREE(u,v): adauga muchia din afara arborelui (u,v).

e DELETETREE(u,v): sparge arborele, care contine nodurile u si v prin

stergerea muchiei (u,v).
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e DELETENONTREE(u, v): sterge muchia din afara arborelui (u,v).

e SAMPLEANDTEST(T): selecteaza aleator o muchie din afara arborelui
vecin cu 7' si 1l returneaza daca are exact un capat in 7. Muchiile
cu ambele capete In T au probabilitate de doua ori mai mare sa fie

selectate.

Performanta Algoritmul de conexitate din | ] folosegte doua me-
tode pentru implementarea arborelui Euler Tour, prima cu arbori binari si a
doua cu arbori logn-ari. In prima implementare NONTREEEDGES ruleaza in
O(m'logn), unde m’ este marimea intrarii, in timp ce restul operatiilor au
nevoie de O(logn) timp. In a doua implementare DELETETREE si INSERT-
TREE devin O(log®n/loglogn), in timp ce TREE devine O(logn/ loglogn),
iar restul operatiilor ramane neschimbat.

Un arbore Euler Tour poate fi stocat in spatiu O(n), fiind nevoie de me-
morie aditionala O(m) daca gi muchiile din afara arborelui trebuie mentinute.

Timpul de preprocesare este t, = O(mlogn +n) (| D).

3 Probleme pe grafuri dinamice neorientate

3.1 Conexitate incrementala

Problema conexitatii incrementale poate fi definita dupa cum urmeaza. Dat
fiind un graf neorientat, initial contindnd n noduri izolate, sa se suporte

urmatoarele operatii:
e INSERT(u,v): adauga o muchie intre nodurile u si v.

e CONNECTED(u,v): returneaza true daca nodurile u si v se afla in aceeasi

componenta conexa si false altfel.

Un tabel comparativ cu algoritmii prezentati in teza se gaseste in Figura 1.
Pentru semnificatia prescurtarilor vezi Tabelul notatiilor si Lista acronimelor

de la inceputul lucrarii.
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Acronimul tp ty tq ta Complexitate de
algoritmului memorie
DSF O(n) O(logn) O(logn) O(a(nrq +n,n))) O(n)
KF | 60w | Oleers) | 0Gaeirs) | Ol o)

Figura 1: Comparatia algoritmilor de conexitate incrementala

3.2 Conexitate decrementala

Problema conexitatii decrementale poate fi definita dupa cum urmeaza. Dat

fiind un graf neorientat G(V, E), sa se suporte urmatoarele operatii:

e DELETE(u,v): sterge muchia dintre nodurile u gi v. Se presupune, ca
(u,v) € E.

e CONNECTED(u,v): returneaza true daca nodurile u si v se afla in aceeasi

componenta conexa si false altfel.

In cazul algoritmului lui Even si Shiloach (ES) t, = O(n + m),t, =
O(m),t, = O(1),t, = O(n) si spatiul folosit este ©(n +m). In cazul algorit-
mului lui Thorup (ThoDec) asemenea limite sunt mult mai dificil de obtinut,
in afara de t,, care a fost demonstrat in [ |. Folosind tehnica din | ]
complexitatea de memorie pentru fiecare nivel al recursivitatii se poate reduce
la O(m). Chiar si aga, constanta ascunsa este mare, fiindca la fiecare nivel se

stocheaza numeroase grafuri.

3.3 Conexitate complet dinamica

In problema conexitatii complet dinamice urmatoarele operatii trebuie supor-

tate:

e INSERT(u,v): adaugd o muchie intre nodurile u gi v. Se presupune, ca
(u.v) & E.

e DELETE(u,v): sterge muchia dintre nodurile u gi v. Se presupune, ca
(u,v) € E.
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Acronimul algoritmului ‘ tu tq ‘ ta ‘ Timp de rulare mediu ‘
FredI-85, FredI-91 O(m2/3) o(1) O(m?2/3) O(—r5 + logn)
FredII-85, FredII-91 O(v/mlogm) O(1) O(v/mlogm) O(@ +logn)
FredIII-85, FredIII-91 O(y/m) o(1) O(v/m) O( = +logn)
Spars (FredIII) O(y/n) o(1) O(y/n) O(y/n)

HK O(mlogn) (1o§)ign) O(log3 n)

HT, HDT O(mlogn) | O(poei-) | O(log n)

Figura 2: Comparatia timpilor de actualizare si interogare ai algoritmilor de

conexitate complet dinamica

Acronimul algoritmului tp Complexitate de
memorie
FredI-85, FredI-91 O(m) O(m)
FredII-85, FredII-91 O(m) O(m)
FredIII-85, FredIII-91 O(m) O(m)
Spars (FredIII) O(m) O(m)
HK O(m+nlogn) | O(m+nlogn)
HT, HDT O(m + nlogn) O(m + nlogn)

Figura 3: Comparatia timpilor de preprocesare si al complexitatilor de me-

morie pentru algoritmii de conexitate complet dinamica

e CONNECTED(u,v): returneaza true daca nodurile u si v se afla in aceeasi

componenta conexa si false altfel.

In Figura 2 sunt listati timpii de rulare cunoscuti.

In Figura 3 este comparat timpul de preprocesare si complexitatea de
memorie a algoritmilor. Pentru HDT complexitatea de memorie se refera la
cel descris in articolul original, care se poate imbunatati la O(m) folosind

tehnica din | ].

3.4 Arborele partial minim complet dinamic

Nu tratam separat versiunile partial dinamice ale problemei din urmatoarele
motive. Varianta incrementald se poate rezolva cu usurinta in O(logn)

pe actualizare folosind arbori link-cut. Pe de alta parte solutia variantei
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Acronimul algoritmului ‘ ta ‘ Complexitate de memorie
FredI-85, FredI-91 O(m?2/3) O(m)
FredII-85, FredII-91 O(v/mlogm) O(m)
FredIII-85, FredIII-91 O(y/m) O(m)

Spars (FredIII) O(yv/n) O(m)

HDTMST O(log* n) O(mlogn)

Figura 4: Comparatia algoritmilor de arbore partial minim complet dinamic

decrementale este unul dintre ingredientele algoritmului lui Holm et.

descris 1n teza.

In problema arborelui partial minim complet dinamic, dandu-se un graf

neorientat, ponderat G(V, E, W), vrem sa suportam urmatoarele operatii:

e INSERT(u,v,w): adaugd muchia (u,v) in graf cu ponderea w. Se

presupune (u,v) ¢ F inaintea operatiei.

e REMOVE(u,v): sterge muchia (u,v) din graf. Se presupune (u,v) € E.

e CHANGE(u,v,w): schimba ponderea muchiei (u,v) la w. Se presupune

(u,v) € E.

e MsT(): returneaza costul total al arborelui partial minim si muchiile
pe care acesta le contine, daca se cere acest lucru. Folosim termenul

“arbore” chiar daca este vorba despre o padure, cand graful nu este

conex.

Notam ca operatia CHANGE(u, v, w) nu este critica, fiindca poate fi inlo-

cuita cu o secventa de REMOVE(u, v) si INSERT (u, v, w).

In Figura 4 este listat timpul de rulare amortizat pe operatie si complexi-

tatea de memorie pentru fiecare algoritm de arbore partial minim complet

dinamic.
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4 Probleme pe grafuri dinamice orientate

4.1 Inchidere tranzitiva dinamica

Nu tratam separat versiunile partial dinamice gi complet dinamice, fiindca
experimentele au demonstrat (] ]), ca cei mai buni algoritmi complet
dinamici cunoscuti in acest moment sunt clar inferiori unor solutii triviale si
a unor algoritmi hibrizi bazati pe solutii partial dinamice. Asadar prezentam
doar algoritmii incrementali gi decrementali avand semnificatie practica.

Dandu-se un graf orientat G(V, A), avem nevoie de urmatoarele definitii.

Definitie 4.1 Un nod v este accesibil (reachable) din varful u daca si

numai daca exista un drum orientat de la v la v In G. 0

Definitie 4.2 Digraful G(V, A*), avand aceeagi multime de noduri ca G dar
avand arcul (u,v) € A* daca si numai daca v este accesibil din v in G se
numeste inchiderea tranzitiva (transitive closure) a lui G. Notam |A*|

cu m*. O

Definitie 4.3 Daca v este accesibil din u (in G), numim v urmasul (des-
cendant) sau succesorul lui u si u este un stramos (ancestor) sau un

predecesor al lui v. o
Operatiile care trebuie suportate sunt:
e INSERT(u,v): adauga arcul (u,v) in graf.
e REMOVE(u,v): sterge arcul (u,v) din graf.

e REACHABLE(u,v): returneaza true daca exista un drum orientat din

nodul v in nodul v si false altfel.

e SEARCHPATH(u,v): returneaza un drum de la nodul u la nodul v, sau

(@ daca nu exista.
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Acronimul of algoritmului ‘ tp ‘ tt ‘ Complexitate de memorie

Abdo7 O(n-m) O(k? - (m + nry) + (m + nry)*) O(k -n)
Abd00 O(n-m) O(k - (m + nry)*) O(k - n)
Ital O(n? +n-m) O(n - (m+mnry)) O(n?)
Ital-Gen O(n? +n-m) O(m?) O(n?)
RZ O(n? +n-m) O(n-m) O(n?)

Figura 5: Comparatia algoritmilor de inchidere tranzitiva dinamica

In Figura 5 diverse complexitati ale algoritmilor de inchidere tranzitivi
dinamica sunt prezentati. Abd97 si Abd00 sunt incrementali, si k este numarul
drumurilor disjuncte din puncte de vedere al nodurilor, in care graful este
descompus. Ital este ori incremental ori decremental, limitele de timp nu se
pastreaza in cazul unor giruri mixte de operatii. Timpul total agteptat pentru
Ital-Gen este pentru partea decrementala, cea incrementala avand aceeasi

complexitate ca Ital. RZ este decremental.

4.2 Problema datoriilor

Introducere In aceastd sectiune este discutatii o problems originald pro-
pusa in 2008 de autor la concursul de selectie al lotului national de informatica
pentru Olimpiada de Informatica a Europei Centrale si Olimpiada Balcanica
de Informatica.

Enuntul problemei este urmatorul:

Se considerd n entitati (de ex. persoane, companii), si o lista de m
tmprumuturi tntre aceste entitati. Un imprumut poate fi descris prin trei
parametri: indicele entitatii care cere imprumutul, indicele entitatii care da
imprumutul $i suma de bani imprumutata. Problema cere gasirea unei liste
minime de tranzactii prin care se rezolva datoriile create ca urmare a celor
m imprumuturi.

In [ | problema este modelata folosind teoria grafurilor:

Definitie 4.4 Fie G(V, A, W) un multigraf orientat ponderat fara bucle,

V| =n, |Al=m, W:A— Z, unde V este multimea nodurilor, A multimea
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Lista imprumuturilor:

Entitatea care cere | Entitatea care da | Suma
1 2 10
2 3 5)
3 1
1 4
4 5 10
Solution:
Entitatea care plateste | Entitatea care primeste | Suma
1 5 10
4 2 5

Figura 6: Exemplu pentru problema datoriilor

arcelor gi W functia de pondere. G reprezinta imprumuturile efectuate, asadar

va fi denumit graf de imprumuturi (borrowing graph). o

Graful de imprumuturi corespunzator exemplului din Figura 6 se gaseste

in Figura 7.

Definitie 4.5 Se defineste pentru fiecare nod v € V suma absoluta dato-
ratad (absolute amount of debt) pe graful G:
Dgv)y= > Wwv)— > W@, v)

v eV v ev
(v,v") € A (v",v) € A

Uneori pentru simplicitate, suma absoluta datorata corespunzatoare unui

nod se va numi valoarea D. O

Definitie 4.6 Fie G'(V, A/, /W') un multigraf orientat ponderat fara bucle,
fiecare arc (i, j) reprezentand tranzactia sumei W’ (i, j) de la entitatea i la
entitatea j. Acest graf se numegte graf de tranzactii (transaction graph).
Aceste tranzactii rezolva datoriile formate de imprumuturile modelate de graful
G(V, A, W) daca si numai daca:

D¢ (v;) = Der(v;),Vi = 1,n, unde V = {vy,vq,...,0,}

Acest lucru se noteaza cu: G ~ G'. o
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a
()
() 2(5)

Figura 7: Graful de imprumuturi asociat cu exemplul dat. Un arc de la
nodul ¢ spre nodul j cu ponderea w are semnificatia, ca entitatea ¢ trebuie sa

plateasca suma w entitatii .
(D

Figura 8: Graful de tranzactii minim. Un arc de la nodul ¢ spre nodul j cu

ponderea w are semnificatia, ca entitatea ¢ plateste suma w entitatii .

Vezi Figura 8 pentru un graf de tranzactii, care corespunde exemplului
din Figura 6, cu numar minim de arce.

Folosind termenii de mai sus, problema datoriilor se poate reformula in
felul urmator:

Dandu-se graful de tmprumuturi G(V, A, W) sa se gaseasca graful de
tranzactit minim G (V, Amin, Winin), tn asa fel incit G ~ G siVG'(V, A, W)
G~ G [Apin| < A

Relatia problemei cu clasele de complexitate Sa notam problema

din introducere cu DEBT. Problema de decizie corespunzatoare se va numi

DEBT-DECISION, definit in felul urmator:
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Dandu-se un graf de imprumuturi G(V, A, W) si un numar natural M <
|A|, sa se determine existenta unui graf de tranzactii G'(V, A", W'),G ~ G’,
in asa fel incat |A’| < M.

Lema 4.7 DEBT-DECISION este NP. o
Lema 4.8 SUBSET SUM este reductibil la DEBT-DECISION. o
Teorema 4.9 DEBT-DECISION este NP-completa. 0
Corolar 4.10 DEBT este NP-grea (NP-hard). o

Lema 4.11 3-PARTITION este transformabil pseudopolinomial in DEBT-
DECISION. O

Teorema 4.12 DEBT-DECISION este tare NP-completd (NP-complete in the

strong sense). 0

Corolar 4.13 DEBT este tare NP-grea (NP-hard in the strong sense). g

Se defineste problema DEBT-DECISION-PARTIAL dupa cum urmeaza:

Déindu-se un graf de imprumuturi G(V, A, W), un "graf partial” GP(V, AP, WP)
st un numar natural M < |Al|, sd se determine, daca GP poate fi "completat”
intr-un graf de tranzactii cu cel mult M arce. Adica, sa se determine existenta
unui graf de tranzactii G'(V, A\, W'),G ~ G', in asa fel incit |A'| < M gi
AP C A, WP(a) = W'(a),Va € AP.

Lema 4.14 DEBT-DECISION-PARTIAL este NP. O
Lema 4.15 (]| ]) DEBT este Turing reductibil la DEBT-DECISION-

PARTIAL. O
Teorema 4.16 ([ 1) DEBT este NP-usor (NP-easy). o
Corolar 4.17 DEBT is NP-echivalent (NP-equivalent). 0
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O varianta restrictionata Problema DEBT-PATH este definita in felul
urmator:
Dandu-se un graf de tmprumuturi G(V, A, W), al carui arce formeaza

un drum, sa se gdaseasca graful de tranzactii minim G'(V, A, W'),G ~ G'.

n—1
Reformuland matematic A = U {(vp,, Vp,,)}s Vp, = Up, = 1= J,Vi,j = 1,n.
=1

1=

Teorema 4.18 (][ ]) DEBT-PATH este NP-grea.

o
Teorema 4.19 (] ]) DEBT-PATH este tare NP-grea. O
Teorema 4.20 DEBT-PATH este NP-usor. o
Corolar 4.21 DEBT-PATH este NP-echivalent. o

Mentionam ca Lema 4.8, Corolarul 4.10, Lema 4.11 gi Corolarul 4.13 au

fost enuntate gi in | ].

O solutie bazata pe metoda programarii dinamice Metoda propusa

foloseste tehnici similare celor descoperite independent de Bellman (] D,
respectiv Held gi Karp (| ]) pentru rezolvarea problemei comis voia-
jorului.

Urmatoarea observatie este cruciala in aceasta solutie.

Teorema 4.22 (][ 1) Orice caz al problemei datoriilor se poate re-

zolva trivial cu cel mult n — 1 tranzactii. o

Se noteaza cu V.5 multimea nodurilor avand valoare D pozitiva si cu
Vyight multimea nodurilor avand valoare D negativa, adica Vi = {u|D(u) >
0}, Vigne = {u|D(u) < 0}. Fie ny = |Viept|, no = |Vyigne| $i Viepr =
{lefti, ..., leftn, }, Viigne = {righty, ..., right,,}. Subproblemele din progra-
marea dinamica se definesc cu doi parametri ¢ si j, unde 7 este o reprezentare
binara de n; biti, si j o reprezentare binara de ny biti (1 = 0,2 — 1,5 =

0,272 — 1). O subproblema va avea urmatoarea semnificatie:
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dp; ; = numarul arcelor in graful de tranzactii minim, care contine doar
nodurile din Vj.s; determinate de bitii lui ¢ si nodurile din Vg, determinate
de bitii lui j.

Formula recursiva pentru determinarea valorilor asociate subproblemelor
este urméatoarea’:

dpij = min(dp; xR #; XOR j T bitcount(i') + bitcount(j') — 1), unde
1. i AND ¢/ =7
2. j AND j =7

3. > D(lefty) = — > D(righty)
i/ AND 2k=£0 4/ AND 2k+0

4. bitcount(z) returneaza numarul de biti ai lui z egali cu 1.

Urmeaza analiza performantei algoritmului propus. Numarul subproble-
melor este 2™ - 2"2 = 2™*"2 ip cel mai rau caz ajungand la 2". Asadar
complexitatea de memorie este ©(2"). Pentru a rezolva o subproblema (i, j)
este nevoie de toate perechile (7/,7’), in aga fel incat i’ este o submultime
alui i gi 7/ o submultime a lui j. O pereche (i,i") se poate codifica cu un
sir de n; cifre ternare. O cifra are valoarea 0, daca nodul respectiv nu face
parte din ¢, 1 daca face parte din ¢ dar nu face parte din ¢’ si 2 daca face
parte din ¢’ (asadar i din 7). Aceeasgi codificare se poate utiliza de asemenea
pentru fiecare pereche (7, j'). Deci numarul pagilor efectuati de algoritm este

proportional cu 3" - 3" = 3"

Problema datoriilor in grafuri dinamice In problema datoriilor dina-

mice (| |) urmatoarele operatii trebuie suportate:

e INSERTNODE(u) - adauga nodul u in graful de imprumuturi.

e REMOVENODE(u) - sterge nodul u din graful de imprumuturi. Pentru ca

nodul sa fie sters, intai toate datoriile legate de acesta trebuie rezolvate.

2Se noteaza cu AND operatia 7si” binard si cu XOR operatia “sau exclusiv” binars
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Oan®
Figura 9: Rezultatul operatiei QUERY apelat dupa adaugarea celui de-al

treilea arc

Pentru a afecta cat mai putin restul nodurilor, datoriile sunt rezolvate in
aga fel, Incat sa afecteze un numar minim de noduri fara a compromite

solutia optima pentru intreg graful.

e INSERTARC(u,v,z) - adauga un arc in graful de imprumuturi. Adica,

u trebuie sa plateasca suma x lui v.
e REMOVEARC(u,v) - sterge datoria dintre u gi v.

e QUERY() - returneaza un graf de tranzactii minim.

De exemplu un apel al operatiei QUERY dupa adaugarea celui de-al treilea
arc in graful de Imprumuturi corespunzator Figurii 6 rezulta in graful de

tranzactii minim din Figura 9.

O structura de date pentru rezolvarea datoriilor dinamice Dat fiind
ca varianta statica a problemei este NP-grea, nu este posibil suportarea tuturor
operatiilor in timp polinomial (daca P # NP). Altfel s-ar putea construi
intreg graful arc cu arc, apeland de m ori INSERTARC, dupa care s-ar obtine
graful de tranzactii minim printr-un apel al operatiei QUERY, ceea ce ar duce
la un algoritmi polinomial pentru problema statica.

Structura de date folosita este bazata pe mentinerea submultimii nodurilor

care au suma datorata absoluta diferita de zero V* = {u|D(u) # 0}. Suma
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tuturor valorilor D a celor 2!V submultimi a lui V* sunt de asemenea stocate

intr-o tabela de dispersie sums.

InsertNode Dat fiind ca pentru structura de date numai nodurile avand
valoare D diferite de zero sunt importante, si ca un nod nou intotdeauna
incepe fara datorii, Inseamna ca nimic nu ramane de facut la un apel al lui

INSERTNODE.

InsertArc Cand INSERTARC este apelat, valorile D a doua noduri se
schimba, asadar si V* se poate schimba. Cand un nod parasegte V*, folosim o
metoda de "lazy update” in cazul submultimilor care 1l contin, deoarece cand
un nod nou intra in V*, oricum trebuie calculate toate sumele corespunzatoare
submultimilor din care acesta face parte.

Daca u gi v erau in V* gi au ramas acolo dupa schimbarea valorilor D,
se adauga x la suma tuturor submultimilor care il contin pe u, dar nu pe
v, si se scade x din suma acelora, care il contin pe v dar nu pe u. Suma
submultimilor, care contin ambele noduri nu se schimba.

Daca unul dintre noduri tocmai a intrat in V* (D[u] = z, sau D[v] = —x),
toate sumele submultimilor care il contin trebuie recalculate, ceea ce se
poate efectua in O(1) pe submultime, folosind sumele deja calculate pentru

submultimi mai mici.

Query Pentru a efectua QUERY se observa, ca gasirea unui graf de
tranzactii minim este echivalenta cu partitionarea lui V* intr-un numar
maximal de submultimi disjuncte avand suma zero, adica V* = P, U ... U
Pz, sums[P] = 0,Yi = 1,max si P,NP; =0,Vi,j =1, max,i # j. Motivul
este, ca datoriile dintr-o multime de suma zero P; se pot rezolva prin |P;| — 1
tranzactii (dupa Teorema 4.22, vezi gi | , , ]), deci pentru a
rezolva toate datoriile este nevoie de |V*| — max tranzactii.

Fie S° multimea submultimilor lui V*, avand suma zero: S° = {S|S C
V* sums[S] = 0}. Pentru a gasi partitia maxima, folosim metoda programarii

dinamice.
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Fie dp[S] numarul maximal de submultimi cu suma zero in care S C V*

poate fi partitionat.
nedefinit, daca sums[S] # 0

dp[S] = 0, dacid S =10
max{dp[S \ ']+ 1|S" € S, 5" € S}, altfel
Constructia lui dp dureaza cel mult 2171 - |S°| pasi.
Fiindca viteza operatiei QUERY depinde in mare parte de cardinalitatea
multimii S°, in tezd se propun doud euristici pentru reducerea ei, fira a

compromite solutia optima.

RemoveNode Stergerea nodului u cu conditiile de mai sus este echiva-
lenta cu gasirea multimii P de cardinalitate minima, care il contine pe u si

poate face parte dintr-o solutie optima, adica dp[V*] = dp[V*\ P] + 1.

RemoveArc Dat fiind ca stergerea unui arc dintre doua noduri este
echivalenta cu adaugarea unui arc in directia opusa, aceasta operatie poate
fi implementat cu usurinta folosind INSERTARC. Daca valorile D a celor
doua noduri au acelagi semn, inseamna ca intr-un graf de tranzactii minim

nu poate aparea un arc intre cele doua noduri, deci nimic nu este de facut.

Un algoritm nou pentru problema statica Se observa, ca operatia
QUERY are nevoie doar de multimea S°, iar pentru a construi S°, suma
tuturor submultimilor lui V* trebuie calculata. Deci, dupa procesarea arcelor
din graful de imprumuturi in ©(m) si gasirea valorilor D, tabela de dispersie
sums poate fi construita in ©(2/V*|) folosind metoda programarii dinamice:
0, daca S =10
sums[S = {s1,...s:} = Dl[s4], daca |S| =1
sums[{sq,...sr}| + D[s1], altfel

Dupé construirea lui sums, se poate construi S° printr-o noua iteratie
asupra tuturor submultimilor lui V* si selectarea acelora care au suma zero
in S°. Dup4 acesta se efectueaza euristicile si se apeleazd QUERY. Timpul

total de rulare este ©(m + 21V +|SO2 + 2171 |S0)).
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Rezultate experimentale A fost efectuat un gir de experimente pentru a
compara algoritmii noi cu cel propus in | |. S-au folosit aceleasi 15 teste
care au fost folosite cand problema a fost propusa la barajul de calificare al
lotului national de informatica. Structura acestora este descrisa in teza.

In primul experiment au fost comparati trei algoritmi: algoritmul static
vechi, algoritmul static nou si algoritmul dinamic. Pentru ultimul algoritm
INSERTARC a fost apelat pentru fiecare arc si QUERY efectuat o singura data,
la sfargit.

In al doilea experiment au fost comparate algoritmul static vechi si algo-
ritmul dinamic. In cazul primului algoritm intreaga solutie a fost recalculata
dupa adaugarea fiecarui arc, iar in cazul celui de-al doilea algoritm dupa
fiecare INSERTARC a fost apelat si un QUERY. Rezultate detaliate se gasesc

n teza.

Pentru o mai buna intelegere a rezultatelor, experimente aditionale au fost
efectuate. Prima data s-a comparat timpul de rulare ai algoritmilor statici pe
grafuri aleatoare avand n = 16 noduri si m = 20 arce cu costuri din intervalul
[1, MAXVALUE). Pentru fiecare valoare para MAXVALUE € [2,80] s-au
generat 1000 grafuri diferite si ambii algoritmi au fost executati pe ele. Dupa
cum se vede in Figura 10 pentru valori mici ale lui MAXV ALUFE algoritmul
static vechi este mai rapid, dar incepand cu MAXVALUE = 16 acesta
devinde din ce in ce mai lent. Se observa de asemenea ca algoritmul nou este
mult mai robust, fiindca timpul lui de rulare nu are fluctuatii atat de mari ca
cel al algoritmului vechi.

Pentru a intelege mai bine detaliile interioare ale algoritmilor, s-a masurat
separat timpul petrecut in fiecare faza a acestora.

In acest experiment s-au generat 10000 de grafuri, avind n = 16 noduri si
m = 20 arce si s-a calculat timpul total petrecut in fiecare faza a algoritmilor.
S-au investigat doua cazuri, unul pentru care algoritmul vechi este mai rapid
(Figura 11) si unul pentru care algoritmul nou este mai eficient (Figura 12).

Timpul de rulare al algoritmului static vechi este dominat de timpul de

preprocesare In ambele cazuri. Mai precis faza critica pare a fi partea de
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Figura 10: Timpii totali de rulare pe 1000 de grafuri aleatoare avand n = 16

noduri, m = 20 arce cu costuri mai mici ca MAXVALUE.

alocarea memoriei. Chiar dacs ambii algoritmi folosesc ©(2/V"!) memorie, se
pare ca alocarea matricelor de aceasta marime este mult mai costisitor de
timp ca si alocarea unui vector de aceeagi marime.

Algoritmul nou se comporta in felul agteptat, petrecand mult mai mult
timp in faza principala si faza euristica pentru MAXVALUE = 10. Motivul
este cd, cardinalitatea Iui S° este in mediu de aproximativ patru ori mai mare

in comparatie cu cazul MAXVALUFE = 50 (615.5 respectiv 153.2).

Tratarea cazurilor mari Se noteaza n* = |V*| = [{u|D(u) # 0}|. Algo-
ritmii prezentati mai sus sunt capabili sa furnizeze solutia optima in timp
rezonabil pentru valori de marimea 20 - 30 ale lui n*. Poate ar fi de dorit
gasirea unor solutii "suficient de bune” pentru intrari de dimensiuni mai mari.
Autorul propune un algoritm genetic ([Hol75]) pentru rezolvarea problemei
datoriilor ([PatBarll]).
Se foloseste reformularea problemei in care se cere partitionarea lui V* in

multimi disjuncte de suma zero.
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Figura 11: Timpul de rulare total al fazelor algoritmilor pe 10000 de grafuri

generate aleator avand n = 16 noduri, m = 20 arce cu costuri mai mici ca 10.

Reprezentare O solutie a problemei este reprezentata de o permutatie a
valorilor D care corespund nodurilor din V*. Deci o solutie candidata este
un vector C'= (¢, ¢, ..., ¢y), In aga fel Incit ¢; = D(u),Vi € 1,n pentru un

u € V* unic.

Atribuirea fitness-ului Pentru a evolua fitness-ul unei cromozome, se

itereaza peste genele acesteia in ordine crescatoare i se mentin sumele partiale
i

obtinute, adica s; = ) ¢;. Pentru fiecare s; = 0 gasit se adauga unu la
Jj=1

valoarea de fitness.
Recombinarea Se propun noi operatori de recombinare ([PatBarll]).

Operatorul 1 Fie C si Cy cele doua cromozome si k € [1,n] un indice
aleator. Primul urmag Cf se obtine prin copierea primelor k gene din C; si
lipirea elementelor din permutare inca nefolosite, in ordinea in care apar in

(5. Al doilea urmag CY se obtine in mod simetric.
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Figura 12: Timpul de rulare total al fazelor algoritmilor pe 10000 de grafuri

generate aleator avand n = 16 noduri, m = 20 arce cu costuri mai mici ca 50.

Operatorul 2 Problema cu Operatorul 1 este ca primul urmas moste-
neste majoritatea proprietatilor de la C} si foarte putin de la Cs. Acest lucru
nu este de dorit, filndca C si Cs pot contine submultimi din partitia optima.

Un operator de recombinare mai eficient poate fi urmatorul. Se determina
partitia codificata de C si Cs, prin metoda descrisa la atribuirea fitness-ului.
Fie acestea ) = Py UP 2 U... 51 Cy = Py U P U.... Se initializeaza

1:=C1 51 C) = Cs.

Se itereaza peste fiecare P; ;. Daca P;; este continut intr-un P ;, adica
P, ; C P, seinlocuieste P, ; in al doilea urmas cu Py ;U(Ps;\ Py ;). Procedura

se repeta pentru Cy In mod simetric.
Mutatia Se propun patru operatori noi de mutatie (Operatorii 3-6), avand

proprietatea, ca fitness-ul cromozomei nu scade dupa efectuarea operatiei
([PatBarll]).
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Operatorul 1 Operatorul de inversie descris de Holland (] |) poate

fi folosit fara modificari pe secventa dintre genele 7 si j.

Operatorul 2 O varianta simplificata a Operatorului 1 se poate efectua

prin schimbarea genelor ¢ si j din cromozoma.

Operatorii 3 si 4 Operatorii 1 si 2 se pot folosi pe partitia C' =

P, UP,U ... 1n locul reprezentarii pe gene.

Operatorii 5 si 6 Operatorii 1 si 2 se pot folosi in interiorul unui P
fara a scadea valoarea de fitness.

Din cauza ca problema este tare NP-grea este o provocare generarea unor
teste mari, pentru care se cunoaste solutia optima. In teza sunt descrise patru

metode pentru generarea cazurilor mari.

Tranzactii interzise, dobanzi, reduceri Este firesc sa se asume, ca
tranzactiile nu sunt posibile intre oricare doua entitati din diverse motive.
Intrarea acestei probleme poate fi descrisa prin doua grafuri, graful de

imprumuturi G si graful de permisiuni G p definit mai jos.

Definitie 4.23 Un graf de permisiuni (permission graph) Gp(V, Ap)
este un graf orientat neponderat, avind un arc (u,v) € Ap, daca tranzactiile

de la u la v sunt permise. o

Varianta originala a problemei corespunde unui graf de permisiuni egal cu
graful complet. Se observa, ca prin introducerea grafului de permisiuni, s-a
obtinut o generalizare a problemei originale, deci aceasta noua varianta va
fi tare NP-grea de asemenea. Algoritmii descrisi mai sus nu se pot modifica
usor pentru a rezolva problema generala si se pare ca gasirea unor asemenea
algoritmi este o sarcina grea.

Pentru ca modelul sa devina si mai realist, graful de permisiuni poate fi
unul ponderat si se poate impune conditia ca orice suma platita de u la v

se va inmulti cu ponderea arcului (u,v) din graful de permisiuni. Agadar o
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pondere mai mare ca unu are semnificatia unei reduceri obtinute de u din
partea lui v, si o pondere mai mica ca unu semnifica o dobanda. In aceasta
varianta se poate cere o solutie care minimizeaza suma totala platita de toate

entitatile.
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