FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA
UNIVERSITATEA “BABES-BOLYAI”
CLUJ-NAPOCA, ROMANIA

ADRIANA BRANDAS

APROXIMAREA TRAII;%ZZ%%]()ALA A NUMERELOR
REZUMATUL TEZEI DE DOCTORAT

COORDONATOR STIINTIFIC:
PROF. UNIV. DR. PETRU BLAGA

CLUJ-NAPOCA






CUPRINS

Cuvinte cheie
Introducere
1. Preliminarii
1.1. Multimi fuzzy
1.2. Numere fuzzy
1.3. Numere reale gi intervale de numere reale atagate numerelor fuzzy
1.3.1. Ambigiutatea, valoarea si intervalul de expectantd
1.3.2. Entropia numerelor fuzzy
1.4. Criterii de aproximare
2. Aproximari trapezoidale care conserva expectanta si o multime
de nivel
2.1. Operatorul trapezoidal care conserva intervalul de expectanta si
nucleul
2.2. Operatorul trapezoidal care conserva intervalul de expectanta si
suportul
2.3. Operator trapezoidal care conseva valoarea de expectanta si nucleul
3. Aproximari trapezoidale care conserva ambiguitatea, valoarea
si o multime de nivel
3.1. Operatorul trapezoidal care conserva ambiguitatea si valoarea
3.2. Operatorul trapezoidal care conserva ambiguitatea, valoarea gi nu-
cleul
3.3. Operatorul trapezoidal care conserva ambiguitatea, valoarea i nu-
cleul
4. Aproximarea ponderata
4.1. Operatorul ponderat care conserva suportul

4.2. Operatorul ponderat care conserva intervalul de expectanta
Bibliografie



CUVINTE CHEIE

Multime fuzzy, numar fuzzy, numar fuzzy triunghiular, numar fuzzy trape-
zoidal, ambiguitate, valoarea, interval de exepectanta, valoarea de exepectants,
valoare medie, entropia numerelor fuzzy, aproximare trapezoidala, aproximare
ponderaté, operator trapezoidal de aproximare.

INTRODUCERE

Matematica fuzzy a prins contur in a doua jumétate a secolului XX, dupa
publicarea de citre Lotfi A. Zadeh a primului articol de matematica fuzzy ([82],
1965). Acest articol a generat multe cercetdri gi implicit a generat ramuri noi
in matematicd. Matematica fuzzy poate fi privitd ca o paraleld a matematicii
clasice sau ca o prelungire fireascd a acesteia, dar in majoritatea situatiilor
este consideratd o matematicd noud si foarte utild in rezolvarea problemelor
exprimate cu un limbaj vag.

Promotorul teoriei multimilor fuzzy, profesorul L. Zadeh, afirma c& matemat-
ica fuzzy este un instrument util in modelarea problemelor cu caracter negradual
sau prea complexe pentru a fi modelate adecvat prin metode traditionale. Daca
L. Zadeh este promotorul matematicii fuzzy la nivel mondial, in tara noastrd
primele idei de matematicd fuzzy au pornit de la G. Moisil. Biografia lui L.
Zadeh i cercetdrile sale gtiintifice sunt prezentate in lucrarea [23].

Studiul matematicii fuzzy este directionat pe mai multe subdomenii. Din-
tre acestea amintim: logica fuzzy, aritmetica fuzzy, teoria controlului fuzzy sau
modelarea fuzzy. Comparativ cu celelalte domenii de cercetare, aritmetica fuzzy
s-a bucurat de un mare interes doar in ultimii ani. Numerele si multimile fuzzy
sunt unelte folosite cu succes in arii stiintifice ca: probleme de decizie, stiinte so-
ciale, teoria controlului, etc. Potentialul numerelor fuzzy este recunoscut si ilus-
trat in aplicatii redate in [44] sau [54]. Practic, rezultatele obtinute folosind nu-
merele fuzzy sunt mai bune decét cele obtinute prin metode clasice. Studiul este
directionat spre: multimi si logicd fuzzy ([70], [82], [83], [84]), numere fuzzy
([21], [45], [54]), operatii efectuate asupra numerelor fuzzy ([12], [18], [19]), pro-
prietdti ale acestora [42], reprezentdri ale numerelor fuzzy [54], ordonarea nu-
merelor fuzzy [22], m#suri de defuzzificare [18], aproximarea numerelor fuzzy
([9], [51], [75]), distanta intre doud numere fuzzy ([74], [39]), sisteme de ecuatii
fuzzy si ecuatii fuzzy [73], variabile lingvistice [34] sau aplicatii ale matematicii
fuzzy [20].

Operatorii de aproximare au fost studiati in multe materiale: ([1], [2], [3],
(9], (15], [37], [49], [48], [51], [52], [68], [78], [80], [81], [85]).

Lucrarea este structuratd patru capitole. In capitolul I "Preliminarii" am
introdus notiunile teoretice elemetare pe care le vom folosi pe parcursul intregii
lucréri. Plecand de la notiunea de multime fuzzy am ficut o scurtd prezentare a
operatiilor ajungand apoi la elementul central al aceste lucrari: numaérul fuzzy.
In paragraful "Numere reale si intervale de numere reale atasate nu-
merelor fuzzy" sunt prezentati cei mai folositi parametrii asociati numerelor



fuzzy, cum ar fi: entropia (studiatd in lucrarea [18], unde am introdus formule
de calcul ale entropiei produsului si catului a doud numere fuzzy trapezoidale.),
valoarea medie, ambiguitatea sau valoarea.

Incepand cu cel de-al doilea capitol prezentim metode de aproximare trape-
zoidald si ponderatd a numerelor fuzzy. Aproximarea numerelor fuzzy este o
metodad necesard pentru a simplifica prelucrarea datelor care contin numere
fuzzy si poate fi privita din mai multe perspective. Deoarece sunt multe metode
de aproximare gi multi algoritmi care fac aceste aproximadri, in opinia noastra
important nu este s gésim cel mai bun operator de aproximare, ci sa evaluam
proprietitile si particularititile unor operatori care conserva mésuri fuzzy sau
multimi de nivel gi sd gdsim aplicatii interesante ale acestor operatori. Cea mai
brutald forma de aproximare este numita defuzzificare si este un procedeu care
atageazd un numdr real unui numar fuzzy [43], [22]. Acest mod pe aproximare
duce la mari pierderi de informatie impotantd si putem numi aceastd metods,
conform [51], "aproximare de speta I". O altd variantd de aproximare este
atagarea unui interval de numere reale unui numér fuzzy ( exemplu in: [41]),
deci "aproximare de speta a II-a". O aproximare mai generoasd a numaérul fuzzy
este aceea cu un numdr fuzzy triunghiular, deci "aproximare de speta a III-a"
(exemplu in: [11]), iar aproximarea cu un trapezoidal o vom numi "aproximare
de speta IV-a" ( exemple in: [8], [9], [50], [51], [52], [53]).

Operatorii trapezoidali de aproximare a numerelor fuzzy au fost studiati de o
multi de autori intrucat numerele fuzzy au multe aplicatii in modelarea eficientd
a informatiei imprecise. Este evident ca existd un numadr infinit de metode de
aproximare a numerelor fuzzy cu numere trapezoidale. Dintre pionierii aprox-
imarii trapezoidale il putem aminti pe Delgado care, in [37], sugereazd ci o
aproximare trebuie sa conserve cel putin o parte dintre parametrii initiali ai
numérului fuzzy. Este ugor de propus orice nousd metods de aproximare trape-
zoidala, deoarece existd o largd varietate de proprietiti care pot fi cerute de la
inceput a fi pastrate si in functie de aceste conditii ajungem la o noud aproxi-
mare. In [51] autorii propun un operator trapezoidal de aproximare si o listd de
criterii pe care un operator ar trebui si le indeplineascd pentru a fi "bun".

Proprietatile pe care trebuie s le indeplineascd un operator de aproximare
conform [51] sunt urmétoarele:

1. Invarianta unei multimilor de nivel de la suportul numarului fuzzy si pana
la nucleul acestuia;

2. Invarianta la translatii;

. Invarianta la produsul cu scalari;

. Monotonia;

. Identitatea;

. Criteriul de apropiere;

. Invarianta intervalului de expectanta;

. Continuitatea;

9. Compatibilitatea cu principul extinderii;
10. Invarianta ordonarii;

11. Invarinata corelarii;

12. Invarianta incertitudinii.
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In multe lucrari care introduc operatori de aproximare, in determinarea op-
eratorilor au fost atinse probleme de minim, deoarece pentru o cdt mai buna
aproximare s-a recurs la minimizarea distantei dintre numarul fuzzy si aproxi-
mantul sdu. Aceastd problema s-a rezolvat prin aplicare metodei multiplicato-
rilor lui Lagrange [51] sau teorema Karush-Kuhn-Tuker [9], [53]. O altd maniera
de abordare este datd in [85], unde aproximarea trapezoidald este studiatd prin
prisma distantei pondetate. In [53] este abordatd aproximarea trapezoidald
ponderata a numerelor fuzzy care conserva intervalul de expectanta si sunt in-
trodusi noi algoritmi de aproximare trapezoidald a numerelor fuzzy respectand
o distantd bazatd pe functii bisimetrice ponderate.

In capitolul II am introdus si studiat operatorul trapezoidal de aproximare
care conservd intervalul de expectantd si nucleul numarului fuzzy. In detem-
inarea acestui operator cele patru conditii stabilite la inceput pentru deter-
minarea parametrilor operatorului de aproximare au dus la un sistem determi-
nat cu solutie unica. Cu toate ca forma aceastui operator este foarte simpla si
usor de obtinut avem de-a face cu un operator liniar, proprietate rar intalnitd in
cadrul operatorilor de apoximare trapezoidala, deci si o proprietate valoroasa.
Pe langa aceasta, operatorul este invariant la translatii, respecta criteriul iden-
titatii, conserva ordinea indusad peste multimea numerelor fuzzy de valoarea de
expectantd, este invariant in raport cu relatii bazate pe valoarea de expectanta
sau intervalul de expectanta, deci respectd o mare parte dintre criteriile enuntate
n [51]. Operatorul nu conserva insd ambiguitatea numarului fuzzy si nici val-
oarea acestuia. O altd proprietate studiatéd este continuitatea, aceasta se discuté
in raport cu doua metrici. Pentru a reflecta utilitatea acestui operator am dat o
form& de calcul pentru numerele fuzzy introduse de Bodjanova in [22] si o serie
de alte aplicatii si exemple: rezolvarea sistemelor de ecuatii fuzzy, estimarea
ordinului de multiplicitate pentru numere trapezoidale.

Al doilea paragraf al acestui capitolul introduce operatorul trapezoidal de
aproximare care conserva intervalul de expectantd si suportul numarului fuzzy
[26]. Dacd in cazul primului operator, toate numerele fuzzy se puteau aproxima
la un numar trapezoidal, in cazul acestui operator, doar o familie de numere
fuzzy se pot aproxima cu numere trapezoidale conservand proprietéatile impuse:
conservarea multimea de nivel zero si intervalul de expectanta. Studiul acestui
operator este facut din punctul de vederea al unor proprietiti importante ca:
invarianta la translatii, liniaritatea, criteriul de identitate, conservarea unor
masuri care au la bazd conservarea intervalului de expectantd, continuitatea in
raport cu diverse metrici, studiul defectului de multiplicitate.

Incheiem capitolul cu un operator de aproximare, numit operatorul de aprox-
imare trapezoidala care conserva valoare de expectantda si nucleu numarului
fuzzy [28]. In cazul primilor doi operatori problemele s-au redus la cite un sis-
tem de patru ecuatii si patru necunoscute, in cazul acestui operator din conditia
de minimizarea a distantei dintre numarul fuzzy si cel trapezoidal, conservarea
valorii de expectantd si a nucleului rezolvarea se face pe baza unei teoreme de
minimizare, iar noi am ales teorema Karush-Kuhn-Tucker. Pe langa generarea
acestui operator am trecut si la studiul proprietatilor, dar i la generarea unor
exemple.



Capitolul III introduce operatori de aproximare care conservé valoarea, am-
biguitatea si, eventual o multime de nivel. Primul este operatorul care con-
serva ambiguitatea gi valoarea, este cel mai apropiat numar fuzzy trapezoidal
de numarul fuzzy de aproximat si este introdus in [13]. Cu toate c& operatorul
este introdus prin minimizarea distantei dintre numéarul fuzzy si trapezoidalul
care il aproximeazi nu folosim teoreme de minimizare, ci doar numere fuzzy
trapezoidale extinse. Pentru acest operator sunt studiate proprietatile, sunt in-
trodusgi algoritmi de calcul, este demonstrata continuitatea gi sunt evidentiate
exemple si aplicatii. Pentru cei doi operatori care conserva ambiguitatea, val-
oarea si o multime de nivel, introdusi in [24] si in [29] am studiat proprietitile
si am dat o serie de aplicatii.

Capitolul IV studiazs operatorii ponderati de aproximare. Intai prezentfm
operatorul ponderat care conservi suportul numéarului fuzzy, introdus in [25],
iar apoi prezentdm operatorul ponderat care conserva intervalul de expectanta.
In fiecare caz folosim Teorema Karush-Kuhn-Tucker.

Contributiile noastre originale sunt: capitolele: 2, 3, 4 si o mare parte din
paragraful 1.3.2.

1 Preliminarii

1.1 Multimi fuzzy

Definitia 1 (vezi [82]) Fie X o multime nevida. O multime fuzzy A pe X este
caracterizatd de o functie numitd functie de apartenenta si definitd astfel:

fa:X —[0,1]

care asociaza fiecarui element din X un numar real din intervalul [0, 1].

1.2 Numere fuzzy

Definitia 2 Un numdr fuzzy este o multime fuzzy fa : R — [0, 1] care satisface
urmdtoarele conditii (vezi [74], [46]):

(i) fa este semicontinud superior;

(ii) supp fa = {x € X : fa(z) > 0} este un interval tnchis gi marginit;

(iii) dacd supp fa = [a,d], atunci ezxistd a,b, ¢,d, unde a < b < ¢ < d, astfel
incdat fa este crescitoare pe intervalul [a,b], este egald cu 1 pe intervalul [b, c] si
este descrescatoare pe intervalul [c,d] .

Notdm cu F(R) multimea numerelor fuzzy.

Pornind de la definitia generald a numerelor fuzzy, in [54] sunt prezentate
principalele clase de numere fuzzy, acestea sunt: L — R numere fuzzy, numerele
fuzzy trapezoidale (care sunt un caz particular de L — R numere fuzzy), nu-
merele fuzzy triunghiulare (care sunt un caz particular de numere fuzzy trape-
zoidale), numerele fuzzy gaussiene, numerele fuzzy cvasi-gaussiene, numerele



fuzzy cvadrice, numerele fuzzy exponentiale, numerele fuzzy cvasi-exponentiale
si numerele fuzzy single-ton.

Definitia 3 Un caz particular de numar L— R fuzzy introdus de Dubois gi Prade
in 1981 si descris in [43] este numarul fuzzy

(g—a)n, dacd x € [a, b

1, daca x € |b,c
A(Z’) = A n . [ }
(d70> , dacd x € [c,d]

0, altfel

Folosim notatia A(x) = (a,b,c,d),, .

Pentru numarul fuzzy dat in (1), multimea de nivel sau a—téaietura numéaru-
lui A:
Ao =[a+ Ya(b—a),d— {fa(d—c)];

Structura aritmetica pentru matematica fuzzy a fost introdusa de Mizumoto
si Tanaka in lucrdrile [66] si [67], de Dubois si Prade prin lucrérile [43], [41] si
[40], de Ma, Friderman si Kandel prin [64]. Operatiile algebrice care se pot defini
intre numerele fuzzy pot fi derivate din aga-numitele principii de extindere [65]
sau folosind multimile de a— nivel (vezi [60], [76]). In aceastd lucrare vom folosi
cea din urma metoda.

1.3 Numere reale si intervale de numere reale atasate nu-
merelor fuzzy

In aplicatii, uneori, din motive practice, unui numsr fuzzy i se atribuie o
valoare reala sau un interval de numere reale. Prin acest procedeu un para-
metru capteaza informatia relevanta a unui numar fuzzy si duce la simplificarea
reprezentdrii gi manevrarii numerelor fuzzy. Astfel, in literatura de specialitate
au fost introdusi si folositi o serie de parametrii, cum ar fi: ambiguitatea, val-
oare, cardinalul, valoarea de expectanta, intervalul de expectanta sau entropia
fuzzy.

In continuare, vom prezenta o parte din misurile de defuzzificare si para-
metrii atagati numerelor fuzzy utilizati in teoria numerelor fuzzy.

1.3.1 Ambiguitatea, valoarea si intervalul de expectanta

In [41] pentru un numar fuzzy A, unde u4(z) este fuzzy convexs, semicontinus
superior gi cu suportul o multime inchisd, unde supp A = {z € X : uy(z) > 0}.
a-tdieturile lui A , @ € [0, 1] sunt definite astfel:

Ay ={z € X 1 py(z) > a}.



Orice a-tditurd a numarului fuzzy A este un interval inchis notat astfel A, =
[AL (), Ay (@)], unde

Ap(a) = inf{z e X :puy(x) > a}
Ay (a) = sup{z € X : py(z) > a}.

Pentru dou& numere fuzzy A, B cu multimile de nivel A, = [Af («), Ay (a)] si
B, = [Br (a), By (a)], vom folosi urméatoarele distante, introduse in [48],

1 1
D(A,B) = \//O [AL (o) = Br, (a)]2da+/0 [Av (@) = By ()] da,

s
d(A,B) = sup {max{|AL (a) = B (a)|,[Av (@) — By (a)[}}.
0<a<l1
In continuare, prezentim ambiguitatea unui numéar fuzzy A, notatd cu Amb(A)
gi valoarea unui numdr fuzzy A, notatd cu Val(A). Cei doi parametrii au fost
introdusi in [37] astfel

Amb(A) = /Ooz(AU(a)—AL(a))da, (2)

Val(A) = /0 o(Au (@) + Ay (a))da. 3)

Intervalul de expectantd al numarului fuzzy A, notat cu EI1(A) este definit
in ([40], [55]) astfel:

EI(A) = [E,(A), E*(A)] = [ /O oy (@) da, /0 1 Ay (a) da}

Mijlocul intervalului de expectantd numit valoarea de expectanta, notat cu
EV(A) este dat in [55] astfel:

pra) = BATEW

1.3.2 Entropia numerelor fuzzy

Pana in prezent, entropia fuzzy a fost introdusd din mai multe perspective,
fiecare conducand la o noud metodd de calcul. Kaufmann, in lucrarea [59], a
propus masurarea gradului de fuzzificare a unei multimi fuzzy folosind distanta
dintre multimea fuzzy si cea mai apropiatd multime ne-fuzzy. Un alt mod de
méisurare a entropiei a fost propus de Yager in lucrarea [77], ca distantd dintre
multimea fuzzy si complementara sa. O altd abordare a entropiei este folosirea
unor functii pentru a calcula entropia.

Trebuie remarcat faptul cd entropia este o mésurd care caracterizeaza ele-
mentele fuzzy (multimi sau numere fuzzy), iar interesul pentru aceastd notiune



este tot mai crescut in ultimii ani. Acest lucru poate fi afirmat pe baza multi-
plelor articole din literatura de specialitate care au ca temé entropia [18], [61],
[62], [76].

Fie h : [0,1] — [0,1] o functie de calcul a entropiei, care indeplineste urma-
toarele proprietati: este crescdtoare pe intervalul [0, %] si descrescitoare pe in-
tervalul [1,1], verifici egalitatile 2(0) = h(1) =0, h (3) = 1si h(u) = h(1—u).

Aplicatia H definitd de
H(A) = / h(A(z))de
X

in este [76] se numegte entropie fuzzy.
Cateva bine-cunoscute functii de entropie sunt definite astfel (vezi [69], [76]):

| 2u, daca u € |0, % ,
hn(u) = { 2(1—u), daciuce ;,J ) )
ho(u) = 4u(l — u), (5)
hs(u) = —ulnu — (1 —u)In(1 — u), cu conventia 01n0 := 0, (6)

hs fiind cunoscutd in literatura de specialitate sub numele de functia lui
Shannon.

Vom nota H; entropia numerelor fuzzy relativ la functia de entropie h;.

Folosind functiile h; putem deduce formule simple pentru entropia fuzzy a
produsului a doua numere fuzzy trapezoidale.

Teorema 4 (Teorema 4.1, [18]) Daca A, B sunt doud numere fuzzy atunci

. 1
(’L) Hl(AB) = —§(a1b1 — agby + asbs —a4b4);

.. 2
(ZZ) HQ(A . B) = —g (a1b1 — agby + asbs — a4b4) ;

1
(’LZZ) Hg(A . B) = —5 (a1b1 — CLQbQ + a3b3 — a4b4) .

In continuare vom calcula entropia catului a dou# numere trapezoidale.
Folosind modul de definire a numerelor fuzzy trapezoidale gi functiile de cal-
cul ale entropiei am determinat formule de calcul ale entropiei pentru catul a
dou& numere fuzzy acestea se gésesc si in [18].

Teorema 5 (Teorema 5.1, [18]) Daca A, B sunt doud numere fuzzy atunci
()
2 (agby — aybs) In (b3 + by)?
(by — bs)? 4b3by
2(agby — agby) 0 (by + b1)?
(by — by)? 4baby

H,(A/B)
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(i)

HQ(A/B) _ 4(&21)4 — a12b3) b4 + b3 ln b74 _9
(by — b3) by —bs b3
4((14b2 — a32b1) (2b2 + bl In bil . 2) .
(bg — bl) b2 - bl bl

(#ii) Daca, in plus, 2bs > by §i 2b; < by atunci

>k by — b3\ "
H3(A/B) = Grgmi ( b ) +

= (k+1)°
00 k+1 k
+ a2b4*a1bgz(_1) Tk <b4 - b3> i
bs—b3)b 2
(ba 3)3k:1 (k+1) bs
o0 k+1 k
+ asbo—aszby Z (_1) k <b2 - bl) +
ba—b1)b 2
(b2 1)1k=1 (k+1) by
k
+ asbo—azby io: k <b2 - b1> ]
(b=bi)be £ (), L 1)\ by
Propozitia 6 Daca
AeT,BeT.
Atunci
1
H, (A ® B) = 5(2@2[)2 — agb; — a1bs — 2a3bs + asby + a4b3)
2
HQ(A ® B) = §(2a2b2 — asby — a1by — 2a3bs + azby + a4b3)
1
Hg(A ® B) = 5(2(12[)2 — asby — a1by — 2a3bs + azby + a4b3).
Propozitia 7 Daca
AeT,BeT

atunci:
H;(A® B) =byH;(A) + asH;(B) — k[(bs — b3) (a2 — a3) + (aa — a3) (ba — b3)]
unde

b 3, dacai € {1,3}
o , dacd i = 2.

Wi

1.4 Criterii de aproximare

Pe parcursul acestei lucrari ne propunem sa aproximim numerele fuzzy cu
numere fuzzy trapezoidale. Astfel, vom introduce o serie de operatori trape-
zoidali definiti pe multimea numerelor fuzzy cu valori in multimea numerelor

11



fuzzy trapezoidale. Intrucat aproximarea trapezoidald poate fi studiati din di-

verse unghiuri, cdutam ca operatorii care indeplinesc o cdt mai mare parte din

proprietétile enuntate in lista de criterii din [51]. Aceste criterii sunt:
Invarianta la translatii, adica

TA+2z)=T(A)+=z (7)
pentru orice A € F(R);
Liniaritatea, adica
T (M) =T (A) (8)
T(A+B)=T(A)+T(B)

pentru orice 4, B € F(R) si A € R*;
Invarianta la taietura de ag-nivel, adica

(T'(A))a, = Ao 9)

de exemplu: invarianta la suport sau invarianta la nucleu.
Identitatea, adica
T(4) = A, (10)

pentru orice A € FT (R);
Conservarea intervalul de expectantd, adica

BI(T (A)) = EI(4), (11)

pentru orice A € F(R);
Conservarea valorii de expectantd, adica

EV (T (A)) = EV (A), (12)

pentru orice A € F(R);
Invarianta in raport cu relatia de ordine > definitd in [77]

A= B & EV(A) > EV(B) (13)
adica
A>=B&T(A)>=T(B) (14)

pentru orice A, B € F(R);
Invarianta in raport cu relatia de ordine M definitd in [58] astfel:

0,dacd E*(A)— E.(B) <0,
M(A,B) = E*(A)_EE*((;)):(gi((i))’_E*(B))7 daca 0 € [EL(A) — E*(B), E*(A) — E.(B)],
1,dacd E.(A) — E*(B) > 0,

adica
M(T(A),T(B)) =M (A, B), (16)

12



pentru orice A, B € F(R);
Invarianta in raport cu mésura definitd in [33], astfel:

wit)= [ s an

adica

w(A) =w (T (A)), (18)

pentru orice A € F(R);
Invarianta la corelatie, adica

p(T'(A),T(B))=p(A B) (19)

pentru orice A, B € F(R), unde p (A, B) reprezintd coeficientul de corelatie
dintre numerele fuzzy A si B, definit in [57] astfel:

E.(A)E.(B) + E*(A)E*(B)

p(A,B) = S (0
VIE(A)? + (B+(4)°\/(B.(B)) + (B+(B))?
Monotonia, adics
dacd A C B atunci T (A) C T (B). (21)
Criteriul de apropiere
d(A,T(A)) <d(A,B), (22)

unde d este o metricd indusd peste multimea numerelor fuzzy, iar A, B € F(R);
Continuitatea, adicé

Ve>0,30>0d(A,B)<d=d(T(A),T(B)) <e, (23)

unde d este o metricd indusd peste multimea numerelor fuzzy, iar A, B € F(R);
Prezentam in continuare o varianta a bine-cunoscutei teoreme Karush-Kuhn-
Tucker.

Teorema 8 (Rockafellar, [71]) Fie f, 1,92, .., gm : R™" — R functii diferenti-

abile convere. Atunci x este solutie a problemei de programare convexd
min f (z)
cu conditiile: g; (x) < b;, unde i € {1,2,3,...,m}
dacd gt numai dacd exista p;, unde i € {1,2,3,...,m}, astfel incat

(i) v/ (z)+ i Vg () =0;

(1) gi (:?) —b; <0;
(idi) p; > 0;

(iv) i (b =g (7)) =0.
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2 Aproximari trapezoidale care conserva expectanta

si o multime de nivel

In acest capitol introducem trei operatori de aproximare care conservd ex-
pectanta si o multime de nivel, dupd cum urmeaza: operatorul trapezoidal
de aproximare care conserva intervalul de expectanta si nucleul, operatorul de
aproximare care conservi intervalul de expectantd si suportul introdus in [26]
si operatorul de aproximare trapezoidala care conserva valoarea de expectanta
gi nucleul introdus in [28]. Pentru operatorii introdusi sunt studiate propriet&ti
cum ar fi: invarianta la translatii, continuitatea in raport cu diverse metrici,
criteriul identitdtii, conservarea intervalului de expectantd sau a valorii de ex-
pectantd, invarianta in raport cu diverse relatii de ordine. Capitolul mai contine
si o serie de exemple si aplicatii ale operatorilor introdusi, cum ar fi: rezolvarea
sistemelor de ecuatii fuzzy sau estimarea defectului de multiplicitate.

2.1 Operatorul trapezoidal care conserva intervalul de ex-
pectanta si nucleul

2.2 Operatorul trapezoidal care conserva intervalul de ex-
pectanta si suportul

Vom folosi urméatoarea notatie:

Fes®)={ A€ FE) 2 [ v @) -~ A1 (@]da > 40 0) - 4. 0)}

Teorema 9 Daca A € Fps(R) atunci

1 1
T(A): (AL(O),Q/O AL(a)dO[—AL(O),Q/O AU(Oé)dOé—AU(O),AU(O)>

este aprorimarea trapezoidald care conserva intervalul de expectanta si suportul.

Observatia 10 Daca A ¢ Frs(R) atunci nu existd nici un numar fuzzy trape-
zoidal care sa conserve intervalul de expectantd si suportul numarului fuzzy A.

Exemplul 11 Consideram un numar fuzzy A, cu multimea de nivel exprimata
mai jos:

AL(O‘) = ].+Oé2,
Ay (@) = 3—a% aclo,l]

atunci aprorimarea trapezoidald care conserva suportul i intervalul de expectanta

este: 5
TA=1(1,-,=-,3
= (1533

este numarul fuzzy trapezoidal care conserva intervalul de expectanta i suportul
numarului fuzzy A.

14



Exemplul 12 Fie A un numar fuzzy
AL (Oé) =1 + \/aa
Ay (o) = 45 — 35/, a € [0, 1] .

Deoarece
2/0 [Au (@) — Ay (@)] da = 40 < 44 = Ay (0) — Ay (0)

obtinem ca A ¢ Frs(R), deci nu existd un numar fuzzy trapezoidal care conserva
intervalul de expectantd si suportul lui A.

Observatia 13 Daca A = (a,b,c,d),, este un numar fuzzy dat de (1), n € R

$i
—a+d+ an — 2bn + 2¢cn — dn > 0,

atuncs

2bn —an+a 2cn—dn+d d
n+1 ’ n+1 )

T (A) = (a,

este numarul fuzzy trapezoidal care conserva intervalul de expectanta i suportul
numarului fuzzy A.

Exemplul 14 Consideram numarul fuzzy B = (5,8,12, 14)% atunci aproxi-
marea trapezoidala care conserva intervalul de expectanta si suportul numarului

fuzzy B este:
1
T(B)= <5, ?3, 13, 14) .

Principalele proprietati ale operatorului trapezoidal care conserva suportul
numdarului fuzzy si intervalul de expectantd sunt date in urmatoarea teoremas.

Teorema 15 Operatorul trapezoidal de aprozimare care conservd intervalul de
expectantd si suportul numarului fuzzy are urmdatoarele proprietati:
(i) este invariant la translatii, adicd

T(A+z)=T(A)+z

pentru orice A € Fps(R);
(i) este liniar, adicd

T(A) = AT (A)
T(A+B) = T(A)+T(B)

pentru orice A, B € Fgs(R) gi A € R*;
(iii) tndeplineste criteriul de identitate, adici

T(A) = A,
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pentru orice A € FT (R);
(iv) conserva intervalul de expectantd, adicd

EI(T (A)) = BI(4),

pentru orice A € Frs(R);
(v) este invariant in raport cu relatia de ordine = definita in [77]

Aw B EV (A) > EV (B)

adicd
A>-B<T(A)>T(B)
pentru orice A, B € Fgg(R);
(vi) este invariant in raport cu relatia de ordine M definitd in [58] astfel:M (A, B) =
0, daca E*(A) — E.(B) <0,
E*(A)-E.(B), ) . . -
E*(A)fE*(B)f(E*((A)fE*(B))’ daca 0 € [E.(A) — E*(B), E*(A) — E.(B)], adica
1, daca E.(A) — E*(B) > 0,

M(T (A),T(B)) = M(A,B),

pentru orice A, B € Fgs(R);
(vii) este invariant in raport cu masura definitd in [33] astfel

w) = [ (o

adica

w(A) =w(T(4)),

pentru orice A € Fps(R);
(viii) este invariant la corelatie, adicd

p(T'(A),T(B))=p(A B)

pentru orice A, B € Frs(R), unde p (A, B) reprezintd coeficientul de corelatie
dintre numerele fuzzy A si B, definit in [57]

E.(A)E.(B) + E*(A)E*(B)

P4 B) = 2 2 2 2
VIE(A) + (B=(4)2\/(B.(B)) + (E*(B))

2.3 Operator trapezoidal care conseva valoarea de expectanta
si nucleul

Teorema 16 Daca A este un numar fuzzy cu multimea de nivel A, = [AL (), Ay ()],
i T (A) = (t1,t2,t3,ts) noteazd cel mai apropiat numar fuzzy trapezoidal, in ra-
port cu metrica D, care conserva nucleul si valoarea de expectantd, atunci
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(i)

0
§1

Daca

/0 (AL (0) + Ay ()] da > Ay (1) + Ay (1),

atuncs
t1 = to=Ar(1)
ts = Ay(l)
ty =

(i) Daci

/01[(2_

§1

atunci

2/0 AL(Oé)dOé+2/O AU(O()dOz—QAL(l)—AU(l).

6c) A (a) + (6a — 10) Ay ()] da + Ar, (1) + TAy (1) > 0

/0 AL (@) + Av (@) da < Ap (1) + Ag (1),

1 1
t1 = 2/0 AL(a)dOL+2/O AU(Oz)dOzfAL(l)72AU(1)

ta = Ar(1)

ts = Ay(l)

ty = Au(1).
(iii) Daca

/O1 [(2 - 6a) Ay (@) + (6 — 10) Ap ()] da + TAL (1) + Ay (1) > 0

§t

/1 [(2 = 6) AL () + (6 — 10) Ay ()] da+ Ap (1) + TAg (1) < 0
0

atunct

t1=—=
3

t4 = 5

‘;’/0 o (A (0) — Ay (a))da—%AL(l)—i—%/o (541 (@) ~ Ay (o)) da—7 Au (1
ta, = Ap (1)
ts = Av(1)

[t @ - Ao @)da-as - [ (4n (@) 50 @)

/1 [(2 — 6a) A (@) + (6 — 10) Ay (@) da+ 7AL (1) + Ay (1) <0 (24)

(26)

(27)



Exemplul 17 Fie A un numar fuzzy cu multimea de nivel

Ay = [1499v/a, 200 — 95v/a] ,

atunci aprorimarea trapezoidald care conserva valoarea de expectantd $i nucleul
este T (A) = (t1,t2,t3,t4) st se calculeaza pe baza cazului (iii) al Teoremei 16
astfel:

1

t, = g/oa Av (@) O‘_ZAL(l)—i_
1
o[ e (a))da&AU M)
923
T30
ta = Ap(1)=100
o= Ay (1) =105
ly = g/o a(Ar (a) — Ay () da — iAL(l) -
1
,%/0 (Ap (o) — 5Ay (@) do — ZAU (1)
5174
= =5

Teorema 18 Fie A = (a,b,c,d), si T(A) = (t1,t2,t3,ts) cel mai apropiat
numar fuzzy trapezoidal care conserva nucleul st valoarea de expectanta a numaru-
lui A.

(i) Daca
=1 (d-c)+QTn+7)(b—a) <0
$1
a—b—c+d>0,
atunci
t1 = to=0b
t3 = C
P 204 —2b—c+2d+cn
v n+1 '
(ii) Dacd
b—a)(1=n)—(ATn+7)(d—c)>0
§t

a—b—c+d<0,
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atunct

(iii) Daca

§t

atunci

Observatia 19 Operatorul trapezoidal de aproximare introdus de Teorema 16
nu conserva valoarea numarului fuzzy A si nici ambiguitatea acestuia, adica, in

general

§1

3 Aproximari trapezoidale care conserva ambi-
guitatea, valoarea si o multime de nivel

3.1 Operatorul trapezoidal care conserva ambiguitatea si

2a —b—2c+ 2d + bn

t =

! n+1
to = b

t3 = t4:C

m=1(d-c)+Qn+7)(b—a)>0
b—a)(1—n)—(1Tn+7)(d—c) <0

_ 8bn? 4+ 17an —bbn+cn—dn+7a—3b—c+d

t
! 4(n+1)(2n+1)
ta = b
t3 = C
' 8cn? —an+bn—5mn+17dn+a—b—3c+ 7d
4= .

4(n+1)(2n+1)

Amb(A) £ Amb(T(A))

Val(A) # Val(T(A)),

valoarea

In [80], Yeh a renotat numarul fuzzy trapezoidal T = (t1,to,t3,t4) cu

T=lu,z,y|

unde I, u, x,y € R astfel incat z,y > 0,z +y < 2(u—1),

To() = I+a(o— ),
Ty(a) = u—y(a—%).

oricare ar i « € [0,1].
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Este evident ca:

bttt
L= =, (30)

_ t3tta
u = 5 (31)
X = tz — tl, (32)
= ty—ts. (33)

Obtinem ca:

Amb(T) = Ot 61‘2_ ity (34)
Val(T) = 6”6“1# (35)

Distanta intre 7' = [l,u,z,y] si T = [I',v/,2’,y'] unde ,7" € FT(R) devine (
vezi [79])
2 / N2 AV 1 N2 1 /N2
DT, T)=(1-1)"+ (u—1') +E(x—x) —i-ﬁ(y—y). (36)
Un numér fuzzy trapezoidal extins, introdus in [79], este o pereche ordonata
de functii polinomiale cu gradul mai mic sau egal cu 1. Aproximarea trape-
zoidalului extins T,(A) = [lc, Ue, Ze, Ye] & unui numér fuzzy A este trapezoidalul
extins care minimizeazi distanta D(A, X). In [5], autorul demonstrazi ci T, (A)
nu este intotdeauna un numdr fuzzy. Numirul fuzzy T.(A) = [l, te, Te, Ye| TE-
specta urmatoarele egalitati:
1

le = Ar(a)da, (37)
0

Ue = /UAU(a)da, (38)

s = 12 /0 (a—%)AL(a)da, (39)

Ye

Il

I
—_
[\

O\)—A

B

I
2
N
=]
L2
U
L

(40)

iar numerele reale . i y. sunt pozitive (vezi [79]) si, din definitia numerelor
fuzzy, avem ca [, < u,.

Autorul demonstreaza in [78] doud proprietiti de distantd, in ceea ce priveste
cel mai apropiat numdr fuzzy trapezoidal extins T.(A) a unui numér fuzzy dat

A.
Propozitia 20 (Propozitia 4.2., [78]) Daci A un numar fuzzy, atunci
D*(4, B) = D*(A,T,(4)) + D*(T.(A), B)

pentru orice numar fuzzy trapezoidal B.
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Propozitia 21 (Propozitia 4.4., [78]) D(T.(A),T.(B)) < D(A, B) pentru ori-
care doud mumere fuzzy A, B.

Observatia 22 (Observatia 4, [13]) Fie A i B doud numere fuzzy i

Te(A) = [levueaxeaye]a
T.(B) = [l ug,z,, vl

(&

aprozimarile trapezoidale extinse ale lui A si B. Din (86) si din Propozitia 21,
rezulta imediat ca

(le —1.)* + (ue — ul,)* < D*(A,B)
§t
(we — 20)% + (ye — yo)® < 12D*(A, B).
Asa ci T(A) = [lg,ug,To,yo] este o solutie a problemei dacd si numai daca

(lo, w0, 0, Y0) € R* este o solutie a problemei

1 1
min ([ —1)° + (u—w)+ = (@ —2.) +—=@y—v) ),  (41)

12 12

cu conditiile

r = 0, (42)
y = 0, (43)
r+y < 2u-—2l (44)
—6l + 6u — x — Yy = —6le + 6Uue — e — Ye, (45)
6l +6u+z—y = 6l+6uc+ze—ye, (46)

unde le, Ue, Te, Ye sunt date de (37)-(40). Obtinem imediat cd problema datd
prin relatiile (41)-(46), este echivalentd cu

min ((z = 2.)* + (y — 5.)°) (47)
z = 0, (48)
y = 0, (49)
1 1
z+y < 3ue— 3l 5Te = Ve (50)
In plus,
1
l:—g(:c xe) + e
§1



Consideram ca

1 1
MA:{(x,y)ERZ:x>0,y>O,m+y<3ue—3le—2x5—2ye},

iar dp este metrica euclidiand peste R? si notam Py (S) proiectia ortogonald a
lui S € R? pe o multime nevidd M C R?, respectind dg.

Teorema 23 (Teorema 5, [13]) Problema (47)-(50) are solutie unica.

Teorema 24 (Teorema 7, [15]) Fie A € F(R),A, = [Ar(a),Av(a)],a €

[0,1], si T (A) = [lo,u0,Zo,Yo] cel mai apropiat numar fuzzy trapezoidal care
conservi ambiguitatea $i valoarea lui A.
(1) Daca
1 1
/ Ba—1)Ap(a)do — / (Ba—1) Ay (a)da <0, (51)
0 0
atunci
1
xo = 6/ (2a — 1) A (a)da,
0
1
Yo = —6/ (2@— 1) AU(Oé)dOZ,
0
1
lO = AL(Oé)dO[,

0

1
uy = /AU(a)da.
0

(#) Daca
1 1
/ Ba—1) Ap(a)da +/ (a — 1) Ay(a)da > 0, (52)
0 0
atunci
1 1
xg = —6/ aAL(a)da—l—G/ aAy(a)da
0 0
yo = 0

1 1
lo = 3/ aAL(a)da—/ aAy(a)da
0 0
1
uy = 2/ aAy(a)da.
0
(#it1) Daca

/1 (@ — 1) AL ()da + /1 (30— 1) Ay (a)da < 0, (53)

0 0
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atunct
o = 0

1 1
Yo = —6/ aAL(a)da+6/ aAy(a)da
0 0

1
lo = 2/ aAr(a)da
0

Uy = —/0 aAL(a)da+3/o aAy(a)da.
(iv) Daca
/1 (3a—1)AL(a)da—/1 (Ba—1) Ay(a)da > 0 (54)
0 0
/ Ba—1) AL(a)doz—i—/ (a — 1) Ap(a)dae < 0 (55)
0 0
§t
1 1
/ (a — 1) Ap(a)da +/ (Ba—1) Ay(a)da > 0, (56)
0 0
atunct
1 1
xg = 3/0 (a—l)AL(a)da+3/0 Ba—1) Ay (a)da
v = —3/0 (3a—1)AL(a)da—3/o (@ — 1) Ay(a)da
1 1
lp = %/0 (3a+1)AL(a)daf%/O Ba—1) Ay (o)da
- —%/0 (3a—1)AL(a)doz+%/0 (3 + 1) Ay (a)da.

Corolar 25 (i) Dacid A € Q1, atunci
T (A) = (4T — 6L,6L — 2I,6U — 28,48 — 6U) .
(i1) Dacd A € Qg, atunci
T (A) = (6L — 4U, 2U, 2U, 2U) .
(11i)Dacd A € Qs, atunci
T (A) = (2L,2L,2L,6U — 4L).
(iv) Daca A € Qy4, atunci

T(A) = (21 —6U +2S,3L—1+3U —S,
3L — I +3U — 8,21 — 6L +25).
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Exemplul 26 Consideram numerele fuzzy A si B cu multimile de nivel

AL(a) = 1 + \/av
AU (Ol) = 4- \/av
BL(O() = 1 + \/&a
By(a) = 35-31Va.
Observam ca A € Qq, iar B € Q4 si aproximarile lor sunt
) = (.22 0
157157157 15
T(B) = §,2,2,@ .
15 15
Intrucat
(A+B) () = 2+2Va
(A4+B)y (@) = 39-32Va,

obtinem ca

T(A)+T(B)_<48 61 64 495)7

ar

T(A+B):<38 62 73 457)7

15°15° 15" 15
deci
T(A)+T(B)#AT(A+ B),

adica operatorul T nu este aditiv.
Teorema 27 Daci A,B € Q;, i € {1,2,3,4}, atunci
T(A)+T(B)=T(A+B).
3.2 Operatorul trapezoidal care conserva ambiguitatea,
valoarea si nucleul

Teorema 28 Daci A este un numar fuzzy cu multimea de nivel A, = [Af (o), Av (o))
st a € [0,1], atunci

T(A) = (t1,ta,t3,ts)
tl = 6/0 OéAL (a)da—QAL (1)
ta = Ap(1)
ts = Ay (1)

ty = G/IOZAU(O()CZO&—QAU(I)

0
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este aproximarea trapezoidald care conserva ambiguitatea, valoarea st nucleul
numdarului fuzzy A.

Exemplul 29 Fie A un numar fuzzy cu reprezentarile parametrice

AL(Oz) = 1-‘1-\/&
Ay (o) = 30 — 27V

Aproximarea trapezoidald a lui A care conservd ambiguitatea, valoare si nucleul

este . 06
TA)=|-,2,3,—
= (L25%)
Exemplul 30 Fie A un numdar fuzzy cu reprezentarile parametrice
Ap(a) = 1427V«
AU (Oé) = 30— \/E

Aprozimarea trapezoidala a lui A care conserva ambiguitatea, valoare $i nucleul
este

59 148
T(A) =[—,28,29, —
= (5 )
Teorema 31 Daci A = (a,b,c,d), este un numar fuzzy atunci aporimarea

trapezoidala data prin Teorema 28 este

2bn + 3a — 2b 2cn + 3d — 20)

A:
T(4) ( S R L R

Exemplul 32 Pentru un numar fuzzy B = (5,8,12,14), , numarul fuzzy trape-
zoidal care conserva ambiguitatea, valoarea gi nucleul lut B este

31 66
TB)=|—,812,— ).
( ) ( 5 ) ) ) 5 )
deci T (A) i T (B) sunt numere fuzzy trapezoidale.

Teorema 33 Operatorul trapezoidal de aprorimare introdus prin Teorema 28
indeplineste urmdatoarele proprietati:

(i) este invariant la translatii;

(ii) este liniar;

(1) indeplineste criteriul identitatii;

3.3 Operatorul trapezoidal care conserva ambiguitatea,
valoarea si suportul

4 Aproximarea ponderata

4.1 Operatorul ponderat care conserva suportul

Prelucrarea numerelor fuzzy este uneori dificila, agsadar diverse metode de aprox-
imare au fost introduse in articole recente. Fiecare metoda, fie c& este vorba
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despre aproximarea trapezoidald [5], [9], [51], [52], [50], [49], [80], fie c& este
vorba despre aproximarea ponderata [4], [81] aduce unele beneficii gi propriet&ti
importante.

Teorema Karush-Kuhn-Tucker este folositd in continuare pentru a intro-
duce o aproximare ponderatd, care conserva suportul unui numér fuzzy. Odatd
prezentata metoda de aproximare, cu cele patru cazuri posibile, sunt studiate
unele dintre cele mai importante proprietati, cum ar fi: invarianta la translatii,
invarianta la produsul cu scalari, identitatea, criteriul de apropiere sau continu-
itatea.

Definitia 34 Pentru doud numere fuzzy A gi B

U £ (@) ¢2(Aa, Bo)do '

se numegte distanta ponderatd dintre numerelor fuzzy A si B, unde
9*(Aa; Ba) = [Ar(a) = Bo()]” + [Au () = Bu(o)]
g1 f () este o functie pozitiva i crescitoare

f:001
£(0) =0,
Jif(@)da =1,

tar f se numeste functia pondere.

— R,

(57)

Pentru un numér fuzzy A, A, = [AL (a), Ay (a)],a € [0,1], problema de
aproximare este de a g#si cel mai apropiat numér fuzzy trapezoidal T'(A) =
(t1,t2,1s3,t4), care conservd suportul numérului fuzzy.

Numaérul fuzzy trebuie sd indeplineasca urmétoarele conditii:

mine(A, T (A4))

t1= AL (0),ts = Ay (0). (58)

Problema se reduce la determinarea a patru numere reale t1, ts, t3, t4, care ver-
ificd (58), respectd sirul de inegalititi t1 < to < t3 < t4 gi minimizeaza functia
Dy data prin:

Dy (b1, tatasts) = /f(a)[AL(a)—(t1+(t2—t1)a)]2da+

/f ) (A (@) = (14 + (b5 — t2) o) dar
Putem reformula problema, dupa cum urmeaza:

min h (ﬁg, t3)
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unde

Bitasty) = télf(a)Ai(a)da-—Qbuélaf(a)AL(a)¢1+
+t§/01a2f(a)da+2t2AL(0)/01af(a)(1—a)da
+Aﬁﬂ@pumwlmfmf
2 [ 1@ 4@ A 0)(1 - @) do
+/01f(a)A§,(a)da—th/Olaf(a)AU(a)da+
43 [ af (@) da=2 [ 1 (@) A (@) Ay 0) (1= ) dat

+2t3/0 af (@) Ay (0) (1 — o) da +/0 f(a)[Ay (0) (1 — a))? do

cu conditiile

AL (0) < to
ta < i3
ts < Ay (0).

Urmatorul rezultat introduce cel mai apropiat operator trapezoidal care con-
serva suportul numéarului fuzzy.

Teorema 35 (i) Daca

fol af (o) [Ar (o) + Ay ()] da—

—Ayr (0) fol a(l—a)f(a)da— Ay (0) fol (e®+a) f(a)da>0 (59)
atunci
t1 = Ar(0)
ta = Ay (0)
ts = Au(0)
ty = Ay (0).
(i) Dacd
— Jy af (@) [AL () + Av (a)] da+ (60)

+AL(0) [} a(1+ @) f(a)da+ Ay (0) [, a(l —a) f(a)da >0
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atunct

t, = Ap(0)
ts = Az (0)
ty = Az (0)
t, = Ay (0).

(iii) Daca

1

1
/0 of (a) [AL (a) — Ay ()] da < [A (0) — Ay (0)] / af (a) (1 — a)da (61)

atuncs

tp = Ap(0)

t = Jo af (@) Ap (@) da = AL (0) [y af (@) (1 — ) da
fol a?f () da

b - o (@ Au (@) da— Au (0) [y of (@) (1~ ) da
fol a2 f (a) da

tas = Ay (0) .

(iv) Daca

1
/af(a)[AL(a)fAU( )] dao —[AL (0) — Ay (O /f a(l—a)da>0
0

(62)
_fo af () [AL (« )+AU( )] do+ (63)
+AL()f (1+a)f(a)da+AU fo a(l—a)f(a)da<0
§t
fo af (a)[Ar (@) + Ay ()] da— (64)
—Ar (0 fo (1—a)f ()da—AU fo (14 ) f(a)da <0,
atunci
1, = AL(O)
el @A (@) + A (@) do
2 = 3 — 1
2 [, @2f (a)da
AL (0) + Au (0)] fy af (@) (1 = a) da
2f01 a?f (a)da
ty = Ay (0).
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Teorema 36 Pentru un numar fuzzy A = (a,b,¢,d), cel mai apropiat numar
fuzzy trapezoidal care conserva suportul numdarului A, in raport cu metrica pon-
deratd f (o) = «, este T(A) = (t1,t2,t3,t4) .

(i) Daca

atunci

(i) Daci

atuncs

(i4i) Daca

atunci

(iv) Daca

§t

atunct

ty
ta

ty

a—d—an+4bn +4cen — 7dn >0

3]
2}
t3
ty

1
& a9

a—d+ Tan —4bn — 4en 4+ dn > 0

ty
to
i3
ty

I
a8 2 9

a—d—an+4bn —4en+dn <0

tl = a
a —an + 4bn
ty, = ——
3n+1
d—dn + 4cn
t3 = ————
3n+1
ta = d.

a—d—an+4bn —4en+dn >0
a—d—an+4bn + 4en — Tdn <0

a—d+ Tan —4bn — 4en +dn <0

= a
_ 4 _a+d—an+4bn+4cn —dn
-oe T 2(3n + 1)

= d.
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Exemplul 37 Pentru un numar fuzzy A = (—100,2,10,12), si functia pon-
dere f(a) = « aproximarea trapezoidali care conservi suportul este T(A) =
(—100,12,12,12) gi se calculeaza folosind cazul (i) al Teoremei 36.

Exemplul 38 Pentru un numar fuzzy A = (5,10,20,310), si functia pon-
dere f(a) = « aproximarea trapezoidali care conservi suportul este T(A) =
(5,5,5,310) i se calculeazi folosind cazul (ii) al Teoremei 36.

Exemplul 39 Pentru un numar fuzzy A = (0,10,20,30), si functia pon-
dere f(a) = « aproximarea trapezoidali care conservi suportul este T(A) =
(0,80, 13

. 70, 30) §i se calculeazd folosind cazul (iii) al Teoremei 36.

Exemplul 40 Pentru un numar fuzzy A = (-30,-10,-9,-2), si functia
pondere f (o) = a aprozimarea trapezoidali care conservd suportul este T(A) =

(—30, %60, %, —2) gt se calculeazd folosind cazul (iv) al Teoremei 36.

4.2 Operatorul ponderat care conserva intervalul de ex-
pectanta

Pentru o astfel de aproximare folosim functiile pozitive Ar, Ay : [0, 1] — R astfel

incat

1

/)\L(a)da > 0
0
1

/)\U(a)da > 0

0

numite functii pondere si distanta

dy (A, B) = \/ /0 Az (@) [Az (@) — Bi (a)]2 da + /0 o (@) [Au (@) — By (a)]? day

unde A, B sunt numere fuzzy cu multimile de nivel 4, = [4} (a), Ay («)] si
B, = [BL (a)7BU (a)] y € [07 1] :
Teorema 41 Fie A, A, = [Ar (o), Ay (@)],a € [0,1] un numdr fuzzy i
T(A) = (l,u,d,0) cel mai apropiat operator de aproximare trapezoidala pon-
derata care conserva intervalul de expectantd ponderat.
(i) Daca
(l-wp)+o°(1—wy)—u+1°<0 (65)

atunci
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(i) Daci
(l—wp)+e°(1—wy)—u®+1°>0

(1 —wy)? —do® (1 —wy) (1 —wp) +d u —1°) (1 —wy)
do® (1 —wp)? =6 (1 —wr) (1 —wy) + ¢ (u® —1°) (1 — wy)

atuncs

>0
>0

o (1 wp)? —do® (1 —wy) (1 —wp) +d(u® —1°) (1 —wg)

d(1—wr)’ + (1 —wy)’

= u

. do (1—wp)? =6 (1 —wp) (1 —wy) +e(ue —1°) (1 —wy)

d(1—wp)’ +c(l —wy)?

¢° (1 —wy)® —do® (1 —wy) (1 —wp) +d (u —19) (1 —wy)
d1—wp)?+c(l—wy)’

do® (1 —wp)? — 6 (1 —wp) (1 —wy) + ¢ (u® —19) (1 —wy)
d(1—wr)* +c(1l —wy)? '

(iii) Daca

(1 —wy)? —do® (1 —wy) (1 —wp) +du —1°) (1 —wg) <0

atunci
I = 1I°
U ue+ue_le w 71
Tl—wy V7 2
6 = 0
o u® — [°¢
- ].—CUU
(iv) Daca

do® (1 —wp)? =6 (1 —wp) (1 —wy) +c(u® —1°) (1 —wy) <0

atunci

u = u
uf — [¢
n wr — 1
o = 0.
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