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nucleul
2.2. Operatorul trapezoidal care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a şi
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3. Aproxim¼ari trapezoidale care conserv¼a ambiguitatea, valoarea
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CUVINTE CHEIE

Muļtime fuzzy, num¼ar fuzzy, num¼ar fuzzy triunghiular, num¼ar fuzzy trape-
zoidal, ambiguitate, valoarea, interval de exepectanţ¼a, valoarea de exepectanţ¼a,
valoare medie, entropia numerelor fuzzy, aproximare trapezoidal¼a, aproximare
ponderat¼a, operator trapezoidal de aproximare.

INTRODUCERE

Matematica fuzzy a prins contur în a doua jum¼atate a secolului XX, dup¼a
publicarea de c¼atre Lot�A. Zadeh a primului articol de matematic¼a fuzzy ([82],
1965). Acest articol a generat multe cercet¼ari şi implicit a generat ramuri noi
în matematic¼a. Matematica fuzzy poate � privit¼a ca o paralel¼a a matematicii
clasice sau ca o prelungire �reasc¼a a acesteia, dar în majoritatea situaţiilor
este considerat¼a o matematic¼a nou¼a şi foarte util¼a în rezolvarea problemelor
exprimate cu un limbaj vag.
Promotorul teoriei muļtimilor fuzzy, profesorul L. Zadeh, a�rm¼a c¼a matemat-

ica fuzzy este un instrument util în modelarea problemelor cu caracter negradual
sau prea complexe pentru a �modelate adecvat prin metode tradi̧tionale. Dac¼a
L. Zadeh este promotorul matematicii fuzzy la nivel mondial, în ţara noastr¼a
primele idei de matematic¼a fuzzy au pornit de la G. Moisil. Biogra�a lui L.
Zadeh şi cercet¼arile sale ştiinţi�ce sunt prezentate în lucrarea [23].
Studiul matematicii fuzzy este direçtionat pe mai multe subdomenii. Din-

tre acestea amintim: logica fuzzy, aritmetica fuzzy, teoria controlului fuzzy sau
modelarea fuzzy. Comparativ cu celelalte domenii de cercetare, aritmetica fuzzy
s-a bucurat de un mare interes doar în ultimii ani. Numerele şi muļtimile fuzzy
sunt unelte folosite cu succes în arii ştiinţi�ce ca: probleme de decizie, ştiinţe so-
ciale, teoria controlului, etc. Potenţialul numerelor fuzzy este recunoscut şi ilus-
trat în aplicaţii redate în [44] sau [54]. Practic, rezultatele obţinute folosind nu-
merele fuzzy sunt mai bune decât cele obţinute prin metode clasice. Studiul este
direçtionat spre: muļtimi şi logic¼a fuzzy ([70]; [82]; [83]; [84]), numere fuzzy
([21], [45]; [54]), operaţii efectuate asupra numerelor fuzzy ([12]; [18], [19]), pro-
priet¼aţi ale acestora [42], reprezent¼ari ale numerelor fuzzy [54], ordonarea nu-
merelor fuzzy [22], m¼asuri de defuzzi�care [18], aproximarea numerelor fuzzy
([9]; [51]; [75]), distanţa între dou¼a numere fuzzy ([74]; [39]), sisteme de ecuaţii
fuzzy şi ecuaţii fuzzy [73], variabile lingvistice [34] sau aplicaţii ale matematicii
fuzzy [20].
Operatorii de aproximare au fost studiaţi în multe materiale: ([1], [2], [3],

[9], [15], [37], [49], [48], [51], [52], [68], [78], [80], [81], [85]).
Lucrarea este structurat¼a patru capitole. În capitolul I "Preliminarii" am

introdus noţiunile teoretice elemetare pe care le vom folosi pe parcursul întregii
lucr¼ari. Plecând de la noţiunea de muļtime fuzzy am f¼acut o scurt¼a prezentare a
operaţiilor ajungând apoi la elementul central al aceste lucr¼ari: num¼arul fuzzy.
În paragraful "Numere reale şi intervale de numere reale ataşate nu-
merelor fuzzy" sunt prezentaţi cei mai folosi̧ti parametrii asociaţi numerelor

4



fuzzy, cum ar �: entropia (studiat¼a în lucrarea [18], unde am introdus formule
de calcul ale entropiei produsului şi câtului a dou¼a numere fuzzy trapezoidale.),
valoarea medie, ambiguitatea sau valoarea.
Începând cu cel de-al doilea capitol prezent¼am metode de aproximare trape-

zoidal¼a şi ponderat¼a a numerelor fuzzy. Aproximarea numerelor fuzzy este o
metod¼a necesar¼a pentru a simpli�ca prelucrarea datelor care conţin numere
fuzzy şi poate �privit¼a din mai multe perspective. Deoarece sunt multe metode
de aproximare şi muļti algoritmi care fac aceste aproxim¼ari, în opinia noastr¼a
important nu este s¼a g¼asim cel mai bun operator de aproximare, ci s¼a evalu¼am
propriet¼aţile şi particularit¼aţile unor operatori care conserv¼a m¼asuri fuzzy sau
muļtimi de nivel şi s¼a g¼asim aplicaţii interesante ale acestor operatori. Cea mai
brutal¼a form¼a de aproximare este numit¼a defuzzi�care şi este un procedeu care
ataşeaz¼a un num¼ar real unui num¼ar fuzzy [43], [22]. Acest mod pe aproximare
duce la mari pierderi de informaţie impotant¼a şi putem numi aceast¼a metod¼a,
conform [51], "aproximare de spȩta I". O alt¼a variant¼a de aproximare este
ataşarea unui interval de numere reale unui num¼ar fuzzy ( exemplu în: [41]),
deci "aproximare de spȩta a II-a". O aproximare mai generoas¼a a num¼arul fuzzy
este aceea cu un num¼ar fuzzy triunghiular, deci "aproximare de spȩta a III-a"
(exemplu în: [11]), iar aproximarea cu un trapezoidal o vom numi "aproximare
de spȩta IV-a" ( exemple în: [8], [9], [50], [51], [52], [53]).
Operatorii trapezoidali de aproximare a numerelor fuzzy au fost studiaţi de o

muļti de autori întrucât numerele fuzzy au multe aplicaţii în modelarea e�cient¼a
a informaţiei imprecise. Este evident c¼a exist¼a un num¼ar in�nit de metode de
aproximare a numerelor fuzzy cu numere trapezoidale. Dintre pionierii aprox-
im¼arii trapezoidale îl putem aminti pe Delgado care, în [37], sugereaz¼a c¼a o
aproximare trebuie s¼a conserve cel puţin o parte dintre parametrii ini̧tiali ai
num¼arului fuzzy. Este uşor de propus orice nou¼a metod¼a de aproximare trape-
zoidal¼a, deoarece exist¼a o larg¼a varietate de propriet¼aţi care pot � cerute de la
început a � p¼astrate şi în funçtie de aceste condi̧tii ajungem la o nou¼a aproxi-
mare. În [51] autorii propun un operator trapezoidal de aproximare şi o list¼a de
criterii pe care un operator ar trebui s¼a le îndeplineasc¼a pentru a � "bun".
Propriet¼aţile pe care trebuie s¼a le îndeplineasc¼a un operator de aproximare

conform [51] sunt urm¼atoarele:
1. Invarianţa unei muļtimilor de nivel de la suportul num¼arului fuzzy şi pân¼a

la nucleul acestuia;
2. Invarianţa la translaţii;
3. Invarianţa la produsul cu scalari;
4. Monotonia;
5. Identitatea;
6. Criteriul de apropiere;
7. Invarianţa intervalului de expectanţ¼a;
8. Continuitatea;
9. Compatibilitatea cu principul extinderii;
10. Invarianţa ordon¼arii;
11. Invarinaţa corel¼arii;
12. Invarianţa incertitudinii.
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În multe lucr¼ari care introduc operatori de aproximare, în determinarea op-
eratorilor au fost atinse probleme de minim, deoarece pentru o cât mai bun¼a
aproximare s-a recurs la minimizarea distanţei dintre num¼arul fuzzy şi aproxi-
mantul s¼au. Aceast¼a problema s-a rezolvat prin aplicare metodei multiplicato-
rilor lui Lagrange [51] sau teorema Karush-Kuhn-Tuker [9], [53]. O alt¼a manier¼a
de abordare este dat¼a în [85], unde aproximarea trapezoidal¼a este studiat¼a prin
prisma distanţei pondetate. În [53] este abordat¼a aproximarea trapezoidal¼a
ponderat¼a a numerelor fuzzy care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a şi sunt in-
troduşi noi algoritmi de aproximare trapezoidal¼a a numerelor fuzzy respectând
o distanţ¼a bazat¼a pe funçtii bisimetrice ponderate.
În capitolul II am introdus şi studiat operatorul trapezoidal de aproximare

care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a şi nucleul num¼arului fuzzy. În detem-
inarea acestui operator cele patru condi̧tii stabilite la început pentru deter-
minarea parametrilor operatorului de aproximare au dus la un sistem determi-
nat cu soluţie unic¼a. Cu toate c¼a forma aceastui operator este foarte simpl¼a şi
uşor de obţinut avem de-a face cu un operator liniar, proprietate rar întâlnit¼a în
cadrul operatorilor de apoximare trapezoidal¼a, deci şi o proprietate valoroas¼a.
Pe lâng¼a aceasta, operatorul este invariant la translaţii, respect¼a criteriul iden-
tit¼aţii, conserv¼a ordinea indus¼a peste muļtimea numerelor fuzzy de valoarea de
expectanţ¼a, este invariant în raport cu relaţii bazate pe valoarea de expectanţ¼a
sau intervalul de expectanţ¼a, deci respect¼a o mare parte dintre criteriile enunţate
în [51]. Operatorul nu conserv¼a îns¼a ambiguitatea num¼arului fuzzy şi nici val-
oarea acestuia. O alt¼a proprietate studiat¼a este continuitatea, aceasta se discut¼a
în raport cu dou¼a metrici. Pentru a re�ecta utilitatea acestui operator am dat o
form¼a de calcul pentru numerele fuzzy introduse de Bodjanova în [22] şi o serie
de alte aplicaţii şi exemple: rezolvarea sistemelor de ecuaţii fuzzy, estimarea
ordinului de multiplicitate pentru numere trapezoidale.
Al doilea paragraf al acestui capitolul introduce operatorul trapezoidal de

aproximare care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a şi suportul num¼arului fuzzy
[26]. Dac¼a în cazul primului operator, toate numerele fuzzy se puteau aproxima
la un num¼ar trapezoidal, în cazul acestui operator, doar o familie de numere
fuzzy se pot aproxima cu numere trapezoidale conservând propriet¼aţile impuse:
conservarea muļtimea de nivel zero şi intervalul de expectanţ¼a. Studiul acestui
operator este f¼acut din punctul de vederea al unor propriet¼aţi importante ca:
invarianţa la translaţii, liniaritatea, criteriul de identitate, conservarea unor
m¼asuri care au la baz¼a conservarea intervalului de expectanţ¼a, continuitatea în
raport cu diverse metrici, studiul defectului de multiplicitate.
Încheiem capitolul cu un operator de aproximare, numit operatorul de aprox-

imare trapezoidal¼a care conserv¼a valoare de expectanţ¼a şi nucleu num¼arului
fuzzy [28]. În cazul primilor doi operatori problemele s-au redus la câte un sis-
tem de patru ecuaţii şi patru necunoscute, în cazul acestui operator din condi̧tia
de minimizarea a distanţei dintre num¼arul fuzzy şi cel trapezoidal, conservarea
valorii de expectanţ¼a şi a nucleului rezolvarea se face pe baza unei teoreme de
minimizare, iar noi am ales teorema Karush-Kuhn-Tucker. Pe lâng¼a generarea
acestui operator am trecut şi la studiul propriet¼aţilor, dar şi la generarea unor
exemple.
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Capitolul III introduce operatori de aproximare care conserv¼a valoarea, am-
biguitatea şi, eventual o muļtime de nivel. Primul este operatorul care con-
serv¼a ambiguitatea şi valoarea, este cel mai apropiat num¼ar fuzzy trapezoidal
de num¼arul fuzzy de aproximat şi este introdus în [13]. Cu toate c¼a operatorul
este introdus prin minimizarea distanţei dintre num¼arul fuzzy şi trapezoidalul
care îl aproximeaz¼a nu folosim teoreme de minimizare, ci doar numere fuzzy
trapezoidale extinse. Pentru acest operator sunt studiate propriet¼aţile, sunt in-
troduşi algoritmi de calcul, este demonstrat¼a continuitatea şi sunt evidenţiate
exemple şi aplicaţii. Pentru cei doi operatori care conserv¼a ambiguitatea, val-
oarea şi o muļtime de nivel, introduşi în [24] şi în [29] am studiat propriet¼aţile
şi am dat o serie de aplicaţii.
Capitolul IV studiaz¼a operatorii ponderaţi de aproximare. Întâi prezent¼am

operatorul ponderat care conserv¼a suportul num¼arului fuzzy, introdus în [25],
iar apoi prezent¼am operatorul ponderat care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a.
În �ecare caz folosim Teorema Karush-Kuhn-Tucker.
Contribuţiile noastre originale sunt: capitolele: 2, 3, 4 şi o mare parte din

paragraful 1.3.2.

1 Preliminarii

1.1 Muļtimi fuzzy

De�ni̧tia 1 (vezi [82]) Fie X o mulţime nevid¼a. O mulţime fuzzy A pe X este
caracterizat¼a de o funcţie numit¼a funcţie de apartenenţ¼a şi de�nit¼a astfel:

fA : X ! [0; 1]

care asociaz¼a �ec¼arui element din X un num¼ar real din intervalul [0; 1]:

1.2 Numere fuzzy

De�ni̧tia 2 Un num¼ar fuzzy este o mulţime fuzzy fA : R! [0; 1] care satisface
urm¼atoarele condiţii (vezi [74], [46]):
(i) fA este semicontinu¼a superior;
(ii) supp fA = fx 2 X : fA(x) > 0g este un interval închis şi m¼arginit;
(iii) dac¼a supp fA = [a; d], atunci exist¼a a; b; c; d; unde a � b � c � d, astfel
încât fA este cresc¼atoare pe intervalul [a; b], este egal¼a cu 1 pe intervalul [b; c] şi
este descresc¼atoare pe intervalul [c; d] :

Not¼am cu F (R) muļtimea numerelor fuzzy.
Pornind de la de�ni̧tia general¼a a numerelor fuzzy, în [54] sunt prezentate

principalele clase de numere fuzzy, acestea sunt: L�R numere fuzzy, numerele
fuzzy trapezoidale (care sunt un caz particular de L � R numere fuzzy), nu-
merele fuzzy triunghiulare (care sunt un caz particular de numere fuzzy trape-
zoidale), numerele fuzzy gaussiene, numerele fuzzy cvasi-gaussiene, numerele
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fuzzy cvadrice, numerele fuzzy exponenţiale, numerele fuzzy cvasi-exponenţiale
şi numerele fuzzy single-ton.

De�ni̧tia 3 Un caz particular de num¼ar L�R fuzzy introdus de Dubois şi Prade
în 1981 şi descris în [43] este num¼arul fuzzy

A(x) =

8>>>><>>>>:

�
x�a
b�a

�n
; dac¼a x 2 [a; b]

1; dac¼a x 2 [b; c]�
d�x
d�c

�n
; dac¼a x 2 [c; d]
0; altfel

(1)

Folosim notaţia A(x) = (a; b; c; d)n :

Pentru num¼arul fuzzy dat în (1) ; muļtimea de nivel sau ��t¼aietura num¼aru-
lui A:

A� =
�
a+ n

p
� (b� a) ; d� n

p
� (d� c)

�
;

Structura aritmetic¼a pentru matematica fuzzy a fost introdus¼a de Mizumoto
şi Tanaka în lucr¼arile [66] şi [67], de Dubois şi Prade prin lucr¼arile [43], [41] şi
[40], de Ma, Friderman şi Kandel prin [64]. Operaţiile algebrice care se pot de�ni
între numerele fuzzy pot � derivate din aşa-numitele principii de extindere [65]
sau folosind muļtimile de �� nivel (vezi [60], [76]). În aceast¼a lucrare vom folosi
cea din urm¼a metod¼a.

1.3 Numere reale şi intervale de numere reale ataşate nu-
merelor fuzzy

În aplicaţii, uneori, din motive practice, unui num¼ar fuzzy i se atribuie o
valoare real¼a sau un interval de numere reale. Prin acest procedeu un para-
metru capteaz¼a informaţia relevant¼a a unui num¼ar fuzzy şi duce la simpli�carea
reprezent¼arii şi manevr¼arii numerelor fuzzy. Astfel, în literatura de specialitate
au fost introduşi şi folosi̧ti o serie de parametrii, cum ar �: ambiguitatea, val-
oare, cardinalul, valoarea de expectanţ¼a, intervalul de expectanţ¼a sau entropia
fuzzy.
În continuare, vom prezenta o parte din m¼asurile de defuzzi�care şi para-

metrii ataşaţi numerelor fuzzy utilizaţi în teoria numerelor fuzzy.

1.3.1 Ambiguitatea, valoarea şi intervalul de expectanţ¼a

În [41] pentru un num¼ar fuzzy A; unde �A(x) este fuzzy convex¼a, semicontinu¼a
superior şi cu suportul o muļtime închis¼a, unde supp A = fx 2 X : �A(x) > 0g :
�-t¼aieturile lui A ; � 2 [0; 1] sunt de�nite astfel:

A� = fx 2 X : �A(x) � �g :
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Orice �-t¼aitur¼a a num¼arului fuzzy A este un interval închis notat astfel A� =
[AL (�) ; AU (�)] ; unde

AL (�) = inf fx 2 X : �A(x) � �g
AU (�) = sup fx 2 X : �A(x) � �g :

Pentru dou¼a numere fuzzy A;B cu muļtimile de nivel A� = [AL (�) ; AU (�)] şi
B� = [BL (�) ; BU (�)] ; vom folosi urm¼atoarele distanţe, introduse în [48],

D (A;B) =

sZ 1

0

[AL (�)�BL (�)]2 d�+
Z 1

0

[AU (�)�BU (�)]2 d�;

şi
d(A;B) = sup

0���1
fmax fjAL (�)�BL (�)j ; jAU (�)�BU (�)jgg :

În continuare, prezent¼am ambiguitatea unui num¼ar fuzzyA; notat¼a cuAmb(A)
şi valoarea unui num¼ar fuzzy A; notat¼a cu V al(A): Cei doi parametrii au fost
introduşi în [37] astfel

Amb(A) =

Z 1

0

�(AU (�)�AL(�))d�; (2)

V al(A) =

Z 1

0

�(AU (�) +AL(�))d�: (3)

Intervalul de expectanţ¼a al num¼arului fuzzy A; notat cu EI(A) este de�nit
în ([40], [55]) astfel:

EI(A) = [E�(A); E
�(A)] =

�Z 1

0

AL (�) d�;

Z 1

0

AU (�) d�

�
Mijlocul intervalului de expectanţ¼a numit valoarea de expectanţ¼a, notat cu
EV (A) este dat în [55] astfel:

EV (A) =
E�(A) + E

�(A)

2
:

1.3.2 Entropia numerelor fuzzy

Pân¼a în prezent, entropia fuzzy a fost introdus¼a din mai multe perspective,
�ecare conducând la o nou¼a metod¼a de calcul. Kaufmann, în lucrarea [59], a
propus m¼asurarea gradului de fuzzi�care a unei muļtimi fuzzy folosind distanţa
dintre muļtimea fuzzy şi cea mai apropiat¼a muļtime ne-fuzzy. Un alt mod de
m¼asurare a entropiei a fost propus de Yager în lucrarea [77], ca distanţ¼a dintre
muļtimea fuzzy şi complementara sa. O alt¼a abordare a entropiei este folosirea
unor funçtii pentru a calcula entropia.
Trebuie remarcat faptul c¼a entropia este o m¼asur¼a care caracterizeaz¼a ele-

mentele fuzzy (muļtimi sau numere fuzzy), iar interesul pentru aceast¼a noţiune
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este tot mai crescut în ultimii ani. Acest lucru poate � a�rmat pe baza multi-
plelor articole din literatura de specialitate care au ca tem¼a entropia [18], [61],
[62], [76].
Fie h : [0; 1]! [0; 1] o funçtie de calcul a entropiei, care îndeplineşte urm¼a-

toarele propriet¼aţi: este cresc¼atoare pe intervalul
�
0; 12

�
şi descresc¼atoare pe in-

tervalul
�
1
2 ; 1
�
; veri�c¼a egalit¼aţile h(0) = h(1) = 0; h

�
1
2

�
= 1 şi h(u) = h(1�u):

Aplicaţia H de�nit¼a de

H(A) =

Z
X

h(A(x))dx

în este [76] se numeşte entropie fuzzy.
Câteva bine-cunoscute funçtii de entropie sunt de�nite astfel (vezi [69], [76]):

h1(u) =

�
2u; dac¼a u 2

�
0; 12

�
;

2(1� u); dac¼a u 2
�
1
2 ; 1
�
;

(4)

h2(u) = 4u(1� u); (5)

h3(u) = �u lnu� (1� u) ln(1� u); cu convenţia 0 ln 0 := 0; (6)

h3 �ind cunoscut¼a în literatura de specialitate sub numele de funçtia lui
Shannon.
Vom nota Hi entropia numerelor fuzzy relativ la funçtia de entropie hi:
Folosind funçtiile hi putem deduce formule simple pentru entropia fuzzy a

produsului a dou¼a numere fuzzy trapezoidale.

Teorema 4 (Teorema 4.1, [18]) Dac¼a A; B sunt dou¼a numere fuzzy atunci

(i) H1(A �B) = �1
2
(a1b1 � a2b2 + a3b3 � a4b4) ;

(ii) H2(A �B) = �2
3
(a1b1 � a2b2 + a3b3 � a4b4) ;

(iii) H3(A �B) = �1
2
(a1b1 � a2b2 + a3b3 � a4b4) :

În continuare vom calcula entropia câtului a dou¼a numere trapezoidale.
Folosind modul de de�nire a numerelor fuzzy trapezoidale şi funçtiile de cal-
cul ale entropiei am determinat formule de calcul ale entropiei pentru câtul a
dou¼a numere fuzzy acestea se g¼asesc şi în [18].

Teorema 5 (Teorema 5.1, [18]) Dac¼a A; B sunt dou¼a numere fuzzy atunci
(i)

H1(A=B) =
2 (a2b4 � a1b3)
(b4 � b3)2

ln
(b3 + b4)

2

4b3b4

+
2(a4b2 � a3b1)
(b2 � b1)2

ln
(b2 + b1)

2

4b2b1
:
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(ii)

H2(A=B) =
4(a2b4 � a1b3)
(b4 � b3)2

�
b4 + b3
b4 � b3

ln
b4
b3
� 2
�

+
4(a4b2 � a3b1)
(b2 � b1)2

�
2b2 + b1
b2 � b1

ln
b1
b1
� 2
�
:

(iii) Dac¼a, în plus, 2b3 > b4 şi 2b1 < b2 atunci

H3(A=B) =
a2b4�a1b3
(b4�b3)b4

1X
k=1

k

(k + 1)
2

�
b4 � b3
b4

�k
+

+ a2b4�a1b3
(b4�b3)b3

1X
k=1

(�1)k+1 k
(k + 1)

2

�
b4 � b3
b3

�k
+

+ a4b2�a3b1
(b2�b1)b1

1X
k=1

(�1)k+1 k
(k + 1)

2

�
b2 � b1
b1

�k
+

+ a4b2�a3b1
(b2�b1)b2

1X
k=1

k

(k + 1)
2

�
b2 � b1
b2

�k
:

Propozi̧tia 6 Dac¼a
A 2 T; B 2 T :

Atunci

H1(A�B) =
1

2
(2a2b2 � a2b1 � a1b2 � 2a3b3 + a3b4 + a4b3)

H2(A�B) =
2

3
(2a2b2 � a2b1 � a1b2 � 2a3b3 + a3b4 + a4b3)

H3(A�B) =
1

2
(2a2b2 � a2b1 � a1b2 � 2a3b3 + a3b4 + a4b3):

Propozi̧tia 7 Dac¼a
A 2 T; B 2 T

atunci:

Hi(A�B) = b2Hi(A) + a2Hi(B)� k [(b4 � b3) (a2 � a3) + (a4 � a3) (b2 � b3)]

unde

k =

�
1
2 ; dac¼a i 2 f1; 3g
2
3 ; dac¼a i = 2:

1.4 Criterii de aproximare

Pe parcursul acestei lucr¼ari ne propunem s¼a aproxim¼am numerele fuzzy cu
numere fuzzy trapezoidale. Astfel, vom introduce o serie de operatori trape-
zoidali de�ni̧ti pe muļtimea numerelor fuzzy cu valori în muļtimea numerelor

11



fuzzy trapezoidale. Întrucât aproximarea trapezoidal¼a poate � studiat¼a din di-
verse unghiuri, c¼aut¼am ca operatorii care îndeplinesc o cât mai mare parte din
propriet¼aţile enunţate în lista de criterii din [51]. Aceste criterii sunt:
Invarianţa la translaţii, adic¼a

T (A+ z) = T (A) + z (7)

pentru orice A 2 F (R);
Liniaritatea, adic¼a

T (�A) = �T (A)
T (A+B) = T (A) + T (B)

(8)

pentru orice A; B 2 F (R) şi � 2 R�;
Invarianţa la t¼aietur¼a de �0-nivel, adic¼a

(T (A))�0 = A�0 ; (9)

de exemplu: invarianţa la suport sau invarianţa la nucleu.
Identitatea, adic¼a

T (A) = A; (10)

pentru orice A 2 FT (R) ;
Conservarea intervalul de expectanţ¼a, adic¼a

EI (T (A)) = EI (A) ; (11)

pentru orice A 2 F (R);
Conservarea valorii de expectanţ¼a, adic¼a

EV (T (A)) = EV (A) ; (12)

pentru orice A 2 F (R);
Invarianţa în raport cu relaţia de ordine � de�nit¼a în [77]

A � B , EV (A) > EV (B) (13)

adic¼a
A � B , T (A) � T (B) (14)

pentru orice A; B 2 F (R);
Invarianţa în raport cu relaţia de ordine M de�nit¼a în [58] astfel:

M (A;B) =

8<:
0;dac¼a E�(A)� E�(B) < 0;

E�(A)�E�(B);
E�(A)�E�(B)�(E�(A)�E�(B)) ; dac¼a 0 2 [E�(A)� E

�(B); E�(A)� E�(B)] ;
1;dac¼a E�(A)� E�(B) > 0;

(15)
adic¼a

M (T (A) ; T (B)) =M (A;B) ; (16)

12



pentru orice A;B 2 F (R);
Invarianţa în raport cu m¼asura de�nit¼a în [33], astfel:

w (A) =

Z 1

�1
�A(x)dx; (17)

adic¼a
w (A) = w (T (A)) ; (18)

pentru orice A 2 F (R);
Invarianţa la corelaţie, adic¼a

� (T (A) ; T (B)) = � (A;B) (19)

pentru orice A;B 2 F (R); unde � (A;B) reprezint¼a coe�cientul de corelaţie
dintre numerele fuzzy A şi B, de�nit în [57] astfel:

� (A;B) =
E�(A)E�(B) + E

�(A)E�(B)q
(E�(A))

2
+ (E�(A))

2
q
(E�(B))

2
+ (E�(B))

2
: (20)

Monotonia, adic¼a

dac¼a A � B atunci T (A) � T (B) : (21)

Criteriul de apropiere

d (A; T (A)) � d (A;B) ; (22)

unde d este o metric¼a indus¼a peste muļtimea numerelor fuzzy, iar A;B 2 F (R);
Continuitatea, adic¼a

8" > 0;9 � > 0 d (A;B) < � ) d (T (A) ; T (B)) < "; (23)

unde d este o metric¼a indus¼a peste muļtimea numerelor fuzzy, iar A;B 2 F (R);
Prezent¼am în continuare o variant¼a a bine-cunoscutei teoreme Karush-Kuhn-

Tucker.

Teorema 8 (Rockafellar, [71]) Fie f; g1; g2; :::; gm : Rn ! R funcţii diferenţi-
abile convexe. Atunci

�
x este soluţie a problemei de programare convex¼a

min f (x)
cu condiţiile: gi (x) � bi; unde i 2 f1; 2; 3; :::;mg
dac¼a şi numai dac¼a exist¼a �i; unde i 2 f1; 2; 3; :::;mg, astfel încât

(i) rf
��
x
�
+

mX
i=1

�irgi
��
x
�
= 0;

(ii) gi

��
x
�
� bi � 0;

(iii) �i � 0;
(iv) �i

�
bi � gi

��
x
��
= 0:
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2 Aproxim¼ari trapezoidale care conserv¼a expectaņta
şi o muļtime de nivel

În acest capitol introducem trei operatori de aproximare care conserv¼a ex-
pectanţa şi o muļtime de nivel, dup¼a cum urmeaz¼a: operatorul trapezoidal
de aproximare care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a şi nucleul, operatorul de
aproximare care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a şi suportul introdus în [26]
şi operatorul de aproximare trapezoidal¼a care conserv¼a valoarea de expectanţ¼a
şi nucleul introdus în [28]. Pentru operatorii introduşi sunt studiate propriet¼aţi
cum ar �: invarianţa la translaţii, continuitatea în raport cu diverse metrici,
criteriul identit¼aţii, conservarea intervalului de expectanţ¼a sau a valorii de ex-
pectanţ¼a, invarianţa în raport cu diverse relaţii de ordine. Capitolul mai conţine
şi o serie de exemple şi aplicaţii ale operatorilor introduşi, cum ar �: rezolvarea
sistemelor de ecuaţii fuzzy sau estimarea defectului de multiplicitate.

2.1 Operatorul trapezoidal care conserv¼a intervalul de ex-
pectaņt¼a şi nucleul

2.2 Operatorul trapezoidal care conserv¼a intervalul de ex-
pectaņt¼a şi suportul

Vom folosi urm¼atoarea notaţie:

FES(R)=
�
A 2 F (R)j 2

Z 1

0

[AU (�)�AL (�)] d� � AU (0)�AL (0)
�

Teorema 9 Dac¼a A 2 FES(R) atunci

T (A) =

�
AL (0) ; 2

Z 1

0

AL (�) d��AL (0) ; 2
Z 1

0

AU (�) d��AU (0) ; AU (0)
�

este aproximarea trapezoidal¼a care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a şi suportul.

Observa̧tia 10 Dac¼a A =2 FES(R) atunci nu exist¼a nici un num¼ar fuzzy trape-
zoidal care s¼a conserve intervalul de expectanţ¼a şi suportul num¼arului fuzzy A:

Exemplul 11 Consider¼am un num¼ar fuzzy A; cu mulţimea de nivel exprimat¼a
mai jos:

AL (�) = 1 + �2;

AU (�) = 3� �2; � 2 [0; 1]

atunci aproximarea trapezoidal¼a care conserv¼a suportul şi intervalul de expectanţ¼a
este:

T (A) =

�
1;
5

3
;
7

3
; 3

�
este num¼arul fuzzy trapezoidal care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a şi suportul
num¼arului fuzzy A:
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Exemplul 12 Fie A un num¼ar fuzzy

AL (�) = 1 +
p
�;

AU (�) = 45� 35
p
�; � 2 [0; 1] :

Deoarece

2

Z 1

0

[AU (�)�AL (�)] d� = 40 < 44 = AU (0)�AL (0)

obţinem c¼a A =2 FES(R), deci nu exist¼a un num¼ar fuzzy trapezoidal care conserv¼a
intervalul de expectanţ¼a şi suportul lui A.

Observa̧tia 13 Dac¼a A = (a; b; c; d)n este un num¼ar fuzzy dat de (1), n 2 R�+
şi

�a+ d+ an� 2bn+ 2cn� dn � 0;

atunci

T (A) =

�
a;
2bn� an+ a

n+ 1
;
2cn� dn+ d

n+ 1
; d

�
:

este num¼arul fuzzy trapezoidal care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a şi suportul
num¼arului fuzzy A:

Exemplul 14 Consider¼am num¼arul fuzzy B = (5; 8; 12; 14) 1
3
atunci aproxi-

marea trapezoidal¼a care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a şi suportul num¼arului
fuzzy B este:

T (B) =

�
5;
13

2
; 13; 14

�
:

Principalele propriet¼aţi ale operatorului trapezoidal care conserv¼a suportul
num¼arului fuzzy şi intervalul de expectanţ¼a sunt date în urm¼atoarea teorem¼a.

Teorema 15 Operatorul trapezoidal de aproximare care conserv¼a intervalul de
expectanţ¼a şi suportul num¼arului fuzzy are urm¼atoarele propriet¼aţi:
(i) este invariant la translaţii, adic¼a

T (A+ z) = T (A) + z

pentru orice A 2 FES(R);
(ii) este liniar, adic¼a

T (�A) = �T (A)

T (A+B) = T (A) + T (B)

pentru orice A;B 2 FES(R) şi � 2 R�;
(iii) îndeplineşte criteriul de identitate, adic¼a

T (A) = A;
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pentru orice A 2 FT (R) ;
(iv) conserv¼a intervalul de expectanţ¼a, adic¼a

EI (T (A)) = EI (A) ;

pentru orice A 2 FES(R);
(v) este invariant în raport cu relaţia de ordine � de�nit¼a în [77]

A � B , EV (A) > EV (B)

adic¼a
A � B , T (A) � T (B)

pentru orice A; B 2 FES(R);
(vi) este invariant în raport cu relaţia de ordineM de�nit¼a în [58] astfel:M (A;B) =8<:

0; dac¼a E�(A)� E�(B) < 0;
E�(A)�E�(B);

E�(A)�E�(B)�(E�(A)�E�(B)) ; dac¼a 0 2 [E�(A)� E
�(B); E�(A)� E�(B)] ;

1; dac¼a E�(A)� E�(B) > 0;
adic¼a

M (T (A) ; T (B)) =M (A;B) ;

pentru orice A;B 2 FES(R);
(vii) este invariant în raport cu m¼asura de�nit¼a în [33] astfel

w (A) =

Z 1

�1
�A(x)dx;

adic¼a
w (A) = w (T (A)) ;

pentru orice A 2 FES(R);
(viii) este invariant la corelaţie, adic¼a

� (T (A) ; T (B)) = � (A;B)

pentru orice A;B 2 FES(R); unde � (A;B) reprezint¼a coe�cientul de corelaţie
dintre numerele fuzzy A şi B, de�nit în [57]

� (A;B) =
E�(A)E�(B) + E

�(A)E�(B)q
(E�(A))

2
+ (E�(A))

2
q
(E�(B))

2
+ (E�(B))

2
:

2.3 Operator trapezoidal care consev¼a valoarea de expectaņt¼a
şi nucleul

Teorema 16 Dac¼a A este un num¼ar fuzzy cu mulţimea de nivel A� = [AL (�) ; AU (�)],
şi T (A) = (t1; t2; t3; t4) noteaz¼a cel mai apropiat num¼ar fuzzy trapezoidal; în ra-
port cu metrica D; care conserv¼a nucleul şi valoarea de expectanţ¼a, atunci
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(i) Dac¼aZ 1

0

[(2� 6�)AU (�) + (6�� 10)AL (�)] d�+ 7AL (1) +AU (1) < 0 (24)

şi Z 1

0

[AL (�) +AU (�)] d� � AL (1) +AU (1) ; (25)

atunci

t1 = t2 = AL (1)

t3 = AU (1)

t4 = 2

Z 1

0

AL (�) d�+ 2

Z 1

0

AU (�) d�� 2AL (1)�AU (1) :

(ii) Dac¼aZ 1

0

[(2� 6�)AL (�) + (6�� 10)AU (�)] d�+AL (1) + 7AU (1) > 0 (26)

şi Z 1

0

[AL (�) +AU (�)] d� � AL (1) +AU (1) ; (27)

atunci

t1 = 2

Z 1

0

AL (�) d�+ 2

Z 1

0

AU (�) d��AL (1)� 2AU (1)

t2 = AL (1)

t3 = AU (1)

t4 = AU (1) :

(iii) Dac¼aZ 1

0

[(2� 6�)AU (�) + (6�� 10)AL (�)] d�+ 7AL (1) +AU (1) � 0 (28)

şi Z 1

0

[(2� 6�)AL (�) + (6�� 10)AU (�)] d�+AL (1) + 7AU (1) � 0 (29)

atunci

t1 = �
3

2

Z 1

0

� (AL (�)�AU (�)) d��
3

4
AL (1)+

1

2

Z 1

0

(5AL (�)�AU (�)) d��
1

4
AU (1)

t2 = AL (1)

t3 = AU (1)

t4 =
3

2

Z 1

0

� (AL (�)�AU (�)) d��
1

4
AL (1)�

1

2

Z 1

0

(AL (�)� 5AU (�)) d��
3

4
AU (1) :
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Exemplul 17 Fie A un num¼ar fuzzy cu mulţimea de nivel

A� =
�
1 + 99

p
�; 200� 95

p
�
�
;

atunci aproximarea trapezoidal¼a care conserv¼a valoarea de expectanţ¼a şi nucleul
este T (A) = (t1; t2; t3; t4) şi se calculeaz¼a pe baza cazului (iii) al Teoremei 16
astfel:

t1 = �3
2

Z 1

0

� (AL (�)�AU (�)) d��
3

4
AL (1) +

+
1

2

Z 1

0

(5AL (�)�AU (�)) d��
1

4
AU (1)

=
923

30
t2 = AL (1) = 100

t3 = AU (1) = 105

t4 =
3

2

Z 1

0

� (AL (�)�AU (�)) d��
1

4
AL (1)�

�1
2

Z 1

0

(AL (�)� 5AU (�)) d��
3

4
AU (1)

=
5174

30
:

Teorema 18 Fie A = (a; b; c; d)n şi T (A) = (t1; t2; t3; t4) cel mai apropiat
num¼ar fuzzy trapezoidal care conserv¼a nucleul şi valoarea de expectanţ¼a a num¼aru-
lui A.
(i) Dac¼a

(n� 1) (d� c) + (17n+ 7) (b� a) < 0

şi
a� b� c+ d � 0;

atunci

t1 = t2 = b

t3 = c

t4 =
2a� 2b� c+ 2d+ cn

n+ 1
:

(ii) Dac¼a
(b� a) (1� n)� (17n+ 7) (d� c) > 0

şi
a� b� c+ d � 0;
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atunci

t1 =
2a� b� 2c+ 2d+ bn

n+ 1
t2 = b

t3 = t4 = c

(iii) Dac¼a
(n� 1) (d� c) + (17n+ 7) (b� a) � 0

şi
(b� a) (1� n)� (17n+ 7) (d� c) � 0

atunci

t1 =
8bn2 + 17an� 5bn+ cn� dn+ 7a� 3b� c+ d

4 (n+ 1) (2n+ 1)

t2 = b

t3 = c

t4 =
8cn2 � an+ bn� 5cn+ 17dn+ a� b� 3c+ 7d

4 (n+ 1) (2n+ 1)
:

Observa̧tia 19 Operatorul trapezoidal de aproximare introdus de Teorema 16
nu conserv¼a valoarea num¼arului fuzzy A şi nici ambiguitatea acestuia, adic¼a, în
general

Amb(A) 6= Amb(T (A))
şi

V al(A) 6= V al(T (A));

3 Aproxim¼ari trapezoidale care conserv¼a ambi-
guitatea, valoarea şi o muļtime de nivel

3.1 Operatorul trapezoidal care conserv¼a ambiguitatea şi
valoarea

În [80], Yeh a renotat num¼arul fuzzy trapezoidal T = (t1; t2; t3; t4) cu

T = [l; u; x; y]

unde l; u; x; y 2 R astfel încât x; y � 0; x+ y � 2(u� l);

TL(�) = l + x(�� 1
2
);

TU (�) = u� y(�� 1
2
):

oricare ar � � 2 [0; 1]:
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Este evident c¼a:

l =
t1 + t2
2

; (30)

u =
t3 + t4
2

; (31)

x = t2 � t1; (32)

y = t4 � t3: (33)

Obţinem c¼a:

Amb(T ) =
�6l + 6u� x� y

12
; (34)

V al(T ) =
6l + 6u+ x� y

12
: (35)

Distanţa între T = [l; u; x; y] şi T 0 = [l0; u0; x0; y0] unde ; T 0 2 FT (R) devine (
vezi [79])

D2(T; T 0) = (l � l0)2 + (u� u0)2 + 1

12
(x� x0)2 + 1

12
(y � y0)2: (36)

Un num¼ar fuzzy trapezoidal extins, introdus în [79], este o pereche ordonat¼a
de funçtii polinomiale cu gradul mai mic sau egal cu 1. Aproximarea trape-
zoidalului extins Te(A) = [le; ue; xe; ye] a unui num¼ar fuzzy A este trapezoidalul
extins care minimizeaz¼a distanţa D(A;X). În [5], autorul demonstraz¼a c¼a Te(A)
nu este întotdeauna un num¼ar fuzzy. Num¼arul fuzzy Te(A) = [le; ue; xe; ye] re-
spect¼a urm¼atoarele egalit¼aţi:

le =

Z 1

0

AL(�)d�; (37)

ue =

Z 1

0

AU (�)d�; (38)

xe = 12

Z 1

0

(�� 1
2
)AL(�)d�; (39)

ye = �12
Z 1

0

(�� 1
2
)AU (�)d�; (40)

iar numerele reale xe şi ye sunt pozitive (vezi [79]) şi, din de�ni̧tia numerelor
fuzzy, avem c¼a le � ue:
Autorul demonstreaz¼a în [78] dou¼a propriet¼aţi de distanţ¼a, în ceea ce priveşte

cel mai apropiat num¼ar fuzzy trapezoidal extins Te(A) a unui num¼ar fuzzy dat
A:

Propozi̧tia 20 (Propoziţia 4.2., [78]) Dac¼a A un num¼ar fuzzy, atunci

D2(A;B) = D2(A; Te(A)) +D
2(Te(A); B)

pentru orice num¼ar fuzzy trapezoidal B:
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Propozi̧tia 21 (Propoziţia 4.4., [78]) D(Te(A); Te(B)) � D(A;B) pentru ori-
care dou¼a numere fuzzy A;B.

Observa̧tia 22 (Observaţia 4; [13]) Fie A şi B dou¼a numere fuzzy şi

Te(A) = [le; ue; xe; ye];

Te(B) = [l0e; u
0
e; x

0
e; y

0
e];

aproxim¼arile trapezoidale extinse ale lui A şi B: Din (36) şi din Propoziţia 21,
rezult¼a imediat c¼a

(le � l0e)2 + (ue � u0e)2 � D2(A;B)

şi
(xe � x0e)2 + (ye � y0e)2 � 12D2(A;B):

Aşa c¼a T (A) = [l0; u0; x0; y0] este o soluţie a problemei dac¼a şi numai dac¼a
(l0; u0; x0; y0) 2 R4 este o soluţie a problemei

min

�
(l � le)2 + (u� ue)2 +

1

12
(x� xe)2 +

1

12
(y � ye)2

�
; (41)

cu condiţiile

x > 0; (42)

y > 0; (43)

x+ y 6 2u� 2l; (44)

�6l + 6u� x� y = �6le + 6ue � xe � ye; (45)

6l + 6u+ x� y = 6le + 6ue + xe � ye; (46)

unde le; ue; xe; ye sunt date de (37)-(40). Obţinem imediat c¼a problema dat¼a
prin relaţiile (41)-(46), este echivalent¼a cu

min
�
(x� xe)2 + (y � ye)2

�
(47)

x > 0; (48)

y > 0; (49)

x+ y 6 3ue � 3le �
1

2
xe �

1

2
ye: (50)

În plus,

l = �1
6
(x� xe) + le

şi

u =
1

6
(y � ye) + ue:
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Consider¼am c¼a

MA =

�
(x; y) 2 R2 : x > 0; y > 0; x+ y 6 3ue � 3le �

1

2
xe �

1

2
ye

�
;

iar dE este metrica euclidian¼a peste R2 şi not¼am PM (S) proiecţia ortogonal¼a a
lui S 2 R2 pe o mulţime nevid¼a M � R2, respectând dE.

Teorema 23 (Teorema 5, [13]) Problema (47)-(50) are soluţie unic¼a.

Teorema 24 (Teorema 7, [13]) Fie A 2 F (R) ; A� = [AL(�); AU (�)]; � 2
[0; 1], şi T (A) = [l0; u0; x0; y0] cel mai apropiat num¼ar fuzzy trapezoidal care
conserv¼a ambiguitatea şi valoarea lui A.
(i) Dac¼a Z 1

0

(3�� 1)AL(�)d��
Z 1

0

(3�� 1)AU (�)d� � 0; (51)

atunci

x0 = 6

Z 1

0

(2�� 1)AL(�)d�;

y0 = �6
Z 1

0

(2�� 1)AU (�)d�;

l0 =

Z 1

0

AL(�)d�;

u0 =

Z 1

0

AU (�)d�:

(ii) Dac¼a Z 1

0

(3�� 1)AL(�)d�+
Z 1

0

(�� 1)AU (�)d� > 0; (52)

atunci

x0 = �6
Z 1

0

�AL(�)d�+ 6

Z 1

0

�AU (�)d�

y0 = 0

l0 = 3

Z 1

0

�AL(�)d��
Z 1

0

�AU (�)d�

u0 = 2

Z 1

0

�AU (�)d�:

(iii) Dac¼a Z 1

0

(�� 1)AL(�)d�+
Z 1

0

(3�� 1)AU (�)d� < 0; (53)
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atunci

x0 = 0

y0 = �6
Z 1

0

�AL(�)d�+ 6

Z 1

0

�AU (�)d�

l0 = 2

Z 1

0

�AL(�)d�

u0 = �
Z 1

0

�AL(�)d�+ 3

Z 1

0

�AU (�)d�:

(iv) Dac¼aZ 1

0

(3�� 1)AL(�)d��
Z 1

0

(3�� 1)AU (�)d� > 0 (54)Z 1

0

(3�� 1)AL(�)d�+
Z 1

0

(�� 1)AU (�)d� � 0 (55)

şi Z 1

0

(�� 1)AL(�)d�+
Z 1

0

(3�� 1)AU (�)d� � 0; (56)

atunci

x0 = 3

Z 1

0

(�� 1)AL(�)d�+ 3
Z 1

0

(3�� 1)AU (�)d�

y0 = �3
Z 1

0

(3�� 1)AL(�)d�� 3
Z 1

0

(�� 1)AU (�)d�

l0 =
1

2

Z 1

0

(3�+ 1)AL(�)d��
1

2

Z 1

0

(3�� 1)AU (�)d�

u0 = �1
2

Z 1

0

(3�� 1)AL(�)d�+
1

2

Z 1

0

(3�+ 1)AU (�)d�:

Corolar 25 (i) Dac¼a A 2 
1, atunci

T (A) = (4I � 6L; 6L� 2I; 6U � 2S; 4S � 6U) :

(ii) Dac¼a A 2 
2, atunci

T (A) = (6L� 4U; 2U; 2U; 2U) :

(iii)Dac¼a A 2 
3, atunci

T (A) = (2L; 2L; 2L; 6U � 4L) :

(iv) Dac¼a A 2 
4, atunci

T (A) = (2I � 6U + 2S; 3L� I + 3U � S;
3L� I + 3U � S; 2I � 6L+ 2S) :
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Exemplul 26 Consider¼am numerele fuzzy A şi B cu mulţimile de nivel

AL(�) = 1 +
p
�;

AU (�) = 4�
p
�;

BL(�) = 1 +
p
�;

BU (�) = 35� 31
p
�:

Observ¼am c¼a A 2 
1, iar B 2 
4 şi aproxim¼arile lor sunt

T (A) =

�
19

15
;
31

15
;
34

15
;
76

15

�
T (B) =

�
29

15
; 2; 2;

419

15

�
:

Întrucât

(A+B)L (�) = 2 + 2
p
�

(A+B)U (�) = 39� 32
p
�;

obţinem c¼a

T (A) + T (B) =

�
48

15
;
61

15
;
64

15
;
495

15

�
;

iar

T (A+B) =

�
38

15
;
62

15
;
73

15
;
457

15

�
;

deci
T (A) + T (B) 6= T (A+B) ;

adic¼a operatorul T nu este aditiv.

Teorema 27 Dac¼a A;B 2 
i; i 2 f1; 2; 3; 4g, atunci

T (A) + T (B) = T (A+B) :

3.2 Operatorul trapezoidal care conserv¼a ambiguitatea,
valoarea şi nucleul

Teorema 28 Dac¼a A este un num¼ar fuzzy cu mulţimea de nivel A� = [AL (�) ; AU (�)]
şi � 2 [0; 1] ; atunci

T (A) = (t1; t2; t3; t4)

t1 = 6

Z 1

0

�AL (�) d�� 2AL (1)

t2 = AL (1)

t3 = AU (1)

t4 = 6

Z 1

0

�AU (�) d�� 2AU (1)
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este aproximarea trapezoidal¼a care conserv¼a ambiguitatea, valoarea şi nucleul
num¼arului fuzzy A.

Exemplul 29 Fie A un num¼ar fuzzy cu reprezent¼arile parametrice

AL (�) = 1 +
p
�

AU (�) = 30� 27
p
�:

Aproximarea trapezoidal¼a a lui A care conserv¼a ambiguitatea, valoare şi nucleul
este

T (A) =

�
7

5
; 2; 3;

96

5

�
Exemplul 30 Fie A un num¼ar fuzzy cu reprezent¼arile parametrice

AL (�) = 1 + 27
p
�

AU (�) = 30�
p
�:

Aproximarea trapezoidal¼a a lui A care conserv¼a ambiguitatea, valoare şi nucleul
este

T (A) =

�
59

5
; 28; 29;

148

5

�
Teorema 31 Dac¼a A = (a; b; c; d)n este un num¼ar fuzzy atunci apoximarea
trapezoidal¼a dat¼a prin Teorema 28 este

T (A) =

�
2bn+ 3a� 2b

2n+ 1
; b; c;

2cn+ 3d� 2c
2n+ 1

�
:

Exemplul 32 Pentru un num¼ar fuzzy B = (5; 8; 12; 14)2 ; num¼arul fuzzy trape-
zoidal care conserv¼a ambiguitatea, valoarea şi nucleul lui B este

T (B) =

�
31

5
; 8; 12;

66

5

�
:

deci T (A) şi T (B) sunt numere fuzzy trapezoidale.

Teorema 33 Operatorul trapezoidal de aproximare introdus prin Teorema 28
îndeplineşte urm¼atoarele propriet¼aţi:
(i) este invariant la translaţii;
(ii) este liniar;
(iii) îndeplineşte criteriul identit¼aţii;

3.3 Operatorul trapezoidal care conserv¼a ambiguitatea,
valoarea şi suportul

4 Aproximarea ponderat¼a

4.1 Operatorul ponderat care conserv¼a suportul

Prelucrarea numerelor fuzzy este uneori di�cil¼a, aşadar diverse metode de aprox-
imare au fost introduse în articole recente. Fiecare metod¼a, �e c¼a este vorba
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despre aproximarea trapezoidal¼a [5], [9], [51], [52], [50], [49], [80], �e c¼a este
vorba despre aproximarea ponderat¼a [4], [81] aduce unele bene�cii şi propriet¼aţi
importante.
Teorema Karush-Kuhn-Tucker este folosit¼a în continuare pentru a intro-

duce o aproximare ponderat¼a, care conserv¼a suportul unui num¼ar fuzzy. Odat¼a
prezentat¼a metoda de aproximare, cu cele patru cazuri posibile, sunt studiate
unele dintre cele mai importante propriet¼aţi, cum ar �: invarianţa la translaţii,
invarianţa la produsul cu scalari, identitatea, criteriul de apropiere sau continu-
itatea.

De�ni̧tia 34 Pentru dou¼a numere fuzzy A şi B

e(A;B) =

�Z 1

0

f (�) g2(A�; B�)d�

� 1
2

se numeşte distanţa ponderat¼a dintre numerelor fuzzy A şi B; unde

g2(A�; B�) = [AL(�)�BL(�)]2 + [AU (�)�BU (�)]2 :

şi f (�) este o funcţie pozitiv¼a şi cresc¼atoare

f : [0; 1]! R;
f(0) = 0;R 1

0
f (�) d� = 1

2 ;

(57)

iar f se numeşte funcţia pondere.

Pentru un num¼ar fuzzy A; A� = [AL (�) ; AU (�)] ; � 2 [0; 1] ; problema de
aproximare este de a g¼asi cel mai apropiat num¼ar fuzzy trapezoidal T (A) =
(t1; t2; t3; t4) ; care conserv¼a suportul num¼arului fuzzy.
Num¼arul fuzzy trebuie s¼a îndeplineasc¼a urm¼atoarele condi̧tii:

min e(A; T (A))
t1 = AL (0) ; t4 = AU (0) :

(58)

Problema se reduce la determinarea a patru numere reale t1; t2; t3; t4; care ver-
i�c¼a (58), respect¼a şirul de inegalit¼aţi t1 � t2 � t3 � t4 şi minimizeaz¼a funçtia
Df dat¼a prin:

Df (t1; t2; t3; t4) =

Z 1

0

f (�) [AL (�)� (t1 + (t2 � t1)�)]2 d�+

+

Z 1

0

f (�) [AU (�)� (t4 + (t3 � t4)�)]2 d�:

Putem reformula problema, dup¼a cum urmeaz¼a:

minh (t2; t3)
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unde

h (t2; t3) =

Z 1

0

f (�)A2L (�) d�� 2t2
Z 1

0

�f (�)AL (�) d�+

+t22

Z 1

0

�2f (�) d�+ 2t2AL (0)

Z 1

0

�f (�) (1� �) d�

+

Z 1

0

f (�) [AL (0) (1� �)]2 d��

�2
Z 1

0

f (�)AL (�)AL (0) (1� �) d�

+

Z 1

0

f (�)A2U (�) d�� 2t3
Z 1

0

�f (�)AU (�) d�+

+t23

Z 1

0

�2f (�) d�� 2
Z 1

0

f (�)AU (�)AU (0) (1� �) d�+

+2t3

Z 1

0

�f (�)AU (0) (1� �) d�+
Z 1

0

f (�) [AU (0) (1� �)]2 d�

cu condi̧tiile

AL (0) � t2

t2 � t3

t3 � AU (0) :

Urm¼atorul rezultat introduce cel mai apropiat operator trapezoidal care con-
serv¼a suportul num¼arului fuzzy.

Teorema 35 (i) Dac¼aR 1
0
�f (�) [AL (�) +AU (�)] d��

�AL (0)
R 1
0
� (1� �) f (�) d��AU (0)

R 1
0

�
�2 + �

�
f (�) d� > 0

(59)

atunci

t1 = AL (0)

t2 = AU (0)

t3 = AU (0)

t4 = AU (0) :

(ii) Dac¼a

�
R 1
0
�f (�) [AL (�) +AU (�)] d�+

+AL (0)
R 1
0
� (1 + �) f (�) d�+AU (0)

R 1
0
� (1� �) f (�) d� > 0

(60)
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atunci

t1 = AL (0)

t2 = AL (0)

t3 = AL (0)

t4 = AU (0) :

(iii) Dac¼aZ 1

0

�f (�) [AL (�)�AU (�)] d� � [AL (0)�AU (0)]
Z 1

0

�f (�) (1� �) d� (61)

atunci

t1 = AL (0)

t2 =

R 1
0
�f (�)AL (�) d��AL (0)

R 1
0
�f (�) (1� �) d�R 1

0
�2f (�) d�

t3 =

R 1
0
�f (�)AU (�) d��AU (0)

R 1
0
�f (�) (1� �) d�R 1

0
�2f (�) d�

t4 = AU (0) :

(iv) Dac¼aZ 1

0

�f (�) [AL (�)�AU (�)] d�� [AL (0)�AU (0)]
Z 1

0

f (�)� (1� �) d� > 0
(62)

�
R 1
0
�f (�) [AL (�) +AU (�)] d�+

+AL (0)
R 1
0
� (1 + �) f (�) d�+AU (0)

R 1
0
� (1� �) f (�) d� � 0

(63)

şi R 1
0
�f (�) [AL (�) +AU (�)] d��

�AL (0)
R 1
0
� (1� �) f (�) d��AU (0)

R 1
0
� (1 + �) f (�) d� � 0;

(64)

atunci

t1 = AL (0)

t2 = t3 =

R 1
0
�f (�) [AL (�) +AU (�)] d�

2
R 1
0
�2f (�) d�

�

�
[AL (0) +AU (0)]

R 1
0
�f (�) (1� �) d�

2
R 1
0
�2f (�) d�

t4 = AU (0) :
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Teorema 36 Pentru un num¼ar fuzzy A = (a; b; c; d)n cel mai apropiat num¼ar
fuzzy trapezoidal care conserv¼a suportul num¼arului A; în raport cu metrica pon-
derat¼a f (�) = �, este T (A) = (t1; t2; t3; t4) :
(i) Dac¼a

a� d� an+ 4bn+ 4cn� 7dn > 0
atunci

t1 = a

t2 = d

t3 = d

t4 = d:

(ii) Dac¼a
a� d+ 7an� 4bn� 4cn+ dn > 0

atunci

t1 = a

t2 = a

t3 = a

t4 = d:

(iii) Dac¼a
a� d� an+ 4bn� 4cn+ dn � 0

atunci

t1 = a

t2 =
a� an+ 4bn
3n+ 1

t3 =
d� dn+ 4cn
3n+ 1

t4 = d:

(iv) Dac¼a
a� d� an+ 4bn� 4cn+ dn > 0
a� d� an+ 4bn+ 4cn� 7dn � 0

şi
a� d+ 7an� 4bn� 4cn+ dn � 0

atunci

t1 = a

t2 = t3 =
a+ d� an+ 4bn+ 4cn� dn

2 (3n+ 1)

t4 = d:
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Exemplul 37 Pentru un num¼ar fuzzy A = (�100; 2; 10; 12)2 şi funcţia pon-
dere f (�) = � aproximarea trapezoidal¼a care conserv¼a suportul este T (A) =
(�100; 12; 12; 12) şi se calculeaz¼a folosind cazul (i) al Teoremei 36:

Exemplul 38 Pentru un num¼ar fuzzy A = (5; 10; 20; 310)2 şi funcţia pon-
dere f (�) = � aproximarea trapezoidal¼a care conserv¼a suportul este T (A) =
(5; 5; 5; 310) şi se calculeaz¼a folosind cazul (ii) al Teoremei 36:

Exemplul 39 Pentru un num¼ar fuzzy A = (0; 10; 20; 30)2 şi funcţia pon-
dere f (�) = � aproximarea trapezoidal¼a care conserv¼a suportul este T (A) =�
0; 807 ;

130
7 ; 30

�
şi se calculeaz¼a folosind cazul (iii) al Teoremei 36:

Exemplul 40 Pentru un num¼ar fuzzy A = (�30;�10;�9;�2)2 şi funcţia
pondere f (�) = � aproximarea trapezoidal¼a care conserv¼a suportul este T (A) =�
�30; �607 ;

�60
7 ;�2

�
şi se calculeaz¼a folosind cazul (iv) al Teoremei 36:

4.2 Operatorul ponderat care conserv¼a intervalul de ex-
pectaņt¼a

Pentru o astfel de aproximare folosim funçtiile pozitive �L; �U : [0; 1]! R astfel
încât Z 1

0

�L (�) d� > 0Z 1

0

�U (�) d� > 0

numite funçtii pondere şi distanţa

d� (A;B) =

sZ 1

0

�L (�) [AL (�)�BL (�)]2 d�+
Z 1

0

�U (�) [AU (�)�BU (�)]2 d�;

unde A; B sunt numere fuzzy cu muļtimile de nivel A� = [AL (�) ; AU (�)] şi
B� = [BL (�) ; BU (�)] ; � 2 [0; 1] :

Teorema 41 Fie A; A� = [AL (�) ; AU (�)] ; � 2 [0; 1] un num¼ar fuzzy şi
T (A) = (l; u; �; �) cel mai apropiat operator de aproximare trapezoidal¼a pon-
derat¼a care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a ponderat.
(i) Dac¼a

�e (1� !L) + �e (1� !U )� ue + le � 0 (65)

atunci

l = le � �e
�
!L �

1

2

�
u = ue + �e

�
!U �

1

2

�
� = �e

� = �e:
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(ii) Dac¼a
�e (1� !L) + �e (1� !U )� ue + le > 0 (66)

c�e (1� !U )2 � d�e (1� !U ) (1� !L) + d (ue � le) (1� !L) � 0 (67)

d�e (1� !L)2 � c�e (1� !L) (1� !U ) + c (ue � le) (1� !U ) � 0 (68)

atunci

l = le � c�
e (1� !U )2 � d�e (1� !U ) (1� !L) + d (ue � le) (1� !L)

d (1� !L)2 + c (1� !U )2
�
!L �

1

2

�
u = ue +

d�e (1� !L)2 � c�e (1� !L) (1� !U ) + c (ue � le) (1� !U )
d (1� !L)2 + c (1� !U )2

�
!U �

1

2

�
� =

c�e (1� !U )2 � d�e (1� !U ) (1� !L) + d (ue � le) (1� !L)
d (1� !L)2 + c (1� !U )2

� =
d�e (1� !L)2 � c�e (1� !L) (1� !U ) + c (ue � le) (1� !U )

d (1� !L)2 + c (1� !U )2
:

(iii) Dac¼a

c�e (1� !U )2 � d�e (1� !U ) (1� !L) + d (ue � le) (1� !L) < 0 (69)

atunci

l = le

u = ue +
ue � le
1� !U

�
!U �

1

2

�
� = 0

� =
ue � le
1� !U

:

(iv) Dac¼a

d�e (1� !L)2 � c�e (1� !L) (1� !U ) + c (ue � le) (1� !U ) < 0 (70)

atunci

l = le � u
e � le
1� !L

�
!L �

1

2

�
u = ue

� =
ue � le
!L � 1

� = 0:

31



References

[1] S. Abbasbandy, M. Amirfakhrian, The nearest trapezoidal form of a gener-
alized left right fuzzy number, International Journal of Approximate Rea-
soning, 43 (2006) 166-178.

[2] S. Abbasbandy, M. Amirfakhrian, The nearest approximation of a fuzzy
quantity in parametric form, Applied Mathematics and Computation, 172
(2006), 624-632.

[3] S. Abbasbandy, B. Asady, The nearest trapezoidal fuzzy number to a fuzzy
quantity, Applied Mathematics and Computation, 156 (2004), 381-386.

[4] S. Abbasbandy, T. Hajjari, Weighted trapezoidal approximation-preserving
cores of a fuzzy number, Comput. Math. Appl., 59 (2010), 3066-3077.

[5] T. Allahviranloo, M. Adabitabar Firozja, Note on �Trapezoidal approxima-
tion of fuzzy numbers�, Fuzzy Sets and Systems, 158 (2007) ,755-756.

[6] K. Atanassov, Generalized nets and their fuzziness, AMSE Review, 2
(1985), 39-49.

[7] K. Atanassov, Intuitionistic Fuzzy Sets, Springer, Heidelberg, 1999.

[8] A. Ban, The interval approximation of a fuzzy number with respect to index
of fuzziness, An. Univ. Oradea (fasc. math.), XII (2005), 25-40.

[9] A. Ban, Approximation of fuzzy numbers by trapezoidal fuzzy numbers pre-
serving the expected interval, Fuzzy Sets and Systems, 159 (2008) 1327-
1344.

[10] A. Ban, On the nearest parametric approximation of a fuzzy number-
Revisited, Fuzzy Sets and Systems, 160 (2009), 3027-3047.

[11] A. Ban, Trapezoidal and parametric approximations of fuzzy numbers-
inadvertences and corrections, Fuzzy Sets and Systems, 160 (2009), 3048-
3058.

[12] A. Ban, B. Bede, Cross product of L-R fuzzy numbers and applications, An.
Universit¼aţii Oradea, Fasc. Matematic¼a, Tom. IX, (2005), 5-12.
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