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Introducere

Teoria echilibrului, care face parte din analiza neliniară, ne oferă un cadru general, unificat
şi natural pentru studiul unei largi varietăţi de probleme, precum: probleme de optimizare, pro-
bleme de inegalităţi variaţionale, probleme de punct şa, probleme de complementaritate, probleme
de echilibru Nash şi probleme de punct fix. Astfel probleme apar adesea ı̂n economie, finanţe,
mecanică, fizică, etc.

Prima problemă de echilibru, studiată ı̂n literatură, a fost problema scalară de echilibru, care
are următoarea formulare:

(EP ) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât ϕ(ā, b) ≥ 0 pentru orice b ∈ B,

unde A şi B sunt două mulţimi nevide şi ϕ : A×B → R este o bifuncţie dată. Lucrarea de referinţă
pentru studiul problemei (EP ) este considerată a fi cea a lui E. Blum şi W. Oettli [20]. În acea
lucrare ei au folosit următoarele ipoteze: B = A şi ϕ(a, a) = 0 pentru orice a ∈ A. În ipoteza
B = A, A. N. Iusem şi W. Sosa [77] au prezentat şase cazuri particulare ale problemei (EP ) şi
au subliniat faptul că mulţimea soluţiilor problemei (EP ) este egală cu mulţimea soluţiilor pro-
blemelor de minimizare convexă, a problemelor de punct fix, a problemelor de complementaritate,
a problemelor de echilibru Nash ı̂n jocuri necooperative, a problemelor de inegalităţi variţionale şi
a problemelor de minimizare vectorială, respectiv.

În ultimii ani, un interes din ce ı̂n ce mai mare a fost acordat studiului rezultatelor de existenţă
ale soluţiilor problemei (EP ) şi ale cazurilor sale particulare (a se vedea M. Bianchi şi S. Schaible
[17], G. Bigi, M. Castellani şi G. Kassay [19], D. Inoan şi J. Kolumbán [78], A. N. Iusem şi W.
Sosa [77], G. Kassay şi J. Kolumbán [82], J. C. Yao [115]).

Extensia problemei scalare de echilibru la probleme vectoriale de echilibru poate fi realizată
ı̂n mai multe moduri. Considerând un spaţiu liniar topologic real Z, un con convex C ⊆ Z cu
intC 6= ∅ (unde intC reprezintă interiorul lui C), două mulţimi nevide A şi B, şi o bifuncţie
ϕ : A×B → Z, următoarele probleme vectoriale de echilibru pot fi formulate:

(WVEP ) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât ϕ(ā, b) /∈ − intC pentru orice b ∈ B;

(V EP ) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât ϕ(ā, b) /∈ −C \ {0} pentru orice b ∈ B;

(SV EP ) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât ϕ(ā, b) /∈ C pentru orice b ∈ B.

Notând prin S1, S2 şi S3 mulţimea soluţiilor problemelor vectoriale de echilibru (WVEP ), (V EP )
şi (SV EP ), respectiv, următoarea incluziune are loc:

S3 ⊆ S2 ⊆ S1.

Aceste probleme au fost introduse ı̂n literatură de Q. H. Ansari, W. Oettli şi D. Schläger [6],
ı̂ntr-un cadru mai general, M. Bianchi, N. Hadjisavvas şi S. Schaible [17] şi W. Oettli [99].

În ultimul deceniu, un mare număr de lucrări a fost dedicat studiului existenţei soluţiilor acestor
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probleme vectoriale de echilibru şi ale cazurilor lor particulare. Q. H Ansari [3], Q. H. Ansari, W.
Oettli şi D. Schläger [6], Q. H. Ansari şi J. C. Yao [9], M. Bianchi, G. Kasay şi R. Pini [16], G.-Y.
Chen şi Q. M. Cheng [41], Y. P. Fang şi N. J. Huang [51], X. H. Gong [58], I. V. Konnov şi S.
Schaible [85], W. Oettli [99] şi T. Tanaka [108] au prezentat rezultate de existenţă pentru aceste
probleme utilizând teoreme de separare ı̂n spaţii infinit dimensionale, partiţia unităţii, o teoremă
de punct fix a lui E. Tarafdar [109], o teoremă de puct fix de tip Fan-Browder a lui S. Park [101],
lema lui Ky Fan, o duală generalizată pentru probleme de echilibru, principiul lui Ekeland, etc.

Prezenta teză de doctorat urmăreşte extinderea unor rezultate de existenţă, stabilite de G.
Kassay şi J. Kolumbán [82], pentru problema scalară de echilibru, la probleme vectoriale de echili-
bru şi la probleme multivoce de echilibru, precum şi prezentarea unor noi rezultate de existenţă
pentru problemele vectoriale de echilibru.

Teza cuprinde şase capitole.
Noţiunile matematice şi rezultatele auxiliare necesare studiului problemelor vectoriale de echili-

bru şi al problemelor multivoce de echilibru sunt reamintite ı̂n Capitolul 1. Secţiunea 1.1 cuprinde
proprietăţi referitoare la conuri, mulţimi convexe, teoreme de separare ı̂n spaţii infinit dimension-
ale, precum şi diferite generalizări ale semicontinuităţii superioare a funcţiilor reale. Apoi, sunt
prezentate ı̂n Secţiunea 1.2 noţiuni de convexitate slabită pentru funcţii vectoriale şi multifuncţii,
precum şi caracterizări ale acestora. Secţiunea 1.3 se axează pe noţiuni specifice teoriei dualităţii
lui Fenchel.

Capitolul 2 este consacrat prezentării unor condiţii suficiente pentru existenţa soluţiilor proble-
mei vectoriale slabe de echilibru (WVEP ), care ı̂n majoritatea lucrărilor este studiată ı̂n ipotezele
B = A şi ϕ(a, a) ∈ C pentru orice a ∈ A. Utilizn̂d teorema de separare a lui Eidelheit ı̂n spaţii in-
finit dimensionale, sunt obţinute ı̂n Secţiunea 2.1 rezultate de existenţă pentru (WVEP ). Pe baza
unei definiţii asemănătoare C- subconvexităţii unei funcţii vectoriale şi a caracterizării acesteia,
este introdus un nou concept de convexitate pentru bifuncţii vectoriale. Lucrând ı̂n cazul scalar,
teorema principală ne permite recuperarea unui rezultat al lui G. Kassay şi J. Kolumbán [82] cu
privire la problema scalară de echilibru (EP ). Având acelaşi cadru de lucru, ı̂n Secţiunea 2.2
sunt date rezultate de existenţă pentru o problemă generalizată de echilibru cu funcţii compuse. O
nouă noţiune de convexitate pentru bifuncţii vectoriale ce iau valori ı̂n spaţii produs este introdusă.
Secţiunea se termină cu un rezultat de existenţă dat impunând ipoteze clasice asupra mulţimilor
şi funcţiilor ce intervin ı̂n formularea problemei (GEPC).

Capitolul 3 este cel mai amplu capitol al acestei teze. În cadrul acestuia este studiată problema
vectorială tare de echilibru (V EP ). Sunt obţinute rezultate de existenţă pentru soluţiile şi soluţiile
proprii ale problemei (V EP ).

Secţiunea 3.1 prezintă condiţii suficiente pentru existenţa soluţiilor problemei (V EP ), utilizând
teorema de separare a lui Eidelheit ı̂n spaţii infinit dimensionale, ı̂n ipoteza unui con cu interiorul
nevid. Pentru a vedea ce noţiuni satisfac ipotezele rezultatului principal al acestei secţiuni, o nouă
semicontinuitate superioară pentru funcţii vectoriale este definită. Se pare ca este echivalentă
cu cea introdusă de W. W. Breckner şi G. Orbán [31]. În plus, utilizând tehnici de scalarizare,
este obţinut un rezultat de existenţă ce generalizează Teorema 3.2 lui X. H. Gong [58]. Această
ı̂mbunătăţire constă ı̂n: sunt considerate două mulţimi diferite A şi B, este folosită o ipoteză
slăbită de convexitate, şi ı̂n locul condiţiei ϕ(a, a) ∈ C pentru orice a ∈ A este considerată o
condiţie de supremum. În Secţiunea 3.2, sunt obţinute, cu ajutorul unei duale generalizate a
problemei vectoriale tari de echilibru (V EP ) şi a lemei lui Ky Fan, rezultate de existenţă pentru
soluţiile problemei (V EP ), considerând B = A şi ϕ(a, a) ∈ C pentru orice a ∈ A. Unele dintre
rezultate sunt date ı̂n ipoteze de monotonie, ı̂n timp ce altele sunt date fără astfel de ipoteze.
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Acestea ne permit regăsirea unor rezultate stabilite de Ky Fan [49] şi W. Oettli [99]. Secţiunea 3.3
se axează pe rezultate de existenţă ale soluţiilor proprii ale problemei (V EP ). Pentru un con C, cu
interiorul vid, sunt definite conceptele de con Henig dilatator şi familie de conuri Henig dilatatoare,
precum şi noi soluţii proprii eficiente. În acest fel, este depăşită problema că interiorul conului
C este vid. Astfel, sunt prezentate rezultate de existenţă pentru soluţii K-Henig slab eficiente,
K-Henig eficiente, Henig slab eficiente, Henig eficiente, supereficiente şi global eficiente. Se arată
(a se vedea Teorema 3.3.18) că un şir generalizat de soluţii Ki-Henig slab eficiente ale problemei
(V EP ), unde (Ki)i∈I este un şir generalizat de conuri Henig dilatatoare pentru C, admite un subşir
generalizat convergent către o soluţie a problemei (V EP ).

Capitolul 4 este dedicat următoarei generalizări a problemei scalare de echilibru, când funcţia
scalară este ı̂nlocuită de o multifuncţie:

(WWMP ) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât ϕ(ā, b) * − intC pentru orice b ∈ B,

unde ϕ : A × B → 2Z este o multifuncţie. În Secţiunea 4.1 sunt stabilite condiţii suficiente
pentru existenţa soluţiilor problemei (WWMEP ), folosind teorema lui Eidelheit ı̂n spaţii infinit
dimensionale. De asemenea, este definită o nouă noţiune de convexitate pentru multifuncţii de
două variabile. Deoarce multifuncţiile de decalaj ne ajută să analizăm dacă un punct este o soluţie
pentru (WWMEP ), ı̂n Secţiunea 4.2 sunt construite o multifuncţie de decalaj şi o funcţie de
decalaj. Pentru funcţia de decalaj este folosită teoria dualităţii lui Fenchel.

Ultimele două capitole cuprind aplicaţii ale problemelor de echilibru studiate ı̂n capitolele
anterioare. Cu ajutorul problemei scalare de echilibru, ı̂n Secţiunea 5.1 este obţinut un rezultat
de existenţă pentru o problemă slabă de optimizare vectorială (WVMP ). Printr-un exemplu se
arată că ipoteza de semicontinuitate din acest rezultat nu poate fi slăbită. Secţiunile 5.2 şi 5.3 se
ocupă de puncte şa slabe şi de puncte şa tari ale bifuncţiilor vectoriale. Orice punct şa tare al unei
bifuncţii vectoriale este un punct şa slab al bifuncţiei vectoriale, dar reciproca nu are are loc, cum
arată Exemplul 5.3.2. Pentru o mai bună vedere de ansamblu asupra relaţiei dintre problemele
vectoriale de echilibru şi problemele de punct şa ale bifuncţiilor vectoriale, sunt date două exemple
care arată că nu orice punct şa al unei bifuncţii vectoriale este o soluţie a problemei de echilibru
corespunzătoare. Utilizând tehnici de scalarizare şi perturbare, sunt obţinute rezultate de existenţă
pentru puncte şa ale bifuncţiilor vectoriale (a se vedea Teorema 5.2.4 şi Teorema 5.3.5).

În Capitolul 6, sunt obţinute rezultate de existenţă pentru diferite tipuri de inegalităţi variaţionle
vectoriale şi inegalităţi variaţionale multivoce de tip Minty şi Stampacchia. Rezultatele sunt date
ı̂n ipoteze de convexitate, v-hemicontinuitate, monotonie şi pseudomonotonie. Unele rezultate de
existenţă sunt noi. Unul dintre ele (şi anume Teorema 6.2.7) generalizează un rezultat stabilit de
Y. P. Fang şi N. J. Huang [51]. Aceasată generalizare constă ı̂n folosirea unei condiţii de coerciv-
itate ı̂n locul ipotezei de compactitate. Secţiunile 6.2 şi 6.3 dau răpunsuri la problema deschisă
propusă de G.-Y. Chen şi S. H. Hou [42] cu privire la rezultatele de existenţă pentru inegalităţile
variaţionale vectoriale tari.

Contribuţiile originale ale autoarei sunt următoarele:
Capitolul 2: Teorema 2.1.1, Definiţia 2.1.2, Propoziţia 2.1.3, Corolarul 2.1.4, Corolarul 2.1.6,

Teorema 2.2.3, Definiţia 2.2.5, Teorema 2.2.6, Corolarul 2.2.7.
Capitolul 3: Teorema 3.1.1, Definiţia 3.1.3, Propoziţia 3.1.4, Propoziţia 3.1.5, Corolarul 3.1.6,

Corolarul 3.1.7, Teorema 3.1.9, Corolarul 3.1.10, Propoziţia 3.2.3, Teorema 3.2.4, Corolarul 3.2.5,
Observaţia 3.2.6, Corolarul 3.2.9, Corolarul 3.2.10, Definiţia 3.3.7, Teorema 3.3.11, Corolarul 3.3.12,
Definiţia 3.3.14, Teorema 3.3.15, Teorema 3.3.16, Teorema 3.3.18, Exemplul 3.3.20, Teorema 3.3.24,
Corolarul 3.3.25, Teorema 3.3.26, Teorema 3.3.27, Corolarul 3.3.28.
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Capitolul 4: Teorema 4.1.1, Definiţia 4.1.2, Teorema 4.1.3, Teorema 4.2.2, Corolarul 4.2.4,
Corolarul 4.2.5, Propoziţia 4.2.6, Teorema 4.2.8.

Capitolul 5: Propoziţia 5.1.1, Exemplul 5.1.2, Propoziţia 5.1.3, Exemplul 5.1.5, Propoziţia
5.1.6, Exemplul 5.2.3, Teorema 5.2.4, Exemplul 5.3.2, Exemplul 5.3.4, Teorema 5.3.5.

Capitolul 6: Teorema 6.1.1, Corolarul 6.1.2, Teorema 6.1.5, Exemplul 6.2.2, Propoziţia 6.2.4,
Teorema 6.2.5, Exemplul 6.2.6, Teorema 6.2.7, Teorema 6.3.4, Corolarul 6.3.5, Corolarul 6.3.6,
Corolarul 6.3.7, Propoziţia 6.3.8, Teorema 6.3.9, Teorema 6.3.10, Teorema 6.4.1, Teorema 6.4.3.

Aceste rezultate sunt parţial incluse ı̂n următoarele lucrări:G. Bigi, A. Capătă şi G. Kassay [18],
R. I. Boţ şi A. E. Capătă [27], A. Capătă [34], [35], [36], [37], A. Capătă şi G. Kassay [38], şi A.
Capătă, G. Kassay şi B. Mosoni [39].
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Doresc să mulţumesc Dr. Giancarlo Bigi pentru ajutorul şi suportul său din timpul stagiilor
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Capitolul 1

Noţiuni şi rezultate preliminare

Acest Capitol conţine noţiunile matematice de care avem nevoie ı̂n prezenta teză de doctorat.

1.1 Mulţimi convexe şi conuri convexe

Secţiunea 1.1 cuprinde noţiuni referitoare la conuri, teoreme de separare a mulţimilor convexe, şi
diferite generalizări ale semicontinuităţii superioare a unei funcţii reale. Dintre acestea amintim:
baza unui con, teorema de separare a lui Eidelheit, teorema de separare a lui Tukey, lema lui Ky
Fan, semicontinuitatea superioară a unei funcţii vectoriale şi semicontinuitatea superioară a unei
multifuncţii.

1.2 Funcţii ce satisfac anumite condiţii de convexitate slăbită

Secţiunea 1.2 se axează pe definiţia diferitelor noţiuni de convexitate slabită ale funcţiilor vectoriale
şi ale multifuncţiilor, precum şi pe caracterizările acestora.

1.3 Teoria dualităţii lui Fenchel

În partea finală a acestui capitol, sunt reamintite câteva noţiuni specifice teoriei dualităţii lui
Fenchel. Astfel, Secţiunea 1.3 conţine noţiunea de conjugată Fenchel-Moreau şi de produs de
convoluţie infimal al funcţiilor. În plus, este amintită o teoremă recentă, cu privire la existenţa
dualităţii tari dintre o problemă şi duala sa.
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Capitolul 2

Rezultate de existenţă pentru problema
vectorială slabă de echilibru

Fie A o submulţime nevidă a unui spaţiu topologic E, fie B o mulţime nevidă, fie Z un spaţiu liniar
topologic real şi fie C ⊆ Z un con convex solid. Fiind dată o bifuncţie vectorială ϕ : A× B → Z,
studiem aşa-numita problemă vectorială slabă de echilibru:

(WVEP ) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât ϕ(ā, b) /∈ −intC pentru orice b ∈ B.

2.1 Rezultate de existenţă stabilite folosind teorema lui Eidelheit

Primul rezultat din această secţiune prezintă condiţii suficiente pentru existenţa soluţiilor proble-
mei (WVEP ). Pentru a demonstra rezultatul se foloseşte teorema de separare a lui Eidelheit.

Teorema 2.1.1 (A. Capătă şi G. Kassay [38]) Fie A o mulţime compactă şi fie ı̂ndeplinite
următoarele condiţii de bifuncţia ϕ : A×B → Z:

(i) pentru fiecare b ∈ B, funcţia ϕ(·, b) : A→ Z este C-semicontinuă superior pe A;

(ii) oricare ar fi a1, . . . , am ∈ A, oricare ar fi λ1, . . . , λm ≥ 0 cu λ1 + · · ·+ λm = 1, şi oricare ar
fi b1, . . . , bn ∈ B, există c∗ ∈ C∗ \ {0} astfel ı̂ncât

min
1≤j≤n

m∑
i=1

λic
∗(ϕ(ai, bj)

)
≤ sup

a∈A
min

1≤j≤n
c∗

(
ϕ(a, bj)

)
;

(iii) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B şi oricare ar fi c∗1, . . . , c
∗
n ∈ C∗ nu toate nule, are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

c∗j
(
ϕ(a, bj)

)
≥ 0.

Atunci problema (WVEP ) admite o soluţie.

Ipoteza (ii) a Teoremei 2.1.1 este un fel de concavitate generalizată a bifuncţiei ϕ ı̂n prima
variabilă ı̂n raport cu conul C.

Definiţia 2.1.2 (A. Capătă şi G. Kassay [38]) Spunem că o bifuncţie ϕ : A×B → Z este:
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(i) asemănător C-subconcavă ı̂n prima variabilă dacă, oricare ar fi c ∈ intC, oricare ar fi
a1, a2 ∈ A şi oricare ar fi λ ∈ [0, 1], există a ∈ A astfel ı̂ncât

ϕ(a, b) ≥C λϕ(a1, b) + (1− λ)ϕ(a2, b)− c pentru orice b ∈ B;

(ii) asemănător C-subconvexă ı̂n a doua variabilă daca, oricare ar fi c ∈ intC, oricare ar fi
b1, b2 ∈ B şi oricare ar fi λ ∈ [0, 1], există b ∈ B astfel ı̂ncât

ϕ(a, b) ≤C λϕ(a, b1) + (1− λ)ϕ(a, b2) + c pentru orice a ∈ A;

(iii) asemănător C-subconcavă – subconvexă dacă ea este asemănător C-subconcavă ı̂n prima
variabilă şi asemănător C-subconvexă ı̂n a doua variabilă.

Când Z := R şi C := R+, folosim termenii de bifuncţie asemănător subconcavă, asemănător
subconvexă şi asemănător subconcavă – subconvexă ı̂n loc de bifuncţie asemănător R+-subconcavă,
asemănător R+-subconvexă şi asemănător R+-subconcavă – subconvexă, respectiv.

Propoziţia 2.1.3 (A. Capătă şi G. Kassay [38]) O bifuncţie ϕ : A × B → Z este asemănător
C-subconcavă ı̂n prima variabilă dacă şi numai dacă, oricare ar fi c ∈ intC, oricare ar fi elementele
a1, . . . , am ∈ A şi oricare ar fi λ1, . . . , λm ≥ 0 cu λ1 + · · ·+ λm = 1, există a ∈ A astfel ı̂ncât

ϕ(a, b) ≥C

m∑
i=1

λiϕ(ai, b)− c pentru orice b ∈ B.

Folosind Propoziţia 2.1.3 şi Teorema 2.1.1, se stabileşte următorul rezultat.

Corolarul 2.1.4 (A. Capătă şi G. Kassay [38]) Fie A o mulţime compactă şi fie ı̂ndeplinite
următoarele condiţii de bifuncţia ϕ : A×B → Z:

(i) ϕ este C-semicontinuă superior pe A şi asemănător C-subconcavă ı̂n prima variabilă;

(ii) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B oricare ar fi c∗1, . . . , c
∗
n ∈ C∗ nu toate nule, are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

c∗j
(
ϕ(a, bj)

)
≥ 0.

Atunci problema (WVEP ) admite o soluţie.

În cele ce urmează lucrăm ı̂n cazul scalar. Fie Z := R şi C := R+. Atunci, problema vectorială
slabă de echilibru (WVEP ) devine problema scalară de echilibru:

(EP ) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât ϕ(ā, b) ≥ 0 pentru orice b ∈ B.

Teorema 2.1.1 ne permite reobţinerea unui rezultat stabilit de G. Kassay şi J. Kolumbán [82]
cu privire la existenţa soluţiilor problemei (EP ).

Corolarul 2.1.5 (G. Kassay şi J. Kolumbán [82]) Fie A o mulţime compactă şi fie ı̂ndeplinite
următoarele condiţii de bifuncţia ϕ : A×B → R:

(i) pentru fiecare b ∈ B, funcţia ϕ(·, b) : A→ R este semicontinuă superior pe A;

7



(ii) oricare ar fi a1, . . . , am ∈ A, oricare ar fi λ1, . . . , λm ≥ 0 cu λ1 + · · ·+ λm = 1, şi oricare ar
fi b1, . . . , bn ∈ B, are loc

min
1≤j≤n

m∑
i=1

λiϕ(ai, bj) ≤ sup
a∈A

min
1≤j≤n

ϕ(a, bj);

(iii) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B şi oricare ar fi µ1, . . . , µn ≥ 0 cu µ1 + · · ·+ µn = 1, are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

µjϕ(a, bj) ≥ 0.

Atunci problema (EP ) admite o soluţie.

Ipoteza (iii) a Corolarului 2.1.5 este satisfăcută dacă bifuncţia ϕ este asemănător subconvexă
ı̂n a doua variabilă şi o condiţie suplimentară este satisfăcută, anume sup

a∈A
ϕ(a, b) ≥ 0 oricare ar fi

b ∈ B. Luând B = A, atunci această ipoteză suplimentară poate fi ı̂nlocuită cu o condiţie mai
tare, anume cu condiţia ϕ(a, a) = 0 pentru orice a ∈ A.

Corolarul 2.1.6 (A. Capătă şi G. Kassay [38]) Fie A o mulţime compactă şi fie ı̂ndeplinite
următoarele condiţii de bifuncţia ϕ : A×B → R:

(i) pentru fiecare b ∈ B, funcţia ϕ(·, b) : A→ R este semicontinuă superior A;

(ii) ϕ este asemănător subconcavă – subconvexă;

(iii) sup
a∈A

ϕ(a, b) ≥ 0 oricare ar f b ∈ B.

Atunci problema (EP ) admite o soluţie.

2.2 Rezultate de existenţă pentru problema generalizată de echilibru
cu funcţii compuse

Fie E şi Y spaţii liniare topologice reale, ultimul fiind parţial ordonat de un con convex ı̂nchis K,
fie A o submulţime nevidă a lui E, fie h : A→ Y şi g : Y → R funcţii date. Considerăm Z := R,
C := R+, B := A şi bifuncţie ϕ : A× A→ R ce satisface proprietatea

ϕ(a, a) = 0 pentru orice a ∈ A.

În această secţiune studiem următoarea problemă generalizată de echilibru cu funcţii compuse:

(GEPC) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât ϕ(ā, b) + g ◦ h(b) ≥ g ◦ h(ā) pentru orice b ∈ A.

Definiţia 2.2.1 (D. T. Luc [95]) Spunem că funcţia g : Y → R este K-crescătoare dacă, oricare
ar fi y1, y2 ∈ Y astfel ı̂ncât y1 ≤K y2, are loc g(y1) ≤ g(y2).

Propoziţia 2.2.2 (D. T. Luc [95]) Fie funcţia h : E → Y K-semicontinuă inferior ı̂n x0 ∈ E, iar
funcţia g : Y → R K-crescătoare şi semicontinuă inferior ı̂n h(x0). Atunci g ◦h este semicontinuă
inferior ı̂n x0.
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Teorema 2.2.3 (R. I. Boţ şi A. E. Capătă [27]) Fie A o mulţime compactă şi fie ı̂ndeplinite
următoarele condiţii:

(i) pentru fiecare b ∈ A, funcţia ϕ(·, b) este semicontinuă superior pe A;

(ii) h este K-semicontinuă inferior pe A;

(iii) g este semicontinuă inferior pe Y ;

(iv) bifuncţia
∀ (a, b) ∈ A× A 7→ ϕ(a, b)− g(h(a)) ∈ R

este asemănător subconcavă ı̂n prima variabilă;

(v) bifuncţia
∀ (a, b) ∈ A× A 7→ ϕ(a, b) + g(h(b)) ∈ R

este asemănător subconvexă ı̂n a doua variabilă.

Atunci problema (GEPC) admite o soluţie.

Observaţia 2.2.4 Este uşor de verificat că ipotezele (iv) şi (v) din Teorema 2.2.3 sunt consecinţe
ale condiţiilor:

(vi) bifuncţia
∀ (a, b) ∈ A× A 7→ (ϕ(a, b),−g(h(a))) ∈ R2

este asemănător R2
+-subconcavă ı̂n prima variabilă şi, respectiv,

(vii) bifuncţia
∀ (a, b) ∈ A× A 7→ (ϕ(a, b), g(h(b))) ∈ R2

este asemănător R2
+-subconvexă ı̂n a doua variabilă.

În cazul când funcţia g : Y → R este convexă şi K-crescătoare, putem da folosind observaţia
de mai sus, condiţii suficiente pentru ipotezele (vi) şi (vii) implicând numai funcţia vectorială h.
În partea finală a acestei secţiuni introducem două noţiuni de convexitate generalizată care sunt
definite analog cu cele introduse ı̂n Definiţia 2.1.2.

Definiţia 2.2.5 (R. I. Boţ şi A. E. Capătă [27]) Spunem că:

(i) bifuncţia
∀ (a, b) ∈ A× A 7→ (ϕ(a, b),−h(a)) ∈ R× Y

este asemănător subconcavă – K-concavă ı̂n prima variabilă dacă, oricare ar fi ε > 0, oricare
ar fi λ ∈ [0, 1] şi oricare ar fi a1, a2 ∈ A, există a ∈ A astfel ı̂ncât

(ϕ(a, b),−h(a)) ≥R+×K λ(ϕ(a1, b),−h(a1))+

+(1− λ)(ϕ(a2, b),−h(a2))− (ε, 0) pentru orice b ∈ A;

(ii) bifuncţia
∀ (a, b) ∈ A× A 7→ (ϕ(a, b), h(b)) ∈ R× Y
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este asemănător subconvexă – K-convexă ı̂n a doua variabilă dacă, oricare ar fi ε > 0, oricare
ar fi λ ∈ [0, 1] şi oricare ar fi b1, b2 ∈ A, există b ∈ A astfel ı̂ncât

(ϕ(a, b), h(b)) ≤R+×K λ(ϕ(a, b1), h(b1))+

+(1− λ)(ϕ(a, b2), h(b2)) + (ε, 0) pentru orice a ∈ A.

Acum se poate formula un al doilea rezultat de existenţă al soluţiilor problemei (GEPC).

Teorema 2.2.6 (R. I. Boţ şi A. E. Capătă [27]) Fie A o mulţime compactă şi fie ı̂ndeplinite
următoarele condiţii:

(i) pentru fiecare b ∈ A, funcţia ϕ(·, b) este semicontinuă superior pe A;

(ii) h este C-semicontinuă inferior pe A;

(iii) g este convexă, semicontinuă inferior pe Y şi K-crescătoare;

(iv) bifuncţia
∀ (a, b) ∈ A× A 7→ (ϕ(a, b),−h(a)) ∈ R× Y

este asemănător subconcavă – K-concavă ı̂n prima variabilă;

(v) bifuncţia
∀ (a, b) ∈ A× A 7→ (ϕ(a, b), h(b)) ∈ R× Y

este asemănător subconvexă – K-convexă ı̂n a doua variabilă.

Atunci problema (GEPC) admite o soluţie.

Următorul corolar este dat impunând ipoteze clasice asupra mulţimilor şi funcţiilor ce intervin
ı̂n formularea problemei (GEPC).

Corolarul 2.2.7 (R. I. Boţ şi A. E. Capătă [27]) Fie A o mulţime convexă compactă şi fie
ı̂ndeplinite următoarele condiţii:

(i) pentru fiecare b ∈ A, funcţia ϕ(·, b) este semicontinuă superior pe A;

(ii) h este K-convexă şi K-semicontinuă inferior pe A;

(iii) g este convexă, semicontinuă inferior pe Y şi K-crescătoare;

(iv) bifuncţia ϕ este concav – convexă.

Atunci problema (GEPC) admite o soluţie.
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Capitolul 3

Rezultate de existenţă pentru problema
vectorială tare de echilibru

Fie A o submulţime nevidă a unui spaţiu topologic E, fie B o mulţime nevidă, fie C un con convex
punctat netrivial al unui spaţiu liniar topologic real Z şi fie ϕ : A× B → Z o bifuncţie. În Q. H.
Ansari, W. Oettli şi D. Schläger [6] a fost extinsă problema scalară de echilibru (EP ) (a se vedea
Secţiunea 2.1) pentru bifuncţii vectoriale ı̂n modul următor:

(V EP ) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât ϕ(ā, b) /∈ −C \ {0} pentru orice b ∈ B.

În cadrul acestui capitol lucrăm cu (V EP ), care este numită problema vectorială tare de echilibru.

3.1 Rezultate de existenţă stabilite folosind teorema lui Eidelheit

În această secţiune, conul C este presupus a fi solid. Următorul rezultat este despre existenţa
soluţiilor problemei vectoriale tari de echilibru (V EP ).

Teorema 3.1.1 (G. Bigi, A. Capătă şi G. Kassay [18]) Fie urmt̆oarele condiţii ı̂ndeplinite de
bifuncţia ϕ : A×B → Z:

(i) dacă familia (Ub)b∈B acoperă mulţimea A, atunci ea conţine o subacoperire finită, unde

Ub := {a ∈ A |ϕ(a, b) ∈ −C\{0}};

(ii) oricare ar fi a1, . . . , am ∈ A, oricare ar fi λ1, . . . , λm ≥ 0 cu λ1 + · · · + λm = 1, oricare ar fi
b1, . . . , bn ∈ B, există c∗ ∈ C] astfel ı̂ncât

min
1≤j≤n

m∑
i=1

λic
∗(ϕ(ai, bj)

)
≤ sup

a∈A
min

1≤j≤n
c∗

(
ϕ(a, bj)

)
;

(iii) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B, şi oricare ar fi c∗1, . . . , c
∗
n ∈ C∗ nu toate nule, are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

c∗j
(
ϕ(a, bj)

)
> 0.
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Atunci problema (V EP ) admite o soluţie.

Următoarea generalizare a semicontinuităţii superioare a funcţiilor reale a fost dată de W. W.
Breckner şi G. Orbán [31].

Definiţia 3.1.2 (W. W. Breckner şi G. Orbán [31]) Fie C un con convex. Spunem că funcţia
vectorială f : A→ Z este semicontinuă superior ı̂n punctul a0 ∈ A dacă, pentru orice c ∈ C \{0},
există o vecinătate U a lui a0 astfel ı̂ncât

f(a) ∈ f(a0) + c− C oricare ar fi a ∈ U ∩ A.

În ipoteza unui con convex punctat, semicontinuitatea superioară introdusă ı̂n Definiţia 3.1.2
este echivalentă cu următoarea, introdusă de G. Bigi, A. Capătă şi G. Kassay [18].

Definiţia 3.1.3 (G. Bigi, A. Capătă şi G. Kassay [18]) Spunem că funcţia vectorială f : A → Z
este:

(i) propriu C-semicontinuă superior ı̂n punctul a0 ∈ A dacă, pentru orice c ∈ C \ {0}, există o
vecinătate U a lui a0 astfel ı̂ncât

f(a) ∈ f(a0) + c− C \ {0} oricare ar fi a ∈ U ∩ A;

(ii) propriu C-semicontinuă superior pe A dacă, ea este propriu C-semicontinuă superior ı̂n orice
punct a0 ∈ A;

(iii) propriu C-semicontinuă inferior ı̂n punctul a0 ∈ A (respectiv propriu C-semicontinuă inferior
pe A) dacă −f este propriu C-semicontinuă superior ı̂n punctul a0 ∈ A (respectiv propriu
C-semicontinuă superior pe A).

Orice funcţie f : A → Z propriu C-semicontinuă superior este C-semicontinuă superior, dar
reciproca nu are are loc. Intr-adevăr, dacă A := Z şi C ⊆ Z este un con cu proprietatea că mulţimea
C \ {0} nu este deschisă, atunci funcţia identitate nu este propriu C-semicontinuă superior.

Propoziţia 3.1.4 (G. Bigi, A. Capătă şi G. Kassay [18]) Pentru o funcţie f : A→ Z, următoarele
afirmaţii sunt echivalente:

(i) f este propriu C-semicontinuă superior pe A.

(ii) Oricare ar fi z ∈ Z, mulţimea f−1(z −C\{0}) este deschisă ı̂n raport cu topologia indusă pe
A.

Propoziţia 3.1.5 (G. Bigi, A. Capătă şi G. Kassay [18]) Fie A o mulţime compactă şi, oricare
ar fi b ∈ B, fie funcţia ϕ(·, b) : A→ Z propriu C-semicontinuă superior pe A. Atunci condiţia (i)
din Teorema 3.1.1 este ı̂ndeplinită.

Din Propoziţia 3.1.5 şi Definiţia 2.1.2 (i), obţinem următorul corolar al Teoremei 3.1.1.

Corolarul 3.1.6 (G. Bigi, A. Capătă şi G. Kassay [18]) Fie C astfel ı̂ncât C] 6= ∅ şi fie ı̂ndeplinite
următoarele condiţii de bifuncţia ϕ : A×B → Z:

(i) pentru fiecare b ∈ B, ϕ(·, b) : A→ Z este propriu C-semicontinuă superior pe A;
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(ii) ϕ este asemănător C-subconcavă ı̂n prima variabilă;

(iii) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B, şi oricare ar fi c∗1, . . . , c
∗
n ∈ C∗ nu toate nule, inegalitatea

sup
a∈A

n∑
j=1

c∗j
(
ϕ(a, bj)

)
> 0

are loc.

Atunci problema (V EP ) admite o soluţie.

În cazul particular când Z := R şi C := R+, Corolarul 3.1.6 ne oferă următorul rezultat pentru
problema scalară de echilibru (EP ), introdusă ı̂n Secţiunea 2.1.

Corolarul 3.1.7 (G. Bigi, A. Capătă şi G. Kassay [18]) Fie A o mulţime compactă şi fie ı̂ndeplinite
următoarele condiţii de bifuncţia ϕ : A×B → R:

(i) pentru fiecare b ∈ B, ϕ(·, b) : A→ R este semicontinuă superior pe A;

(ii) ϕ este asemănător subconcavă ı̂n prima variabilă;

(iii) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B şi oricare ar fi µ1, . . . , µn ≥ 0 µ1 + · · ·+ µn = 1, are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

µjϕ(a, bj) > 0.

Atunci problema (EP ) admite o soluţie.

Teorema 3.1.8 (C. L. de Vito [112]) Fie E un spaţiu normat şi fie A o submulţime slab campactă
a lui E. Atunci orice şir de puncte din A admite un subşir ce converge slab către un punct din A.

Următoarea teoremă rezultă din Corolarul 3.1.7.

Teorema 3.1.9 (G. Bigi, A. Capătă şi G. Kassay [18]) Fie E un spaţiu normat, fie A o mulţime
slab compactă şi fie c∗ ∈ C]. Presupunem că bifuncţia ϕ : A × B → Z ı̂ndeplineşte următoarele
condiţii:

(i) pentru fiecare b ∈ B, funcţia a ∈ A 7→ c∗(ϕ(a, b)) ∈ R este slab semicontinuă superior pe A;

(ii) ϕ este asemănător C-subconcavă– subconvexă;

(iii) oricare ar fi b ∈ B, are loc
sup
a∈A

c∗(ϕ(a, b)) ≥ 0.

Atunci problema (V EP ) admite o soluţie.

Teorema 3.1.9 permite generalizarea Teoremei 3.2 stabilite de X. H. Gong [58], ı̂n care asemănător
convexitatea este ı̂nlocuită de asemănător subconvexitatea.

Corolarul 3.1.10 Fie E un spaţiu normat, fie A o mulţime slab compactă şi fie c∗ ∈ C]. Fie
următoarele condiţii ı̂ndeplinite de bifuncţia ϕ : A×B → Z:

13



(i) pentru fiecare b ∈ B, funcţia a ∈ A 7→ c∗(ϕ(a, b)) ∈ R este slab semicontinuă superior pe A;

(ii) ϕ este asemănător C-subconcavă – subconvexă;

(iii) ϕ(a, a) ∈ C oricare ar fi a ∈ A

Atunci problema (V EP ) admite o soluţie.

Observăm că Teorema 3.1.9 extinde Teorema 3.2 a lui X. H. Gong [58] ı̂n două moduri: pe
de o parte, ı̂n Teorema 3.1.9 două mulţimi diferite A şi B sunt considerate, iar pe de altă parte,
condiţia de echilibru ϕ(a, a) ∈ C este ı̂nlocuită cu o ipoteză mai slabă ce implică un supremum
după mulţimea A.

3.2 Rezultate de existenţă stabilite folosind lema lui Ky Fan

Această secţiune este dedicată studiului unui caz particular al problemei (V EP ) folosind o pro-
blemă duală generalizată. De-a lungul acestei secţiuni, E este un spaţiu liniar topologic Hausdorff
real, A ⊆ E o submulţime nevidă convexă, B = A, şi C un con convex punctat al unui spaţiu
liniar topologic real Z. Astfel problema (V EP ) devine problema:

(PV EP ) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât ϕ(ā, b) /∈ −C \ {0} pentru orice b ∈ A.

Cu ajutorul unui operator, ataşăm problemei (PV EP ) o problemă duală. Fie D un operator
definit pe F(A,Z) := {ψ | ψ : A × A → Z} cu valori ı̂n F(A,Z), numit operator de dualitate.
De fapt, D este un set de reguli fixe aplicate problemei (PV EP ). Cu ajutorul lui D introducem
următoarea duală generalizată a problemei vectoriale tari de echilibru:

(DV EP ) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât D(ϕ)(ā, b) /∈ −C \ {0} pentru orice b ∈ A.

Următoarea propoziţie arată că duala generalizată a acestei probleme devine problema iniţială.

Propoziţia 3.2.1 Dacă D ◦ D(ϕ) = ϕ, atunci duala generalizată a problemei (DV EP ) este
problema (PV EP ).

Fie G : A× A→ Z definită prin

G(a, b) := −D(ϕ)(b, a), oricare ar fi a, b ∈ A.

În acest cadru, problema (DV EP ) poate fi scrisă ca:

(GV EP ) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât G(b, ā) /∈ C \ {0} pentru orice b ∈ A.

Următoarele noţiuni sunt generalizări ale g-monotoniei şi, respectiv, maximal g-monotoniei,
introduse de W. Oettli [99] pentru cazul scalar.

Definiţia 3.2.2 Spunem că bifuncţia ϕ : A× A→ Z este:

(i) G-pseudomonotonă dacă, oricare ar fi a, b ∈ A,

ϕ(a, b) /∈ −C \ {0} implică G(b, a) /∈ C \ {0};
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(ii) maximal G-pseudomonotonă dacă ea este G-pseudomonotonă şi, oricare ar fi a, b ∈ A,
următoarea implicaţie are loc:

G(x, a) /∈ C \ {0} oricare ar fi x ∈ ]a, b] implică ϕ(a, b) /∈ −C \ {0}.

Propoziţia 3.2.3 (A. Capătă [35]) Dacă ϕ : A×A→ Z este maximal G-pseudomonotonă, atunci
mulţimea soluţiilor problemelor (PV EP ) şi (GV EP ) coincid.

Folosind formularea duală (GV EP ) a problemei (PV EP ), obţinem următoarele rezultate de
existenţă pentru soluţiile problemei (PV EP ).

Teorema 3.2.4 (A. Capătă [35]) Fie ϕ : A× A → Z şi G : A× A → Z astfel ı̂ncât următoarele
condiţii să fie ı̂ndeplinite:

(i) ϕ(a, a) ∈ C pentru orice a ∈ A;

(ii) ϕ este maximal G-pseudomonotonă;

(iii) pentru fiecare b ∈ A, mulţimea S(b) := {a ∈ A | G(b, a) /∈ C \ {0}} este ı̂nchisă;

(iv) pentru fiecare a ∈ A, mulţimea W (a) := {b ∈ A | ϕ(a, b) ∈ −C \ {0}} este convexă;

(v) există o mulţime nevidă, compactă şi convexă D ⊆ A precum şi un element b̃ ∈ D astfel
ı̂ncât

ϕ(x, b̃) ∈ −C \ {0} oricare ar fi x ∈ A \D.

Atunci problema (PV EP ) admite o soluţie.

Corolarul 3.2.5 (A. Capătă [35]) Fie ϕ : A×A→ Z şi G : A×A→ Z astfel ı̂ncât următoarele
condiţii să fie ı̂ndeplinite:

(i) ϕ(a, a) ∈ C pentru orice a ∈ A;

(ii) ϕ este maximal G-pseudomonotonă;

(iii) pentru fiecare b ∈ A, mulţimea S(b) := {a ∈ A | G(b, a) /∈ C \ {0}} este ı̂nchisă;

(iv) pentru fiecare a ∈ A, funcţia ϕ(a, ·) : A→ Z este C-cvasiconvexă;

(v) există o mulţime nevidă, compactă şi convexă D ⊆ A precum şi un element b̃ ∈ D astfel
ı̂ncât

ϕ(x, b̃) ∈ −C \ {0} oricare ar fi x ∈ A \D.

Atunci problema (PV EP ) admite o soluţie.

Observaţia 3.2.6 (A. Capătă [35]) Ipoteza (iv) din Teorema 3.2.4 nu implică condiţia (iv) a
Corolarului 3.2.5. Într-adevăr, fie E = Z, fie C ⊆ Z un con convex punctat astfel ı̂ncât relaţia de
ordine definită de el nu să nu fie totală, şi fie ϕ : A× A→ Z definită prin

ϕ(a, b) := b pentru orice (a, b) ∈ A× A.
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Pentru a verifica ipoteza (iv) a Teoremei 3.2.4, fixăm a ∈ A şi luăm b1, b2 ∈ W (a). Astfel
b1, b2 ∈ −C \ {0}. Deoarece −C \ {0} este convexă, avem

λb1 + (1− λ)b2 ∈ −C \ {0}, oricare ar fi λ ∈ [0, 1].

Astfel, W (a) este o mulţime convexă.
Fie b1, b2 ∈ A şi fie λ ∈ [0, 1]. Presupunem că ϕ(a, ·) : A → Z este C-cvasiconvexă. Astfel,

obţinem că
b1 ∈ b2 + C sau b2 ∈ b1 + C.

Întrucât b1 şi b2 au fost arbitrar alese şi relaţia de ordine indusă de C pe A nu este totală, avem
că funcţia ϕ(a, ·) nu este C-cvasiconvexă.

În cele ce urmează vom considera două cazuri particulare ale operatorului D. La ı̂nceput,
definim D : F(A,Z) → F(A,Z) prin

(3.1) D(ψ)(a, b) := −ψ(b, a), oricare ar fi a, b ∈ A.

Astfel, duala generalizată a problemei vectoriale tari de echilibru devine:

(DV EP1) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât ϕ(b, ā) /∈ C \ {0} pentru orice b ∈ A.

Vom prezenta un rezultat de existenţă al problemei (PV EP ) ı̂n ipoteze de pseudomonotonie.
Luând ı̂n considerare că funcţia G : A × A → Z, asociată operatorului D : F(A,Z) → F(A,Z)
definit prin (3.1), coincide cu ϕ, Definiţia 3.2.2 ne dă următoarea definiţie:

Definiţia 3.2.7 Spunem că bifuncţia ϕ : A× A→ Z este:

(i) pseudomonotonă dacă, oricare ar fi a, b ∈ A,

ϕ(a, b) /∈ −C \ {0} implică ϕ(b, a) /∈ C \ {0};

(ii) maximal pseudomonotonă dacă ea este pseudomonotonă şi, oricare ar fi a, b ∈ A, următoarea
implicaţie are loc:

ϕ(x, a) /∈ C \ {0} oricare ar fi x ∈ ]a, b] implică ϕ(a, b) /∈ −C \ {0}.

Propoziţia 3.2.8 Dacă ϕ : A×A→ Z este maximal pseudomonotonă, atunci mulţimea soluţiilor
problemelor (PV EP ) şi (DV EP1) coincid.

Folosind o ipoteză de pseudomonotonie, Teorema 3.2.4 implică următorul rezultat de existenţă
pentru soluţiile problemei (PV EP ).

Corolarul 3.2.9 (A. Capătă [35]) Fie bifuncţia ϕ : A × A → Z astfel ı̂ncât următoarele condiţii
să fie ı̂ndeplinite:

(i) ϕ(a, a) ∈ C pentru orice a ∈ A;

(ii) ϕ este maximal pseudomonotonă;

(iii) pentru fiecare b ∈ A, mulţimea S(b) := {a ∈ A | ϕ(b, a) /∈ C \ {0}} este ı̂nchisă;
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(iv) pentru fiecare a ∈ A, mulţimea W (a) := {b ∈ A | ϕ(a, b) ∈ −C \ {0}} este convexă;

(v) există o mulţime nevidă, compactă şi convexă D ⊆ A precum şi un element b̃ ∈ D astfel
ı̂ncât

ϕ(x, b̃) ∈ −C \ {0} oricare ar fi x ∈ A \D.

Atunci problema (PV EP ) admite o soluţie

Definind D : F(A,Z) → F(A,Z) prin D(ψ) := ψ, obţinem un rezultat pentru problema
(PV EP ) fără ipoteze de pseudomonotonie. Este uşor de verificat că ipoteza ca ϕ să fie maximal
G-pseudomonotonă este ı̂ndeplinită. În acest caz, duala generalizată a problemei (PV EP ) este
chiar problema (PV EP ):

(DV EP2) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât ϕ(ā, b) /∈ −C \ {0} pentru orice b ∈ A.

Corolarul 3.2.10 (A. Capătă [35]) Fie bifuncţia ϕ : A×A→ Z astfel ı̂ncât următoarele condiţii
să fie ı̂ndeplinite:

(i) ϕ(a, a) ∈ C pentru orice a ∈ A;

(ii) pentru fiecare b ∈ A, mulţimea S(b) := {a ∈ A | ϕ(a, b) /∈ −C \ {0}} este ı̂nchisă;

(iii) pentru fiecare a ∈ A, mulţimea W (a) := {b ∈ A | ϕ(a, b) ∈ −C \ {0}} este convexă;

(iv) există o mulţime nevidă, compactă şi convexă D ⊆ A precum şi un element b̃ ∈ D astfel
ı̂ncât

ϕ(x, b̃) ∈ −C \ {0} oricare ar fi x ∈ A \D.

Atunci problema (PV EP ) admite o soluţie.

Din Teorema 3.2.4 şi Corolarul 3.2.10 reobţinem Lema 1 şi Teorema 2 stabilite de W. Oettli [99],
care sunt rezultate de existenţă pentru o problemă scalară de echilibru. În cele ce urmează admitem
că Z := R şi C := R+.

Corolarul 3.2.11 Fie bifuncţiile ϕ : A × A → R şi G : A × A → R astfel ı̂ncât următoarele
condiţii să fie ı̂ndeplinite:

(i) ϕ(a, a) ≥ 0 pentru orice a ∈ A;

(ii) ϕ este maximal G-pseudomonotonă;

(iii) pentru fiecare b ∈ A, mulţimea S(b) := {a ∈ A | G(b, a) ≤ 0} este ı̂nchisă;

(iv) pentru fiecare a ∈ A, mulţimea W (a) := {b ∈ A | ϕ(a, b) < 0} este convexă;

(v) există o mulţime nevidă, compactă şi convexă D ⊆ A precum şi un element b̃ ∈ D astfel
ı̂ncât

ϕ(x, b̃) < 0 oricare ar fi x ∈ A \D.

Atunci problema (EP ) considerată ı̂n Secţiunea 2.1 cu B = A admite o soluţie.

Corolarul 3.2.12 Fie bifuncţia ϕ : A×A→ R astfel ı̂ncât următoarele condiţii să fie ı̂ndeplinite:
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(i) ϕ(a, a) ≥ 0 pentru orice a ∈ A;

(ii) pentru fiecare b ∈ A, mulţimea S(b) := {a ∈ A | ϕ(a, b) ≥ 0} este ı̂nchsă;

(iii) pentru fiecarea a ∈ A, mulţimea W (a) := {b ∈ A | ϕ(a, b) < 0} este convexă;

(iv) există o mulţime nevidă, compactă şi convexă D ⊆ A precum şi un element b̃ ∈ D astfel
ı̂ncât

ϕ(x, b̃) ∈ −C \ {0} oricare ar fi x ∈ A \D.

Atunci problema (EP ) considerată ı̂n Secţiunea 2.1 cu B = A admite o soluţie.

Corolarul 3.2.12 reprezintă o generalizare a unui rezultat stabilit de by Ky Fan [49] şi reobţinut
de L. J. Lin, Z. T. Yu şi G. Kassay [94].

Corolarul 3.2.13 (K. Fan [49]) Fie A o mulţime compactă, şi fie următoarele condiţii ı̂ndeplinite
de ϕ : A× A→ R:

(i) ϕ(a, a) ≥ 0 pentru orice a ∈ A;

(ii) ϕ(·, b) : A→ R este semicontinuă superior pentru toţi b ∈ A;

(iii) ϕ(a, ·) : A→ R este cvasiconvexă pentru toţi a ∈ A.

Atunci problema (EP ) considerată ı̂n Secţiunea 2.1 cu B = A admite o soluţie.

3.3 Rezultate de existenţă pentru soluţii proprii ale problemelor
vectoriale tari de echilibru

În ipoteza unui con convex C cu interior nevid, au fost prezentate ı̂n Secţiunea 2.1 şi Secţiunea
3.1 rezultate de existenţă pentru problemele vectoriale de echilibru (WVEP ) şi (V EP ). Dar,
există importante spaţii liniar topologice ce admit conuri cu interioarele vide. De exemplu, luând
Z := Lp(T, µ), unde (T, µ) este un spaţiu de măsură σ-finită şi p ∈ [1,+∞[, conul

C := {u ∈ Lp(T, µ) | u(t) ≥ 0 a.p. in [0, T ]}

are interiorul vid.
În cele ce urmează vom prezenta rezultate de existenţă pentru soluţiile proprii ale problemei

vectoriale tari de echilibru (V EP ).
Fie Z un spaţiu liniar topologic real, şi fie C ⊆ Z un con netrivial convex şi punctat.

Definiţia 3.3.1 Spunem că o submulţime K ⊆ Z este un con Henig dilatator pentru C dacă
ı̂ndeplineşte următoarele condiţii:

(i) K este un con convex punctat;

(ii) C \ {0} ⊆ intK.

Observaţia 3.3.2 Dacă K ⊆ Z este un con Henig dilatator pentru C, atunci K∗ \ {0} ⊆ C].
Într-adevăr fie c∗ ∈ K∗ \ {0}. Deoarece c∗(c) ≥ 0 oricare ar fi c ∈ K şi intK 6= ∅, rezultă (a
se vedea, de exemplu, W. W. Breckner [30, pp. 352-353, Lema 6.3.1]) că c∗(c) > 0 oricare ar fi
c ∈ intK. Din incluziunea of C \ {0} ⊆ intK, concluzionăm că c∗ ∈ C].
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Definiţia 3.3.3 Spunem că o familie (Ki)i∈I de submulţimi ale lui Z este o familie de conuri
Henig dilatatoare pentru C dacă fiecare Ki (i ∈ I) este un con Henig dilatator pentru C.

Pentru a vedea că asemenea mulţimi există, prezentăm două exemple.

Exemplul 3.3.4 Fie Z un spaţiu normat real, şi fie C ⊆ Z un con bazat. Astfel, putem alege
o submulţime B ⊆ C ce ı̂ndeplineşte următoarele condiţii: B este nevidă şi convexă; C = R+B şi
0 /∈ clB. Fie

d := inf {‖ b ‖ | b ∈ B}.

Fie U0 bila unitate ı̂nchisă din Z. Pentru fiecare ε ∈ ]0, d[ definim

Kε(B) := R+(B + εU0).

Afirmăm că (Kε(B))ε∈ ]0,d[ este o familie de conuri Henig dilatatoare pentru C.
Fixăm ε ∈ ]0, d[. Astfel mulţimea B + εU0 este nevidă şi convexă. Mai mult, avem

‖b+ εy‖ ≥ ‖b‖ − ε‖y‖ ≥ d− ε, oricare ar fi b ∈ B şi oricare ar fi y ∈ U0,

de unde rezultă
inf {‖z‖ | z ∈ B + εU0} ≥ d− ε > 0.

Această inegalitate implică 0 /∈ cl(B + εU0). Astfel, Kε(B) este un con bazat, deci este convex şi
punctat. În partea finală demonstrăm că

C \ {0} ⊆ intKε(B).

Fie z ∈ C \ {0}. Deci, există λ ∈ ]0,∞[ astfel ı̂ncât z ∈ λB. Din aceasta deducem că

z + λεU0 ⊆ λ(B + εU0) ⊆ Kε(B),

de unde obţinem z ∈ intKε(B). Prin urmare, Kε(B) este un con Henig dilatator pentru C.

Exemplul 3.3.5 Fie Z un spaţiu local convex real, şi fie C ⊆ Z un con bazat. Astfel există o
mulţime nevidă convexă B ⊆ C ce ı̂ndeplineşte condiţiile C = R+B şi 0 /∈ clB. Din teorema de
separare a lui Tukey deducem că există o funcţională z∗ ∈ Z∗ astfel ı̂ncât

r := inf {z∗(b) | b ∈ B} > 0.

Mulţimea

VB(z
∗) := {z ∈ Z | |z∗(z)| < r

2
}

este o vecinătete convexă şi echilibrată a originii lui Z. Mai de parte, fie

U := {U | U este o vecinătate convexă a originii lui Z cu U ⊆ VB(z
∗)}.

Pentru fiecarea U ∈ U definim
KU(B) := R+(B + U).

Afirmăm că (KU(B))U∈U este o familie de conuri Henig dilatatoare pentru C.
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Fixăm U ∈ U . Astfel mulţimea B + U este nevidă şi convexă. Mai mult, avem

|z∗(b+ y)| ≥ |z∗(b)| − |z∗(y)| ≥ r − r

2
, oricare ar fi b ∈ B şi oricare ar fi y ∈ U0,

de unde
inf{|z∗(z)| | z ∈ B + U} ≥ r

2
> 0.

Această inegalitate implică 0 /∈ cl(B + U). Astfel, KU(B) este un con bazat, deci este un con
convex şi punctat. Demonstrăm că

C \ {0} ⊆ intKU(B).

Fie z ∈ C \ {0}. Deci, există λ ∈ ]0,∞[ astfel ı̂ncât z ∈ λB. Prin urmare, avem că

z + λU ⊆ λ(B + U) ⊆ KU(B),

de unde z ∈ intKU(B). În concluzie KU(B) este un con Henig dilatator pentru C.

Definiţia 3.3.6 Fie K ⊆ Z un con Henig dilatator pentru C. Spunem că un punct ā ∈ A este:

(i) soluţie K-Henig slab eficientă a lui (V EP ) dacă

ϕ(ā, B) ∩ (− intK) = ∅.

(ii) soluţie K-Henig eficientă a lui (V EP ) dacă

ϕ(ā, B) ∩ (−K) = {0}.

Următoarea definiţie generalizează soluţiile Henig eficiente introduse de X. H. Gong, W. T. Fu
şi W. Liu [65].

Definiţia 3.3.7 (A. Capătă [37]) Fie (Ki)i∈I (unde Ki ⊆ Z pentru fiecare i ∈ I) o familie de
conuri Henig dilatatoare pentru C. Spunem că un punct ā ∈ A este:

(i) soluţie Henig slab eficientă a lui (V EP ) dacă există i0 ∈ I astfel ı̂ncât ā este soluţie Ki0-Henig
slab eficientă a lui (V EP );

(ii) soluţie Henig eficientă a lui (V EP ) dacă există i0 ∈ I astfel ı̂ncât ā este soluţie Ki0-Henig
eficientă a lui (V EP ).

Teorema 3.3.8 Fie A o mulţime compactă, fie K ⊆ Z un con Henig dilatator pentru C şi fie
ı̂ndeplinite următoarele condiţii de bifuncţia ϕ : A×B → Z:

(i) pentru fiecare b ∈ B, funcţia ϕ(·, b) : A→ Z este K-semicontinuă superior pe A;

(ii) oricare ar fi a1, . . . , am ∈ A, oricare ar fi λ1, . . . , λm ≥ 0 cu λ1 + · · ·+ λm = 1, şi oricare ar
fi b1, . . . , bn ∈ B, există k∗ ∈ K∗ \ {0} astfel ı̂ncât

min
1≤j≤n

m∑
i=1

λik
∗(ϕ(ai, bj)

)
≤ sup

a∈A
min

1≤j≤n
k∗

(
ϕ(a, bj)

)
;
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(iii) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B şi oricare ar fi k∗1, . . . , k
∗
n ∈ K∗ nu toate nule, are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

k∗j
(
ϕ(a, bj)

)
≥ 0.

Atunci problema (V EP ) admite o soluţie K-Henig slab eficientă.

Teorema 3.3.9 Fie A o mulţime compactă, fie K ⊆ Z un con Henig dilatataor pentru C şi fie
ı̂ndeplinite următoarele condiţii de bifuncţia ϕ : A×B → Z:

(i) pentru fiecare b ∈ B, funcţia ϕ(·, b) : A→ Z este propriu K-semicontinuă superior pe A;

(ii) oricare ar fi a1, . . . , am ∈ A, oricare ar fi λ1, . . . , λm ≥ 0 cu λ1 + · · ·+ λm = 1, şi oricare ar
fi b1, . . . , bn ∈ B, există k∗ ∈ K] astfel ı̂ncât

min
1≤j≤n

m∑
i=1

λik
∗(ϕ(ai, bj)

)
≤ sup

a∈A
min

1≤j≤n
k∗

(
ϕ(a, bj)

)
;

(iii) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B şi oricare ar fi k∗1, . . . , k
∗
n ∈ K∗ nu toate nule, are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

k∗j
(
ϕ(a, bj)

)
> 0.

Atunci problema (V EP ) admite o soluţie K-Henig eficientă.

Fie K := (Ki)i∈I (unde Ki ⊆ Z pentru fiecare i ∈ I) o familie de conuri Henig dilatatoare
pentru C. În cele ce urmează vom prezenta rezultate de existenţă pentru soluţii Henig slab eficiente
ale lui (V EP ) utilizând următoarea mulţime:

K4 := {c∗ ∈ E∗ | ∃ i ∈ I : c∗ ∈ K∗
i \ {0}}.

În virtutea Observaţiei 3.3.2 avem că K4 ⊆ C].

Propoziţia 3.3.10 (X. H. Gong [58], [59]) Dacă K este familia (Kε(B))ε∈ ]0,d[ de conuri Henig
dilatatoare pentru C construită ı̂n Exemplul 3.3.4 sau familia (KU(B))U∈U de conuri Henig dilata-
toare pentru C construită ı̂n Exemplul 3.3.5, atunci

K4 = {c∗ ∈ C] | inf c∗(B) > 0}.

Teorema 3.3.11 (A. Capătă [37]) Fie A o mulţime compactă, fie K := (Ki)i∈I o familie de conuri
Henig dilatatoare pentru C şi fie ϕ : A×B → Z astfel ı̂ncât următoarele condiţii să fie ı̂ndeplinite:

(i) pentru fiecare b ∈ B şi fiecare i ∈ I, funcţia ϕ(·, b) : A → Z este Ki-semicontinuă superior
pe A;

(ii) există c∗ ∈ K4 astfel ı̂ncât, oricare ar fi a1, . . . , am ∈ A, oricare ar fi λ1, . . . , λm ≥ 0 cu
λ1 + · · ·+ λm = 1, şi oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B, funcţionala c∗ satisface
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min
1≤j≤n

m∑
i=1

λic
∗(ϕ(ai, bj)

)
≤ sup

a∈A
min

1≤j≤n
c∗

(
ϕ(a, bj)

)
;

(iii) oricarea ar fi b1, . . . , bn ∈ B, oricare ar fi i ∈ I, oricare ar fi k∗1, . . . , k
∗
n ∈ K∗

i nu toate nule,
are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

k∗j
(
ϕ(a, bj)

)
≥ 0.

Atunci problema (V EP ) admite o soluţie Henig slab eficientă.

Observăm că ipotezele (i) şi (iii) ale Teoremei 3.3.11 sunt mai tari decât ipotezele (i) şi (iii)
ale Teoremei 3.3.8, ı̂n timp ce condiţia (ii) Teoremei 3.3.8 nu trebuie să fie satisfăcută de toate
conurile Ki (i ∈ I).

Următorul corolar este dat ı̂n ipoteze mai tari decât cele ale Teoremei 3.3.11.

Corolarul 3.3.12 (A. Capătă [37]) Fie A o mulţime compactă, fie K := (Ki)i∈I o familie de conuri
Henig dilatatoare pentru C şi fie ı̂ndeplinite următoarele condiţii de bifuncţia ϕ : A×B → Z:

(i) pentru fiecare b ∈ B şi fiecare i ∈ I, funcţia ϕ(·, b) : A → Z este Ki-semicontinuă superior
pe A;

(ii) există c∗ ∈ K4 astfel ı̂ncât c∗ ◦ ϕ este asemănător subconcavă ı̂n prima variabilă;

(iii) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B, oricare ar fi i ∈ I, şi oricare ar fi k∗1, . . . , k
∗
n ∈ K∗

i nu toate nule,
are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

k∗j
(
ϕ(a, bj)

)
≥ 0.

Atunci problema (V EP ) admite o soluţie Henig slab eficientă.

Observaţia 3.3.13 Dacă ϕ este asemănător Ki-subconcavă pentru fiecare i ∈ I, atunci ipoteza
(ii) a Corolarului 3.3.12 este ı̂ndeplinită.

Pentru a prezenta alte rezultate noi, avem nevoie de următoarea noţiune.

Definiţia 3.3.14 (A. Capătă [37]) Fie (Ki)i∈I (unde Ki ⊆ Z oricare ar fi i ∈ I) o familie de conuri
Henig dilatatoare pentru C. Spunem că o pereche (Ki1 , Ki2), unde i1, i2 ∈ I, este admisibilă dacă

Ki1 +Ki2 = Ki0 pentru nişte i0 ∈ I.

Observăm că familia de conuri Henig dilatatoare pentru C construită ı̂n Exemplul 3.3.4 admite
perechi de tipul acesta. Această observaţie rămâne adevărată şi pentru familia de conuri Henig
dilatatoare pentru C construită ı̂n Exemplul 3.3.5. Într-adevăr, dacă U1, U2 ∈ U , atunci mulţimea
U3 := co(U1 ∪ U2) aparţine lui U şi KU1(B) +KU2(B) = KU3(B).

Teorema 3.3.15 (A. Capătă [37]) Fie A o mulţime compactă, fie K := (Ki)i∈I o familie de conuri
Henig dilatatoare pentru C, fie (Ki1 , Ki2) o pereche admisibilă şi fie ı̂ndeplinite următoarele condiţii
de bifuncţia ϕ : A×B → Z:
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(i) pentru fiecare b ∈ B, funcţia ϕ(·, b) : A→ Z este Ki1-semicontinuă superior pe A;

(ii) oricare ar fi i ∈ I, oricare ar fi a1, . . . , am ∈ A, oricare ar fi numerele λ1, . . . , λm ≥ 0 cu
λ1 + · · ·+ λm = 1, şi oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B, există k∗ ∈ K∗

i \ {0} astfel ı̂ncât

min
1≤j≤n

m∑
i=1

λik
∗(ϕ(ai, bj)

)
≤ sup

a∈A
min

1≤j≤n
k∗

(
ϕ(a, bj)

)
;

(iii) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B şi oricare ar fi k∗1, . . . , k
∗
n ∈ K∗

i2
nu toate nule, are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

k∗j
(
ϕ(a, bj)

)
≥ 0.

Atunci problema (V EP ) admite o soluţie Henig slab eficientă.

Fie K := (Ki)i∈I (unde Ki ⊆ Z pentru fiecare i ∈ I) o familie de conuri Henig dilatatoare
pentru C. Notăm

KN := {c∗ ∈ E∗ | ∃ i ∈ I : c∗ ∈ K]
i}.

Evident, avem KN ⊆ K4.

Teorema 3.3.16 Fie A o mulţime compactă, fie K := (Ki)i∈I o familie de conuri Henig dilatatoare
pentru C şi fie ı̂ndeplinite următoarele condiţii de bifuncţia ϕ : A×B → Z:

(i) pentru fiecare b ∈ B şi fiecare i ∈ I, funcţia ϕ(·, b) : A → Z este propriu Ki-semicontinuă
superior pe A;

(ii) există c∗ ∈ KN astfel ı̂ncât, oricare ar fi a1, . . . , am ∈ A, oricare ar fi λ1, . . . , λm ≥ 0 cu
λ1 + · · ·+ λm = 1, şi oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B, următoarea inegalitate este satisfăcută:

min
1≤j≤n

m∑
i=1

λic
∗(ϕ(ai, bj)

)
≤ sup

a∈A
min

1≤j≤n
c∗

(
ϕ(a, bj)

)
;

(iii) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B, oricare ar fi i ∈ I, şi oricare ar fi k∗1, . . . , k
∗
n ∈ K∗

i nu toate nule,
are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

k∗j
(
ϕ(a, bj)

)
> 0.

Atunci problema (V EP ) admite o soluţie Henig eficientă.

Fie K := (Ki)i∈I o familie de conuri Henig dilatatoare pentru C. Dacă, pentru fiecare i ∈ I
există i0 ∈ I astfel ı̂ncât Ki0 \ {0} ⊆ intKi, atunci fiecare soluţie Henig slab eficientă este o soluţie
Henig eficientă şi K4 = KN. Evident, familia de conuri Henig dilatatoare K := (Kε(B))ε∈]0,d[,
construită ı̂n Exemplul 3.3.4 admite conuri cu această proprietate. Observaţia aceasta rămâne
adevărată şi pentru familia de conuri Henig dilatatoare construită ı̂n Exemplul 3.3.5, precum J.
H. Qiu şi Y. Hao au notat ı̂n [102, Lemma 3.3].
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Fie (Ki)i∈I o familie de conuri Henig dilatatoare pentru C. Pentru orice i ∈ I şi orice funcţională
k∗i ∈ K∗

i \ {0}, considerăm următoarea problemă scalară de echilibru:

(EPk∗i ) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât k∗i (ϕ(ā, b)) ≥ 0 pentru orice b ∈ B.

Propoziţia 3.3.17 Fie (Ki)i∈I o familie de conuri Henig dilatatoare pentru C, fie i ∈ I şi fie
k∗i ∈ K∗

i \ {0}. Atunci orice soluţie a problemei scalare de echilibru (EPk∗i ) este o soluţie Ki-Henig
slab eficientă a problemei (V EP ).

Următoarea teoremă arată că, ı̂n anumite ipoteze, orice şir generalizat de soluţii Ki-Henig slab
eficiente (unde (Ki)i∈I este un şir generalizat de conuri Henig dilatatoare pentru conul C) ale
problemei (V EP ), obţinut prin scalarizare, admite un subşir generalizat convergent către o soluţie
a problemei (V EP ).

Teorema 3.3.18 (A. Capătă [37]) Fie A o submulţime compactă a unui spaţiu topologic Hausdorff
E, fie Z un spaţiu local convex Hausdorff, fie (Ki)i∈I un şir generalizat de conuri Henig dilatatoare
pentru conul C, şi fie (k∗i )i∈I un şir generalizat de funcţionale cu k∗i ∈ Ki \{0} (oricare ar fi i ∈ I)
astfel ı̂ncât următoarele condiţii să fie ı̂ndeplinite:

(i) pentru fiecare b ∈ B, funcţia ϕ(·, b) este C- semicontinuă superior pe A;

(ii) mulţimea ϕ(A×B) este slab mărginită;

(iii) şirul generalizat (k∗i )i∈I converge ı̂n raport cu topologia β(Z∗, Z) către funcţionala k∗ ∈ C].

Atunci orice şir generalizat (āi)i∈I din A, unde āi ∈ A (i ∈ I) este o soluţie a problemei (EPk∗i ),
admite un subşir generalizat convergent către o soluţie a problemei (V EP ).

În cele ce urmează vom prezenta rezultate de existenţă pentru soluţiile supereficiente ale pro-
blemei (V EP ), ı̂n ipoteza unui spaţiu local convex Hausdorff Z. Lucrăm cu familia de conuri
Henig dilatatoare pentru C considerată ı̂n Exemplul 3.3.5. Din Exemplul 3.3.5 ştim că C4 6= ∅.

Următoarele concepte de soluţii propriu eficiente au fost introduse ı̂n spaţii local convexe de X.
H. Gong, W. T. Fu şi W. Liu [65] şi X. H. Gong [59].

Definiţia 3.3.19 Spunem că un punct a ∈ A este:

(i) o soluţie supereficientă a problemei (V EP ) dacă, pentru orice vecinătate V a originii lui Z,
există o vecinătate U a originii lui Z astfel ı̂ncât

cone (ϕ(a,B)) ∩ (U − C) ⊆ V ;

(ii) o soluţie global eficientă a problemei (V EP ) dacă există un con Henig dilatator K ⊆ Z
pentru C astfel ı̂ncât

ϕ(a,B) ∩ (−K \ {0}) = ∅.

Notăm mulţimea soluţiilor Henig slab eficiente, a soluţiilor supereficiente şi a soluţiilor global
eficiente, prin VH(ϕ), VS(ϕ) şi VG(ϕ), respectiv. Pentru a vedea că mulţimea soluţiilor Henig slab
eficiente este mai largă decât mulţimea soluţiilor supereficiente, prezentăm următorul exemplu.
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Exemplul 3.3.20 Fie Z := R2, C := R2
+, A := [−2,−1], B := [1, 2], şi fie ϕ : [−2,−1]×[1, 2] → R2

definită prin

ϕ(x, y) :=

{
(2,−2) dacă (x, y) = (−2, 1)
(x, y) ı̂n rest.

Alegem drept bază B mulţimea

{(x, y) ∈ R2
+ | x+ y = 2}.

Observăm că această bază este o submulţime ı̂nchisă şi convexă a lui R2. Fie

z∗(b) := 〈(1, 1), (b1, b2)〉 = b1 + b2 oricare ar fi b := (b1, b2) ∈ B.

Astfel, obţinem r = 2 (unde r este definit ı̂n Exemplul 3.3.5) şi

VB(z
∗) := {z ∈ Z | | z∗(z) |< 1} = B(0, 1).

Pentru fiecare a ∈ [−2,−1] există o vecinătate convexă Ua a originii lui R2 cu Ua ⊆ B(0, 1), astfel
ı̂ncât

ϕ(a,B) ∩ (− intCUa(B)) = ∅.

Astfel, toate punctele a ∈ [−2,−1] sunt soluţii slabe Henig eficiente ale problemei (V EP ).
Pe de altă parte, fiecare punct a ∈ ]−2,−1] este o soluţie supereficientă pentru (V EP ). Astfel,

avem următoarea incluziune:

VS(ϕ) = ]− 2,−1] ⊆ [−2,−1] = VH(ϕ).

Ea arată faptul că mulţimea soluţiilor Henig slab eficiente este mai largă decât cea a soluţiilor
supereficiente.

Definiţia 3.3.21 Fie c∗ ∈ C∗ \ {0}. Spunem că un punct ā ∈ A este soluţie c∗-eficientă a lui
(V EP ) dacă

c∗(ϕ(ā, b)) ≥ 0 pentru orice b ∈ B.

Prin Vc∗(ϕ) notăm mulţimea soluţiilor c∗-eficiente ale lui (V EP ).

Lema 3.3.22 ( X. H. Gong [59]) Dacă conul C este ı̂nchis şi admite o bază ı̂nchisă şi mărginită
B, atunci

intC∗ = C4(B),

unde intC∗ este interiorul lui C∗ ı̂n raport cu topologia β(Z∗, Z).

Teorema 3.3.23 (X. H. Gong [61]) Presupunem că pentru fiecare a ∈ A, ϕ(a,A) este o mulţime
C-convexă. Dacă C este bazat, atunci următoarele proprietăţi au loc:

(i) VG(ϕ) =
⋃
c∗∈C] Vc∗(ϕ).

(ii) VH(ϕ) =
⋃
c∗∈C4 Vc∗(ϕ).

(iii) Dacă C este ı̂nchis şi admite o bază ı̂nchisă şi mărginită, atunci

VS(ϕ) =
⋃

c∗∈intC∗

Vc∗(ϕ).
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Din Lema 3.3.22 şi Teorema 3.3.23 rezultă că un punct ā ∈ A este soluţie supereficientă pentru
(V EP ) dacă şi numai dacă el este o soluţie Henig eficientă pentru (V EP ).

Din Teorema 3.3.11, Corolarul 3.3.12, şi Teorema 3.3.15 avem următoarele rezultate.

Teorema 3.3.24 Fie E un spaţiu liniar topologic Hausdorff real, fie A ⊆ E o submulţime com-
pactă, fie B = A, fie ϕ(a,A) o mulţime C-convexă pentru orice a ∈ A, fie C un con ı̂nchis ce admite
o bază ı̂nchisă mărginită B şi fie ı̂ndeplinite următoarele condiţii de bifuncţia ϕ : A×B → Z:

(i) pentru fiecare b ∈ A şi fiecare vecinătate convexă U a originii lui Z cu U ⊆ VB(z
∗), funcţia

ϕ(·, b) : A→ Z este KU(B)-semicontinuă superior pe A;

(ii) există c∗ ∈ K4 astfel ı̂ncât, oricare ar fi a1, . . . , am ∈ A, oricare ar fi λ1, . . . , λm ≥ 0 cu
λ1 + · · ·+ λm = 1, şi oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ A, următoarea inegalitate este satisfăcută:

min
1≤j≤n

m∑
i=1

λic
∗(ϕ(ai, bj)

)
≤ sup

a∈A
min

1≤j≤n
c∗

(
ϕ(a, bj)

)
;

(iii) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ A, oricare ar fi o vecinătate convexă U a originii lui Z cu proprietatea
că U ⊆ VB(z

∗), şi oricare ar fi k∗1, . . . , k
∗
n ∈ K∗

U(B) nu toate nule, are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

k∗j
(
ϕ(a, bj)

)
≥ 0.

Atunci problema (V EP ) admite o soluţie supereficientă.

Corolarul 3.3.25 Fie E un spaţiu liniar topologic Hausdorff real, fie A ⊆ E o submulţime com-
pactă, fie B = A, fie ϕ(a,A) o mulţime C-convexă pentru orice a ∈ A, fie C un con ı̂nchis ce admite
o bază ı̂nchisă mărginită B şi fie ı̂ndeplinite următoarele condiţii de bifuncţia ϕ : A×B → Z:

(i) pentru fiecare b ∈ A şi fiecare vecinătate convexă U a originii lui Z cu U ⊆ VB(z
∗), funcţia

ϕ(·, b) : A→ Z este KU(B)-semicontinuă superior pe A;

(ii) există c∗ ∈ K4 astfel ı̂ncât c∗ ◦ ϕ este asemănător subconcavă ı̂n prima variabilă;

(iii) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ A, oricare ar fi o vecinătate convexă U a originii lui Z ce satisface
U ⊆ VB(z

∗), şi oricare ar fi k∗1, . . . , k
∗
n ∈ K∗

U(B) nu toate nule, are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

k∗j
(
ϕ(a, bj)

)
≥ 0.

Atunci problema (V EP ) admite o soluţie supereficientă.

Teorema 3.3.26 Fie E un spaţiu liniar topologic Hausdorff real, fie A ⊆ E o submulţime com-
pactă, fie B = A, fie ϕ(a,A) o mulţime C-convexă pentru orice a ∈ A, fie C un con ı̂nchis ce
admite o bază ı̂nchisă mărginită B, fie (KU1(B), KU2(B)) o pereche admisibilă şi fie ı̂ndeplinite
următoarele condiţii de bifuncţia ϕ : A×B → Z :

(i) pentru fiecare b ∈ B, funcţia ϕ(·, b) : A→ Z este KU1(B)-semicontinuă superior pe A;
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(ii) oricare ar fi o vecinătate convexă U a originii lui Z cu U ⊆ VB(z
∗), oricare ar fi elementele

a1, . . . , am ∈ A, oricare ar fi λ1, . . . , λm ≥ 0 cu λ1+· · ·+λm = 1, şi oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B,
există k∗ ∈ K∗

U(B) \ {0} astfel ı̂ncât

min
1≤j≤n

m∑
i=1

λik
∗(ϕ(ai, bj)

)
≤ sup

a∈A
min

1≤j≤n
k∗

(
ϕ(a, bj)

)
;

(iii) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B şi oricare ar fi k∗1, . . . , k
∗
n ∈ K∗

U2
(B) nu toate nule, are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

k∗j
(
ϕ(a, bj)

)
≥ 0.

Atunci problema (V EP ) admite o soluţie supereficientă.

În partea finală a acestei secţiuni prezentăm rezultate de existenţă pentru soluţiile global efi-
ciente ale problemei (V EP ).

Teorema 3.3.27 Fie A o mulţime compactă şi fie ı̂ndeplinite următoarele condiţii de bifuncţia
ϕ : A×B → Z:

(i) pentru fiecare b ∈ B, funcţia ϕ(·, b) : A→ Z este propriu C-semicontinuă superior pe A;

(ii) există c∗ ∈ C] astfel ı̂ncât, oricar ar fi a1, . . . , am ∈ A, oricare ar fi λ1, . . . , λm ≥ 0 cu
λ1 + · · ·+ λm = 1, şi oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B, următoarea inegalitate este satisfăcută:

min
1≤j≤n

m∑
i=1

λic
∗(ϕ(ai, bj)

)
≤ sup

a∈A
min

1≤j≤n
c∗

(
ϕ(a, bj)

)
;

(iii) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B, şi oricare ar fi c∗1, . . . , c
∗
n ∈ C∗ nu toate nule, are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

c∗j
(
ϕ(a, bj)

)
> 0.

Atunci problema (V EP ) admite o soluţie global eficientă.

Corolarul 3.3.28 Fie A compactă şi fie ı̂ndeplinite următoarele condiţii de bifuncţia vectorială
ϕ : A×B → Z:

(i) pentru fiecare b ∈ B, funcţia ϕ(·, b) : A→ Z este propriu C-semicontinuă superior pe A;

(ii) există c∗ ∈ C] astfel ı̂ncât c∗ ◦ ϕ este asemănător concavă ı̂n prima variabilă;

(iii) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B, şi oricare ar fi c∗1, . . . , c
∗
n ∈ C∗ nu toate nule, are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

c∗j
(
ϕ(a, bj)

)
> 0.

Atunci problema (V EP ) admite o soluţie global eficientă.

Dacă Z := R şi C := R+, atunci acest corolar se reduce la Corolarul 3.1.7.
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Capitolul 4

Rezultate de existenţă şi multifuncţii de
decalaj pentru problema multivocă slabă
de echilibru

În acest capitol, presupunem că E şi Z sunt spaţii liniare topologice reale, A ⊆ E este o submulţime
nevidă, B este o mulţime nevidă, C ⊆ Z este un con convex solid şi ϕ : A × B → 2Z este o
multifuncţie.

Problema vectorială slabă de echilibru (WVEP ), studiată ı̂n Secţiunea 2.1, poate fi extinsă
pentru multifuncţii ı̂n două moduri:

(WWMEP ) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât ϕ(ā, b) * −intC pentru orice b ∈ B;

(SWMEP ) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât ϕ(ā, b) ∩ (−intC) = ∅ pentru orice b ∈ B.

În cele ce urmează prezentăm rezultate de existenţă referitoare la problema (WWMEP ), ce
se numeşte problema slabă de echilibru multivoc. Mai departe, două funcţii de decalaj asociate
problemei de studiat sunt construite, una dintre ele fiind dată cu ajutorul teoriei lui Fenchel.

4.1 Rezultate de existenţă stabilite folosind teorema lui Eidelheit

Primul rezultat este unul tehnic, iar demonstraţia sa se bazează pe torema de separare a lui
Eidelheit. În cele urmează, prin C(Z) notăm mulţimea submulţimilor compacte ale spaţiului Z.

Teorema 4.1.1 (A. Capătă, G. Kassay şi B. Mosoni [39]) Fie următoarele condiţii ı̂ndeplinite de
bifuncţia ϕ : A×B → 2Z:

(i) ϕ(a, b) ∈ C(Z) pentru orice (a, b) ∈ A×B;

(ii) dacă familia (Ub,c) acoperă mulţimea A, atunci ea conţine o subacoperire finită, unde Ub,c
este definită prin:

Ub,c := {a ∈ A |ϕ(a, b) + c ⊆ −intC} oricare ar fi b ∈ B, c ∈ intC;
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(iii) oricare ar fi a1, . . . , am ∈ A, oricare ar fi λ1, . . . , λm ≥ 0 cu λ1 + · · · + λm = 1, oricare ar fi
b1, . . . , bn ∈ B, şi oricare ar fi dij ∈ ϕ(ai, bj), unde i ∈ {1, . . . ,m} şi j ∈ {1, . . . , n}, există
c∗ ∈ C∗ \ {0} astfel ı̂ncât

min
1≤j≤n

m∑
i=1

λic
∗(dij) ≤ sup

a∈A
min

1≤j≤n
max c∗(ϕ(a, bj));

(iv) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B şi oricare ar fi c∗1, . . . , c
∗
n ∈ C∗ nu toate nule, are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

max c∗j(ϕ(a, bj)) ≥ 0.

Atunci problema (WWMEP ) admite o soluţie.

Introducem un nou concept de convexitate pentru multifuncţiile de două variabile.

Definiţia 4.1.2 (A. Capătă, G. Kassay şi B. Mosoni [39]) Spunem că o multifuncţie ϕ : A×B → 2Z

este:

(i) asemănător C-subconvexă ı̂n prima variabilă dacă, oricare ar fi c ∈ intC, oricare ar fi ele-
mentele a1, a2 ∈ A şi oricare ar fi λ ∈ [0, 1], există a3 ∈ A astfel ı̂ncât

c+ λϕ(a1, b) + (1− λ)ϕ(a2, b) ⊆ ϕ(a3, b) + intC oricare ar fi b ∈ B.

(ii) asemănător C-subconcavă ı̂n prima variabilă dacă −ϕ este asemănător C-subconvexă ı̂n
prima variabilă.

Următorul rezultat oferă condiţii suficiente de existenţă ale soluţiilor problemei (WWMEP )
ı̂n ipoteze de convexitate şi continuitate.

Teorema 4.1.3 (A. Capătă, G. Kassay şi B. Mosoni [39]) Fie A o mulţime compactă şi fie
ı̂ndeplinite următoarele condiţii de bifuncţia ϕ : A×B → 2Z:

(i) ϕ(a, b) ∈ C(Z) pentru orice (a, b) ∈ A×B;

(ii) oricare ar fi b ∈ B, ϕ(·, b) : A→ C(Z) este C-semicontinuă superior pe A;

(iii) ϕ este asemănător C-subconcavă ı̂n prima variabilă;

(iv) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B şi oricare ar fi c∗1, . . . , c
∗
n ∈ C∗ nu toate nule, are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

max c∗j(ϕ(a, bj)) ≥ 0.

Atunci problema (WWMEP ) admite o soluţie.

4.2 Multifuncţii de decalaj

În legătură cu problemele de echilibru şi cu cazurile lor particulare, aşa-numitele multifuncţii de
decalaj joacă un rol important. Ele ne ajută să analizăm dacă un punct este soluţie a acestor
probleme.

29



4.2.1 O multifuncţie de decalaj

Reamintim definiţia multifuncţiei de decalaj.

Definiţia 4.2.1 (N. J. Huang, J. Li şi S. Y. Wu [76]) Spunem că o multifuncţie T : A→ 2Z este
o multifuncţie de decalaj pentru (WWMEP ) dacă următoarele condiţii sunt ı̂ndeplinite:

(i) T (a) ⊆ −C pentru orice a ∈ A;

(ii) 0 ∈ T (a) dacă şi numai dacă a ∈ A este o soluţie a problemei (WWMEP ).

În cele ce urmează prezentăm un exemplu de multifuncţie de decalaj pentru (WWMEP ),
exemplu ce extinde un rezultat de-al lui N. J. Huang, J. Li şi S. Y. Wu [76] la multifuncţii ce iau
valori ı̂n spaţii liniare topologice reale.

Considerăm următoarea ipoteză:
Ipoteza A.

Fie B = A. Dacă a ∈ A este o soluţie pentru (WWMEP ), atunci
⋂
b∈A

{ϕ(a, b) ∩ C} 6= ∅.

Teorema 4.2.2 (A. Capătă, G. Kassay şi B. Mosoni [39]) Fie următoarele condiţii ı̂ndeplinite:

(i) C este un con punctat;

(ii) ϕ(a, a) ⊆ −C pentru orice a ∈ A;

(iii) Ipoteza A are loc.

Atunci multifuncţia T : A→ 2Z, definită prin

T (a) :=
⋂
b∈A

ϕ(a, b) pentru orice a ∈ A,

este o multifuncţie de decalaj pentru (WWMEP ).

Considerăm un caz particular al problemei (WWMEP ) ce a fost studiat de N. J. Huang, J. Li
şi S. Y. Wu [76]. Pentru n ∈ N, N := {1, . . . , n} şi Fl : A×A→ 2R (l ∈ N), considerăm problema
(WWMEP ) pentru multifuncţia definită prin

F (a, b) := F1(a, b)× · · · × Fn(a, b),

adică

(GFV EP1) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât F (ā, b) * − int Rn
+ oricare ar fi b ∈ A.

Definim multifuncţia T1 : A→ 2R prin

(4.1) T1(a) :=
⋂
b∈A

⋃
l∈N

Fl(a, b) pentru orice a ∈ A.

Reamintim următoarea ipoteză folosită de N. J. Huang, J. Li şi S. Y. Wu [76]:
Ipoteza B. Fie B = A. Dacă a ∈ A şi

⋃
l∈N{Fl(a, b) ∩ R+} 6= ∅ pentru orice b ∈ A, atunci⋂

b∈A

⋃
l∈N

{Fl(a, b) ∩ R+} 6= ∅.
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Corolarul 4.2.3 ( N. J. Huang, J. Li şi S. Y. Wu [76], Teorema 4.4) Dacă

Fl(a, a) ⊆ −R+ pentru fiecare a ∈ A şi fiecare l ∈ N,

şi Ipoteza B are loc, atunci multifuncţia T1 definită prin (4.1) este o multifuncţie de decalaj pentru
(GFV EP1) ı̂n sensul Definiţiei 4.2.1, unde Z := R şi C := R+.

4.2.2 O funcţie de decalaj stabilită folosind dualitatea Fenchel

Considerăm Z := R şi C := R+. Astfel ϕ : A×B → 2R şi (WWMEP ) devine:

(MEP ) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât ϕ(ā, b) * − int R+ pentru orice b ∈ B.

Cu ajutorul rezultatelor stabilite ı̂n Secţiunea 4.1 pentru problema (WWMEP ), obţinem
următoarele rezultate de existenţă referitoare la problema (MEP ).

Corolarul 4.2.4 (A. Capătă, G. Kassay şi B. Mosoni [39]) Fie următoarele condiţii ı̂ndeplinite de
bifuncţia ϕ : A×B → 2R:

(i) ϕ(a, b) ∈ C(R) pentru orice (a, b) ∈ A×B;

(ii) dacă familia (Ub,c) acoperă mulţimea A, atunci ea conţine o subacoperire finită, unde Ub,c
este definită prin

Ub,c = {a ∈ A |ϕ(a, b) + c ⊆ ]−∞, 0[ } oricare ar fi b ∈ B şi oricare ar fi c ∈ ]−∞, 0[;

(iii) oricare ar fi a1, . . . , am ∈ A, oricare ar fi λ1, . . . , λm ≥ 0 cu λ1 + · · · + λm = 1, oricare ar fi
b1, . . . , bn ∈ B, şi oricare ar fi dij ∈ ϕ(ai, bj) unde i ∈ {1, . . . ,m} şi j ∈ {1, . . . , n}, are loc

min
1≤j≤n

m∑
i=1

λid
i
j ≤ sup

a∈A
min

1≤j≤n
max ϕ(a, bj);

(iv) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B şi oricare ar fi µ1, . . . , µn ≥ 0 cu µ1 + · · ·+ µn = 1, are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

max µjϕ(a, bj) ≥ 0.

Atunci problema (MEP ) admite o soluţie.

Corolarul 4.2.5 (A. Capătă, G. Kassay şi B. Mosoni [39]) Fie A o mulţime compactă şi fie
ı̂ndeplinite următoarele condiţii de bifuncţia ϕ : A×B → 2R:

(i) ϕ(a, b) ∈ C(R) pentru orice (a, b) ∈ A×B;

(ii) oricare ar fi b ∈ B, ϕ(·, b) este −R+-semicontinuă superior pe A;

(iii) ϕ este asemănător R+-subconcavă ı̂n prima variabilă;
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(iv) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B şi oricare ar fi µ1, . . . , µn ≥ 0 cu µ1 + · · ·+ µn = 1, are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

maxµjϕ(a, bj) ≥ 0.

Atunci problema (MEP ) admite o soluţie.

În partea finală a acestei secţiuni presupunem că A este o submulţime ı̂nchisă şi convexă a unui
spaţiu local convex real E, B = A, şi ϕ(a, b) ∈ C(R) pentru orice (a, b) ∈ A × A. Observăm că
(MEP ) este echivalentă cu următoarea problemă:

găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât max ϕ(ā, b) ≥ 0 pentru orice b ∈ A,

sau, echivalent:

(EPψ) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât ψ(ā, b) ≥ 0 pentru orice b ∈ A,

unde ψ : E × E → R ∪ {+∞}, cu A× A ⊆ domψ, este definită prin

ψ(a, b) := maxϕ(a, b) pentru orice a, b ∈ A.

Mai mult, presupunem că
maxϕ(a, a) = 0 pentru orice a ∈ A.

Fie a ∈ E. În acord cu L. Altangerel, R. I. Boţ şi G. Wanka [2], problema (EPψ) poate fi
redusă la următoarea problemă de minimizare scalară:

(Pa) inf
b∈A

ψ(a, b).

Intr-adevăr, este uşor de verificat că ā ∈ A este o soluţie a problemei (EPψ) dacă şi numai dacă
ea este o soluţie a problemei (Pā).

Definiţia ce urmează este un caz particular al Definiţiei 4.2.1, unde C := −R+. Spunem că o
funcţie γ : E → R∪{−∞,+∞} este funcţie de decalaj pentru (EPψ) (a se vedea G. Mastroeni [96])
dacă ı̂ndeplineşte condiţiile următoare:

(i) γ(a) ≥ 0 pentru orice a ∈ A;

(ii) γ(a) = 0 şi a ∈ A dacă şi numai dacă a este o soluţie pentru (EPψ).

Utiliând funcţia indicatoare δA, putem rescrie problema (Pa) ı̂nfelul următor:

(Pa) inf
b∈E

{ψ(a, b) + δA(b)}.

Propoziţia 4.2.6 (A. Capătă, G. Kassay şi B. Mosoni [39]) Fie a ∈ A. Dacă multifuncţia
b ∈ A 7→ ϕ(a, b) ∈ 2R este λ-concavă pentru fiecare λ ∈ ]0, 1[ şi d-semicontinuă superior pe A, unde
d este funcţia valoare absolută pe R, atunci funcţia

(4.2) b ∈ A 7→ ψ(a, b) ∈ R ∪ {+∞}

este convexă şi semicontinuă inferior pe A.

32



În ipotezele propoziţiei anterioare, duala Fenchel a problemei (Pa) este

(Da) sup
x∗∈E∗

{−ψ∗b (a, x∗)− σA(−x∗)},

unde
ψ∗b (a, x

∗) := sup
b∈E

[x∗(b)− ψ(a, b)].

Pentru problema (Pa), condiţia de regularitate (FRC), introdusă ı̂n Secţiunea 1.3, devine

(FRC; a) ψ∗b�σA este semicontinuă inferior şi exactă ı̂n 0,

unde
(ψ∗b�σA)(x∗) := inf {ψ∗b (x∗1) + σA(x∗2) | x∗1 + x∗2 = x∗}.

Teorema 4.2.7 (R. I. Boţ şi G. Wanka [29]) Pentru fiecare a ∈ A, fie următoarele condiţii
ı̂ndeplinite:

(i) condiţia de regularitate (FRC; a) are loc;

(ii) funcţia (4.2) este convexă şi semicontinuă inferior pe A.

Atunci funcţia γ : E → R ∪ {−∞,+∞}, definită prin

γ(a) := −v(Da),

este o funcţie de decalaj pentru (EPψ).

Din Propoziţia 4.2.6 şi Teorema 4.2.7 deducem următorul rezultat.

Teorema 4.2.8 (A. Capătă, G. Kassay şi B. Mosoni [39]) Pentru fiecare a ∈ A, fie următoarele
condiţii ı̂ndeplinite:

(i) condiţia de regularitate (FRC; a) are loc;

(ii) multifuncţia (4.2) este λ-concavă pentru fiecare λ ∈ ]0, 1[ şi d-semicontinuă superior pe A.

Atunci funcţia γ, definită ı̂n Teorema 4.2.7, este o funcţie de decalaj pentru (MEP ).
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Capitolul 5

O problemă de optimizare şi puncte şa
ale bifuncţiilor vectoriale

5.1 Problema de optimizare vectorială

Problema vectorială slabă de echilibru (WWEP ), studiată ı̂n Secţiunea 2.1, conţine ca şi cazuri
particulare, probleme de optimizare vectorială, inegalităţi variaţionale vectoriale şi probleme de
punct şa al bifuncţiilor vectoriale (a se vedea Q. H. Ansari [3]). Problemele de optimizare vectorială
revin la determinarea mulţimii punctelor de minim slab (sau de maxim slab) ale unei mulţimi dintr-
un spaţiu liniar topologic real Z ı̂n raport cu un con convex şi solid C al lui Z.

Fie S ⊆ Z. Spunem că un punct z0 ∈ S este un minim slab al lui S ı̂n raport cu conul C dacă

S ∩ (z0 − intC) = ∅.

Prin Minw S notăm mulţimea punctelor de minim slab ale lui S ı̂n raport cu conul C.
Fie A o submulţime nevidă a unui spaţiu topologic E, fie F : A → Z o funcţie dată şi fie

c∗ ∈ C∗ \ {0}. Considerăm problema scalară de echilibru:

(EP c∗) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât f(ā, b) ≥ 0 pentru orice b ∈ A,

unde f : A× A→ R este dată prin f(a, b) := c∗(F (b)− F (a)).
Notând cu ϕ : A× A→ Z bifuncţia vectorială definită prin

ϕ(a, b) := F (b)− F (a) oricare ar fi a, b ∈ A,

observăm că problema (WVEP ), considerată ı̂n Capitolul 2, devine pentru acest ϕ problema slabă
de minimizare vectorială:

(WVMP ) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât F (b)− F (ā) /∈ − intC pentru orice b ∈ A.

Un punct ā ∈ A este o soluţie a problemei (WVMP ) dacă şi numai dacă F (ā) ∈ MinwF (A).

Propoziţia 5.1.1 (A. Capătă şi G. Kassay [38]) Oricare ar fi c∗ ∈ C∗ \ {0}, mulţimea soluţiilor
problemei (EPc∗) este inclusă ı̂n mulţimea soluţiilor problemei (WVMP).

Remarcăm că dacă ı̂n Propoziţia 5.1.1, se schimbă ı̂ntre ele problemele (EPc∗) şi (WVMP ),
atunci obţinem o afirmaţie care ı̂n general nu este adevărată, precum arată următorul exemplu.
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Exemplul 5.1.2 (A. Capătă şi G. Kassay [38]) Fie F : R → R2 funcţia definită prin

F (a) :=

 (−1,
1

| a |
) dacă a 6= 0

(0, 0) dacă a = 0.

Luăm C := R2
+ şi definim c∗ : R2 → R prin

c∗(x1, x2) := 〈(1, 0), (x1, x2)〉 = x1 pentru orice (x1, x2) ∈ R2.

Astfel, avem

f(0, b) = 〈(1, 0), F (b)− F (0)〉 =

{
−1 dacă b 6= 0
0 dacă b = 0,

deci ā := 0 nu este o soluţie a problemei scalare de echilibru (EPc∗).
Verificăm dacă ā este o soluţie a problemei (WVMP ). Într-adevăr,

ϕ(0, b) = F (b)− F (0) =

 (−1,
1

| b |
) dacă b 6= 0

(0, 0) dacă b = 0.

Această relaţie ne arată că ϕ(0, b) /∈ −int R2
+ oricare ar fi b ∈ R, ceea ce implică că ā este o soluţie

a problemei (WVMP ).

Observăm că orice element a 6= 0 este soluţie a problemei (EPc∗) din exemplul anterior. Din

f(a, b) = 〈(1, 0), F (b)− F (a)〉 =

{
0 dacă b 6= 0
1 dacă b = 0,

rezultă f(a, b) ≥ 0 pentru orice b ∈ R, adică a 6= 0 este o soluţie a problemei (EPc∗). Din Propoziţia
5.1.1 rezultă că orice număr real este soluţie pentru (WVMP ).

Următorul rezultat este o consecinţă a Corolarului 2.1.5.

Propoziţia 5.1.3 (A. Capătă şi G. Kassay [38]) Dacă A este o mulţime compactă şi funcţia
F : A → Z este C-semicontinuă inferior pe A, atunci, oricarea ar fi c∗ ∈ C∗ \ {0}, problema
scalară de echilibru (EPc∗) admite o soluţie.

În optimizarea vectorială sunt folosite diferite concepte de semicontinuitate inferioară. Următorul
concept (considerat ı̂n J. Borwein, J. Penot şi M. Théra [25] şi M. Théra [110]) este o uşoară relaxare
a semicontinuităţii inferioare.

Definiţia 5.1.4 Fie A o mulţime nevidă a unui spaţiu topologic. Spunem că funcţia vectorială
f : A→ Z este cvasi-semicontinuă inferior ı̂n punctul a ∈ A dacă, oricare ar fi z ∈ Z cu z �C f(a),
există o vecinătate U a lui a astfel ı̂ncât

z �C f(u) oricare ar fi u ∈ U ∩ A.

Întrebarea dacă C-semicontinuitatea inferioară din Propoziţia 5.1.3 nu poate fi ı̂nlocuită cu
ipoteza mai slabă de cvasi-semicontinuitate inferioară apare natural. Exemplul de mai jos arată
că răspunsul este negativ.
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Exemplul 5.1.5 Fie Z := R3, C := R3
+, A := [0, 1] şi fie F : R → R3 definită prin

F (t) :=

{ (
− 1,−2

t
,
1

t

)
dacă t 6= 0

(0, 0, 0) dacă t = 0.

Se verifică uşor că F este cvasi-semicontinuă inferior ı̂n punctul 0, dar nu este R3
+-semicontinuă

infrior ı̂n 0.
Fie funcţionala c∗ : R3 → R definită prin

c∗(x1, x2, x3) := 〈
( 1√

3
,

1√
3
,

1√
3

)
, (x1, x2, x3)〉 =

1√
3
(x1 + x2 + x3) oricare ar fi (x1, x2, x3) ∈ R3.

Definim apoi f : A×A→ R prin f(a, b) := c∗(F (b)−F (a)). Afirmăm că (EPc∗) nu admite soluţii.
Într-adevăr, dacă a 6= 0, obţinem

f(a, b) = 〈
( 1√

3
,

1√
3
,

1√
3

)
, F (b)− F (a)〉 =


1√
3

(1

a
− 1

b

)
dacă b 6= 0

1√
3

(
1 +

1

a

)
dacă b = 0,

de unde f(a, b) < 0 pentru b < a. Aceasta arată că a 6= 0 nu este o soluţie a problemei (EPc∗).
Pentru a := 0 bifuncţia f devine

f(0, b) = 〈
( 1√

3
,

1√
3

)
, F (b)− F (0)〉 =


1√
3

(
− 1

b
− 1

)
dacă b 6= 0

0 dacă b = 0 .

Observăm că f(0, b) < 0 pentru orice b ∈]0, 1]. Aceasta arată că a nu este o soluţie a problemei
(EPc∗). Prin urmare, problema (EPc∗) nu are soluţii, cu toate că mulţimea soluţiilor problemei
(WVMP ) este [0, 1].

Propoziţiile 5.1.1 şi 5.1.3 furnizează următorul rezultat de existenţă pentru (WVMP ).

Propoziţia 5.1.6 (A. Capătă şi G. Kassay [38]) Dacă A este o mulţime compactă şi F : A→ Z
este C-semicontinuă inferior pe A, atunci problema (WVMP) admite o soluţie.

5.2 Rezultate de existenţă a punctelor şa slabe ale bifuncţiilor
vectoriale

Folosind rezultatele de existenţă ale problemei vectoriale slabe de echilibru (WVEP ), stabilite ı̂n
Secţiunea 2.1, vom da ı̂n cele ce urmează rezultate de existenţă pentru punctele şa slabe ale unei
bifuncţii vectoriale. Pentru aceasta, fie X şi Y submulţimi nevide ale unor spaţii topologice, fie Z
un spaţiu liniar topologic real, şi fie f : X×Y → Z o bifuncţie. Pentru x ∈ X şi y ∈ Y introducem
mulţimile următoare:

f(x, Y ) := {f(x, y)| y ∈ Y } şi f(X, y) := {f(x, y)|x ∈ X}.
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Fie S ⊆ Z o submulţime nevidă şi C ⊆ Z un con convex solid. Prin Maxw S notăm mulţimea
punctelor de maxim slab ale mulţimii S ı̂n raport cu conul C, adică z0 ∈ MaxwS ı̂nseamnă

z0 ∈ S şi S ∩ (z0 + intC) = ∅.

Reamintim următorul concept, ce extinde definiţia clasică a unui punct şa al unei funcţii reale.

Definiţia 5.2.1 (T. Tanaka [108]) Spunem că un punct (x0, y0) ∈ X × Y este C-punct şa slab al
lui f dacă

f(x0, y0) ∈ Maxw f(X, y0) ∩Minw f(x0, Y ).

Propoziţia 5.2.2 Fie A := X × Y , B := X × Y , iar ϕ : A×B → Z bifuncţia definită prin

ϕ(a, b) := f(x, v)− f(u, y) oricare ar fi a := (x, y) şi b := (u, v) ∈ X × Y.

Dacă ā ∈ A este o soluţie a problemei (WVEP), atunci ā este un C-punct şa slab al lui f .

Subliniem faptul că reciproca Propoziţiei 5.2.2 nu are loc. Pentru a arăta acesta, dăm un
exemplu.

Exemplul 5.2.3 Fie X := [−1, 1], Y := [−1, 1], Z := R2, C := R2
+. Fie f : [−1, 1]× [−1, 1] → R2

bifuncţia definită prin

f(x, y) :=

{
(x, y) dacă x ≥ 0 şi y ≤ 0 sau, x ≤ 0 şi y ≥ 0
(0, 0) ı̂n rest.

Se verifică uşor că ā := (0, 0) este un R2
+-punct şa slab al bifuncţiei f .

Pentru a verifica dacă acest punct este o soluţie a problemei (WVEP ), considerăm mulţimea
A := [−1, 1]× [−1, 1] şi B := A. Astfel avem de verificat dacă

ϕ(ā, b) = f(0, v)− f(u, 0) /∈ − int R2
+ pentru orice b := (u, v) ∈ A.

Luând b := (1,−1) ∈ A, avem

ϕ(ā, b) = f(0,−1)− f(1, 0) = (−1,−1) ∈ − int R2
+.

Deci, ā nu este o soluţie a problemei (WVEP ).

Teorema 5.2.4 (A. Capătă şi G. Kassay [38]) Fie X şi Y mulţimi compacte, iar f : X × Y → Z
o bifuncţie care ı̂ndeplinite următoarele condiţii:

(i) f este C-semicontinuă superior ı̂n prima variabilă pe X şi C-semicontinuă inferior ı̂n a doua
variabilă pe Y ;

(ii) f este asemănător C-subconcavă – subconvexă.

Atunci f admite un C-punct şa slab.
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5.3 Rezultate de existenţă a punctelor şa tari ale bifuncţiilor
vectoriale

Fie S o submulţime nevidă a unui spaţiu liniar topologic Z real, ordonat de un con convex C. Prin
MinS notăm mulţimea punctelor de minim ale mulţimii S ı̂n raport cu conul C, adică z0 ∈ MinS
ı̂nseamnă că

z0 ∈ S şi (S − z0) ∩ (−C) = {0}.

Analog, MaxS reprezintă mulţimea punctelor de maxim ale mulţimii S ı̂n raport cu conul C, adică
z0 ∈ MaxS ı̂nseamnă că

z0 ∈ S şi (S − z0) ∩ C = {0}.

Prin IMinS notăm mulţimea punctelor de minim ideal ale lui S ı̂n raport cu conul C, adică
z0 ∈ IMinS ı̂nseamnă că

z0 ∈ S şi z ≥C z0 pentru orice z ∈ S.

Analog, IMaxS reprezintă mulţimea punctelor de maxim ideal ale lui S ı̂n raport cu conul C, adică
z0 ∈ IMaxS ı̂nseamnă că

z0 ∈ S şi z0 ≥C z pentru orice z ∈ S.

Definiţia 5.3.1 Fie X şi Y submulţimi nevide ale unor spaţii topologice, şi fie f : X × Y → Z o
bifuncţie vectorială. Spunem că un punct (x0, y0) ∈ X × Y este:

(i) un C-punct şa tare al lui f dacă

f(x0, y0) ∈ Max f(X, y0) ∩Min f(x0, Y ).

(ii) un C-punct şa tare ideal al lui f dacă

f(x0, y0) ∈ IMax f(X, y0) ∩ IMin f(x0, Y ).

X. H. Gong [63] a prezentat rezultate de existenţă pentru C-punctele şa tari ideale ale bifuncţiilor
vectoriale. Se cunoaşte (a se vedea D. T. Luc [95], Propoziţia 2.2, pagina 41) că mulţimea punctelor
de minim ideal ale unei mulţimi (dacă aceasta este nevidă) coincide cu mulţimea punctelor de minim
Pareto, iar dacă conul este punctat, atunci mulţimea punctelor minim ideal se reduce la un singur
element. Astfel, X. H. Gong a dat rezultate de existenţă şi unicitate pentru C-puncte şa tari.

Evident, dacă intC 6= ∅, atunci fiecare C-punct şa tare este un C-punct şa slab, dar reciproca
nu este adevărată, precum arată următorul exemplu.

Exemplul 5.3.2 Fie f : [−1, 1] × [−1, 1] → R2 definită prin f(x) := x, şi fie Z := R2, iar
C := R2

+. Observăm că (0, 0) este un C-punct şa slab al bifuncţiei f , dar nu este un C-punct şa
tare al acesteia.

C-punctele şa tari pot fi obţinute ca şi cazuri particulare ale soluţiilor unor probleme vectoriale
tari de echilibru, precum arată următoarea propoziţie. Într-adevăr, fie A := X × Y , B := A şi fie
ϕ : A× A→ R definită prin

ϕ(a, b) := f(x, v)− f(u, y), unde a := (x, y) ∈ A şi b := (u, v) ∈ A.

Propoziţia 5.3.3 Dacă ā ∈ A este o soluţie a problemei (V EP ), atunci ā este un C-punct şa
tare al bifuncţiei f .
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Reciproca Propoziţiei 5.3.3 nu are loc, precum ilustrează exemplul de mai jos.

Exemplul 5.3.4 (G. Bigi, A. Capătă şi G. Kassay [18]) Considerăm

X := [−1, 0], Y := X, A := [−1, 0]× [−1, 0], Z := R2, C := R2
+.

Definim f : [−1, 0]× [−1, 0] → R2 prin

f(x, y) :=



(0, 0) dacă x = 0, y = −1

(−1

2
,
1

2
) dacă x = 0 şi y 6= −1

(−1

4
, 1) dacă x 6= 0 şi y = −1

(x, y + 1) ı̂n rest.

Atunci (0,−1) este un C-punct şa tare al bifuncţiei f . Luând ā := (0,−1) ∈ A şi b := (u, v) ∈ A
cu u 6= 0 şi v := −1, obţinem

ϕ(a, b) = f(0, v)− f(u,−1) = (−1

2
,
1

2
)− (−1

4
, 1) = (−1

4
,−1

2
).

Atunci
ϕ(a, b) ∈ −R2

+ \ {0}

implică că (0,−1) nu este soluţie a problemei (V EP ).

Teorema 5.2.4 asigură existenţa C-punctelor şa slabe. Mai departe, arătăm că sub o ipoteză
suplimentară, nu foarte tare, anume că C] 6= ∅, putem obţine un rezultat mai bun, şi anume
existenţa C-punctelor şa tari.

Teorema 5.3.5 (G. Bigi, A. Capătă şi G. Kassay [18]) Fie intC 6= ∅, fie C] 6= ∅, fie X şi Y
submulţimi compacte ale unor spaţii metrizabile liniar topologice şi fie f : X ×Y → Z o funcţie ce
ı̂ndeplineşte următoarele condiţii:

(i) f este C-semicontinuă superior ı̂n prima variabilă pe X şi C-semicontinuă inferior ı̂n a doua
variabilă pe Y ;

(ii) f este asemănător C-subconcavă – subconvexă.

Atunci f admite un C-punct şa tare.

Acest rezultat nu este legat de cel al lui X. H. Gong [63]. În timp ce ipotezele noastre de
continuitate sunt mai slabe, ipotezele de convexitate sunt mai tari decât cele prezente ı̂n Teorema
2.1 a lui X. H. Gong [63].
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Capitolul 6

Inegalităţi variaţionale de tip Minty şi
Stampacchia

Domeniul inegalităţilor vectoriale variaţionale a stârnit un mare interes din partea comunităţii
academice odată cu apariţia lucrării lui F. Giannessi [56]. Primele rezultate de existenţă referitoare
la inegalităţile variaţionale vectoriale au fost publicate de G.-Y. Chen şi Q. M. Cheng [41]. G.-Y.
Chen şi S. H. Hou au prezentat ı̂n lucrarea [42] unele dintre rezultatele de existenţă fundamentale
pentru inegalităţile variaţionale vectoriale. Majoritatea cercetărilor din această arie se ocupă
de forma slabă a inegalităţilor variaţinale vectoriale şi de generalizările acestora. Astfel autorii
lucrării [42] propun studiul existenţei soluţiilor formei tari a inegalităţilor variaţionale vectoriale.
Recent, Y. P. Fang şi N. J. Huang [51] şi B. S. Lee, M. F. Khan şi Salahuddin [89] au obţinut
rezultate de acest tip.

6.1 Inegalităţi variaţionale vectoriale slabe de tip Minty şi
Stampacchia

Inegalităţile variaţionale vectoriale slabe sunt cazuri particulare ale problemei vectoriale slabe de
echilibru (WVEP ), considerată ı̂n Capitolul 2. Fie E şi Z spaţii liniare topologice reale, A ⊆ E
o submulţime nevidă şi F : A→ L(E,Z) un operator, unde L(E,Z) reprezintă mulţimea tuturor
aplicaţiilor liniare şi continue de la E la Z. Mai departe, fie C ⊆ Z un con convex şi solid. Folosind
aceste notaţii, vom studia ı̂n această secţiune următoarele inegalităţi variaţionale:

(WMV I) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât 〈F (b), b− ā〉 /∈ −intC pentru orice b ∈ A;

şi

(WSV I) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât 〈F (ā), b− ā〉 /∈ −intC pentru orice b ∈ A.

Prin 〈F (b), b−a〉 am notat valoarea funcţiei F (b) ı̂n punctul b−a, oricare ar fi a, b ∈ A. Problema
(WMV I) se numeşte inegalitatea variaţională vectorială Minty slabă, ı̂n timp (WSV I) se numeşte
inegalitatea variţională vectorială Stampacchia slabă.

Din Teorema 2.1.1 avem următorul rezultat de existenţă referitor la problema (WMV I).

Teorema 6.1.1 (A. Capătă [34]) Fie A o mulţime compactă şi fie următoarele condiţii ı̂ndeplinite:
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(i) oricare ar fi a1, . . . , am ∈ A, oricare ar fi λ1, . . . , λm ≥ 0 cu λ1 + · · ·+ λm = 1, şi oricare ar
fi b1, . . . , bn ∈ A, există c∗ ∈ C∗ \ {0} astfel ı̂ncât

min
1≤j≤n

c∗
(
〈F (bj), bj −

m∑
i=1

λiai
〉
) ≤ sup

a∈A
min

1≤j≤n
c∗

(
〈F (bj), bj − a〉

)
;

(ii) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ A, şi oricare ar fi c∗1, . . . , c
∗
n ∈ C∗ nu toate nule, are loc

(6.1) sup
a∈A

n∑
j=1

c∗j
(
〈F (bj), bj − a〉

)
≥ 0.

Atunci problema (WMV I) admite o soluţie.

Prima ipoteză a Teoremei 6.1.1, care este o concavitate generalizată, este ı̂ndeplinită dacă
presupunem convexitatea mulţimii A.

Corolarul 6.1.2 (A. Capătă [34]) Fie A o mulţime compactă convexă, iar C∗ 6= {0}. Mai pre-
supunem că oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ A şi oricare ar fi c∗1, . . . , c

∗
n ∈ C∗ nu toate nule, are loc (6.1).

Atunci problema (WMV I) admite o soluţie.

Pentru a stabili rezultate de existenţă referitoare la problema (WSV I) avem nevoie de următoarea
noţiune de continuitate.

Definiţia 6.1.3 (X. H. Gong [58]) Fie A o mulţime convexă. Spunem că operatorul F este v-
hemicontinuu dacă, oricare ar fi a, b ∈ A, funcţia

∀λ ∈ [0, 1] 7→ 〈F (λb+ (1− λ)a), b− a〉 ∈ Z

este continuă ı̂n punctul 0.

Propoziţia 6.1.4 Dacă A este o mulţime convexă şi F este v-hemicontinuu, atunci orice soluţie
a problemei (WMV I) este o soluţie a problemei (WSV I).

Teorema 6.1.5 (A. Capătă [34]) Fie A o mulţime compactă convexă, iar C∗ 6= {0}, fie F v-
hemicontinuu, şi fie următoarea condiţie ı̂ndeplinită: oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ A şi oricare ar fi
c∗1, . . . , c

∗
n ∈ C∗ nu toate nule, are loc (6.1). Atunci problema (WSV I) admite o soluţie.

6.2 Inegalităţi variaţionale vectoriale tari de tip Minty şi Stampacchia

Inegalităţile variaţionale vectoriale tari sunt cazuri particulare ale problemei vectoriale tari de
echilibru (V EP ), investigate ı̂n Capitoul 3. Fie A o mulţime nevidă convexă a unui spaţiu liniar
topologic real E şi fie F : A → L(E,Z) un operator. Z este un spaţiu Hausdorff liniar topologic
real. Fie C ⊆ Z un con netrivial, punctat şi convex. Studiem următoarele inegalităţi variaţionale:

(MV I) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât 〈F (b), b− ā〉 /∈ −C \ {0} pentru orice b ∈ A;

(SV I) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât 〈F (ā), b− ā〉 /∈ −C \ {0} pentru orice b ∈ A.
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Problema (MV I) se numeşte inegalitatea variaţională vectorială Minty tare, ı̂n timp ce (SV I) se
numeşte inegalitatea variaţională vectorială Stampacchia tare.

Folosind teoria dualităţii generalizate prezentate ı̂n Secţiunea 3.2, deducem că inegalitatea
variaţională vectorială Stampacchia tare (SV I) admite, ca şi duală generalizată, inegalitatea
variaţională vectorială Minty tare (MV I). Notăm că şi reciproca are loc, adică problema duală
generalizată a problemei (MV I) este (SV I).

În Y. P. Fang şi N. J. Huang [51] sunt prezentate rezultate de existenţă pentru problema (SV I)
folosind următoarea proprietate de monotonie. Spunem că operatorul F : A → L(E,Z) este tare
pseudomonoton dacă, oricare ar fi a, b ∈ A, următoarea proprietate au loc:

〈F (a), b− a〉 /∈ −C \ {0} implică 〈F (b), b− a〉 ∈ C.

În cele ce urmează lucrăm cu o noţiune de pseudomonotonie, care este mai slabă decât cea
prezentată mai sus. Pentru a vedea aceasta, vom prezenta exemplu.

Definiţia 6.2.1 (Y. P. Fang şi N. J. Huang [51]) Spunem că operatorul F : A → L(E,Z) este
pseudomonoton dacă, oricare ar fi a, b ∈ A, următoarea proprietate are loc:

〈F (a), b− a〉 /∈ −C \ {0} implică 〈F (b), b− a〉 /∈ −C \ {0}.

Exemplul 6.2.2 (A. Capătă [35]) Fie E := R2, A := [0, 1] × [0, 1], Z := R2, C := R2
+. Definim

F : A→ L(R2,R2) prin

〈F (a), x〉 := (x1+x2)(a1−2, a2+2), oricare ar fi a := (a1, a2) ∈ A şi oricare ar fi x := (x1, x2) ∈ R2.

Fie a := (a1, a2) şi b := (b1, b2) puncte din A. Deoarece a1 − 2 < 0 şi a2 + 2 > 0, deducem din

〈F (a), b− a〉 = (b1 + b2 − a1 − a2)(a1 − 2, a2 + 2)

că 〈F (a), b− a〉 /∈ −R2
+ \ {0}. Analog, luând ı̂n considerare că b1 − 2 < 0 şi b2 + 2 > 0, deducem

din

(6.2) 〈F (b), b− a〉 = (b1 + b2 − a1 − a2)(b1 − 2, b2 + 2)

că 〈F (b), b − a〉 /∈ −R2
+ \ {0}. Prin urmare, F este pseudomonoton. Pe de altă parte, deoarece

b1 + b2 − a1 − a2 6= 0, observăm că (6.2) implică

〈F (b), b− a〉 /∈ R2
+.

Aşadar, F nu este tare pseudomonoton.

Următoarea definiţie este un caz particular al Definiţiei 3.2.2.

Definiţia 6.2.3 Spunem că operatorul F : A → L(E,Z) este maximal pseudomonoton dacă
următoarele condiţii sunt ı̂ndeplinite:

(i) F este pseudomonoton;

(ii) oricare ar fi, a, b ∈ A are loc implicaţia: dacă 〈F (x), a− x〉 /∈ C \ {0} pentru orice x ∈ ]a, b],
atunci 〈F (a), a− b〉 /∈ C \ {0}.
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Propoziţia următoare rezultă din Propoziţia 3.2.8.

Propoziţia 6.2.4 (A. Capătă [35]) Dacă F este maximal pseudomonoton, atunci mulţimile soluţiilor
problemelor (SV I) şi (MV I) coincid.

Din Corolarul 3.2.9 obţinem următorul rezultat de existenţă referitor la problema (SV I).

Teorema 6.2.5 (A. Capătă [35]) Presupunem că următoarele condiţii sunt ı̂ndeplinite:

(i) F este maximal pseudomonoton;

(ii) mulţimea S(b) := {a ∈ A | 〈F (b), b− a〉 /∈ −C \ {0}} este ı̂nchisă, oricare ar fi b ∈ A;

(iii) există o mulţime nevidă, compactă şi convexă D ⊆ A precum şi un element b̃ ∈ D astfel
ı̂ncât

〈F (x), b̃− x〉 ∈ −C \ {0} oricare ar fi x ∈ A \D.

Atunci problema (SV I) admite o soluţie.

Exemplul 6.2.6 (A. Capătă [35]) Pentru a arăta că există operatori ce ı̂ndeplinesc ipotezele
Teoremei 6.2.5, alegem E := R2, A := [0, 1]×[0, 1], Z := R2, C := R2

+ şi definim F : A→ L(R2,R2)
prin

(6.3) 〈F (a), x〉 := (x1 + x2)(a1 + 1, a2 + 1)

oricare ar fi a := (a1, a2) ∈ A şi oricare ar fi x := (x1, x2) ∈ R2.
Deoarece

(a1 + 1, a2 + 1) ∈ R2
+ \ {0} pentru orice a := (a1, a2) ∈ A,

(6.3) implică

(6.4) ∀ a ∈ A : {x ∈ R2 | 〈F (a), x〉 /∈ R2
+ \ {0}} = {(x1, x2) ∈ R2 | x1+2 ≤ 0}.

Din această relaţie deducem că

(6.5) ∀ a, b ∈ A : {x ∈ R2 | 〈F (a), x〉 /∈ R2
+ \ {0}} = {x ∈ R2 | 〈F (b), x〉 /∈ R2

+ \ {0}}.

Fie a := (a1, a2) şi b := (b1, b2) puncte din A. Presupunem că

〈F (a), b− a〉 /∈ −R2
+ \ {0}.

Atunci avem 〈F (a), a− b〉 /∈ R2
+ \ {0}. În virtutea relaţiei (6.5) obţinem

〈F (b), a− b〉 /∈ R2
+ \ {0}, de unde 〈F (b), b− a〉 /∈ −R2

+ \ {0}.

Deci F este operator pseudomonoton.
Acum, presupunem că

〈F (x), a− x〉 /∈ R2
+ \ {0} oricare ar fi x ∈ ]a, b].

În particular, avem
〈F (b), a− b〉 /∈ R2

+ \ {0}.
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Din (6.5) obţinem 〈F (a), a − b〉 /∈ R2
+ \ {0}. Aşadar operatorul F este maximal pseudomonoton.

Cu alte cuvinte, condiţia (i) din Teorema 6.2.5 este ı̂ndeplinită.
Din (6.4) avem

S(b) = {a ∈ A | 〈F (b), a− b〉 /∈ R2
+ \ {0}} = {(a1, a2) ∈ A | a1 + a2 ≤ b1 + b2},

oricare ar fi b := (b1, b2) ∈ A. Prin urmare, condiţia (ii) din Teorema 6.2.5 este de asemenea
ı̂ndeplinită. Evident, condiţia (iii) din Teorema 6.2.5 este ı̂ndeplinită cu D := A.

Din Corolarul 3.2.10 obţinem următorul rezultat, care este o uşoară generalizare a Teoremei
2.1 a lui Y. P. Fang şi N. J. Huang [51].

Teorema 6.2.7 (A. Capătă [35]) Presupunem că următoarele condiţii sunt ı̂ndeplinite:

(i) oricare ar fi b ∈ A, mulţimea S(b) := {a ∈ A | 〈F (a), b− a〉 /∈ −C \ {0}} este ı̂nchisă;

(ii) există o mulţime nevidă, compactă şi convexă D ⊆ A precum şi un element b̃ ∈ D astfel
ı̂ncât

〈F (x), b̃− x〉 ∈ −C \ {0} oricare ar fi x ∈ A \D.

Atunci problema (SV I) admite o soluţie.

6.3 Soluţii proprii ale unor inegalităţi variaţionale vectoriale
generalizate

În cele ce urmează prezentăm rezultate de existenţă pentru soluţiile propriu eficiente ale unor
inegalităţi variaţionale vectoriale generalizate. Fie A o submulţime nevidă a unui spaţiu liniar
topologic metrizabil E, fie Z un spaţiu liniar topologic real, fie C ⊆ Z un con netrivial, punctat şi
convex, fie q : A→ Z o funcţie dată şi fie F : A→ L(E,Z) un operator.

Următoarele rezultate de existenţă se referă la inegalităţile variaţionale de mai jos:

(GMV I) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât 〈F (b), b− ā〉+ q(b)− q(ā) /∈ −C \ {0} pentru orice b ∈ A;

(GSV I) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât 〈F (ā), b− ā〉+ q(b)− q(ā) /∈ −C \ {0} pentru orice b ∈ A.

Numim aceste probleme inegalitatea variaţinală vectorială tare Minty generalizată, şi respectiv
inegalitatea variaţională vectorială tare Stampacchia generalizată.

Pentru ı̂nceput, reamintim câteva definiţii legate de inegalităţile variaţionale vectoriale (a se
vedea [58], [107] şi [117]).

Definiţia 6.3.1 Fie c∗ ∈ C∗ \ {0}. Spunem că operatorul F este:

(i) c∗-monoton dacă, oricare ar fi a, b ∈ A, avem

c∗(〈F (b)− F (a), b− a〉) ≥ 0.

(ii) c∗-hemicontinuu superior dacă A este o mulţime convexă, şi oricare ar fi a, b ∈ A, funcţia

∀λ ∈ [0, 1] 7→ c∗(〈F (λb+ (1− λ)a), b− a〉) ∈ R
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este semicontinuă superior ı̂n 0.

(iii) C-monoton dacă, oricare ar fi a, b ∈ A, avem

〈F (b)− F (a), b− a〉) ∈ C.

(iv) v-hemicontinuu dacă A este o mulţime convexă şi, oricare ar fi a, b ∈ A, funcţia

∀λ ∈ [0, 1] 7→ 〈F (λb+ (1− λ)a), b− a〉 ∈ Z

este semicontinuă superior ı̂n 0.

Observaţia 6.3.2 Este evident că, dacă F este C-monoton şi v-hemicontinuu, atunci, pentru
orice funcţională c∗ ∈ C∗ \ {0}, F este c∗-monoton şi c∗-semicontinuu superior.

Definiţia 6.3.3 (X. H. Gong [61]) Spunem că un punct ā ∈ A este:

(i) o soluţie global eficientă a problemei (GMV I) dacă există un con Henig dilatator K ⊆ Z
pentru C astfel ı̂ncât

〈F (b), b− ā〉+ q(b)− q(ā) /∈ −K \ {0} pentru orice b ∈ A;

(ii) o soluţie Henig slab eficientă a problemei (GMV I) dacă Z este un spaţiu local convex real
şi există o vecinătate convexă U a originii lui Z cu U ⊆ VB (a se vedea Secţiunea 3.3) astfel
ı̂ncât

〈F (b), b− ā〉+ q(b)− q(ā) /∈ − intCU(B) pentru orice b ∈ A;

(iii) o soluţie global eficientă a problemei (GSV I) dacă există un con Henig dilatator K ⊆ Z
pentru C astfel ı̂ncât

〈F (a), b− ā〉+ q(b)− q(ā) /∈ −K \ {0} pentru orice b ∈ A;

(iv) o soluţie Henig slab eicientă a problemei (GSV I) dacă Z este un spaţiu local convex real şi
există o vecinătate convexă U a originii lui Z cu U ⊆ VB (a se vedea Secţiunea 3.3) astfel
ı̂ncât

〈F (a), b− ā〉+ q(b)− q(ā) /∈ − intCU(B) pentru orice b ∈ A.

Teorema 6.3.4 (A. Capătă [36]) Fie A o mulţime compactă convexă, fie K ⊆ Z un con Henig
dilatator pentru conul C, fie k∗ ∈ K], şi fie următoarele condiţii ı̂ndeplinite:

(i) k∗ ◦ q este semicontinuă inferior pe A;

(ii) q este K-convex;

(iii) F este k∗-monoton.

Atunci problema (GMV I) admite o soluţie global eficientă.

Următoarea teoremă asigură existenţa soluţiilor global eficiente ale problemei (GSV I), ı̂n
ipoteza că există un con Henig dilatator K cu K] 6= ∅. O asemenea ipoteză nu este tare, deoarece
un asemenea con există ı̂ntotdeauna dacă presupunem că C este bazat.
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Teorema 6.3.5 (A. Capătă [36]) Fie A o mulţime compactă convexă, fie K ⊆ Z un con Henig
dilatator pentru C, fie k∗ ∈ K] şi fie următoarele condiţii ı̂ndeplinite:

(i) k∗ ◦ q este semicontinuu inferior pe A;

(ii) q este K-convex;

(iii) F este k∗-monoton;

(iv) F este k∗-hemicontinuu superior.

Atunci problema (GSV I) admite o soluţie global eficientă.

În partea finală a acestei secţiuni, prezentăm rezultate de existenţă pentru (GSV I), ı̂n ipoteze
mai tari decât cele ale Teoremei 6.3.5.

Corolarul 6.3.6 (A. Capătă [36]) Fie A o mulţime compactă convexă, fie K ⊆ Z un con Henig
dilatator pentru C cu K] 6= ∅ şi fie următoarele condiţii ı̂ndeplinite:

(i) q este K-semicontinuă inferior pe A;

(ii) q este K-convex;

(iii) F este K-monoton;

(iv) F este v-hemicontinuu.

Atunci problema (GSV I) admite o soluţie global eficientă.

Menţionăm că orice soluţie global eficientă a problemei (GSV I) este o soluţie a problemei
(GSV I), datorită incluziunii C \ {0} ⊆ intK, unde K este un con Henig dilatator pentru C.

Ipotezele (i), (ii) şi (iii) ale Corolarului 6.3.6 sunt ı̂ndeplinite, dacă presupunemcă funcţia q este
C-semicontinuă inferior şi C-convexă, iar operatorul F este C-monoton pe A.

Corolarul 6.3.7 (A. Capătă [36]) Fie Z un spaţiu local convex ŗeal, fie C un con bazat, fie A o
mulţime compactă convexă, şi fie următoarele condiţii ı̂ndeplinite:

(i) q este C-semicontinuu inferior pe A;

(ii) q este C-convex;

(iii) F este C-monoton;

(iv) F este v-hemicontinuu.

Atunci problema (GSV I) admite o soluţie Henig slab eficientă .

Luând q := 0 ı̂n definiţia problemei (GMV I) şi (GSV I), deducem din rezultatele anterioare
rezultate de existenţă pentru soluţiile problemei (SV I).

Propoziţia 6.3.8 (G. Bigi, A. Capătă şi G. Kassay [18]) Fie A o mulţime convexă şi fie F v-
hemicontinuu. Dacă ā ∈ A este o soluţie global eficientă a problemei (MV I), atunci ā este o
soluţie a problemei (SV I).
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Din Teorema 6.3.4, Teorema 6.3.5 şi Observaţia 6.3.2 deducem următoarele rezultate.

Teorema 6.3.9 (G. Bigi, A. Capătă şi G. Kassay [18]) Fie A o mulţime compactă convexă, fie
K ⊆ Z un con Henig dilatator pentru C cu K] 6= ∅ şi fie F un operator K-monoton. Atunci
problema (MV I) admite o soluţie global eficientă.

Teorema 6.3.10 (G. Bigi, A. Capătă şi G. Kassay [18]) Fie A o mulţime compactă convexă,
fie K ⊆ Z un con Henig dilatator pentru C cu K] 6= ∅. Dacă operatorul F este K-monoton şi
v-hemicontinuu, atunci problema (SV I) admite o soluţie.

6.4 Inegalităţi variaţionale multivoce de tip Minty şi Stampacchia

Fie A o submulţime nevidă convexă a unui spaţiu Banach reflexiv E şi fie F : A → F(E∗) o
funcţie multivocă unde F(E∗) este mulţimea submulţimilor nevide şi finite ale lui E∗. Studiem
următoarele inegalităţi variaţionale, prezente ı̂n lucrarea L. J. Lin, Z. T. Yu şi G. Kassay [94]:

(MMV I) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât inf
v∈F (b)

〈v, b− ā〉 ≥ 0 pentru orice b ∈ A,

şi

(SMV I) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât sup
u∈F (ā)

〈u, b− ā〉 ≥ 0 pentru orice b ∈ A.

Deoarece F ia valori ı̂n F(E∗), aceste inegalităţi variaţionale multivoce devin:

(MMV I) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât min
v∈F (b)

〈v, b− ā〉 ≥ 0 pentru orice b ∈ A,

şi respectiv

(SMV I) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât max
u∈F (ā)

〈u, b− ā〉 ≥ 0 pentru orice b ∈ A.

Observăm aceste probleme inegalitatea variaţională multivocă Minty, şi inegalitatea variaţională
multivocă Stampacchia, respectiv. Notăm că (MMV I) este echivalentă cu următoarea problemă
scalară de echilibru:

(EP1) găsiţi ā ∈ A astfel ı̂ncât h(ā, b) ≥ 0 pentru orice b ∈ A,

unde h : A× A→ R este definit prin

h(a, b) := min
v∈F (b)

〈v, b− a〉 pentru orice a, b ∈ A.

Luând ı̂n considerare această observaţie, deducem din Corolarul 2.1.5 următorul rezultat de
existenţă referitor la soluţiile problemei (MMV I).

Teorema 6.4.1 (A. Capătă [35]) Fie A o mulţime compactă, şi fie următoarea condiţie ı̂ndeplinită:
oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ A, şi oricare ar fi µ1, . . . , µn ≥ 0 cu µ1 + · · ·+ µn = 1, are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

µj min
v∈F (bj)

〈v, bj − a〉 ≥ 0.
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Atunci problema (MMV I) admite o soluţie.

Pentru a prezenta rezultate de existenţă ale problemei (SMV I), avem nevoie de următoarea
noţiune.

Definiţia 6.4.2 (L. J. Lin, Z. T. Yu şi G. Kassay [94]) Fie X şi Y spaţii liniare topologice reale şi
fie A o submulţime nevidă convexă a lui X. Spunem că multifuncţia T : A→ 2Y este semicontinuă
superior de-a lungul liniilor ı̂n punctul 0 dacă, oricare ar fi a, b ∈ A, multifuncţia

∀λ ∈ [0, 1] 7→ T (λb+ (1− λ)a) ∈ 2Y

este semicontinuă superior ı̂n 0.

Teorema 6.4.3 (A. Capătă [34]) Fie A o mulţime compactă, fie F semicontinuu superior de-a
lungul liniilor ı̂n punctul 0 şi fie următoarea condiţie ı̂ndeplinită: oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ A şi
oricare ar fi µ1, . . . , µn ≥ 0 cu µ1 + · · ·+ µn = 1, are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

µj min
v∈F (bj)

〈v, bj − a〉 ≥ 0.

Atunci problema (SMV I) admite o soluţie.
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