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Introducere

Teoria echilibrului, care face parte din analiza neliniara, ne ofera un cadru general, unificat
si natural pentru studiul unei largi varietati de probleme, precum: probleme de optimizare, pro-
bleme de inegalitati variationale, probleme de punct sa, probleme de complementaritate, probleme
de echilibru Nash si probleme de punct fix. Astfel probleme apar adesea in economie, finante,
mecanica, fizica, etc.

Prima problema de echilibru, studiata in literatura, a fost problema scalara de echilibru, care
are urmatoarea formulare:

(EP) gasiti a € A astfel incat ¢(a,b) > 0 pentru orice b € B,

unde A si B sunt doua multimi nevide si ¢ : Ax B — R este o bifunctie data. Lucrarea de referinta
pentru studiul problemei (EP) este consideratd a fi cea a lui E. Blum gi W. Oettli [20]. In acea
lucrare ei au folosit urmatoarele ipoteze: B = A si ¢(a,a) = 0 pentru orice a € A. In ipoteza
B = A, A. N. Iusem si W. Sosa [77] au prezentat sase cazuri particulare ale problemei (EP) si
au subliniat faptul ca multimea solutiilor problemei (EP) este egala cu multimea solutiilor pro-
blemelor de minimizare convexa, a problemelor de punct fix, a problemelor de complementaritate,
a problemelor de echilibru Nash in jocuri necooperative, a problemelor de inegalitati varitionale si
a problemelor de minimizare vectoriala, respectiv.

In ultimii ani, un interes din ce in ce mai mare a fost acordat studiului rezultatelor de existenta
ale solutiilor problemei (EP) si ale cazurilor sale particulare (a se vedea M. Bianchi si S. Schaible
[17], G. Bigi, M. Castellani si G. Kassay [19], D. Inoan si J. Kolumbén [78], A. N. Iusem si W.
Sosa [77], G. Kassay si J. Kolumban [82], J. C. Yao [115]).

Extensia problemei scalare de echilibru la probleme vectoriale de echilibru poate fi realizata
in mai multe moduri. Considerand un spatiu liniar topologic real Z, un con convex C' C Z cu
int C' # () (unde int C' reprezintd interiorul lui C), doud mul{imi nevide A si B, si o bifunctie
¢ : A X B — Z, urmatoarele probleme vectoriale de echilibru pot fi formulate:

(WVEP) gasiti a € A astfel incat ¢(a,b) ¢ —int C pentru orice b € B;
(VEP) gasiti a € A astfel incat (a,b) ¢ —C'\ {0} pentru orice b € B;
(SVEP) gasiti a € A astfel incat ¢(a, b) ¢ C pentru orice b € B.

Notand prin Sy, Sy si S3 multimea solutiilor problemelor vectoriale de echilibru (WV EP), (VEP)
si (SVEP), respectiv, urmatoarea incluziune are loc:

S3 C 5y C 5.

Aceste probleme au fost introduse in literatura de Q. H. Ansari, W. Oettli si D. Schlager [6],
intr-un cadru mai general, M. Bianchi, N. Hadjisavvas si S. Schaible [17] si W. Oettli [99].
In ultimul deceniu, un mare numar de lucrari a fost dedicat studiului existentei solutiilor acestor



probleme vectoriale de echilibru si ale cazurilor lor particulare. Q. H Ansari [3], Q. H. Ansari, W.
Oettli si D. Schléger [6], Q. H. Ansari si J. C. Yao [9], M. Bianchi, G. Kasay si R. Pini [16], G.-Y.
Chen gi Q. M. Cheng [41], Y. P. Fang si N. J. Huang [51], X. H. Gong [58], I. V. Konnov si S.
Schaible [85], W. Oettli [99] si T. Tanaka [108] au prezentat rezultate de existenta pentru aceste
probleme utilizand teoreme de separare in spatii infinit dimensionale, partitia unitatii, o teorema
de punct fix a lui E. Tarafdar [109], o teoreméa de puct fix de tip Fan-Browder a lui S. Park [101],
lema lui Ky Fan, o duala generalizata pentru probleme de echilibru, principiul lui Ekeland, etc.

Prezenta teza de doctorat urmareste extinderea unor rezultate de existenta, stabilite de G.
Kassay si J. Kolumban [82], pentru problema scalara de echilibru, la probleme vectoriale de echili-
bru gi la probleme multivoce de echilibru, precum si prezentarea unor noi rezultate de existenta
pentru problemele vectoriale de echilibru.

Teza cuprinde sase capitole.

Notiunile matematice si rezultatele auxiliare necesare studiului problemelor vectoriale de echili-
bru si al problemelor multivoce de echilibru sunt reamintite in Capitolul 1. Sectiunea 1.1 cuprinde
proprietati referitoare la conuri, multimi convexe, teoreme de separare in spatii infinit dimension-
ale, precum si diferite generalizari ale semicontinuitatii superioare a functiilor reale. Apoi, sunt
prezentate in Sectiunea 1.2 notiuni de convexitate slabita pentru functii vectoriale si multifunctii,
precum si caracterizari ale acestora. Sectiunea 1.3 se axeaza pe notiuni specifice teoriei dualitatii
lui Fenchel.

Capitolul 2 este consacrat prezentarii unor conditii suficiente pentru existenta solutiilor proble-
mei vectoriale slabe de echilibru (WV EP), care in majoritatea lucrarilor este studiata in ipotezele
B = Asip(a,a) € C pentru orice a € A. Utiliziid teorema de separare a lui Eidelheit in spatii in-
finit dimensionale, sunt obtinute in Sectiunea 2.1 rezultate de existenta pentru (WV EP). Pe baza
unei definitii asemanatoare C- subconvexitatii unei functii vectoriale si a caracterizarii acesteia,
este introdus un nou concept de convexitate pentru bifunctii vectoriale. Lucrand in cazul scalar,
teorema principala ne permite recuperarea unui rezultat al lui G. Kassay si J. Kolumbén [82] cu
privire la problema scalara de echilibru (EP). Avand acelagi cadru de lucru, in Sectiunea 2.2
sunt date rezultate de existenta pentru o problema generalizata de echilibru cu functii compuse. O
noua notiune de convexitate pentru bifunctii vectoriale ce iau valori in spatii produs este introdusa.
Sectiunea se termina cu un rezultat de existenta dat impunand ipoteze clasice asupra multimilor
si functiilor ce intervin in formularea problemei (GEPC).

Capitolul 3 este cel mai amplu capitol al acestei teze. In cadrul acestuia este studiat problema
vectoriala tare de echilibru (V EP). Sunt obtinute rezultate de existenta pentru solutiile si solutiile
proprii ale problemei (V EP).

Sectiunea 3.1 prezinta conditii suficiente pentru existenta solutiilor problemei (V E P), utilizand
teorema de separare a lui Eidelheit in spatii infinit dimensionale, in ipoteza unui con cu interiorul
nevid. Pentru a vedea ce notiuni satisfac ipotezele rezultatului principal al acestei sectiuni, o noua
semicontinuitate superioara pentru functii vectoriale este definita. Se pare ca este echivalenta
cu cea introdusa de W. W. Breckner i G. Orbéan [31]. In plus, utilizand tehnici de scalarizare,
este obtinut un rezultat de existenta ce generalizeaza Teorema 3.2 lui X. H. Gong [58]. Aceasta
imbunatatire consta in: sunt considerate doua multimi diferite A si B, este folosita o ipoteza
slabita de convexitate, si in locul conditiei ¢(a,a) € C pentru orice a € A este considerata o
conditie de supremum. In Sectiunea 3.2, sunt obtinute, cu ajutorul unei duale generalizate a
problemei vectoriale tari de echilibru (VEP) si a lemei lui Ky Fan, rezultate de existenta pentru
solutiile problemei (V EP), considerand B = A si ¢(a,a) € C pentru orice a € A. Unele dintre
rezultate sunt date in ipoteze de monotonie, in timp ce altele sunt date fara astfel de ipoteze.



Acestea ne permit regasirea unor rezultate stabilite de Ky Fan [49] si W. Oettli [99]. Sectiunea 3.3
se axeaza pe rezultate de existenta ale solutiilor proprii ale problemei (V EP). Pentru un con C, cu
interiorul vid, sunt definite conceptele de con Henig dilatator si familie de conuri Henig dilatatoare,
precum si noi solutii proprii eficiente. In acest fel, este depasita problema ca interiorul conului
C este vid. Astfel, sunt prezentate rezultate de existenta pentru solutii K-Henig slab eficiente,
K-Henig eficiente, Henig slab eficiente, Henig eficiente, supereficiente si global eficiente. Se arata
(a se vedea Teorema 3.3.18) ca un gir generalizat de solutii K;-Henig slab eficiente ale problemei
(VEP), unde (K;);cs este un sir generalizat de conuri Henig dilatatoare pentru C, admite un subsir
generalizat convergent catre o solutie a problemei (VEP).

Capitolul 4 este dedicat urmatoarei generalizari a problemei scalare de echilibru, cand functia
scalara este inlocuita de o multifunctie:

(WWMP) gasiti a € A astfel incat p(a,b) ¢ —int C pentru orice b € B,

unde ¢ : A x B — 27 este o multifunctie. In Sectiunea 4.1 sunt stabilite conditii suficiente
pentru existenta solutiilor problemei (WW M EP), folosind teorema lui Eidelheit in spatii infinit
dimensionale. De asemenea, este definita o noua notiune de convexitate pentru multifunctii de
doua variabile. Deoarce multifunctiile de decalaj ne ajuta sa analizam daca un punct este o solutie
pentru (WWMEP), in Sectiunea 4.2 sunt construite o multifunctie de decalaj gi o functie de
decalaj. Pentru functia de decalaj este folosita teoria dualitatii lui Fenchel.

Ultimele doua capitole cuprind aplicatii ale problemelor de echilibru studiate in capitolele
anterioare. Cu ajutorul problemei scalare de echilibru, in Sectiunea 5.1 este obtinut un rezultat
de existenta pentru o problema slaba de optimizare vectoriala (WV M P). Printr-un exemplu se
arata ca ipoteza de semicontinuitate din acest rezultat nu poate fi slabita. Sectiunile 5.2 si 5.3 se
ocupa de puncte sa slabe si de puncte sa tari ale bifunctiilor vectoriale. Orice punct sa tare al unei
bifunctii vectoriale este un punct sa slab al bifunctiei vectoriale, dar reciproca nu are are loc, cum
arata Exemplul 5.3.2. Pentru o mai buna vedere de ansamblu asupra relatiei dintre problemele
vectoriale de echilibru si problemele de punct sa ale bifunctiilor vectoriale, sunt date doua exemple
care arata ca nu orice punct sa al unei bifunctii vectoriale este o solutie a problemei de echilibru
corespunzatoare. Utilizand tehnici de scalarizare si perturbare, sunt obtinute rezultate de existenta
pentru puncte sa ale bifunctiilor vectoriale (a se vedea Teorema 5.2.4 gi Teorema 5.3.5).

In Capitolul 6, sunt obtinute rezultate de existenta pentru diferite tipuri de inegalitati variationle
vectoriale si inegalitati variationale multivoce de tip Minty si Stampacchia. Rezultatele sunt date
in ipoteze de convexitate, v-hemicontinuitate, monotonie si pseudomonotonie. Unele rezultate de
existenta sunt noi. Unul dintre ele (si anume Teorema 6.2.7) generalizeaza un rezultat stabilit de
Y. P. Fang si N. J. Huang [51]. Aceasata generalizare consta in folosirea unei conditii de coerciv-
itate in locul ipotezei de compactitate. Sectiunile 6.2 si 6.3 dau rapunsuri la problema deschisa
propusa de G.-Y. Chen si S. H. Hou [42] cu privire la rezultatele de existenta pentru inegalitatile
variationale vectoriale tari.

Contributiile originale ale autoarei sunt urmatoarele:

Capitolul 2: Teorema 2.1.1, Definitia 2.1.2, Propozitia 2.1.3, Corolarul 2.1.4, Corolarul 2.1.6,
Teorema 2.2.3, Definitia 2.2.5, Teorema 2.2.6, Corolarul 2.2.7.

Capitolul 3: Teorema 3.1.1, Definitia 3.1.3, Propozitia 3.1.4, Propozitia 3.1.5, Corolarul 3.1.6,
Corolarul 3.1.7, Teorema 3.1.9, Corolarul 3.1.10, Propozitia 3.2.3, Teorema 3.2.4, Corolarul 3.2.5,
Observatia 3.2.6, Corolarul 3.2.9, Corolarul 3.2.10, Definitia 3.3.7, Teorema 3.3.11, Corolarul 3.3.12,
Definitia 3.3.14, Teorema 3.3.15, Teorema 3.3.16, Teorema 3.3.18, Exemplul 3.3.20, Teorema 3.3.24,
Corolarul 3.3.25, Teorema 3.3.26, Teorema 3.3.27, Corolarul 3.3.28.



Capitolul 4: Teorema 4.1.1, Definitia 4.1.2, Teorema 4.1.3, Teorema 4.2.2, Corolarul 4.2.4,
Corolarul 4.2.5, Propozitia 4.2.6, Teorema 4.2.8.

Capitolul 5: Propozitia 5.1.1, Exemplul 5.1.2, Propozitia 5.1.3, Exemplul 5.1.5, Propozitia
5.1.6, Exemplul 5.2.3, Teorema 5.2.4, Exemplul 5.3.2, Exemplul 5.3.4, Teorema 5.3.5.

Capitolul 6: Teorema 6.1.1, Corolarul 6.1.2, Teorema 6.1.5, Exemplul 6.2.2, Propozitia 6.2.4,
Teorema 6.2.5, Exemplul 6.2.6, Teorema 6.2.7, Teorema 6.3.4, Corolarul 6.3.5, Corolarul 6.3.6,
Corolarul 6.3.7, Propozitia 6.3.8, Teorema 6.3.9, Teorema 6.3.10, Teorema 6.4.1, Teorema 6.4.3.

Aceste rezultate sunt partial incluse in urmatoarele lucrari:G. Bigi, A. Capata si G. Kassay [18],
R. I. Bot si A. E. Capata [27], A. Capata [34], [35], [36], [37], A. Capata si G. Kassay [38], si A.
Capata, G. Kassay si B. Mosoni [39].
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Capitolul 1

Notiuni si rezultate preliminare

Acest Capitol contine notiunile matematice de care avem nevoie in prezenta teza de doctorat.

1.1 Multimi convexe si conuri convexe

Sectiunea 1.1 cuprinde notiuni referitoare la conuri, teoreme de separare a multimilor convexe, si
diferite generalizari ale semicontinuitatii superioare a unei functii reale. Dintre acestea amintim:
baza unui con, teorema de separare a lui Eidelheit, teorema de separare a lui Tukey, lema lui Ky
Fan, semicontinuitatea superioara a unei functii vectoriale si semicontinuitatea superioara a unei
multifunctii.

1.2 Functii ce satisfac anumite conditii de convexitate slabita

Sectiunea 1.2 se axeaza pe definitia diferitelor notiuni de convexitate slabita ale functiilor vectoriale
si ale multifunctiilor, precum si pe caracterizarile acestora.

1.3 Teoria dualitatii lui Fenchel

In partea finala a acestui capitol, sunt reamintite cateva notiuni specifice teoriei dualitatii lui
Fenchel. Astfel, Sectiunea 1.3 contine notiunea de conjugata Fenchel-Moreau i de produs de
convolutie infimal al functiilor. In plus, este amintita o teorema recenta, cu privire la existenta
dualitatii tari dintre o problema si duala sa.



Capitolul 2

Rezultate de existenta pentru problema
vectoriala slaba de echilibru

Fie A o submultime nevida a unui spatiu topologic F, fie B o multime nevida, fie Z un spatiu liniar
topologic real si fie C' C Z un con convex solid. Fiind data o bifunctie vectoriala ¢ : A x B — Z,
studiem aga-numita problema vectoriala slaba de echilibru:

(WVEP) gasiti a € A astfel incat ¢(a,b) ¢ —int C' pentru orice b € B.

2.1 Rezultate de existenta stabilite folosind teorema lui Eidelheit

Primul rezultat din aceasta sectiune prezinta conditii suficiente pentru existenta solutiilor proble-
mei (WV EP). Pentru a demonstra rezultatul se foloseste teorema de separare a lui Eidelheit.

Teorema 2.1.1 (A. Capata si G. Kassay [38]) Fie A o mulfime compacta si fie indeplinite
urmatoarele conditii de bifunctia p: A X B — Z:

(i) pentru fiecare b € B, functia ¢(-,b) : A — Z este C-semicontinud superior pe A;
(ii) oricare ar fi ay,...,am € A, oricare ar fi Ay, ..., Ay >0 cu Xy + -+ N\, = 1, $i oricare ar

fiby,...,b, € B, exista ¢* € C*\ {0} astfel incat

min Aic” (gp(ai, bj)) < ilelg 1I§lei£n c* (90(6% bj))J

(iii) oricare ar fi by,...,b, € B si oricare ar fi ci,...,c: € C* nu toate nule, are loc
n

sup Z i (p(a, b)) > 0.

a€A j=1

Atunci problema (WV EP) admite o solutie.

Ipoteza (ii) a Teoremei 2.1.1 este un fel de concavitate generalizata a bifunctiei ¢ in prima
variabila in raport cu conul C.

Definitia 2.1.2 (A. Capata si G. Kassay [38]) Spunem ca o bifunctie ¢ : A x B — Z este:



(i) asemanator C-subconcava in prima variabila daca, oricare ar fi ¢ € intC, oricare ar fi
aj,as € A gioricare ar fi A € [0, 1], exista a € A astfel incat

o(a,b) >c Ap(ag,b) + (1 — N)¢(ag, b) — ¢ pentru orice b € B;

(ii) asemanator C-subconvexa in a doua variabila daca, oricare ar fi ¢ € intC, oricare ar fi
bi,by € B si oricare ar fi A € [0, 1], exista b € B astfel incat

ola,b) <c Ap(a,by) + (1 — N)p(a, by) + ¢ pentru orice a € A;
(ili) asemanator C-subconcava — subconvexa daca ea este asemanator C-subconcava in prima
variabila gi asemanator C-subconvexa in a doua variabila.

Cand Z := R i C' := R, folosim termenii de bifunctie asemanator subconcava, asemanator
subconvexa si asemanator subconcava — subconvexa in loc de bifunctie asemanator R -subconcava,
asemanator R, -subconvexa si asemanator R, -subconcava — subconvexa, respectiv.

Propozitia 2.1.3 (A. Capata si G. Kassay [38]) O bifunctie ¢ : A x B — Z este asemanator
C-subconcava in prima variabila daca si numai daca, oricare ar fi ¢ € int C, oricare ar fi elementele
a1, .. Qm € A st oricare ar fi Ay, ..., A >0 cu Ny + -+ N\, = 1, exista a € A astfel incat

e(a,b) >¢ Z Xig(a;, b) — ¢ pentru orice b € B.
i=1
Folosind Propozitia 2.1.3 si Teorema 2.1.1, se stabilegte urmatorul rezultat.

Corolarul 2.1.4 (A. Capata si G. Kassay [38]) Fie A o multime compacta si fie indeplinite
urmatoarele conditii de bifunctia p: A X B — Z:

(i) ¢ este C-semicontinud superior pe A si asemandator C-subconcava in prima variabild;

(ii) oricare ar fi by,...,b, € B oricare ar fici, ..., c: € C* nu toate nule, are loc

n

sup Z i (p(a, b)) > 0.

a€A =1

Atunci problema (WV EP) admite o solutie.

In cele ce urmeazi lucrdm in cazul scalar. Fie Z := R si C = R, . Atunci, problema vectoriala
slaba de echilibru (WV EP) devine problema scalara de echilibru:

(EP) gasiti a € A astfel incat ¢(a,b) > 0 pentru orice b € B.

Teorema 2.1.1 ne permite reobtinerea unui rezultat stabilit de G. Kassay si J. Kolumbéan [82]
cu privire la existenta solutiilor problemei (EP).

Corolarul 2.1.5 (G. Kassay si J. Kolumbén [82]) Fie A o multime compacta si fie indeplinite
urmatoarele conditii de bifunctia p : A X B — R:

(i) pentru fiecare b € B, functia ¢(-,b) : A — R este semicontinud superior pe A;
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(i) oricare ar fi ay,...,a, € A, oricare ar fi \y,..., Ay >0 cu Ay + -+ N\, = 1, si oricare ar
fiby,....b, € B, are loc

m

min No(a;. b:) <sup min ©(a.b;);
12555 2 1 190( is J) > aeglgjgnsp( ) ])’
1=

(iii) oricare ar fi by,..., b, € B si oricare ar fi pig, ..., pn >0 cu pg + -+ p, = 1, are loc

n

sup Y p;p(a,b;) > 0.

a€A =1

Atunci problema (EP) admite o solutie.

Ipoteza (iii) a Corolarului 2.1.5 este satisfacuta daca bifunctia ¢ este asemanator subconvexa

in a doua variabila si o conditie suplimentara este satisficuta, anume sup ¢(a,b) > 0 oricare ar fi
acA
b € B. Luand B = A, atunci aceasta ipoteza suplimentara poate fi inlocuita cu o conditie mai

tare, anume cu conditia ¢(a,a) = 0 pentru orice a € A.

Corolarul 2.1.6 (A. Capata si G. Kassay [38]) Fie A o multime compacta si fie indeplinite
urmatoarele conditii de bifunctia p : A X B — R:

(i) pentru fiecare b € B, functia ¢(-,b) : A — R este semicontinud superior A;
(ii) ¢ este asemandtor subconcavd — subconvexd,

(iii) supp(a,b) > 0 oricare ar fb € B.
acA

Atunci problema (EP) admite o solutie.

2.2 Rezultate de existenta pentru problema generalizata de echilibru
cu functii compuse

Fie F i Y spatii liniare topologice reale, ultimul fiind partial ordonat de un con convex inchis K,
fie A o submultime nevida a lui F, fieh: A — Y si g : Y — R functii date. Consideram Z := R,
C:=R,, B:= A si bifunctie p : A x A — R ce satisface proprietatea

¢(a,a) = 0 pentru orice a € A.
In aceasti sectiune studiem urmatoarea problema generalizata de echilibru cu functii compuse:
(GEPC) gsiti @ € A astfel incat ¢(a,b) + go h(b) > go h(a) pentru orice b€ A.

Definitia 2.2.1 (D. T. Luc [95]) Spunem ca functia g : Y — R este K-crescatoare daca, oricare
ar fi y1, 2 € Y astfel incat y1 <k yo, are loc g(y1) < g(y2).

Propozitia 2.2.2 (D. T. Luc [95]) Fie functia h : E — Y K-semicontinud inferior in o € E, iar
functia g 1 Y — R K-crescatoare i semicontinud inferior in h(xzg). Atunci goh este semicontinud
inferior in xgq.



Teorema 2.2.3 (R. I. Bot si A. E. Capata [27]) Fie A o multime compacta si fie indeplinite
urmatoarele conditii:

(i) pentru fiecare b € A, functia o(-,b) este semicontinud superior pe A;

)
(ii) h este K-semicontinud inferior pe A;
(iii) g este semicontinud inferior pe Y;

)

(iv) bifunctia

V(a,b) € Ax A ¢(a,b) —g(h(a)) € R
este asemanator subconcava in prima variabila;
(v) bifunctia
V(a,b) € Ax A p(a,b) +g(h(b)) € R

este asemandtor subconvexda in a doua variabila.
Atunci problema (GEPC') admite o solutie.

Observatia 2.2.4 Este usor de verificat ca ipotezele (iv) si (v) din Teorema 2.2.3 sunt consecinte
ale conditiilor:
(vi) bifunctia
V(a,b) € Ax A (¢(a,b),—g(h(a))) € R?

este aseméandtor R? -subconcava in prima variabild si, respectiv,
(vii) bifunctia
V(a,b) € Ax A (p(a,b),g(h(b))) € R?

este asemanator Ri—subconvexé in a doua variabila. O]

In cazul cand functia g : Y — R este convexa si K-crescatoare, putem da folosind observatia
de mai sus, conditii suficiente pentru ipotezele (vi) si (vii) implicand numai functia vectoriala h.
In partea finald a acestei sectiuni introducem doua notiuni de convexitate generalizata care sunt
definite analog cu cele introduse in Definitia 2.1.2.

Definitia 2.2.5 (R. I. Bot si A. E. Capata [27]) Spunem ca:

(i) bifunctia
V(a,b) € Ax A (p(a,b),—h(a)) ER XY

este asemanator subconcava — K-concava in prima variabila daca, oricare ar fi € > 0, oricare
ar i A € [0, 1] si oricare ar fi aj,as € A, exista a € A astfel incat

(p(a,b), =h(a)) Zr xx A(@(ar,b), =h(ar))+
+(1 — M) (¢(ag,b), —h(az)) — (&,0) pentru orice b € A;

(ii) bifunctia
V(a,b) € Ax A (p(a,b),h(b) eER XY



este asemanator subconvexa — K-convexa in a doua variabila daca, oricare ar fi ¢ > 0, oricare
ar fi A € [0,1] si oricare ar fi by, by € A, exista b € A astfel incat

(so(aa b)7 h(b)) §R+ x K /\(QO((I, bl)? h(bl))+
+(1 = N)(p(a,b2), h(be)) + (¢,0) pentru orice a € A.
Acum se poate formula un al doilea rezultat de existenta al solutiilor problemei (GEPC).

Teorema 2.2.6 (R. I. Bot si A. E. Capata [27]) Fie A o multime compacta si fie indeplinite
urmatoarele conditii:

(i) pentru fiecare b € A, functia (-, b) este semicontinud superior pe A;

(iii

(ii) h este C-semicontinud inferior pe A;
) g este convexa, semicontinud inferior pe Y si K-crescatoare;

(iv) bifunctia
V(a,b) € Ax A (p(a,b),—h(a)) ER XY

este asemanator subconcava — K -concava in prima variabila;

(v) bifunctia
V(a,b) € Ax A (p(a,b),h(b) ERXY

este asemandtor subconvexa — K-convexd in a doua variabild.
Atunci problema (GEPC') admite o solutie.

Urmatorul corolar este dat impunand ipoteze clasice asupra multimilor si functiilor ce intervin
in formularea problemei (GEPC).

Corolarul 2.2.7 (R. I. Bot si A. E. Capata [27]) Fie A o mulfime converd compacta si fie
indeplinite urmatoarele condifii:

(i) pentru fiecare b € A, functia p(-,b) este semicontinud superior pe A;
(ii) h este K-converda gi K-semicontinud inferior pe A;
(i) g este convexd, semicontinua inferior pe Y gi K-crescatoare;
(iv) bifunctia ¢ este concav — convexd.

Atunci problema (GEPC') admite o solutie.
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Capitolul 3

Rezultate de existenta pentru problema
vectoriala tare de echilibru

Fie A o submultime nevida a unui spatiu topologic E, fie B o multime nevida, fie C' un con convex
punctat netrivial al unui spatiu liniar topologic real Z si fie ¢ : A x B — Z o bifunctie. In Q. H.
Ansari, W. Oettli 5i D. Schldger [6] a fost extinsa problema scalara de echilibru (EP) (a se vedea
Sectiunea 2.1) pentru bifunctii vectoriale in modul urmator:

(VEP) gasiti a € A astfel incat p(a,b) ¢ —C'\ {0} pentru orice b € B.

In cadrul acestui capitol lucram cu (V EP), care este numita problema vectoriala tare de echilibru.

3.1 Rezultate de existenta stabilite folosind teorema lui Eidelheit

In aceastd sectiune, conul C' este presupus a fi solid. Urmatorul rezultat este despre existenta
solutiilor problemei vectoriale tari de echilibru (V EP).

Teorema 3.1.1 (G. Bigi, A. Capata si G. Kassay [18]) Fie urmioarele conditii indeplinite de
bifunctia p : A X B — Z:

(i) daca familia (Uy)pep acopera multimea A, atunci ea contine o subacoperire finita, unde

Uy :={a € Alp(a,b) € =C\{0}};

(i) oricare ar fi ay,...,anm € A, oricare ar fi Ay, ..., Ay >0 cu Ay + -+ + N\, = 1, oricare ar fi
bi,...,by € B, existd ¢t € C* astfel incat

m
i > hie(p(aby)) < sup min ¢ (p(a,b;)):
1=
(iii) oricare ar fiby,...,b, € B, si oricare ar fi ci,...,c, € C* nu toate nule, are loc

n

sup Z ¢t (p(a,b;)) > 0.

a€A =1
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Atunci problema (VEP) admite o solutie.

Urmatoarea generalizare a semicontinuitatii superioare a functiilor reale a fost data de W. W.
Breckner si G. Orbén [31].

Definitia 3.1.2 (W. W. Breckner si G. Orban [31]) Fie C' un con convex. Spunem ca functia
vectoriala f : A — Z este semicontinua superior in punctul ay € A daca, pentru orice ¢ € C'\ {0},
exista o vecinatate U a lui ag astfel incat

f(a) € f(ag) + ¢ — C oricare ar fi a € U N A.

In ipoteza unui con convex punctat, semicontinuitatea superioara introdusa in Definitia 3.1.2
este echivalentd cu urmatoarea, introdusa de G. Bigi, A. Capata si G. Kassay [18].

Definitia 3.1.3 (G. Bigi, A. Capata si G. Kassay [18]) Spunem ca functia vectoriala f : A — Z
este:

(i) propriu C-semicontinua superior in punctul ag € A daca, pentru orice ¢ € C'\ {0}, exista o
vecinatate U a lui ag astfel incat

f(a) € f(apg) + ¢ —C\ {0} oricare ar fi a € U N A4;
(ii) propriu C-semicontinua superior pe A daca, ea este propriu C-semicontinua superior in orice
punct ag € A;

(iii) propriu C-semicontinua inferior in punctul ag € A (respectiv propriu C-semicontinua inferior
pe A) daca —f este propriu C-semicontinua superior in punctul ap € A (respectiv propriu
C-semicontinua superior pe A).

Orice functie f : A — Z propriu C-semicontinua superior este C-semicontinua superior, dar
reciproca nu are are loc. Intr-adevar, daca A := Z gi C' C Z este un con cu proprietatea ca multimea
C'\ {0} nu este deschisa, atunci functia identitate nu este propriu C-semicontinua superior.

Propozitia 3.1.4 (G. Bigi, A. Capata si G. Kassay [18]) Pentru o functie f : A — Z, urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) f este propriu C-semicontinud superior pe A.

(i) Oricare ar fi z € Z, mulfimea f~'(z — C\{0}) este deschisd in raport cu topologia indusd pe
A.

Propozitia 3.1.5 (G. Bigi, A. Capata si G. Kassay [18]) Fie A o multime compacta i, oricare
ar fib € B, fie functia ¢(-,b) : A — Z propriu C-semicontinud superior pe A. Atunci conditia (i)
din Teorema 3.1.1 este indeplinita.

Din Propozitia 3.1.5 si Definitia 2.1.2 (i), obtinem urmatorul corolar al Teoremei 3.1.1.

Corolarul 3.1.6 (G. Bigi, A. Capata si G. Kassay [18]) Fie C astfel incat C* # () si fie indeplinite
urmatoarele conditii de bifunctia p: A X B — Z:

(i) pentru fiecare b € B, ¢(-,b) : A — Z este propriu C-semicontinud superior pe A;
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(ii) ¢ este asemanator C-subconcavd in prima variabila;

(iii) oricare ar fi by,... b, € B, $i oricare ar fi ci, ..., c; € C* nu toate nule, inegalitatea
sup >0
aeA Z
are loc.

Atunci problema (VEP) admite o solutie.

In cazul particular cand Z := R gi C' := R, Corolarul 3.1.6 ne ofera urmatorul rezultat pentru
problema scalara de echilibru (£P), introdusa in Sectiunea 2.1.

Corolarul 3.1.7 (G. Bigi, A. Capata si G. Kassay [18]) Fie A o multime compacta gi fie indeplinite
urmatoarele conditii de bifunctia p : A X B — R:

(i) pentru fiecare b € B, ¢(-,b) : A — R este semicontinud superior pe A;
(ii) ¢ este asemanator subconcava in prima variabild;
(iii) oricare ar fiby,...,b, € B si oricare ar fi g, ..., pn >0 g + -+ + p, = 1, are loc

supZWab)

aEA

Atunci problema (EP) admite o solutie.

Teorema 3.1.8 (C. L. de Vito [112]) Fie E un spatiu normat si fie A o submultime slab campacta
alui . Atunci orice sir de puncte din A admite un subsir ce converge slab catre un punct din A.

Urmatoarea teorema rezulta din Corolarul 3.1.7.

Teorema 3.1.9 (G. Bigi, A. Capata si G. Kassay [18]) Fie E un spatiu normat, fie A o mulfime
slab compactd si fie ¢ € C*. Presupunem cd bifunctia ¢ : A x B — Z indeplineste urmdtoarele
conditi:

(i) pentru fiecare b € B, functia a € A c*(p(a,b)) € R este slab semicontinud superior pe A;
(ii) ¢ este asemandator C-subconcava— subconverd;
(iii) oricare ar fib € B, are loc

sup ¢*(¢(a,b)) > 0.

acA
Atunci problema (V EP) admite o solutie.

Teorema 3.1.9 permite generalizarea Teoremei 3.2 stabilite de X. H. Gong [58], in care asemanator
convexitatea este inlocuita de asemanator subconvexitatea.

Corolarul 3.1.10 Fie E un spatiu normat, fie A o multime slab compactd si fie ¢ € C*. Fie
urmatoarele conditii indeplinite de bifunctia ¢ : A X B — Z:
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(i) pentru fiecare b € B, functia a € A c*(p(a,b)) € R este slab semicontinuda superior pe A;
(ii) ¢ este asemandator C-subconcava — subconvezd,

(iii) ¢(a,a) € C oricare ar fia € A

Atunci problema (VEP) admite o solutie.

Observam ca Teorema 3.1.9 extinde Teorema 3.2 a lui X. H. Gong [58] in doua moduri: pe
de o parte, in Teorema 3.1.9 doua multimi diferite A si B sunt considerate, iar pe de alta parte,
conditia de echilibru ¢(a,a) € C este inlocuita cu o ipoteza mai slaba ce implica un supremum
dupa multimea A.

3.2 Rezultate de existenta stabilite folosind lema lui Ky Fan

Aceasta sectiune este dedicata studiului unui caz particular al problemei (V EP) folosind o pro-
blema duala generalizata. De-a lungul acestei sectiuni, E este un spatiu liniar topologic Hausdorff
real, A C E o submultime nevida convexa, B = A, si C' un con convex punctat al unui spatiu
liniar topologic real Z. Astfel problema (V' E'P) devine problema:

(PVEP) gasiti a € A astfel incat p(a,b) ¢ —C'\ {0} pentru orice b € A.

Cu ajutorul unui operator, atagam problemei (PV EP) o problema duala. Fie D un operator
definit pe F(A,Z) :={¢ | v : Ax A — Z} cu valori in F(A, Z), numit operator de dualitate.
De fapt, D este un set de reguli fixe aplicate problemei (PV EP). Cu ajutorul lui D introducem
urmatoarea duala generalizata a problemer vectoriale tari de echilibru:

(DVEP) gasiti a € A astfel incat D(p)(a,b) ¢ —C'\ {0} pentru orice b € A.

Urmatoarea propozitie arata ca duala generalizata a acestei probleme devine problema initiala.

Propozitia 3.2.1 Daca D o D(p) = ¢, atunci duala generalizata a problemei (DV EP) este
problema (PVEP).

Fie G: A x A — Z definita prin
G(a,b) := —D(p)(b,a), oricare ar fi a,b € A.
In acest cadru, problema (DV EP) poate fi scrisa ca:
(GVEP) gasiti a € A astfel incat G(b,a) ¢ C \ {0} pentru orice b € A.

Urmatoarele notiuni sunt generalizari ale g-monotoniei si, respectiv, maximal g-monotoniei,
introduse de W. Oettli [99] pentru cazul scalar.

Definitia 3.2.2 Spunem ca bifunctia ¢ : A x A — Z este:

(i) G-pseudomonotona daca, oricare ar fi a,b € A,

o(a,b) ¢ —C'\ {0} implica G(b,a) ¢ C \ {0};
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(ii) maximal G-pseudomonotond daca ea este G-pseudomonotona si, oricare ar fi a,b € A,
urmatoarea implicatie are loc:

G(z,a) ¢ C\ {0} oricare ar fi = €]a, b] implica (a,b) ¢ —C\ {0}.
Propozitia 3.2.3 (A. Capata [35]) Daca ¢ : Ax A — Z este mazimal G-pseudomonotond, atunci

multimea solutiilor problemelor (PV EP) si (GV EP) coincid.

Folosind formularea duala (GV EP) a problemei (PV EP), obtinem urmatoarele rezultate de
existenta pentru solutiile problemei (PV EP).

Teorema 3.2.4 (A. Capata [35]) Fie p : AXA— Z siG: Ax A— Z astfel incat urmatoarele
conditii sa fie indeplinite:

(i
(ii

) ¢(a,a) € C pentru orice a € A;
)

(iii) pentru fiecare b € A, mulfimea S(b) :=={a € A| G(b,a) ¢ C'\ {0}} este inchisd;
)
)

¥
@ este mazimal G-pseudomonotona;
(iv) pentru fiecare a € A, multimea W(a) :={b€ A| p(a,b) € =C\ {0}} este convexd,
(v) ezista o multime nevida, compacta gi convexa D C A precum gi un element b e D astfel
incat 3
o(x,b) € —=C\ {0} oricare ar fiz € A\ D.
Atunci problema (PV EP) admite o solutie.

Corolarul 3.2.5 (A. Capata [35]) Fie o : Ax A— Z si G: Ax A— Z astfel incat urmatoarele
conditii sa fie indeplinite:

(i) v(a,a) € C pentru orice a € A;
(ii) ¢ este maximal G-pseudomonotond;

)
)
(iii) pentru fiecare b € A, mulfimea S(b) :=={a € A| G(b,a) ¢ C\ {0}} este inchisd;
(iv) pentru fiecare a € A, functia ¢(a,-) : A — Z este C-cvasiconverd;

)

(v) exista o multime nevida, compacta gi convera D C A precum si un element beD astfel
incat

o(z,0) € —C\ {0} oricare ar fiz € A\ D.
Atunci problema (PV EP) admite o solutie.

Observatia 3.2.6 (A. Capata [35]) Ipoteza (iv) din Teorema 3.2.4 nu implica conditia (iv) a

~

Corolarului 3.2.5. Intr-adevar, fie £ = Z, fie C' C Z un con convex punctat astfel incat relatia de
ordine definita de el nu sa nu fie totala, si fie ¢ : A x A — Z definita prin

¢(a,b) := b pentru orice (a,b) € A x A.
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Pentru a verifica ipoteza (iv) a Teoremei 3.2.4, fixam a € A si luam by,by € W(a). Astfel
b1, by € —C'\ {0}. Deoarece —C'\ {0} este convexa, avem

Abp + (1 = AN)by € —C'\ {0}, oricare ar fi A € [0, 1].

Astfel, W (a) este o multime convexa.
Fie by,by € A i fie A € [0,1]. Presupunem ca ¢(a,-) : A — Z este C-cvasiconvexa. Astfel,
obtinem ca
by € by + C sau by € by + C.

Intrucat by si by au fost arbitrar alese si relatia de ordine indusa de C' pe A nu este totala, avem
ca functia ¢(a, ) nu este C-cvasiconvexa. O

In cele ce urmeaza vom considera doua cazuri particulare ale operatorului D. La inceput,

definim D : F(A,Z) — F(A, Z) prin

(3.1) D(¢)(a,b) :== —1(b,a), oricare ar fi a,b € A.

Astfel, duala generalizata a problemei vectoriale tari de echilibru devine:

(DVEPI) gasiti a € A astfel incat ¢(b,a) ¢ C'\ {0} pentru orice b € A.

Vom prezenta un rezultat de existenta al problemei (PV EP) in ipoteze de pseudomonotonie.
Luand in considerare ca functia G : A x A — Z, asociata operatorului D : F(A,Z) — F(A,Z)
definit prin (3.1), coincide cu ¢, Definitia 3.2.2 ne da urmatoarea definitie:

Definitia 3.2.7 Spunem ca bifunctia ¢ : A X A — Z este:

(i) pseudomonotona daca, oricare ar fi a,b € A,
¢(a,b) ¢ —C'\ {0} implica (b, a) & C'\ {0};

(ii) maximal pseudomonotona daca ea este pseudomonotona si, oricare ar fi a,b € A, urméatoarea
implicatie are loc:

o(z,a) ¢ C\ {0} oricare ar fi = €]a, b] implica ¢(a,b) ¢ —C'\ {0}.

Propozitia 3.2.8 Daca ¢ : Ax A — Z este mazimal pseudomonotond, atunci mulfimea solutiilor
problemelor (PV EP) si (DVEP1) coincid.

Folosind o ipoteza de pseudomonotonie, Teorema 3.2.4 implica urmatorul rezultat de existenta
pentru solutiile problemei (PV EP).

Corolarul 3.2.9 (A. Capata [35]) Fie bifunctia ¢ : A x A — Z astfel incat urmdatoarele conditii
sa fie indeplinite:

(i) ¢(a,a) € C pentru orice a € A;
(ii) ¢ este mazximal pseudomonotond,

(iii) pentru fiecare b € A, multimea S(b) :={a € A| p(b,a) ¢ C\ {0}} este inchisd;
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(iv) pentru fiecare a € A, multimea W (a) := {b € A| p(a,b) € —C\ {0}} este conveza;
(v) exista o multime nevida, compacta si convexa D C A precum si un element beD astfel
incat 3
o(x,b) € —=C'\ {0} oricare ar fiz € A\ D.
Atunci problema (PV EP) admite o solutie

Definind D : F(A,Z) — F(A,Z) prin D(¢)) := 1, obtinem un rezultat pentru problema
(PV EP) fara ipoteze de pseudomonotonie. Este ugor de verificat ca ipoteza ca ¢ sa fie maximal
G-pseudomonotona este indeplinita. In acest caz, duala generalizata a problemei (PV EP) este
chiar problema (PV EP):

(DVEP2) gasiti a € A astfel incat p(a,b) ¢ —C'\ {0} pentru orice b € A.

Corolarul 3.2.10 (A. Capata [35]) Fie bifunctia ¢ : A x A — Z astfel incat urmatoarele conditii
sa fie indeplinite:
(i) ¢(a,a) € C pentru orice a € A;
(ii) pentru fiecare b € A, mulfimea S(b) :=={a € A| ¢(a,b) ¢ —C \ {0}} este inchisa;
(ili) pentru fiecare a € A, multimea W(a) :={be A | ¢(a,b) € —C \ {0}} este conveza;
)

(iv) ezista o multime nevida, compacta si convexa D C A precum gi un element beD astfel
incat )
o(x,b) € —C\ {0} oricare ar fiz € A\ D.
Atunci problema (PV EP) admite o solutie.

Din Teorema 3.2.4 si Corolarul 3.2.10 reobtinem Lema 1 gi Teorema 2 stabilite de W. Oettli [99],
care sunt rezultate de existenta pentru o problema scalara de echilibru. In cele ce urmeaza admitem
ca Z:=Rgi C:=R,.

Corolarul 3.2.11 Fie bifunctiile p : A X A — R ¢i G : A x A — R astfel incat urmatoarele
conditii sa fie indeplinite:

(i) ¢(a,a) >0 pentru orice a € A;
(ii) ¢ este maximal G-pseudomonotond;

)

)
(iii) pentru fiecare b € A, multimea S(b) :={a € A| G(b,a) < 0} este inchisd;
(iv) pentru fiecare a € A, multimea W (a) := {b € A | ¢(a,b) < 0} este convexd;
)

(v) exista o multime nevida, compacta si convera D C A precum si un element beD astfel
incat

o(x,b) <0 oricare ar fix € A\ D.
Atunci problema (EP) considerata in Sectiunea 2.1 cu B = A admite o solutie.

Corolarul 3.2.12 Fie bifunctia ¢ : A x A — R astfel incat urmatoarele conditii sa fie indeplinite:
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(i) ¢(a,a) >0 pentru orice a € A;

pentru fiecarea a € A, mulfimea W(a) :={b € A | ¢(a,b) <0} este convexd;

)
(ii) pentru fiecare b € A, mulfimea S(b) :={a € A | ¢(a,b) > 0} este inchsd;
(iii)

)

(iv) exista o mulfime nevidd, compacta si convexa D C A precum si un element beD astfel
incat .
o(z,b) € —=C \ {0} oricare ar fiz € A\ D.

Atunci problema (EP) considerata in Sectiunea 2.1 cu B = A admite o solutie.

Corolarul 3.2.12 reprezinta o generalizare a unui rezultat stabilit de by Ky Fan [49] si reobtinut
de L. J. Lin, Z. T. Yu si G. Kassay [94].

Corolarul 3.2.13 (K. Fan [49]) Fie A o mulfime compacta, si fie urmatoarele conditii indeplinite
de p : Ax A—R:

(i) v(a,a) >0 pentru orice a € A;
(i) ¢(-,b) : A — R este semicontinua superior pentru tofi b € A;
(iii) ¢(a,-): A — R este cvasiconvexd pentru toti a € A.

Atunci problema (EP) considerata in Sectiunea 2.1 cu B = A admite o solutie.

3.3 Rezultate de existentd pentru solutii proprii ale problemelor
vectoriale tari de echilibru

In ipoteza unui con convex C' cu interior nevid, au fost prezentate in Sectiunea 2.1 si Sectiunea
3.1 rezultate de existenta pentru problemele vectoriale de echilibru (WV EP) si (VEP). Dar,
exista importante spatii liniar topologice ce admit conuri cu interioarele vide. De exemplu, luand
Z = LP(T, p), unde (7', p) este un spatiu de masura o-finita si p € [1, +o00[, conul

C:={uelP(T,n) | u(t) >0ap.in[0,7]}

are interiorul vid.

In cele ce urmeazi vom prezenta rezultate de existenta pentru solutiile proprii ale problemei
vectoriale tari de echilibru (VEP).

Fie Z un spatiu liniar topologic real, si fie C' C Z un con netrivial convex si punctat.

Definitia 3.3.1 Spunem ca o submultime K C Z este un con Henig dilatator pentru C' daca
indeplineste urmatoarele conditii:

(i) K este un con convex punctat;
(i) C'\ {0} C int K.

Observatia 3.3.2 Daci K C Z este un con Henig dilatator pentru C, atunci K* \ {0} C C*.
Intr-adevir fie ¢* € K*\ {0}. Deoarece ¢*(c) > 0 oricare ar fi ¢ € K gi int K # (), rezulti (a
se vedea, de exemplu, W. W. Breckner [30, pp. 352-353, Lema 6.3.1]) ca c¢*(¢) > 0 oricare ar fi
c € int K. Din incluziunea of C'\ {0} C int K, concluzionim ci ¢* € C*. O
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Definitia 3.3.3 Spunem ca o familie (K;);c; de submultimi ale lui Z este o familie de conuri
Henig dilatatoare pentru C' daca fiecare K; (i € I) este un con Henig dilatator pentru C'.

Pentru a vedea ca asemenea multimi exista, prezentam doua exemple.

Exemplul 3.3.4 Fie Z un spatiu normat real, si fie C' C Z un con bazat. Astfel, putem alege
o submultime B C C' ce indeplineste urmatoarele conditii: B este nevida si convexa; C' = R B si
0 ¢ clB. Fie

d:=inf{|| b|| b€ B}.

Fie Uy bila unitate inchisa din Z. Pentru fiecare € € ]0, d[ definim
K (B) :=R, (B + ely).

Afirmam ca (K(B))ec]o,q; este o familie de conuri Henig dilatatoare pentru C.
Fixam € €]0,d[. Astfel multimea B + €U este nevida si convexa. Mai mult, avem

|b+ eyl > ||b|| — €lly|| = d — €, oricare ar fi b € B si oricare ar fi y € Uy,

de unde rezulta
inf{||z|| | z€ B+elUp} >d—e>0.

Aceasta inegalitate implica 0 ¢ cl(B + eUy). Astfel, K. (B) este un con bazat, deci este convex si
punctat. In partea finala demonstram ca

C\ {0} Cint K. (B).
Fie z € C'\ {0}. Deci, exista A €0, oo[ astfel incat z € AB. Din aceasta deducem ca
z 4+ XelUy C AN(B+ €Uy) C K (B),
de unde obtinem z € int K (B). Prin urmare, K.(B) este un con Henig dilatator pentru C. O

Exemplul 3.3.5 Fie Z un spatiu local convex real, si fie C' C Z un con bazat. Astfel exista o
multime nevida convexa B C C' ce indeplinegte conditiile C' = R, B si 0 ¢ clB. Din teorema de
separare a lui Tukey deducem ca exista o functionala z* € Z* astfel incat

r:=inf{z*(b) | b€ B} > 0.

Multimea
.
Ve(z") :={z€ Z| |z"(2)] < 5}

este o vecinatete convexa si echilibrata a originii lui Z. Mai de parte, fie
U :={U | U este o vecinatate convexa a originii lui Z cu U C Vp(z")}.

Pentru fiecarea U € U definim

Afirmam ca (Ky(B))yey este o familie de conuri Henig dilatatoare pentru C.
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Fixam U € U. Astfel multimea B 4 U este nevida si convexa. Mai mult, avem
|25 (b+y)| > |2°(b)] — |2 (y)] > r— g, oricare ar fi b € B si oricare ar fi y € Uy,

de unde .
inf{|z*(2)| | zre B+U} > 7> 0.

Aceasta inegalitate implica 0 ¢ cl(B + U). Astfel, Ky(B) este un con bazat, deci este un con
convex gi punctat. Demonstram ca

C\ {0} Cint Ky (B).
Fie z € C'\ {0}. Deci, exista A €0, oo[ astfel incat z € AB. Prin urmare, avem ca
2+ AU CAB+U) C Ky(B),
de unde z € int Ky (B). In concluzie Ky (B) este un con Henig dilatator pentru C. O

Definitia 3.3.6 Fie K C Z un con Henig dilatator pentru C'. Spunem ca un punct a € A este:

(i) solutie K-Henig slab eficientd a lui (VEP) daca

p(a,B) N (—int K) = 0.
(ii) solutie K-Henig eficienta a lui (VEP) daca

p(a, B) N (=K) = {0}.

Urmatoarea definitie generalizeaza solutiile Henig eficiente introduse de X. H. Gong, W. T. Fu
si W. Liu [65].

Definitia 3.3.7 (A. Capata [37]) Fie (K;)ier (unde K; C Z pentru fiecare ¢ € I) o familie de
conuri Henig dilatatoare pentru C'. Spunem ca un punct a € A este:

(i) solutie Henig slab eficienta a lui (V EP) daca exista iy € I astfel incat a este solutie K;,-Henig
slab eficienta a lui (V EP);

(ii) solutie Henig eficienta a lui (V EP) daca exista ig € I astfel incat a este solutie K;,-Henig
eficienta a lui (VEP).

Teorema 3.3.8 Fie A o multime compacta, fie K C Z un con Henig dilatator pentru C' si fie
indeplinite urmatoarele conditii de bifunctia ¢ : A X B — Z:

(i) pentru fiecare b € B, functia p(-,b) : A — Z este K-semicontinud superior pe A;

(ii) oricare ar fi ay,...,am € A, oricare ar fi Ay, ..., Ay >0 cu Xy + -+ N\, = 1, §i oricare ar
fibi,...,b, € B, exista k* € K*\ {0} astfel incat

m

min 2 Aik*(p(az, bj)) < ilelg 1Ignj1£nk (¢(a,b));
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(iii) oricare ar fi by,... b, € B gi oricare ar fi ki,... ki € K* nu toate nule, are loc

Atunci problema (VEP) admite o solutie K-Henig slab eficienta.

Teorema 3.3.9 Fie A o multime compacta, fie K C Z un con Henig dilatataor pentru C si fie
indeplinite urmatoarele conditii de bifunctia ¢ : A X B — Z:

(i) pentru fiecare b € B, functia ¢(-,b) : A — Z este propriu K -semicontinud superior pe A;

(ii) oricare ar fi ay,...,am € A, oricare ar fi Ay, ..., Ay >0 cu Xy + -+ N\, = 1, §i oricare ar
fiby,...,b, € B, exista k* € K* astfel incat

m
1rgnjléln 2 ik (cp(az,b])) < 31615 1I§nj1£nk ((p(a, b])),
1=
(iii) oricare ar fi by,... b, € B gi oricare ar fi ki,... ki € K* nu toate nule, are loc

n

sup Z k5 (e(a, b)) > 0.

a€A
‘]:

Atunci problema (VEP) admite o solutie K-Henig eficienta.

Fie K = (K})ier (unde K; C Z pentru fiecare i € I) o familie de conuri Henig dilatatoare
pentru C'. In cele ce urmeaza vom prezenta rezultate de existenta pentru solutii Henig slab eficiente
ale lui (V EP) utilizand urmatoarea multime:

K& :={c"cFE*|Jicl:ccK\{0}}
In virtutea Observatiei 3.3.2 avem ca K2 C C*.

Propozitia 3.3.10 (X. H. Gong [58], [59]) Daca K este familia (K.(B))eccjoq de conuri Henig
dilatatoare pentru C' construita in Exvemplul 3.3.4 sau familia (Ky(B))veu de conuri Henig dilata-
toare pentru C' construita in Fxemplul 3.3.5, atunci

K® ={c¢" € C* | infc*(B) > 0}.

Teorema 3.3.11 (A. Capata [37]) Fie A o multime compactd, fie K := (K;);er o familie de conuri
Henig dilatatoare pentru C' si fie ¢ : Ax B — Z astfel incat urmatoarele conditii sa fie indeplinite:

(i) pentru fiecare b € B gi fiecare i € I, functia ¢(-,b) : A — Z este K;-semicontinud superior
pe A;

(ii) emistd ¢ € K* astfel incat, oricare ar fi ay,...,a, € A, oricare ar fi Ai,..., A\m > 0 cu
M+ -+ ANn =1, st oricare ar fi by, ..., b, € B, functionala ¢* satisface
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m

min ¢t (go(czl-,b )) < sup min ¢ ( (a, bj));

1<j<n Y acA 1<i<n
(iii) oricarea ar fi by,...,b, € B, oricare ar fii € I, oricare ar fi k{, ..., k' € K} nu toate nule,
are loc
sup g k‘* > 0.
aEA

Atunci problema (V EP) admite o solutie Henig slab eficienta.

Observam ca ipotezele (i) si (iii) ale Teoremei 3.3.11 sunt mai tari decat ipotezele (i) si (iii)
ale Teoremei 3.3.8, in timp ce conditia (ii) Teoremei 3.3.8 nu trebuie sa fie satisfacuta de toate
conurile K; (i € I).

Urmatorul corolar este dat in ipoteze mai tari decat cele ale Teoremei 3.3.11.

Corolarul 3.3.12 (A. Capata [37]) Fie A o multime compacta, fie K = (K;);es o familie de conuri
Henig dilatatoare pentru C' si fie indeplinite urmatoarele conditii de bifunctia p: A X B — Z:

(i) pentru fiecare b € B gi fiecare i € I, functia ¢(-,b) : A — Z este K;-semicontinud superior
pe A;

(ii) emistd ¢ € K* astfel incat c* o p este asemdandtor subconcavd in prima variabild;

(iii) oricare ar fiby,...,b, € B, oricare ar fii € I, gi oricare ar fi ki, ... ki € K nu toate nule,
are loc

suka > 0.

aEA

Atunci problema (VEP) admite o solutie Henig slab eficientd.

Observatia 3.3.13 Daca ¢ este asemanator K;-subconcava pentru fiecare ¢ € I, atunci ipoteza
(ii) a Corolarului 3.3.12 este indeplinita. O

Pentru a prezenta alte rezultate noi, avem nevoie de urmatoarea notiune.

Definitia 3.3.14 (A. Capata [37]) Fie (K;);e; (unde K; C Z oricare ar fi i € I) o familie de conuri

Henig dilatatoare pentru C'. Spunem ca o pereche (K;,, K;,), unde iy,is € I, este admisibila daca

K;, + K, = K,, pentru niste 7y € I.

Observam ca familia de conuri Henig dilatatoare pentru C' construita in Exemplul 3.3.4 admite
perechi de tipul acesta. Aceasta observatie ramane adevarata si pentru familia de conuri Henig
dilatatoare pentru C' construita in Exemplul 3.3.5. intr—adevér, daca Uy, Uy € U, atunci multimea
Us := co(U; U Us) apartine lui U si Ky, (B) + Ky, (B) = Ky, (B).

Teorema 3.3.15 (A. Capata [37]) Fie A o multime compacta, fie K = (K;);cr o familie de conuri
Henig dilatatoare pentru C, fie (K, , K;,) o pereche admisibila i fie indeplinite urmdatoarele conditii
de bifunctia ¢ : AX B — Z:
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(i) pentru fiecare b € B, functia ¢(-,b) : A — Z este K, -semicontinud superior pe A;

(ii) oricare ar fii € I, oricare ar fi ay,...,am € A, oricare ar fi numerele A\y,..., Ay > 0 cu
M+ o+ Ap =1, gi oricare ar fi by, ..., b, € B, exista k* € K} \ {0} astfel incat

* b)) < ) -
i, 2 Nk ((ai,by)) < sup min &"(p(a.b;));
(iii) oricare ar fi by,...,b, € B si oricare ar fi ki, ..., k; € K}, nu toate nule, are loc
sup k > 0.
aeA Z

Atunci problema (VEP) admite o solutie Henig slab eficientd.

Fie K := (K})ier (unde K; C Z pentru fiecare ¢ € I) o familie de conuri Henig dilatatoare
pentru C. Notam

A— (¢ ek |Jiel: ek}
Evident, avem K4 C K.

Teorema 3.3.16 Fie A o multime compacta, fie K := (K;);c; o familie de conuri Henig dilatatoare
pentru C' gi fie indeplinite urmatoarele conditii de bifunctia ¢ : Ax B — Z:

(i) pentru fiecare b € B si fiecare i € I, functia o(-,b) : A — Z este propriu K;-semicontinud
superior pe A;

(i) ezista ¢* € K* astfel incat, oricare ar fi ay,...,a, € A, oricare ar fi \1,..., Ay > 0 cu
A+ o+ A =1, sioricare ar fi by, ..., b, € B, urmatoarea inegalitate este satisfacuta:
m
min Aic* (p(a;,b;)) < sup min ¢ a,b;));
1<j<n = ! (¢( " )) El<]<n ( (a, ]))’
=
(iii) oricare ar fiby,...,b, € B, oricare ar fii € I, gi oricare ar fi ki, ... ki € K} nu toate nule,
are loc

sup Z k* > 0.

aGA

Atunci problema (VEP) admite o solufie Henig eficienta.

Fie K := (K;);cs o familie de conuri Henig dilatatoare pentru C. Daca, pentru fiecare i € I
exista ip € I astfel incat K, \ {0} C int K, atunci fiecare solutie Henig slab eficienta este o solutie
Henig eficientd si K® = K*. Evident, familia de conuri Henig dilatatoare K := (K(B))cejo.d],
construita in Exemplul 3.3.4 admite conuri cu aceasta proprietate. Observatia aceasta ramane
adevarata si pentru familia de conuri Henig dilatatoare construita in Exemplul 3.3.5, precum J.
H. Qiu si Y. Hao au notat in [102, Lemma 3.3].
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Fie (K;);es o familie de conuri Henig dilatatoare pentru C'. Pentru orice i € I si orice functionala
k¥ € K;\ {0}, consideram urmatoarea problema scalara de echilibru:

(EPyx) gasiti a € A astfel incat &k (p(a,b)) > 0 pentru orice b € B.

Propozitia 3.3.17 Fie (K;),c; o familie de conuri Henig dilatatoare pentru C, fie i € I i fie
ki € K7 \{0}. Atunci orice solutie a problemei scalare de echilibru (EPyx) este o solutie K;-Henig
slab eficientd a problemei (VEP).

Urmatoarea teorema arata ca, in anumite ipoteze, orice sir generalizat de solutii K;-Henig slab
eficiente (unde (K;);er este un gir generalizat de conuri Henig dilatatoare pentru conul C) ale
problemei (V EP), obtinut prin scalarizare, admite un subsir generalizat convergent catre o solutie
a problemei (V EP).

Teorema 3.3.18 (A. Capata [37]) Fie A o submulfime compactd a unui spatiu topologic Hausdorff
E, fie Z un spatiu local convex Hausdorff, fie (K;)ier un sir generalizat de conuri Henig dilatatoare
pentru conul C, gi fie (kF)ier un sir generalizat de functionale cu ki € K;\ {0} (oricare ar fii € I)
astfel incat urmatoarele conditii sa fie indeplinite:

(i) pentru fiecare b € B, functia ¢(-,b) este C- semicontinud superior pe A;
(il) multimea (A x B) este slab marginita;
(iii) sirul generalizat (k});er converge in raport cu topologia 3(Z*, Z) catre functionala k* € C¥.

Atunci orice sir generalizat (G;)ic; din A, unde a; € A (i € 1) este o solutie a problemei (EPy:),
admite un subgir generalizat convergent catre o solutie a problemei (VEP).

In cele ce urmeazi vom prezenta rezultate de existenta pentru solutiile supereficiente ale pro-
blemei (VEP), in ipoteza unui spatiu local convex Hausdorff Z. Lucram cu familia de conuri
Henig dilatatoare pentru C' considerats in Exemplul 3.3.5. Din Exemplul 3.3.5 stim ca C© # ().

Urmatoarele concepte de solutii propriu eficiente au fost introduse in spatii local convexe de X.

H. Gong, W. T. Fu si W. Liu [65] si X. H. Gong [59].
Definitia 3.3.19 Spunem ca un punct a € A este:

(i) o solutie supereficienta a problemei (V EP) daca, pentru orice vecinatate V' a originii lui 7,
exista o vecinatate U a originii lui Z astfel incat

cone (p(a,B))N (U —-C) CV;

(ii) o solutie global eficienta a problemei (VEP) daca exista un con Henig dilatator K C Z
pentru C astfel incat

p(a, B) N (=K \{0}) = 0.

Notam multimea solutiilor Henig slab eficiente, a solutiilor supereficiente si a solutiilor global
eficiente, prin Vg (v), Vs(¢) si Va(g), respectiv. Pentru a vedea ca multimea solutiilor Henig slab
eficiente este mai larga decat multimea solutiilor supereficiente, prezentam urmatorul exemplu.
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Exemplul 3.3.20 Fie Z :=R? C:=R%, A:=[-2,-1], B:=[1,2],siflep : [-2, —1]x[1,2] — R?
definita prin

(2,—2) daca (z,y) = (—2,1)

(x,y) in rest.

p(x,y) = {
Alegem drept baza B multimea
{(z,y) eRY | 2 +y =2}
Observam ci aceastd bazi este o submultime inchisa si convexa a lui R?. Fie
2*(b) := ((1,1), (b1, b2)) = by + b oricare ar fi b:= (by, by) € B.
Astfel, obtinem r = 2 (unde r este definit in Exemplul 3.3.5) si
Va(z*):={2z€ Z || 2"(2) |< 1} = B(0,1).

Pentru fiecare a € [—2, —1] existd o vecindtate convexi U, a originii lui R? cu U, C B(0, 1), astfel
incat

¢(a, B) N (—int Cy, (B)) = 0.

Astfel, toate punctele a € [—2, —1] sunt solutii slabe Henig eficiente ale problemei (VEP).
Pe de alta parte, fiecare punct a € ] —2, —1] este o solutie supereficienta pentru (VEP). Astfel,
avem urmatoarea incluziune:

VS(QO) :] - 27 _1] - [_27 _1] - VH(QO)

Ea arata faptul ca multimea solutiilor Henig slab eficiente este mai larga decat cea a solutiilor
supereficiente. O

Definitia 3.3.21 Fie ¢* € C*\ {0}. Spunem ca un punct a € A este solutie c*-eficienta a lui
(VEP) daca
c*(e(a,b)) > 0 pentru orice b € B.

Prin V.- (¢) notam multimea solutiilor c*-eficiente ale lui (V EP).

Lema 3.3.22 ( X. H. Gong [59]) Daca conul C este inchis si admite o baza inchisda si marginita
B, atunci

int C* = C’A(B),
unde int C* este interiorul lui C* in raport cu topologia B(Z*, 7).

Teorema 3.3.23 (X. H. Gong [61]) Presupunem ca pentru fiecare a € A, ¢(a, A) este o mulfime
C-convezra. Daca C' este bazat, atunci urmatoarele proprietati au loc:

(i) VG(@) = Uc*ecﬁ Ve (90)
(i) Va(p) = Uwmeea Ver ().

(iii) Daca C' este inchis si admite o bazd inchisa si marginita, atunci

Vsip)= |J Velo)

c*€int C'*
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Din Lema 3.3.22 si Teorema 3.3.23 rezulta ca un punct a € A este solutie supereficienta pentru
(VEP) daca si numai daca el este o solutie Henig eficienta pentru (V EP).
Din Teorema 3.3.11, Corolarul 3.3.12, si Teorema 3.3.15 avem urmatoarele rezultate.

Teorema 3.3.24 Fie E un spatiu liniar topologic Hausdorff real, fie A C E o submultime com-
pacta, fie B = A, fie p(a, A) o multime C-convexd pentru orice a € A, fie C un con inchis ce admite
o baza inchisa marginita B si fie indeplinite urmatoarele conditii de bifunctia ¢ : AX B — Z:

(1) pentru fiecare b € A si fiecare vecindatate convexa U a originii lui Z cu U C Vi(2*), functia
o(+,b) : A — Z este Ky(B)-semicontinud superior pe A;

(ii) emistd ¢* € K* astfel incat, oricare ar fi ay,...,a, € A, oricare ar fi Ai,..., A\n > 0 cu
M+ -+ A =1, st oricare ar fi by, ..., b, € A, urmadtoarea inegalitate este satisfacuta:
m
i o . < 3 -
i 1 Aic* (p(ai, by)) ilelg lgljlgnc *(la,b)));
1=
(i) oricare ar fiby,...,b, € A, oricare ar fi o vecindatate convexa U a originii lui Z cu proprietatea
ca U CVg(z*), si oricare ar fi ki, ...,k € K;(B) nu toate nule, are loc
sup k > 0.
aeA Z

Atunci problema (V EP) admite o solutie supereficientd.

Corolarul 3.3.25 Fie E un spatiu liniar topologic Hausdorff real, fie A C E o submulfime com-
pacta, fie B = A, fie p(a, A) o multime C-convexd pentru orice a € A, fie C un con inchis ce admite
o0 baza inchisa marginita B si fie indeplinite urmatoarele conditii de bifunctia p : A X B — Z:

(1) pentru fiecare b € A si fiecare vecindatate convexa U a originii lui Z cu U C Vi(2*), functia
o(+,0) : A — Z este Ky(B)-semicontinud superior pe A;

(ii) emistd ¢ € K* astfel incat c* o p este asemdandtor subconcavd in prima variabild;

(i) oricare ar fi by, ..., b, € A, oricare ar fi o vecinatate convera U a originii lui Z ce satisface
U C Vg(z*), si oricare ar f k§,..., k! € K{5(B) nu toate nule, are loc
sup k > 0.
aeA Z

Atunci problema (VEP) admite o solutie supereficientd.

Teorema 3.3.26 Fie E un spatiu liniar topologic Hausdorff real, fie A C E o submulfime com-
pacta, fie B = A, fie p(a, A) o multime C-convexa pentru orice a € A, fie C un con inchis ce
admite o baza inchisa marginita B, fie (Ky,(B), Kuy,(B)) o pereche admisibila si fie indeplinite
urmatoarele conditii de bifunctia p: A X B — Z :

(i) pentru fiecare b € B, functia o(-,b) : A — Z este Ky, (B)-semicontinud superior pe A;
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(ii) oricare ar fi o vecindtate convexd U a originii lui Z cu U C Vg(2*), oricare ar fi elementele
ai,...,Qm € A, oricare ar iy, ..., Ay > 0 cu \i+---+\,, = 1, si oricare ar fiby,...,b, € B,
exista k* € Kj;(B) \ {0} astfel incat

m

* b)) < ) -
Jnin > Ak (p(as, b)) < sup min K (i(a,b;));
(iii) oricare ar fibi,...,b, € B si oricare ar fi k7, ...,k € Kp, (B) nu toate nule, are loc
sup k > 0.
aeA Z

Atunci problema (V EP) admite o solutie supereficientd.

In partea finala a acestei sectiuni prezentam rezultate de existenta pentru solutiile global efi-
ciente ale problemei (VEP).

Teorema 3.3.27 Fie A o mulfime compacta si fie indeplinite urmatoarele conditii de bifunctia
p:AXxB— Z:

(i) pentru fiecare b € B, functia ¢(-,b) : A — Z este propriu C-semicontinud superior pe A;

(ii) exista c* € CF astfel incat, oricar ar fi ai,...,a,m € A, oricare ar fi \i,...,  \m > 0 cu
M+ -+ Ay =1, i oricare ar fi by, ..., b, € B, urmatoarea inegalitate este satisfacuta:
m
i Aic” b)) < b;));
i, 2 A (lai,by)) < sup min < (¢(a.b;));
1=
(iii) oricare ar fiby,...,b, € B, si oricare ar fi ci, ..., c, € C* nu toate nule, are loc
sup > 0.
aGA Z

Atunci problema (V EP) admite o solutie global eficientd.

Corolarul 3.3.28 Fie A compacta si fie indeplinite urmatoarele conditii de bifunctia vectoriald
w:AXB— Z:

(i) pentru fiecare b € B, functia ¢(-,b) : A — Z este propriu C-semicontinua superior pe A;

(ii) emistd c* € C* astfel incdt ¢* o ¢ este asemdndtor concavd in prima variabild;

(iii) oricare ar fi by,...,b, € B, i oricare ar fi ci, ..., c: € C* nu toate nule, are loc
sup E > 0.
aeA

Atunci problema (VEP) admite o solutie global eficientd.

Daca Z := R si C':= R, atunci acest corolar se reduce la Corolarul 3.1.7.

27



Capitolul 4

Rezultate de existenta si multifunctii de

decalaj pentru problema multivoca slaba
de echilibru

In acest capitol, presupunem ci E si Z sunt spatii liniare topologice reale, A C FE este o submultime
nevidd, B este o multime nevida, C' C Z este un con convex solid si ¢ : A x B — 27 este o
multifunctie.

Problema vectoriala slaba de echilibru (WV EP), studiata in Sectiunea 2.1, poate fi extinsa
pentru multifunctii in doua moduri:

(WWMEP) gasiti a € A astfel incat p(a,b) € —int C' pentru orice b € B;

(SWMEP) gasiti a € A astfel incat ¢(a,b) N (—int C') = () pentru orice b € B.

In cele ce urmeazi prezentam rezultate de existenta referitoare la problema (WW MEP), ce
se numeste problema slaba de echilibru multivoc. Mai departe, doua functii de decalaj asociate
problemei de studiat sunt construite, una dintre ele fiind data cu ajutorul teoriei lui Fenchel.

4.1 Rezultate de existenta stabilite folosind teorema lui Eidelheit

Primul rezultat este unul tehnic, iar demonstratia sa se bazeaza pe torema de separare a lui
Eidelheit. In cele urmeaza, prin C(Z) notam multimea submultimilor compacte ale spatiului Z.

Teorema 4.1.1 (A. Capata, G. Kassay si B. Mosoni [39]) Fie urmatoarele conditii indeplinite de
bifunctia p : A x B — 2%

(i) ¢(a,b) € C(Z) pentru orice (a,b) € A x B;

(ii) daca familia (Up.) acoperd multimea A, atunci ea contine o subacoperire finitda, unde U,
este definita prin:

Upe:={a € Alp(a,b) +c C —int C} oricare ar fib € B, ¢ € int C,
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(iii) oricare ar fi ai,...,ay, € A, oricare ar fi \,..., Ay > 0 cu Ay + -+ + A\, = 1, oricare ar fi
bi,...,b, € B, si oricare ar fi d; € ¢(a;,b;), unde i € {1,...,m} si j € {1,...,n}, evista
¢ € C*\ {0} astfel incat

oin 1 Aic™(dj) < SUp min - max ¢ (¢(a, bj));
1=

(iv) oricare ar fi by,...,b, € B si oricare ar fici, ..., c: € C* nu toate nule, are loc

n

sup E max c;(p(a,b;)) > 0.
e = ]( ( ]))
Atunci problema (WW M EP) admite o solutie.

Introducem un nou concept de convexitate pentru multifunctiile de doua variabile.

Definitia 4.1.2 (A. Capita, G. Kassay si B. Mosoni [39]) Spunem ci o multifunctie ¢ : Ax B — 2%
este:

(i) asemanator C-subconvexa in prima variabila daca, oricare ar fi ¢ € int C, oricare ar fi ele-

mentele aq, ay € A i oricare ar fi A € [0, 1], exista ag € A astfel incat

¢+ Ap(ay,b) + (1 — N)p(az,b) C ¢(as, b) + int C oricare ar i b € B.

(ii) asemanator C-subconcava in prima variabila daca —¢ este asemanator C-subconvexa in
prima variabila.

Urmatorul rezultat ofera conditii suficiente de existenta ale solutiilor problemei (WW M EP)
in ipoteze de convexitate si continuitate.

Teorema 4.1.3 (A. Capata, G. Kassay si B. Mosoni [39]) Fie A o multime compacta i fie

indeplinite urmdtoarele conditii de bifunctia @ : A x B — 2%
(i) ¢(a,b) € C(Z) pentru orice (a,b) € A x B;
(ii) oricare ar fib € B, ¢(-,b) : A — C(Z) este C-semicontinud superior pe A;
(iii) ¢ este asemanator C-subconcava in prima variabild;
)

(iv) oricare ar fi by, ..., b, € B si oricare ar fi ci,...,c; € C* nu toate nule, are loc

n

supZmaxc;(go(a,bj)) > 0.
acA "
7j=1

Atunci problema (WW MEP) admite o solutie.

4.2 Multifunctii de decalaj

In legatura cu problemele de echilibru gi cu cazurile lor particulare, aga-numitele multifunctii de
decalaj joaca un rol important. Ele ne ajuta sa analizam daca un punct este solutie a acestor
probleme.
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4.2.1 O multifunctie de decalaj

Reamintim definitia multifunctiei de decalaj.

Definitia 4.2.1 (N. J. Huang, J. Li i S. Y. Wu [76]) Spunem c& o multifunctie 7' : A — 27 este
o multifunctie de decalaj pentru (WW M EP) daca urmatoarele conditii sunt indeplinite:

(i) T(a) € —C pentru orice a € A;
(ii) 0 € T'(a) daca si numai daca a € A este o solutie a problemei (WW MEP).

In cele ce urmeazi prezentam un exemplu de multifunctie de decalaj pentru (WW M EP),
exemplu ce extinde un rezultat de-al lui N. J. Huang, J. Li si S. Y. Wu [76] la multifunctii ce iau
valori in spatii liniare topologice reale.

Consideram urmatoarea ipoteza:

Ipoteza A.

Fie B = A. Daca a € A este o solutie pentru (WW M EP), atunci m{go(a, byNnC} #0.

beA

Teorema 4.2.2 (A. Capata, G. Kassay si B. Mosoni [39]) Fie urmatoarele conditii indeplinite:

(i) C este un con punctat;
(ii) ¢(a,a) € —C pentru orice a € A;
(iii) Ipoteza A are loc.
Atunci multifunctia T : A — 2%, definitd prin

T(a) = ﬂ v(a,b) pentru orice a € A,
beA

este o multifunctie de decalaj pentru (WW M EP).

Consideram un caz particular al problemei (WW M EP) ce a fost studiat de N. J. Huang, J. Li
§iS.Y. Wu [76]. Pentrun € N, N :={1,...,n}si [} : Ax A— 2% (I € N), consideram problema
(WW M EP) pentru multifunctia definita prin

F(a,b) := Fi(a,b) x --+ X F,(a,b),
adica
(GFVEPI) gasiti a € A astfel incat F(a,b) € — int R} oricare ar fi b € A.
Definim multifunctia 77 : A — 2% prin

(4.1) Ti(a) := ﬂ U Fy(a,b) pentru orice a € A.
beAleN

Reamintim urmatoarea ipoteza folosita de N. J. Huang, J. Li gi S. Y. Wu [76]:
Ipoteza B. Fie B = A. Daca a € Asi [, cy{Fi(a,b) "Ry} # 0 pentru orice b € A, atunci

m U{Fl(aab> mR—i—} 7é @

beAleN
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Corolarul 4.2.3 ( N. J. Huang, J. Lisi S. Y. Wu [76], Teorema 4.4) Daca
Fy(a,a) C =R, pentru fiecare a € A si fiecare | € N,
si Ipoteza B are loc, atunci multifunctia Ty definita prin (4.1) este o multifunctie de decalaj pentru

(GFVEP1) in sensul Definitiei 4.2.1, unde Z :=R gi C := R,.

4.2.2 O functie de decalaj stabilita folosind dualitatea Fenchel
Consideram Z := R gi C' :=R,. Astfel p: A x B — 28 i (WWMEP) devine:

(MEP) gasiti a € A astfel incat p(a,b) € — int Ry pentru orice b € B.

Cu ajutorul rezultatelor stabilite in Sectiunea 4.1 pentru problema (WW M EP), obtinem
urmatoarele rezultate de existenta referitoare la problema (M EP).

Corolarul 4.2.4 (A. Capata, G. Kassay si B. Mosoni [39]) Fie urmatoarele conditii indeplinite de
bifunctia o : A x B — 28

(i) ¢(a,b) € C(R) pentru orice (a,b) € A x B;

(ii) daca familia (Us.) acoperd multimea A, atunci ea contine o subacoperire finitda, unde U,
este definita prin

Upe ={a € A|lp(a,b) +c ] —o00,0[} oricare ar fib € B i oricare ar fi ¢ €] — 00,0];
(iii) oricare ar fi ay,...,a, € A, oricare ar fi \y,..., Ay >0 cu Ay + -+ N\, = 1, oricare ar fi
bi,...,b, € B, si oricare ar fi d; € p(ai,b;) undei € {1,...,m} sij € {l,...,n}, are loc
min Z)‘id;" <sup min max ¢(a,b;);

1<j<n < T acA 1<j<n
1=

(iv) oricare ar fi by,..., b, € B si oricare ar fi puy, ..., pin >0 cu pg + -+ p, = 1, are loc
supz max /1;¢(a, bj) > 0.
a€A =1

Atunci problema (M EP) admite o solutie.

Corolarul 4.2.5 (A. Capata, G. Kassay si B. Mosoni [39]) Fie A o multime compacta si fie
indeplinite urmdtoarele conditii de bifunctia ¢ : A x B — 2&:

(i) ¢(a,b) € C(R) pentru orice (a,b) € A x B;
(ii) oricare ar fib € B, ¢(-,b) este =R, -semicontinud superior pe A;

(iii) ¢ este asemanator R -subconcava in prima variabild;
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(iv) oricare ar fiby,...,b, € B si oricare ar fi iy, ..., pin >0 cu pg + -+ p, = 1, are loc

sup Z max f;p(a, bj) > 0.
acA =1

Atunci problema (M EP) admite o solutie.

In partea finald a acestei sectiuni presupunem ca A este o submultime inchisa si convexa a unui
spatiu local convex real E, B = A, si ¢(a,b) € C(R) pentru orice (a,b) € A x A. Observam ca
(M EP) este echivalenta cu urméatoarea problema:

gasiti a € A astfel Incat max p(a,b) > 0 pentru orice b € A,
sau, echivalent:
(EPy) gasiti a € A astfel incat ¢ (a,b) > 0 pentru orice b € A,
unde ¢ : E X E — RU{+o00}, cu A x A C dom, este definita prin
Y(a,b) := max ¢(a,b) pentru orice a,b € A.

Mai mult, presupunem ca
max (a,a) = 0 pentru orice a € A.

Fie @ € E. In acord cu L. Altangerel, R. I. Bot si G. Wanka [2], problema (EP,) poate fi
redusa la urmatoarea problema de minimizare scalara:

(Fa) inf ¢ (a, b).

Intr-adevar, este usor de verificat ca a € A este o solutie a problemei (EP,) daca si numai daca
ea este o solutie a problemei (F;).

Definitia ce urmeaza este un caz particular al Definitiei 4.2.1, unde C' := —R,. Spunem ca o
functie v : E — RU{—o00, +00} este functie de decalaj pentru (EP,) (a se vedea G. Mastroeni [96])
daca indeplineste conditiile urmatoare:

(i) v(a) > 0 pentru orice a € A;
(ii) 7(a) =0si a € A daca si numai daca a este o solutie pentru (EPy).

Utiliand functia indicatoare ¢4, putem rescrie problema (P,) infelul urmator:

(Fa) inf {¢(a, b) + 04 (D)}

beFE

Propozitia 4.2.6 (A. Capata, G. Kassay si B. Mosoni [39]) Fie a € A. Daca multifunctia
be A pla,b) € 2% este A\-concavd pentru fiecare X €10, 1] si d-semicontinud superior pe A, unde
d este functia valoare absoluta pe R, atunci functia

(4.2) be A (a,b) € RU{+o0}
este convexd si semicontinud inferior pe A.
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In ipotezele propozitiei anterioare, duala Fenchel a problemei (P,) este

(Da) sup {_1/};:(@7 S(,‘*) - UA(_‘I*)}?

r*e E*

Yy (a,z*) = sup[z”(b) — ¢¥(a,b)].

beFE

Pentru problema (P,), conditia de regularitate (F'RC), introdusa in Sectiunea 1.3, devine
(FRC;a) Y, 0o 4 este semicontinua inferior si exacta in 0,

unde
(V0o a)(2") := inf{oy (2]) + oa(z3) | 2] + 25 ="}

Teorema 4.2.7 (R. I. Bot si G. Wanka [29]) Pentru fiecare a € A, fie urmatoarele conditii
indeplinite:

(i) conditia de regularitate (FRC';a) are loc;
(i) functia (4.2) este convexd si semicontinud inferior pe A.
Atunci functia v: E — R U {—o00, +o0}, definita prin
Y(a) == —v(Da),
este o functie de decalaj pentru (EPy).
Din Propozitia 4.2.6 si Teorema 4.2.7 deducem urmatorul rezultat.

Teorema 4.2.8 (A. Capata, G. Kassay si B. Mosoni [39]) Pentru fiecare a € A, fie urmatoarele
conditin indeplinite:

(i) conditia de regularitate (FRC';a) are loc;
(i) multifunctia (4.2) este A-concavd pentru fiecare X €0, 1] si d-semicontinud superior pe A.

Atunci functia v, definita in Teorema 4.2.7, este o functie de decalaj pentru (M EP).
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Capitolul 5

O problema de optimizare si puncte sa
ale bifunctiilor vectoriale

5.1 Problema de optimizare vectoriala

Problema vectoriala slaba de echilibru (WW EP), studiata in Sectiunea 2.1, contine ca si cazuri
particulare, probleme de optimizare vectoriala, inegalitati variationale vectoriale si probleme de
punct sa al bifunctiilor vectoriale (a se vedea Q. H. Ansari [3]). Problemele de optimizare vectoriala
revin la determinarea multimii punctelor de minim slab (sau de maxim slab) ale unei multimi dintr-
un spatiu liniar topologic real Z in raport cu un con convex si solid C' al lui Z.

Fie S C Z. Spunem ca un punct z5 € S este un minim slab al lui S in raport cu conul C' daca

SN(z—intC) = 0.

Prin Min,, S notam multimea punctelor de minim slab ale lui S in raport cu conul C'
Fie A o submultime nevida a unui spatiu topologic F, fie F' : A — Z o functie data si fie
¢ € C*\ {0}. Consideram problema scalara de echilibru:

(EP.) gasiti a € A astfel incat f(a,b) > 0 pentru orice b € A,

unde f: A x A — R este data prin f(a,b) := ¢*(F(b) — F(a)).
Notand cu ¢ : A x A — Z bifunctia vectoriala definita prin

(a,b) := F(b) — F(a) oricare ar fi a,b € A,

observam ca problema (WV EP), considerata in Capitolul 2, devine pentru acest ¢ problema slaba
de minimizare vectoriala:

(WVMP) gasiti a € A astfel incat F(b) — F(a) ¢ — int C' pentru orice b € A.
Un punct a € A este o solutie a problemei (WV M P) daca si numai daca F(a) € Min,, F/(A).

Propozitia 5.1.1 (A. Capata si G. Kassay [38]) Oricare ar fi ¢* € C*\ {0}, multimea solutiilor
problemei (EP.) este inclusa in multimea solutiilor problemei (WVMP).

Remarcam ca daca in Propozitia 5.1.1, se schimba intre ele problemele (EP.) si (WVMP),
atunci obtinem o afirmatie care in general nu este adevarata, precum arata urmatorul exemplu.
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Exemplul 5.1.2 (A. Capata si G. Kassay [38]) Fie F': R — R? functia definita prin

1 v
F(a) := (-1, m) daca a # 0

(0,0) daca a = 0.
Ludm C := R gi definim ¢* : R* — R prin
(w1, m9) = {(1,0), (1, 73)) = ; pentru orice (71, 7;) € R?.

Astfel, avem

00 =000 =0 = {41500

deci @ := 0 nu este o solutie a problemei scalare de echilibru (EPex).
Verificam daca a este o solutie a problemei (WV M P). Intr-adevar,

1
(— ,l—’) dacéb#o

o(0,5) = F(b) — F(0) =
(0,0) daca b = 0.

Aceastd relatie ne aratd ca ¢(0,b) ¢ —int R% oricare ar fi b € R, ceea ce implicd ci @ este o solutie

a problemei (WV M P). O

Observam ca orice element a # 0 este solutie a problemei (EP.) din exemplul anterior. Din

flout) = (1.0). )~ ) = { § 317D

rezulta f(a,b) > 0 pentru orice b € R, adica a # 0 este o solutie a problemei (EP,.+). Din Propozitia
5.1.1 rezulta ca orice numar real este solutie pentru (WV M P).
Urmatorul rezultat este o consecinta a Corolarului 2.1.5.

Propozitia 5.1.3 (A. Capata si G. Kassay [38]) Daca A este o multime compactd si functia
F : A — Z este C-semicontinud inferior pe A, atunci, oricarea ar fi ¢* € C*\ {0}, problema
scalara de echilibru (EP.) admite o solutie.

In optimizarea vectoriali sunt folosite diferite concepte de semicontinuitate inferioard. Urmétorul
concept (considerat in J. Borwein, J. Penot si M. Théra [25] si M. Théra [110]) este o ugoara relaxare
a semicontinuitatii inferioare.

Definitia 5.1.4 Fie A o multime nevida a unui spatiu topologic. Spunem ca functia vectoriala
[+ A — Z este cvasi-semicontinud inferior In punctul @ € A daci, oricare ar fi z € Z cu z #¢ f(a),
exista o vecinatate U a lui a astfel incat

z #¢ f(u) oricare ar fi u € U N A.

Intrebarea daca C-semicontinuitatea inferioara din Propozitia 5.1.3 nu poate fi inlocuita cu
ipoteza mai slaba de cvasi-semicontinuitate inferioara apare natural. Exemplul de mai jos arata
ca raspunsul este negativ.
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Exemplul 5.1.5 Fie Z:=R* C:=R3, A:=[0,1] si fie F : R — R? definita prin

21
R 5
F(t) = ( , t’t) daca t #0
(0,0,0) daca t = 0.

Se verificd ugor ca F este cvasi-semicontinud inferior in punctul 0, dar nu este R?-semicontinud

infrior in 0.
Fie functionala c¢* : R® — R definita prin

1 1 1 1
>7 (z1,79,73)) = —= (21 + T + x3) oricare ar fi (z, 7, 73) € R

V333 V3

Definim apoi f : Ax A — R prin f(a,b) := ¢*(F(b) — F(a)). Afirmam cd (EP.) nu admite solutii.
Intr-adevar, daca a # 0, obtinem

c*(x1, 29, 3) = ((

1 /1 1
o ) i 7(5_5> daci b # 0
) = (s 2 0) FO) - Fla) = £<1+%> daci b— 0.

de unde f(a,b) < 0 pentru b < a. Aceasta aratd ca a # 0 nu este o solutie a problemei (EP,.).
Pentru a := 0 bifunctia f devine

%,%),F(b)—F(O)) _ %(‘%‘Q daci b # 0

70,6) = ((
0 daca b=0 .

Observam ca f(0,b) < 0 pentru orice b €]0,1]. Aceasta arata ca a nu este o solutie a problemei
(EP.). Prin urmare, problema (EP.) nu are solutii, cu toate ca multimea solutiilor problemei
(WV M P) este [0, 1]. O

Propozitiile 5.1.1 si 5.1.3 furnizeaza urmatorul rezultat de existenta pentru (WV M P).

Propozitia 5.1.6 (A. Capata si G. Kassay [38]) Daca A este o multime compactd si F': A — Z
este C'-semicontinud inferior pe A, atunci problema (WVMP) admite o solutie.

9.2 Rezultate de existentd a punctelor sa slabe ale bifunctiilor
vectoriale

Folosind rezultatele de existenta ale problemei vectoriale slabe de echilibru (W'V EP), stabilite in
Sectiunea 2.1, vom da in cele ce urmeaza rezultate de existenta pentru punctele sa slabe ale unei
bifunctii vectoriale. Pentru aceasta, fie X si Y submultimi nevide ale unor spatii topologice, fie Z
un spatiu liniar topologic real, si fie f : X XY — Z o bifunctie. Pentrux € X si y € Y introducem
multimile urmatoare:

f@,Y)={f(x,y)|y €Y} s f(X,y) = {f(z,y)|z € X}.
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Fie S C Z o submultime nevida i C' C Z un con convex solid. Prin Max,, S notam multimea
punctelor de maxim slab ale multimii S in raport cu conul C, adica zy € Max,,S inseamna

20 €S 81 SN (z+intC) = 0.
Reamintim urmatorul concept, ce extinde definitia clasica a unui punct sa al unei functii reale.

Definitia 5.2.1 (T. Tanaka [108]) Spunem ca un punct (zg, %) € X X Y este C-punct sa slab al
lui f daca
f(zo,10) € Max,, f(X,y0) N Min,, f(zo,Y).

Propozitia 5.2.2 Fie A:=X xY, B:=X XY, iar p: A X B — Z bifunctia definita prin
o(a,b) = f(z,v) — f(u,y) oricare ar fi a := (x,y) si b:= (u,v) € X x Y.
Daca a € A este o solutie a problemei (WVEP), atunci a este un C-punct sa slab al lui f.

Subliniem faptul ca reciproca Propozitiei 5.2.2 nu are loc. Pentru a arata acesta, dam un
exemplu.

Exemplul 5.2.3 Fie X :=[-1,1], Y :=[-1,1], Z:=R?, C :=R3. Fie f : [-1,1] x [-1,1] — R?
bifunctia definita prin

_J (z,y) dacaz>0siy<O0sau,z2<0siy>0
fle.y) = { (0,0) in rest.

Se verifica ugor ca a := (0, 0) este un R? -punct sa slab al bifunctiei f.
Pentru a verifica daca acest punct este o solutie a problemei (WV EP), consideram multimea
A:=[-1,1] x [-1,1] si B:= A. Astfel avem de verificat daca

o(a,b) = f(0,v) — f(u,0) ¢ —int R% pentru orice b := (u,v) € A.
Luand b:= (1,—1) € A, avem
(,0(&, b) = f(oa _1> - f(170) = (_17 _1) € —iDtRi.
Deci, a nu este o solutie a problemei (WV EP). ]

Teorema 5.2.4 (A. Capata si G. Kassay [38]) Fie X ¢i Y multimi compacte, iar f: X XY — Z
o bifunctie care indeplinite urmatoarele conditii:

(i) f este C-semicontinua superior in prima variabila pe X gi C-semicontinud inferior in a doua
variabila pe Y ;

(ii) f este asemandator C-subconcava — subconveza.

Atunci f admite un C-punct sa slab.
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5.3 Rezultate de existentd a punctelor sa tari ale bifunctiilor
vectoriale

Fie S o submultime nevida a unui spatiu liniar topologic Z real, ordonat de un con convex C'. Prin
Min S notam multimea punctelor de minim ale multimii .S in raport cu conul C, adica zy € Min S
inseamna ca

20 € Ssi (S —2)N(—=C)={0}.

Analog, Max S reprezinta multimea punctelor de maxim ale multimii S in raport cu conul C, adica
zp € Max S inseamna ca

ZoES§i(S—Zo)ﬂC:{O}.

Prin IMin S notam multimea punctelor de minim ideal ale lui S in raport cu conul C, adica
zp € IMin S inseamna ca
zg € S 81 2 >¢ 2o pentru orice z € S.

Analog, IMax S reprezinta multimea punctelor de maxim ideal ale lui S in raport cu conul C, adica
zp € IMax S inseamna ca
20 € S §i 29 >¢ z pentru orice z € S.

Definitia 5.3.1 Fie X si Y submultimi nevide ale unor spatii topologice, si fie f : X XY — Z o
bifunctie vectoriala. Spunem ca un punct (zg,70) € X X Y este:

(i) un C-punct sa tare al lui f daca
f(zo,90) € Max f(X, y0) N Min f(zo,Y).

(ii) un C-punct sa tare ideal al lui f daca

[0, y0) € IMax f(X,yo) N IMin f(zo,Y).

X. H. Gong [63] a prezentat rezultate de existenta pentru C-punctele sa tari ideale ale bifunctiilor
vectoriale. Se cunoaste (a se vedea D. T. Luc [95], Propozitia 2.2, pagina 41) ca multimea punctelor
de minim ideal ale unei multimi (daca aceasta este nevida) coincide cu multimea punctelor de minim
Pareto, iar daca conul este punctat, atunci multimea punctelor minim ideal se reduce la un singur
element. Astfel, X. H. Gong a dat rezultate de existenta si unicitate pentru C-puncte sa tari.

Evident, daca int C' # (), atunci fiecare C-punct sa tare este un C-punct sa slab, dar reciproca
nu este adevarata, precum arata urmatorul exemplu.

Exemplul 5.3.2 Fie f : [-1,1] x [-1,1] — R? definitd prin f(x) := z, si fie Z := R? iar
C :=R%. Observam ca (0,0) este un C-punct sa slab al bifunctiei f, dar nu este un C-punct sa
tare al acesteia. [

C-punctele sa tari pot fi obtinute ca si cazuri particulare ale solutiilor unor probleme vectoriale
tari de echilibru, precum arata urmatoarea propozitie. Intr-adevar, fie A := X x Y, B := A i fie
v : Ax A — R definita prin

o(a,b) == f(z,v) — f(u,y), unde a := (z,y) € Asib:= (u,v) € A.

Propozitia 5.3.3 Daca a € A este o solulie a problemei (V EP), atunci a este un C-punct sa
tare al bifunctiei f.
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Reciproca Propozitiei 5.3.3 nu are loc, precum ilustreaza exemplul de mai jos.

Exemplul 5.3.4 (G. Bigi, A. Capata si G. Kassay [18]) Consideram
X :=[-1,0,Y:=X, A:=[-1,0] x [-1,0], Z :=R? C:=R%.

Definim f : [-1,0] x [-1,0] — R? prin

(

(0,0) dacd 2 =0,y = —1
11
( _aE) d&Cé{L‘:O&y?ﬁ_l
flmy) =< 3
(— 1,1) dacax #0siy=—1
| (z,y+1) In rest.

Atunci (0, —1) este un C-punct sa tare al bifunctiei f. Luand a := (0,—1) € Asi b:= (u,v) € A
cuu # 0 siv:=—1, obtinem

11
pla.b) = F(0.0) = flu,~1) = (~3.3) ~ (~1.1) = (—3.—3)
Atunci
p(a,b) € —RY \ {0}
implica ca (0, —1) nu este solutie a problemei (V EP). O

Teorema 5.2.4 asigura existenta C-punctelor sa slabe. Mai departe, aratam ca sub o ipoteza
suplimentars, nu foarte tare, anume ca C* # (), putem obtine un rezultat mai bun, si anume
existenta C-punctelor sa tari.

Teorema 5.3.5 (G. Bigi, A. Capata si G. Kassay [18]) Fie intC' # 0, fie C* # 0, fie X si Y
submultimi compacte ale unor spatii metrizabile liniar topologice si fie f : X XY — Z o functie ce
indeplineste urmatoarele conditii:

(i) f este C-semicontinua superior in prima variabila pe X gi C-semicontinud inferior in a doua
variabila pe Y ;

(ii) f este asemandator C-subconcava — subconveza.
Atunci f admite un C-punct sa tare.

Acest rezultat nu este legat de cel al lui X. H. Gong [63]. In timp ce ipotezele noastre de
continuitate sunt mai slabe, ipotezele de convexitate sunt mai tari decat cele prezente in Teorema
2.1 a lui X. H. Gong [63].
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Capitolul 6

Inegalitati variationale de tip Minty si
Stampacchia

Domeniul inegalitatilor vectoriale variationale a starnit un mare interes din partea comunitatii
academice odata cu aparitia lucrarii lui F. Giannessi [56]. Primele rezultate de existenta referitoare
la inegalitatile variationale vectoriale au fost publicate de G.-Y. Chen si Q. M. Cheng [41]. G.-Y.
Chen si S. H. Hou au prezentat in lucrarea [42] unele dintre rezultatele de existenta fundamentale
pentru inegalitatile variationale vectoriale. Majoritatea cercetarilor din aceasta arie se ocupa
de forma slaba a inegalitatilor variatinale vectoriale si de generalizarile acestora. Astfel autorii
lucrarii [42] propun studiul existentei solutiilor formei tari a inegalitatilor variationale vectoriale.
Recent, Y. P. Fang si N. J. Huang [51] si B. S. Lee, M. F. Khan si Salahuddin [89] au obtinut
rezultate de acest tip.

6.1 Inegalitati variationale vectoriale slabe de tip Minty si
Stampacchia

Inegalitatile variationale vectoriale slabe sunt cazuri particulare ale problemei vectoriale slabe de
echilibru (WV EP), considerata in Capitolul 2. Fie E si Z spatii liniare topologice reale, A C F
o submultime nevida si F': A — L(E, Z) un operator, unde L(FE, Z) reprezinta multimea tuturor
aplicatiilor liniare gi continue de la E'la Z. Mai departe, fie C' C Z un con convex si solid. Folosind
aceste notatii, vom studia in aceasta sectiune urmatoarele inegalitati variationale:

(WMVTI) gasiti a € A astfel incat (F/(b),b — a) ¢ —int C' pentru orice b € A;
si
(WSVI) gasiti a € A astfel incat (F(a),b — a) ¢ —int C' pentru orice b € A.

Prin (F(b),b—a) am notat valoarea functiei £'(b) in punctul b — a, oricare ar fi a,b € A. Problema
(WMVI) se numeste inegalitatea variationald vectoriala Minty slaba, in timp (W .SVI) se numeste
inegalitatea varifionala vectoriala Stampacchia slaba.

Din Teorema 2.1.1 avem urmatorul rezultat de existenta referitor la problema (WMVI).

Teorema 6.1.1 (A. Capata [34]) Fie A o multime compacta si fie urmatoarele conditii indeplinite:
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(i) oricare ar fi ay,...,anm € A, oricare ar fi \,..., Ay =20 cu XMy + -+ N\, = 1, g1 oricare ar
fibi,...,b, € A, exista ¢ € C*\ {0} astfel incat

min ¢* ((F(b;),b; — Z)\iai» < sup min ¢*((F(b;),b; — a));

1<j<n acA 1<j<n
(ii) oricare ar fi by, ..., b, € A, si oricare ar fici,...,c: € C* nu toate nule, are loc

n

(6.1) sup » ¢ ((F(b;),b; — a)) > 0.

a€A =1

Atunci problema (WMVI) admite o solutie.

Prima ipoteza a Teoremei 6.1.1, care este o concavitate generalizata, este indeplinita daca
presupunem convexitatea multimii A.

Corolarul 6.1.2 (A. Capata [34]) Fie A o mulfime compacta convexa, iar C* # {0}. Mai pre-
supunem ca oricare ar fi by, ... b, € A i oricare ar fi ci,. .., c: € C* nu toate nule, are loc (6.1).
Atunci problema (WMVI) admite o solutie.

Pentru a stabili rezultate de existenta referitoare la problema (W SV I) avem nevoie de urmatoarea
notiune de continuitate.

Definitia 6.1.3 (X. H. Gong [58]) Fie A o multime convexa. Spunem ca operatorul F' este v-
hemicontinuu daca, oricare ar fi a,b € A, functia

VAe[0,1] — (F(Ab+ (1= XNa),b—a) e Z
este continua in punctul 0.

Propozitia 6.1.4 Daca A este o mulfime convexa si F' este v-hemicontinuu, atunci orice solutie
a problemei (WMVI) este o solutie a problemei (WSVI).

Teorema 6.1.5 (A. Capata [34]) Fie A o multime compacta convezd, iar C* # {0}, fie F' v-
hemicontinuu, si fie urmatoarea conditie indeplinita: oricare ar fi by,..., b, € A si oricare ar fi
ety ..., ¢ € CF nu toate nule, are loc (6.1). Atunci problema (WSVI) admite o solutie.

6.2 Inegalitati variationale vectoriale tari de tip Minty si Stampacchia

Inegalitatile variationale vectoriale tari sunt cazuri particulare ale problemei vectoriale tari de
echilibru (V EP), investigate in Capitoul 3. Fie A o multime nevida convexa a unui spatiu liniar
topologic real F si fie F': A — L(E, Z) un operator. Z este un spatiu Hausdorff liniar topologic
real. Fie C' C Z un con netrivial, punctat si convex. Studiem urmatoarele inegalitati variationale:

(MVI) gasiti a € A astfel incat (F\(b),b—a) ¢ —C'\ {0} pentru orice b € A;
(SVI) gasiti a € A astfel incat (F(a),b —a) ¢ —C' \ {0} pentru orice b € A.
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Problema (MVI) se numeste inegalitatea variationala vectoriala Minty tare, in timp ce (SVI) se
numeste inegalitatea variationala vectoriala Stampacchia tare.

Folosind teoria dualitatii generalizate prezentate in Sectiunea 3.2, deducem ca inegalitatea
variationala vectoriala Stampacchia tare (SVI) admite, ca si duala generalizata, inegalitatea
variationala vectoriala Minty tare (MVI). Notam ca si reciproca are loc, adica problema duala
generalizata a problemei (MV'I) este (SVI).

In Y. P. Fang si N. J. Huang [51] sunt prezentate rezultate de existentd pentru problema (SVI)
folosind urmatoarea proprietate de monotonie. Spunem ca operatorul F': A — L(E, Z) este tare
pseudomonoton daca, oricare ar fi a,b € A, urmatoarea proprietate au loc:

(F(a),b—a) ¢ —C\ {0} implica (F(b),b—a) € C.

In cele ce urmeaza lucram cu o notiune de pseudomonotonie, care este mai slaba decat cea
prezentata mai sus. Pentru a vedea aceasta, vom prezenta exemplu.

Definitia 6.2.1 (Y. P. Fang si N. J. Huang [51]) Spunem ca operatorul F' : A — L(E,Z) este
pseudomonoton daca, oricare ar fi a,b € A, urmatoarea proprietate are loc:

(F(a),b—a) ¢ —C\ {0} implica (F(b),b—a) ¢ —C'\ {0}.

Exemplul 6.2.2 (A. Capata [35]) Fie £ :=R?, A:=[0,1] x [0,1], Z := R?, C := R%. Definim
F: A — L(R? R?) prin

(F(a),z) = (v1+29)(a1—2, ay+2), oricare ar fi a := (a1, az) € A si oricare ar i x := (21, 1) € R”.
Fie a := (a1, az2) si b:= (b1, by) puncte din A. Deoarece a; —2 < 0 i ag + 2 > 0, deducem din
(F(a),b—a) = (by +by—ay —az)(a; —2,a2 + 2)

cd (F(a),b—a) ¢ —R2 \ {0}. Analog, luand in considerare ca by — 2 < 0 §i by + 2 > 0, deducem
din
(6.2) (F(b),b—a) = (b1 + by — a1 — az)(by — 2,b2 + 2)

cd (F(b),b—a) ¢ —R2 \ {0}. Prin urmare, F este pseudomonoton. Pe de altd parte, deoarece
by + by — a3 — az # 0, observam ca (6.2) implica

(F(b),b—a) ¢ RY.
Asadar, F' nu este tare pseudomonoton. [
Urmatoarea definitie este un caz particular al Definitiei 3.2.2.

Definitia 6.2.3 Spunem ca operatorul F' : A — L(FE,Z) este maximal pseudomonoton daca
urmatoarele conditii sunt indeplinite:

(i) F este pseudomonoton;
(ii) oricare ar fi, a,b € A are loc implicatia: daca (F(z),a —x) ¢ C\ {0} pentru orice x € |a, b],
atunci (F(a),a —b) ¢ C'\ {0}.
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Propozitia urmatoare rezulta din Propozitia 3.2.8.

Propozitia 6.2.4 (A. Capata [35]) Daca F' este mazimal pseudomonoton, atunci multimile solutiilor
problemelor (SVI) si (MVI) coincid.

Din Corolarul 3.2.9 obtinem urmatorul rezultat de existenta referitor la problema (SV1).
Teorema 6.2.5 (A. Capata [35]) Presupunem ca urmdatoarele conditii sunt indeplinite:

(i) F este mazimal pseudomonoton;
(ii) multimea S(b) :=={a € A| (F(b),b—a) ¢ —C\ {0}} este inchisa, oricare ar fib € A;
(iii) exista o multime nevida, compacta si convera D C A precum si un element beD astfel
incat

(F(x),b—x) € =C\ {0} oricare ar fix € A\ D.

Atunci problema (SVI) admite o solufie.

Exemplul 6.2.6 (A. Capata [35]) Pentru a arata ca exista operatori ce indeplinesc ipotezele
Teoremei 6.2.5, alegem E :=R?, A :=[0,1]x[0,1], Z := R?, C := R? si definim F : A — L(R? R?)
prin

(6.3) (F(a),z) = (1 +x2)(a1 + 1,a9 + 1)

oricare ar fi a := (a1, ay) € A i oricare ar i z := (1, 75) € R%
Deoarece
(a1 +1,a0+1) € Ri \ {0} pentru orice a := (ay,ay) € A,

(6.3) implica
(6.4) VaeA: {z eR*| (F(a),z) ¢ R2\ {0}} = {(21,22) € R* | 7145 < 0}
Din aceasta relatie deducem ca

(6.5) Va,be A: {z eR*| (F(a),z) ¢ RI\{0}} = {z e R* | (F(b),z) ¢ RL\ {0}}.

Fie a := (a1, ay) si b := (b1, by) puncte din A. Presupunem ci
(F(a),b—a) ¢ —R3 \ {0}.
Atunci avem (F(a),a —b) ¢ R2 \ {0}. In virtutea relatiei (6.5) obtinem
(F(b),a—0b) ¢ RT\ {0}, de unde (F(b),b—a) ¢ —R3 \ {0}

Deci F' este operator pseudomonoton.
Acum, presupunem ca

(F(z),a —x) ¢ R2 \ {0} oricare ar fi x €]a, b].

In particular, avem

(F(b),a—b) ¢ RY \ {0},
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Din (6.5) obtinem (F(a),a —b) ¢ R2 \ {0}. Asadar operatorul F este maximal pseudomonoton.
Cu alte cuvinte, conditia (i) din Teorema 6.2.5 este indeplinita.
Din (6.4) avem

Sb) ={a€ A| (F(b),a—b) ¢ RI\{0}} ={(a1,a2) € A| a1 + a2 < by + Do},

oricare ar fi b := (by,by) € A. Prin urmare, conditia (ii) din Teorema 6.2.5 este de asemenea
indeplinita. Evident, conditia (iii) din Teorema 6.2.5 este indeplinita cu D := A. N

Din Corolarul 3.2.10 obtinem urmatorul rezultat, care este o ugoara generalizare a Teoremei
2.1 alui Y. P. Fang si N. J. Huang [51].

Teorema 6.2.7 (A. Capata [35]) Presupunem ca urmdatoarele conditii sunt indeplinite:
(i) oricare ar fi b € A, multimea S(b) :={a € A| (F(a),b—a) ¢ —C\ {0}} este inchisd;
(i) ezista o multime nevida, compacta si convexa D C A precum si un element beD astfel
incat 3
(F(z),b—x) € —C\ {0} oricare ar fix € A\ D.

Atunci problema (SVI) admite o solutie.

6.3 Solutii proprii ale unor inegalitati variationale vectoriale
generalizate

In cele ce urmeazi prezentam rezultate de existenta pentru solutiile propriu eficiente ale unor
inegalitati variationale vectoriale generalizate. Fie A o submultime nevida a unui spatiu liniar
topologic metrizabil E, fie Z un spatiu liniar topologic real, fie C' C Z un con netrivial, punctat si
convex, fie ¢ : A — Z o functie data si fie F': A — L(F,Z) un operator.

Urmatoarele rezultate de existenta se refera la inegalitatile variationale de mai jos:

(GMVI) gasiti a € A astfel incat (F(b),b— a) + q(b) — g(a) ¢ —C \ {0} pentru orice b € A;

(GSVI)  gasiti a € A astfel incat (F(a),b—a) + q(b) — q(a) ¢ —C'\ {0} pentru orice b € A.

Numim aceste probleme inegalitatea variatinala vectoriala tare Minty generalizata, si respectiv
inegalitatea variationala vectoriala tare Stampacchia generalizata.

Pentru inceput, reamintim cateva definitii legate de inegalitatile variationale vectoriale (a se
vedea [58], [107] si [117]).

Definitia 6.3.1 Fie ¢* € C* \ {0}. Spunem ca operatorul F' este:

(i) ¢*-monoton daca, oricare ar fi a,b € A, avem
c'((F(b) — F(a),b—a)) = 0.
(ii) c¢*-hemicontinuu superior daca A este o multime convexa, si oricare ar fi a,b € A, functia
VAe[0,1] — c"((F(Ab+ (1 —XNa),b—a)) eR
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este semicontinua superior in 0.

(iii) C-monoton daca, oricare ar fi a,b € A, avem

(F(b) — F(a),b—a)) € C.

(iv) wv-hemicontinuu daca A este o multime convexa si, oricare ar fi a,b € A, functia
VAe[0,1] = (FAb+ (1 —XNa),b—a)e Z
este semicontinua superior in 0.

Observatia 6.3.2 Este evident ca, daca F este C-monoton si v-hemicontinuu, atunci, pentru
orice functionala ¢* € C* \ {0}, F' este ¢*-monoton si ¢*-semicontinuu superior. O

Definitia 6.3.3 (X. H. Gong [61]) Spunem ca un punct a € A este:

(i) o solutie global eficienta a problemei (GMVI) daca exista un con Henig dilatator K C Z
pentru C' astfel incat

(F(b),b—a)+ q(b) —q(a) ¢ —K \ {0} pentru orice b € A;

(ii) o solutie Henig slab eficienta a problemei (GMVI) daca Z este un spatiu local convex real
sl exista o vecinatate convexa U a originii lui Z cu U C Vj (a se vedea Sectiunea 3.3) astfel
incat

(F'(b),b—a)+ q(b) — q(a) ¢ —int Cy(B) pentru orice b € A;

(iii) o solutie global eficienta a problemei (GSVI) daca exista un con Henig dilatator K C Z
pentru C' astfel incat

(F(a),b—a)+ q(b) —q(a) ¢ —K \ {0} pentru orice b € A4;

(iv) o solutie Henig slab eicienta a problemei (GSVI) daca Z este un spatiu local convex real si
exista o vecinatate convexa U a originii lui Z cu U C Vg (a se vedea Sectiunea 3.3) astfel
incat

(F(a),b—a)+ q(b) — q(a) ¢ —int Cy(B) pentru orice b € A.

Teorema 6.3.4 (A. Capata [36]) Fie A o multime compacta convezxd, fie K C Z un con Henig
dilatator pentru conul C, fie k* € K*, si fie urmdtoarele conditii indeplinite:

(i) k* o q este semicontinud inferior pe A;
(ii) q este K-convex;
(iii) F este k*-monoton.
Atunci problema (GMVI) admite o solutie global eficientd.

Urmatoarea teorema asigura existenta solutiilor global eficiente ale problemei (GSVI), in
ipoteza ca exista un con Henig dilatator K cu K* # (). O asemenea ipoteza nu este tare, deoarece
un asemenea con exista intotdeauna daca presupunem ca C' este bazat.

45



Teorema 6.3.5 (A. Capata [36]) Fie A o multime compacta convezxd, fie K C Z un con Henig
dilatator pentru C, fie k* € K* si fie urmatoarele conditii indeplinite:

(i) k* o q este semicontinuu inferior pe A;
(ii) ¢ este K-convex;

(iii) F este k*-monoton;

(iv) F este k*-hemicontinuu superior.

Atunci problema (GSV'I) admite o solutie global eficientd.

In partea finald a acestei sectiuni, prezentam rezultate de existenta pentru (GSVI), in ipoteze
mai tari decat cele ale Teoremei 6.3.5.

Corolarul 6.3.6 (A. Capata [36]) Fie A o multime compacta conveza, fie K C Z un con Henig
dilatator pentru C' cu K* # 0 si fie urmdtoarele conditii indeplinite:

(i) q este K-semicontinud inferior pe A;

F este K-monoton;

)
(ii) ¢ este K-convex;
(i)
iv)

(iv) F este v-hemicontinuu.
Atunci problema (GSV'I) admite o solutie global eficientd.

Mentionam ca orice solutie global eficienta a problemei (GSVI) este o solutie a problemei
(GSVI), datorita incluziunii C'\ {0} C int K, unde K este un con Henig dilatator pentru C.

Ipotezele (i), (ii) si (iii) ale Corolarului 6.3.6 sunt indeplinite, daca presupunemca functia q este
C-semicontinua inferior si C-convexa, iar operatorul F' este C-monoton pe A.

Corolarul 6.3.7 (A. Capata [36]) Fie Z un spatiu local convex real, fie C un con bazat, fie A o
mulfime compacta convexa, $i fie urmatoarele conditii indeplinite:

(i) q este C-semicontinuu inferior pe A;
(ii) q este C-convex;

(iii) F este C-monoton;
(iv) F este v-hemicontinuu.

Atunci problema (GSVI) admite o solutie Henig slab eficienta .

Luand ¢ := 0 in definitia problemei (GMVI) si (GSVI), deducem din rezultatele anterioare
rezultate de existenta pentru solutiile problemei (SVI).

Propozitia 6.3.8 (G. Bigi, A. Capata si G. Kassay [18]) Fie A o multime converd si fie F v-
hemicontinuu. Daca a € A este o solutie global eficientd a problemei (MVI), atunci a este o
solutie a problemei (SVI).
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Din Teorema 6.3.4, Teorema 6.3.5 si Observatia 6.3.2 deducem urmatoarele rezultate.

Teorema 6.3.9 (G. Bigi, A. Capata si G. Kassay [18]) Fie A o multime compacta convezd, fie
K C Z un con Henig dilatator pentru C cu K* # 0 si fie F un operator K-monoton. Atunci
problema (MVI) admite o solutie global eficienta.

Teorema 6.3.10 (G. Bigi, A. Capata si G. Kassay [18]) Fie A o mulfime compacta convexd,
fie K C Z un con Henig dilatator pentru C' cu K* # (). Dacd operatorul F este K-monoton i
v-hemicontinuu, atunci problema (SVI) admite o solutie.

6.4 Inegalitati variationale multivoce de tip Minty si Stampacchia

Fie A o submultime nevida convexa a unui spatiu Banach reflexiv E gi fie FF : A — F(E*) o
functie multivoca unde F(E*) este multimea submultimilor nevide si finite ale lui £*. Studiem
urmatoarele inegalitati variationale, prezente in lucrarea L. J. Lin, Z. T. Yu si G. Kassay [94]:

(MMVI) gasiti a € A astfel incat ig&)(v, b—a) > 0 pentru orice b € A,
ve
si
(SMVI) gasiti a € A astfel incat sup (u,b— a) > 0 pentru orice b € A.
ueF(a)

Deoarece F' ia valori in F(E*), aceste inegalitati variationale multivoce devin:

(MMVI) gasiti a € A astfel incat m}g)(v, b—a) > 0 pentru orice b € A,
ve

si respectiv

(SMVTI) gasiti a € A astfel incat mggc)(u, b—a) > 0 pentru orice b € A.
uckF(a

Observam aceste probleme inegalitatea variationala multivoca Minty, si inegalitatea variationala
multivoca Stampacchia, respectiv. Notam ca (M MVI) este echivalenta cu urméatoarea problema
scalara de echilibru:

(EP) gasiti a € A astfel incat h(a,b) > 0 pentru orice b € A,
unde h: A x A — R este definit prin

h(a,b) := min (v, b — a) pentru orice a,b € A.
veEF(b)

Luand in considerare aceasta observatie, deducem din Corolarul 2.1.5 urmatorul rezultat de
existenta referitor la solutiile problemei (M MVI).

Teorema 6.4.1 (A. Capata [35]) Fie A o multime compacta, si fie urmatoarea conditie indeplinita:
oricare ar fi by,... b, € A, si oricare ar fi piy, ... b >0 cu g + -+ + p, = 1, are loc

supjzl,uj Ugi(%)<v,bj —a) > 0.
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Atunci problema (MMVI) admite o solutie.

Pentru a prezenta rezultate de existenta ale problemei (SMVI), avem nevoie de urméatoarea
notiune.

Definitia 6.4.2 (L. J. Lin, Z. T. Yu si G. Kassay [94]) Fie X si Y spatii liniare topologice reale si
fie A o submultime nevida convexs a lui X. Spunem ci multifunctia 7 : A — 2" este semicontinua
superior de-a lungul liniilor in punctul 0 daca, oricare ar fi a,b € A, multifunctia

YA€ [0,1] = T+ (1 — Na) € 27
este semicontinua superior in 0.

Teorema 6.4.3 (A. Capata [34]) Fie A o multime compacta, fie ' semicontinuu superior de-a
lungul liniilor in punctul 0 st fie urmatoarea condifie indeplinita: oricare ar fi by,... b, € A si
oricare ar fi fiy, ..., fn >0 cu pg + -+ + pp, = 1, are loc

supz,uj min (v,b; —a) > 0.
j:l ’UGF(bJ‘)

Atunci problema (SMVI) admite o solutie.
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