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Introducere

Teoria punctului fix devine in ultima vreme, nu numai un domeniu cu o ampla dez-
voltare, ci si un instrument util in rezolvarea diferitelor probleme care apar in diferite domenii
ale matematicii pure gi aplicate. Un element central al teoriei metrice de punct fix este
Principiul Contractiilor lui Banach-Caccioppoli. In prezent avem numeroase generalizari ale
acestui rezultat in contextul unei game variate de spatii metrice generalizate. Daca analizam
cu atentie demonstratiile acestor generalizari, putem observa ca proprietatile metricii, In par-
ticular anumite axiome ale metricii, nu sunt intotdeauna esentiale. Drept urmare se pune
urmatoarea problema: Care ar fi spatiile generale in care au loc teoremele de punct fix pentru
operatori de tip contractiv ?

Aceastd problema a fost studiatd inca din 1975 de cétre un distins matematician,
Shouro Kasahara, profesor la Universitatea din Kobe. Plecand de la lucrarea lui Maurice
Fréchet [42], care a introdus structura de L-spatiu, Kasahara a inzestrat aceasta structura
cu o functionald d ce nu este neaparat o metrica. Astfel Kasahara a definit un spatiu mai
general: L-spatiul d-complet. Utilizand aceasta notiune, Kasahara extinde teorema lui Maia,
publicata in 1968 in [84], un binecunoscut rezultat de punct fix care are loc in contextul unei
multimi inzestrate cu doua metrici. Mentionam aici si alti autori care au obtinut teoreme de
punct fix in contextul unei multimi inzestrate cu doua metrici: V. Berinde [10], S. Iyer [57],
A. Petrugel si I.A. Rus [102], R. Precup [105], I.A. Rus [118], I.A. Rus, A.S. Muresan si V.
Muresan [122], B. Rzepecki [129], L.M. Saliga [130].

Intr-un anumit numér de lucrari [66]-[70], Kasahara a construit o teorie a punctului
fix in L-spatii d-complete. T.L. Hicks [47] si T.L. Hicks - B.E. Rhoades [49] au demonstrat
cateva teoreme de punct fix In spatii topologice d-complete. Alte rezultate in aceasta directie
au fost obtinute de V.G. Angelov [3], J. Danes [22], K. Iséki [55], L. Guran [45], P.Q. Khanh
[75].

Cu toate acestea, notiunea de L-spatiu d-complet a fost, intr-un anumit sens, destul
de dificil de utilizat. Astfel, luand in considerare lucrarile lui Kasahara precum si rezultatele
obtinute de matematicienii amintiti mai sus, loan A. Rus a definit in 2010 urmatoarele notiuni
spativ Kasahara, spativ Kasahara generalizat si spativ Kasahara tn sens larg. Lucrarea sa
[121] contine de asemenea teoreme de punct fix si probleme propuse in legatura cu spatiile
Kasahara. Anumite solutii la problemele propuse pot fi gasite in aceasta teza.

Teza de doctorat este structurata in trei capitole, fiecare capitol fiind Impartit in mai
multe sectiuni.

Capitolul 1: Preliminarii.
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iv INTRODUCERE

In acest capitol prezentam notiunile si rezultatele de baza referitoare la L-spatii, spatii
metrice generalizate, spatii metrice partiale, w-distanta si 7-distanta intr-un spatiu metric
(X, d), spatii Kasahara si operatori definiti pe spatii Kasahara, ce vor fi abordate in capitolele
urmatoare ale tezei, in vederea prezentarii rezultatelor din teza. Contributiile proprii cuprinse
in acest capitol sunt cateva solutii la Problemele 1.6.1, 1.6.2 si 1.6.3 propuse de .LA. Rus in
[121].

Capitolul 2: Contractii generalizate in spatii Kasahara.

o In prima sectiune a acestui capitol prezentam teoria unor binecunoscute rezultate
de punct fix precum Principiul Contractiilor lui Banach-Caccioppoli, Principiul Contractiilor
pe Grafic, Teoreme de tip Caristi-Browder si Matkowski. Rezultatele noastre se refera la
contractii univoce generalizate in contextul spatiilor Kasahara (X, —,d), unded : X xX — Ry
este o functionala. Prezentam de asemenea unele extensii ale rezultatelor noastre in cazul
spatiilor Kasahara generalizate si in sens larg. Contributiile proprii din aceasta sectiune
sunt: Teorema 2.1.1 — o teorie a punctului fix in spatii Kasahara, care extinde si completeaza
totodata Principiul Contractiilor lui Banach-Caccioppoli; Teorema 2.1.2 — un rezultat local de
punct fix pentru operatori Zamfirescu in contextul spatiilor Kasahara, fiind o extindere dar si o
generalizare a teoremei locale de punct fix a lui Krasnoselskii; Teorema 2.1.3 — un rezultat de
punct fix in spatii Kasahara generalizate (d(z,y) € Ry U{+400}) pentru a-contractii; Teorema
2.1.5 — o teorie a punctului fix pentru varianta locald a Principiului Contractiilor lui Banach-
Caccioppoli, in contextul spatiilor Kasahara in sens larg (d este o w-distanta); Teorema 2.1.6
— o teorema de punct fix in contextul spatiilor Kasahara in sens larg (d este perturbata
cu o functie ¢ crescatoare, subaditiva si continua), care extinde si completeaza Principiul
Contractiilor lui Banach-Caccioppoli, Principiul Contractiilor pe Grafic, teoremele de punct
fix de tip Caristi-Browder si Matkowski; Teorema 2.1.2, care extinde Teorema 1 prezentata
de T. Zamfirescu in lucrarea [150]; Lema 2.1.2; Definitiile 2.1.7, 2.1.8; Observatia 2.1.2 si
Exemplele 2.1.2, 2.1.3. Majoritatea rezultatelor prezentate in prima sectiune se regasesc si in
urmatoarele lucrari: A.-D. Filip [35], [36]; A.-D. Filip si A. Petrusel [40].

o In a doua sectiune prezentam legatura dintre teoremele de punct fix de tip Maia si
teoremele de punct fix din spatiile Kasahara. Sunt prezentate de asemenea si unele teoreme
de punct fix de tip Maia in contextul unui spatiu inzestrat cu doud metrici. Contributiile
proprii din aceasta sectiune sunt: Teorema 2.2.2 care este un rezultat de punct fix referitor
la aproape contractii definite pe o multime inzestrata cu doua metrici vectoriale, teorema ce
extinde si generalizeaza teorema de punct fix a lui Maia; Observatia 2.2.4 in care se specifica
legatura dintre teoremele de punct fix din spatiile Kasahara si teoremele de punct fix de tip
Maia. Teorema 2.2.2 se regaseste in lucrarea A.-D. Filip gi A. Petrusel [39].

o In a treia sectiune, introducem o notiune noua: spatiu Kasahara relativ la un opera-
tor gi prezentam in acest context cateva aplicatii referitoare la existenta si unicitatea solutiilor
pentru ecuatiile diferentiale si integrale. Contributiile proprii din aceasta sectiune sunt: Teo-
rema 2.3.1 care este o teorie a punctului fix in spatiile Kasahara relative la un operator, ce
extinde si completeaza Principiul Contractiilor lui Banach-Caccioppoli; Teorema 2.3.2 care
este o teorie a punctului fix in contextul spatiilor Kasahara relative la un operator, ce extinde
si completeaza Principiul Contractiilor pe Grafic; Teorema 2.3.3 care este o aplicatie a Teo-
remei 2.3.1 referitoare la existenta gi unicitatea solutiilor pentru ecuatiile integrale; Teorema
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2.3.4 care este de asemenea o aplicatie a Teoremei 2.3.1 referitoare la existenta si unicitatea
solutiilor pentru problemele cu conditii la limitd; Definitia 2.3.1; Observatiile 2.3.1, 2.3.2 i
2.3.3; Exemplele 2.3.1 si 2.3.2. Toate aceste contributii se regasesc in lucrarea A.-D. Filip [34].

Capitolul 3: Contractii multivoce generalizate in spatii Kasahara.

o In prima sectiune a acestui capitol, prezentam cateva teoreme de punct fix pentru
contractii multivoce generalizate definite pe spatii Kasahara, spatii Kasahara generalizate si
spatii Kasahara in sens larg. Contributiile proprii din aceasta sectiune sunt: Teorema 3.1.2
care extinde teorema de punct fix a lui Nadler (Nadler [94]) de la contextul spatiilor metrice
complete la contextul spatiilor Kasahara; Teorema 3.1.3 prezentata sub forma unei teorii a
Teoremei 3.1.2; Teorema 3.1.4 care este un rezultat de punct fix strict, similar Teoremei 3.1.3;
Teorema 3.1.5 care este un rezultat local de punct fix, similar Teoremei 2.1.2, dar pentru o-
peratori Zamfirescu multivoci; Teorema 3.1.6 care extinde Teorema 3.1.5 in contextul spatiilor
Kasahara generalizate (d(z,y) € R’'); Teorema 3.1.7 prezentata ca o aplicatie la operatorii
Zamfirescu multivoci definiti pe spatii Kasahara generalizate, referitoare la existenta solutiilor
sistemelor de incluziuni semiliniare; Teorema 3.1.8 care este un rezultat de punct fix pentru
operatori Zamfirescu multivoci in contextul spatiilor Kasahara in sens larg; Corolarele 3.1.1,
3.1.2; Lemele 3.1.2, 3.1.3; Definitia 3.1.2 gi Observatiile 3.1.4, 3.1.5. Majoritatea rezultatelor
prezentate in aceasta sectiune se regasesc si in urmatoarele lucrari: A.-D. Filip [32], [33], [37].

o In a doua sectiune a acestui capitol prezentam cateva rezultate de punct fix de tip
Maia, in stransa legatura cu rezultatele de punct fix obtinute in prima sectiune a celui de-
al treilea capitol, pentru contractii multivoce generalizate in spatii Kasahara. Contributiile
proprii din aceasta sectiune sunt: Theorem 3.2.2 care este un rezultat local de punct fix, de
tip Maia, in contextul spatiilor metrice; Teorema 3.2.3 care este un rezultat local de punct
fix, de tip Maia, in contextul spatiilor metrice generalizate (d(z,y) € R'!'); Corolarele 3.2.1
si 3.2.2; Observatiile 3.2.1, 3.2.2. Rezultatele prezentate in aceasta sectiune sunt incluse in
urmatoarele lucrari: A.-D. Filip [31], [32], [33]; A.-D. Filip si A. Petrusel [39].

o In a treia sectiune a acestui capitol introducem notiunea de spatiu Kasahara relativ
la un operator multivoc §i demonstram doua teoreme de punct fix pentru a-contractii multi-
voce 1n contextul spatiilor Kasahara relative la operatori multivoci. Contributiile proprii din
aceasta sectiune sunt: Teoremele 3.3.1 si 3.3.2; Definitia 3.3.1 si Exemplul 3.3.1.

Contributiile autorului prezentate in aceasta teza se regasesc si in urmatoarele lucrari:

e A.-D. Filip, On the existence of fized points for multivalued weak contractions, Proceedings
of the International Conference on Theory and Applications of Mathematics and Informa-
tics, ICTAMI 2009, Alba Iulia, pp. 149-158.

e A.-D. Filip, Fized point theorems for multivalued contractions in Kasahara spaces, Carpa-
thian J. Math., submitted.

e A.-D. Filip, Perov’s fized point theorem for multivalued mappings in generalized Kasahara
spaces, Studia Univ. Babeg-Bolyai Math., 56(2011), no. 3, 19-28.

e A.-D. Filip, Fized point theorems in Kasahara spaces with respect to an operator and appli-
cations, Fixed Point Theory, 12(2011), no. 2, 329-340.
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A .-D. Filip, Fized point theory in large Kasahara spaces, Anal. Univ. de Vest, Timisoara,
submitted.

A.-D. Filip, A note on Zamfirescu’s operators in Kasahara spaces, General Mathematics,
submitted.

A .-D. Filip, Several fized point results for multivalued Zamfirescu operators in Kasahara
spaces, JP Journal of Fixed Point Theory and Applications, submitted.

A.-D. Filip si P.T. Petra, Fized point theorems for multivalued weak contractions, Studia
Univ. Babes-Bolyai Math., 54(2009), no. 3, 33-40.

A.-D. Filip si A. Petrusel, Fized point theorems on spaces endowed with vector-valued me-
trics, Fixed Point Theory and Applications, 2010, Art. ID 281381, 15 pp.

A.-D. Filip gi A. Petrusel, Fized point theorems for operators in generalized Kasahara spaces,
Sci. Math. Jpn., submitted.

O parte importanta din rezultatele originale demonstrate in aceasta teza au fost de

asemenea prezentate la urmatoarele conferinte gtiintifice:

International Conference on Theory and Applications in Mathematics and Informatics (IC-
TAMI), September 37%-6t", 2009, Alba Iulia, Romania;

The 7*" International Conference on Applied Mathematics (ICAMT), September 1%¢-4t"
2010, North University of Baia Mare, Romania;

International Conference on Nonlinear Operators, Differential Equations and Applications
(ICNODEA), July 5'"-8t", 2011, Babes-Bolyai University of Cluj-Napoca, Romania;

The 13" International Symposium on Symbolic and Numeric Algorithms for Scientific
Computing (SYNASC), September 261"-29" 2011, West University of Timisoara, Romania.

Cuvinte cheie: punct fix, spatiu Kasahara, spatiu Kasahara generalizat, spatiu Kasahara
in sens larg, spatiu Kasahara relativ la un operator, L-spatiu, w-distanta, 7-distanta, pre-
metrica, cvasimetrica, metrica dislocata, metrica partiala, matrice convergenta la zero, sir al
aproximatiilor succesive, operator Picard, operator slab Picard.



Capitolul 1

Preliminarii

Scopul acestui capitol este acela de a prezenta notiunile gi rezultatele de baza ce vor fi
abordate In capitolele urmatoare ale tezei, in vederea prezentarii rezultatelor acestei teze. In
acest sens, sunt reamintite notiunile de L-spatiu, metrica generalizata, metrica partiala, w-
distanta, T-distanta, spatiu Kasahara, spatiu Kasahara generalizat si spatiu Kasahara in sens
larg, toate aceste notiuni fiind Insotite de prezentarea proprietatilor caracteristice si a unor
exemple ilustrative. Un al doilea scop al acestui capitol este acela de a prezenta cateva solutii
la Problemele 1.6.1, 1.6.2 si 1.6.3, propuse de I.A. Rus in lucrarea [121].

In vederea realizdrii Preliminariilor au fost studiate urmétoarele referinte bibliografice:
M. Fréchet [42]; L.M. Blumenthal [12]; M.M. Bonsangue, F. van Breugel si J.J.M.M. Rutten
[13]; O. Kada, T. Suzuki si W. Takahashi [60]; S. Kasahara [62], [66]; I.A. Rus [117], [119],
[121]; I.A. Rus, A. Petrusel si G. Petrusel [124]; T. Suzuki [139], [140].

1.1 L-spatii

In aceasts sectiune reamintim notiunea de L-spatiu, un spatiu abstract in care functioneaza
unul dintre instrumentele de baza utilizat in teoria ecuatiilor operatoriale, in special in teoria
punctului fix: metoda aproximatiilor succesive. Pe de alta parte, notiunea de L-spatiu are un
rol important in definirea spatiilor Kasahara. Cateva exemple de L-spatii sunt de asemenea
prezentate.

Notiunea de L-spatiu a fost introdusa in 1906 de M. Fréchet in lucrarea [42] dupa cum
urmeaza:

Definitia 1.1.1 (M. Fréchet [42], I.A. Rus [117]). Fie X o multime nevidd. Fie
S(X) = {(xn)nEN | Tn € X, n€ N}

Fie ¢(X) C s(X) o submultime a lui s(X) st Lim : ¢(X) — X un operator. Prin definitie,
tripletul (X, c(X), Lim) se numeste L-spatiu dacd urmdatoarele conditii sunt indeplinite:

(1) Daca xy,, =z, oricare ar fin € N, atunci (xn)nen € ¢(X) st Lim(zpn)neny = .
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(#7) Daca (xpn)neny € ¢(X) si Lim(zp)nen = @, atunci pentru orice subsir (Ty,)ien al lui
(Tn)nen avem cd (xn,)ien € ¢(X) si Lim(xy, )ien = .

Prin definitie, un element (x,,),en al lui ¢(X) se numeste sir convergent, @ = Lim(zp)nen
este limita acestui sir si vom nota acest lucru prin

T, — x cand n — oco.
Notam structura de L-spatiu pe X prin (X, —).

Exemplul 1.1.1. In general, un L-spatiu este orice mulfime inzestrata cu o structura ce
implica o notiune de convergenta a sirurilor. Spatiile topologice Hausdorff, spatiile metrice,
spatiile metrice generalizate in sens Perov (i.e. d(x,y) € RT?), spatiile metrice generalizate in
sens Luzemburg (i.e. d(z,y) € Ry U {4o00}), spatiile K-metrice (i.e. d(z,y) € K, unde K
este un con intr-un spatiuv Banach ordonat), spatiile Gauge, spatiile 2-metrice, spatiile D-R ,
spatiile metrice probabilistice, spatiile sintopogene, sunt exemple de L-spatii. Mai multe detalii
in acest sens se pot gasi in lucrarea lui I.A. Rus [117] si a referintelor acesteia.

1.2 Spatii metrice generalizate

In aceasti sectiune prezentam notiunile de G-metricd si functionala distanta definite pe
o multime nevida X, ambele notiuni fiind utilizate in definirea spatiului metric generalizat.
Legatura dintre L-spatii si spatiile metrice generalizate este de asemenea studiata.

Prin metrica generalizata definita pe o multime nevida X intelegem:

1°. O functionald d : X x X — Ry (numita si functionala distantd) care satisface anumite
axiome.

2°. O functionala d : X x X — (G, +, <, E)) (numita gi G-metrica) care satisface urmatoarele
axiome

(1) d(z,y) > 0, oricare ar fi z,y € X si d(z,y) = 0 daca si numai dacd = = y;
(1) d(z,y) = d(y,x), oricare ar fi x,y € X;
(131) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y), oricare ar fi z,y,z € X,

unde structura (G, +, <, g) este un L-grup ordonat !.

'Fie (G, +) un grup, < o relatie de ordine partials pe G, iar & o structurs de L-spatiu pe G. Prin definitie,
(G, +, <, E)) este un L-grup ordonat dacd urméitoarele axiome au loc:
(1) zn = x si yn — y cdnd n — oo implicad xn + yn — = + y cand n — oo;
(2) zn = x, yn — y cdnd n — 00 i xn < yn oricare ar fi n € N implicd = < y;
3) z<ysiu<vimplicd z+u<y+w.

Mai multe consideratii legate de L-grupuri ordonate pot fi gasite in lucrarea lui I.A. Rus, A. Petrusel si G.
Petrusel [124], p.79 .
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In aceasta sectiune analizam urmatoarea problema.

Problema 1.2.1. Care din functionalele distantd d : X x X — Ry induc o structurd de
L-spatiu pe X ?

1.3 Spatii metrice partiale

In aceasts sectiune reamintim notiunea de metrica partiala ca un caz particular de metrica
generalizata. Cateva exemple de spatii metrice partiale sunt de asemenea prezentate. Definim
notiunile de convergenta induse de cvasimetrica g, si metrica d,, ambele fiind functionale
obtinute dintr-o metrica partiala p.

Definitia 1.3.1 (S.G. Matthews [87]). Fie X o mulfime nevida. O functionala p: X x X —
R este o metrica partiala pe X dacd p satisface urmdatoarele conditii:

p(y,y) = p(x,y) daca si numai dacd x = y;

— p(

< p(x,y), oricare ar fix,y € X;
= p(y,x), oricare ar fiz,y € X;
<

( )
( )
( )
( p(,2) + p(z,y) — p(z,2), oricare ar fix,y,z € X.

Cuplul (X,p), unde X este o multime nevida, iar p este o metrica partiala pe X, se
numegte spatiu metric partial.

Exemplul 1.3.1 (I.A. Rus [119]). Fie (X,d) un spatiu metric. Atunci (X,d) este un spafiu
metric partial.

Exemplul 1.3.2 (S.G. Matthews [87]). Fie X := {[a,b] | a,b € Ry, a <b} sip: XxX — Ry
o functionala definita prin

p([a,b], [c,d]) := max{b,d} — min{a, c}, oricare ar fi[a,b],[c,d] € X, cu [c,d] C [a,b].
Atunci (X, p) este un spatiu metric partial.

Observatia 1.3.1. Mai multe consideratii legate de spatiile metrice partiale si aplicatii pe
aceste spatii, se pot gasi in lucrarile lui S.G. Matthews [87], [88], H.-P. A. Kiinzi si V.
Vagner [81], M. Fitting [41], R. Kopperman, S. Matthews si H. Pajoohesh [79], S.J. O’Neill
[97], S. Romaguera si M. Schellekens [109], A.K. Seda [134], S. Oltra si O. Valero [96], . A.
Rus [119].
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1.4 w-distanta pe un spatiu metric (X, d)

O alta metricd generalizata este asa numita w-distantd. Prezentam iIn aceastd sectiune
definitia notiunii de w-distanta, precum si cateva proprietati si exemple ale acesteia.

Definitia 1.4.1 (O. Kada, T. Suzuki si W. Takahashi [60]). Fie (X,d) un spaliu metric.
Atunci functionala p : X x X — Ry se numeste w-distantd pe X daca urmdtoarele conditii
sunt indeplinite:

(w1) p(z,z) < p(z,y) +p(y, 2), oricare ar fiz,y,z € X;
(wa) pentru orice x € X, p(z,-) : X — Ry este semicontinud inferior;

(ws) pentru orice € > 0, exista 6§ > 0 astfel incat p(z,x) < § i p(z,y) < & sa implice
d(z,y) <e.

Exemplul 1.4.1 (L. Guran [45]). Fie (X,d) un spatiu metric. Atunci metrica d este o
w-distanta pe (X, d).

Exemplul 1.4.2 (L. Guran [45]). Fie X un spatiu liniar normat cu norma |-||. Atunci
functionala p : X x X — Ry, definita prin p(x,y) = ||z|| + ||y||, oricare ar fi x,y € X, este o
w-distanta pe X.

Observatia 1.4.1. Mai multe consideratii legate de w-distanie se pot gasi in lucrarile lui O.
Kada, T. Suzuki si W. Takahashi [60], T. Suzuki [138], L. Guran [45] si referintele cuprinse
in aceste lucrari.

1.5 7-distanta pe un spatiu metric (X, d)

In lucrarea [139], T. Suzuki introduce notiunea de 7-distanta, definita pe un spatiu metric,
care este un concept generalizat al notiunilor de w-distanta i distanta Tataru (a se vedea D.
Tataru [144]). De asemenea T. Suzuki prezinta generalizari pentru Principiul Contractiilor lui
Banach-Caccioppoli, teorema de punct fix a lui Caristi, principiul variational al lui Ekeland
si teorema de minimizare nonconvexa a lui Takahashi.

Definitia 1.5.1 (T. Suzuki [139]). Fie (X, d) un spatiuv metric. O functionalap: X x X — Ry
se numegte T-distantd pe X daca exista un operator n: X x Ry — Ry st urmatoarele conditii
sunt indeplinite:

(11) p(x,2) < p(z,y) +p(y, 2), oricare ar fiz,y,z € X;

(12) n(x,0) =0 sin(x,t) >t oricare ar fix € X git € Ry, sin este concava gi continud in
a doua variabild;

(r3) lim x, =2 gi im sup n(zp, p(zn, Tm)) = 0 implica p(w,x) < liminf p(w, x,), oricare
n—oo n—o0 mzn n—o0

ar fiw € X;
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(t4) lim sup p(@n,ym) =0 si lim n(x,,t,) =0 implica lim n(yn,,t,) = 0;

(15) lim n(zpn, p(2n,2n)) =0 si lim n(zp, p(2n, yn)) = 0 implica lim d(z,,y,) = 0.
n—oo n—oo n—oo

Exemplul 1.5.1 (T. Suzuki [139]). Fie p o w-distanta definita pe un spativ metric (X,d).
Atunci p este o T-distanta pe (X, d).

Exemplul 1.5.2 (T. Suzuki [139]). Fie p o 7-distantd pe un spativ metric X si fie ¢ un
numar real pozitiv. Atunci functionala q : X x X — Ry, definita prin q(x,y) = ¢ - p(z,vy),
oricare ar fi x,y € X, este de asemenea o T-distanta pe X.

Observatia 1.5.1. Mai multe consideratii referitoare la T-distanta si la rezultate de punct
fix ce folosesc aceasta notiune, pot fi gasite in lucrarea lui T. Suzuki [139], [140] si L. Guran

[45]-

1.6 Spatii Kasahara

Fie X o multime nevida si d : X x X — Ry o functionala. Fie — o structura de convergenta
pe X. In lucrarea lui S. Kasahara [66], L-spatiul (X, —) se numeste d-complet daca pentru
orice sir (zp)nen din X, cu Y d(zp, Tpy1) < +00, avem ca (2, )nen converge in (X, —).
neN

In mai multe lucriiri [66]-[70] S. Kasahara construieste o teorie a punctului fix in L-spatii
d-complete. T.L. Hicks [47] si T.L. Hicks - B.E. Rhoades [49] prezinta cateva teoreme de punct
fix Intr-un spatiu topologic d-complet. Alte rezultate in aceasta directie au fost obtinute de
V.G. Angelov [3], J. Danes [22], K. Iséki [55], L. Guran [45], P.Q. Khanh [75]. Pe de alta
parte, unii autori prezinta cateva teoreme de punct fix In contextul unei multimi inzestrate
cu doua metrici: M.G. Maia [84], V. Berinde [10], R. Precup [105], A. Petrusel si I.A. Rus
[102], I.A. Rus [118], B. Rzepecki [129], L.M. Saliga [130], S. Iyer [57], I.A. Rus, A. Petrusel
si G. Petrusel ([124], pp. 39-40).

Reamintim notiunile de spatiu Kasahara, spatiu Kasahara generalizat si spatiu Kasahara
in sens larg, notiuni ce au fost introduse de I.A. Rus in lucrarea [121]:

Definitia 1.6.1 (Spatiu Kasahara, I.A. Rus [121]). Fie (X,—) un L-spatiu si d: X x X —
Ry o functionala. Tripletul (X,—,d) este un spatiu Kasahara dacd $i numai daca avem
urmdatoarea condifie de compatibilitate intre — si d:

xy € X, Zd(mn,xn+1) < 400 = (Tp)nen converge in (X, —). (1.6.1)
neN
Definitia 1.6.2 (Spatiu Kasahara generalizat, I.A. Rus [121]). Fie (X,—) un L-spatiu,

(G,+, <, E)) un semigrup ordonat cu unitate, inzestrat cu o structurd de L-spatiu, 0 cel mai
mic element in (G,<) si dg : X x X — G un operator. Tripletul (X,—,dg) se numeste
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spativ Kasahara generalizat daca si numai dacd avem urmatoarea conditie de compatibilitate
intre — st dg:

zn € X, ng(azn,xnﬂ) < 400 = (Tp)nen converge in (X, —). (1.6.2)
neN

De notat este faptul ca prin inegalitatea cu simbolul +o00 ce apare in conditia de compat-
ibilitate (1.6.2), intelegem ca seria Z dc(Tn, Tny1) este marginita in (G, <).
neN
Definitia 1.6.3 (Spatiuv Kasahara in sens larg, I.A. Rus [121]). Fie (X,—) un L-spatiu,

(G,+,<, g) un semigrup ordonat cu unitate, inzestrat cu o structura de L-spatiu, 0 cel mai
mic elemenet in (G,<) si dg : X x X — G un operator. Tripletul (X,—,dg) se numeste
spativ Kasahara in sens larg daca si numai daca avem urmatoarea condifie de compatibilitate
dintre — si dg:

Tn € X, (Tn)nen sir Cauchy (intr-un anumit sens) in raport cu dg
= (Tp)nen converge in (X, —). (1.6.3)
Prezentam in continuare cateva exemple de spatii Kasahara.

Exemplul 1.6.1 (Spatiul Kasahara trivial). Fie (X,d) un spatiu metric complet. Fie LS

structura de convergenta indusa de metrica d pe X. Atunci (X, E), d) este un spatiu Kasahara.

Exemplul 1.6.2 (I.A. Rus [121]). Fie (X, p) un spatiu semimetric complet, unde p : X X
X — Ry este continua. Fie d : X x X — Ry o functionald astfel incat exista ¢ > 0 cu
p(z,y) < c-d(z,y), oricare ar fi x,y € X. Atunci (X, ﬁ>,d) este un spativ Kasahara.

Exemplul 1.6.3 (I.A. Rus [121]). Fie (X, p) un spatiu cvasimetric complet, unde p : X x X —
Ry. Fied: X x X — Ry o functionala astfel incdt exista ¢ > 0 cu p(x,y) < c-d(z,y), oricare
ar fiz,y € X. Atunci (X, 5 d) este un spatiu Kasahara.

Exemplul 1.6.4 (ILA. Rus [121]). Fie p: X x X — R o metrica completa generalizata pe
o multime X. Fiexg € X si A€ R cu A #0. Fiedy : X x X — R definita prin

) p(z,y), dacax# w0 5iy F w0
d)\(.fﬂ,y) C

A, daca x = xg sau y = xg.

Atunci (X, ﬁ>, dy) este un spativ Kasahara generalizat.

Exemplul 1.6.5 (I.A. Rus [121]). Fie (X, p) un spatiu metric partial complet. Atunci (X, LN
,dp) este un spativ Kasahara in sens larg, unde d, : X x X — Ry este definita prin

dp(x,y) = p(z,y) + p(y,z) — p(x,x) — p(y,y), oricare ar fi x,y € X.

In aceastd sectiune prezentam cateva solutii la urméatoarele probleme, formulate de I.A.
Rus in lucrarea [121]:
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Problema 1.6.1. Sa se construiasca exemple relevante de spaiii Kasahara.

Problema 1.6.2. Fie p o w-distanta definita pe un spatiu metric complet (X,d). In ce

conditii (X, i),p) este un spatiu Kasahara in sens larg?

Problema 1.6.3. Fie p o T-distanta definita pe un spativ metric complet (X, d). In ce conditit

(X, i,p) este un spafiu Kasahara in sens larg?

1.7 Operatori definiti pe spatii Kasahara

In aceastd sectiune consideram spatiul Kasahara (X, —,d), unde d : X x X — R, este o
functionala. Definim proprietatile de continuitate si inchidere pentru operatorii self f : X —
X 1n raport cu — si conditii metrice pentru f in raport cu d, prezentand in acest sens unele
contractii generalizate. In final, definim proprietatea de bine-punere pentru problema de
punct fix si proprietatea de umbrire pentru f in raport cu d. In mod similar, prezentam cazul
operatorilor multivoci definiti pe spatii Kasahara.






Capitolul 2

Contractii generalizate in spatii
Kasahara

In acest capitol construim teoria unor importante teoreme de punct fix precum Principiul
Contractiilor lui Banach-Caccioppoli, Principiul Contractiilor pe Grafic, teoreme de punct
fix de tip Caristi-Browder si Matkowski. Rezultatele acestui capitol sunt obtinute pentru
contractii generalizate univoce in contextul spatiilor Kasahara (X, —,d), unded : X x X — R
este o functionala. Sunt prezentate de asemenea si extinderi ale acestor rezultate in contextul
spatiilor Kasahara generalizate gi a spatiilor Kasahara in sens larg.

In continuare, este prezentata legatura dintre teoremele de punct fix de tip Maia si cele
obtinute in spatii Kasahara si se defineste o notiune noua: spatiu Kasahara relativ la un ope-
rator. Sunt prezentate cateva aplicatii ale acestei noi notiuni, aplicatii referitoare la existenta
$i unicitatea solutiilor ecuatiilor diferentiale gi integrale.

Referintele consultate in vederea elaborarii acestui capitol sunt: A.-D. Filip [34], [35], [36];
A.-D. Filip si A. Petrusel [39], [40]; S. Kasahara [66]; M.G. Maia [84]; I.A. Rus [110], [115],
[117], [119], [121]; I.A. Rus, A.S. Muresan si V. Muresan [122]; I.A. Rus, A. Petrusel si G.
Petrusel [124]; M.-A. Serban [142]; T. Zamfirescu [150].

2.1 Teoreme de punct fix in spatii Kasahara

Scopul acestei sectiuni este acela de a prezenta teoria unor binecunoscute rezultate de
punct fix in contextul spatiilor Kasahara. Unele dintre aceste rezultate sunt obtinute si in
cazul spatiilor Kasahara generalizate, respectiv a spatiilor Kasahara in sens larg, dupa cum
urmeaza:

e teoreme de punct fix pentru contractii generalizate in spatii Kasahara generalizate (X, —
,d), unde d : X x X — R4 U{+o0} este o functionala,

e 0 teorie a punctului fix pentru Principiul Contractiilor lui Banach-Caccioppoli in vari-

anta locala in contextul spatiilor Kasahara in sens larg (X, £>, p),unde d: X x X — R,
este o metrica completa pe X, iar p: X x X — R este o w-distanta pe X;
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e teoreme de punct fix pentru contractii generalizate in contextul spatiilor Kasahara in
sens larg (X, $, ¢ o d), obtinute din spatii metrice (X, d), prin perturbarea metricii cu
o functie crescatoare, subaditiva si continua ¢ : Ry — Ry

Consideram pentru inceput spatiul Kasahara (X, —,d), unde d : X x X — R, este o
functionala. In rezultatele noastre vom utiliza urmatoarele notiuni si notatii:

Definitia 2.1.1. Fie (X, —,d) un spativ Kasahara, unde d : X x X — Ry este o functionala.
Fie f: X — X un operator. Atunci

1) f se numeste operator Picard daca si numai daca Fr = {x*} si f"(z) — x* cand
f

n — oo, oricare ar fix € X;

(ii) f se numeste operator slab Picard daca $i numai dacd sirul (f™(x))nen converge pentru
orice x € X i limita sirului (care poate depinde de x) este un punct fix pentru f;

(11i) daca f este operator slab Picad, atunci definim operatorul

X = X prin f(x) := Lim(f"(z))nen;
Observatia 2.1.1. Mai multe consideratii legate de operatorii Picard si slabi Picard pot fi
gasite in lucrarile lui 1. A. Rus [117], [115], I.A. Rus, A. Petrugel si M.A. Serban [127].

Reamintim de asemenea un instrument deosebit de util in demonstrarea unicitatii pun-
ctului fix corespunzator unui operator univoc definit pe un spatiu Kasahara.

Lema 2.1.1 (Lema lui Kasahara [66]). Fie (X,—,d) un spativ Kasahara, unde d : X x X —
Ry este o functionald. Atunci

oricare ar fixz,y € X, d(z,y) =d(y,z) =0= 2 =y.

Prezentam In continuare unul din rezultatele noastre de punct fix, precum si teoria aferenta
acestuia.

Teorema 2.1.1 (Principiul Contractiilor). Fie (X, —,d) un spatiu Kasahara, unde d :
X x X — Ry este o functionala. Fie f : X — X un operator. Presupunem ca:

(i) f:(X,—)— (X,—) are grafic inchis;
(13) f:(X,d) — (X,d) este o a-contractie, i.e., exista o € [0, 1] astfel incat

d(f(z), fly)) < ad(x,y), oricare ar fi z,y € X.

Atunci urmdtoarele afirmatii sunt adevdrate:
(1) Fy= Fyn ={a}}, oricare ar fin € N* gi d(x},2}) = 0;

(2) f"(z) = 2} cand n — oo, oricare ar fixz € X, i.e., f:(X,—) = (X,—) este operator
Picard;
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(3) oricare ar fix € X avem:
(3.1) d(f"(x),z}) 50 cindn — 00;
(3.2) d(z%, ["(x)) 50 cindn — 00;

(4) daca functionala d este o cvasimetrica (i.e., d(z,y) = d(y,z) = 0 < x =y oricare ar fi
x,y € X sid satisface inegalitatea triunghiului), atunci

f()

oricare ar fix € X;

x),x), oricare ar fi x € X;

);
)

—d(f(x)
< 2 d(x, f(z)), oricare ar fix € X;
z}, [*(2)) < 25d(f(z), x), oricare ar fix € X;

dacd (zn)nen C X astfel incat d(zn, f(2n)) 50 cind n — oo atunci d(zn, x}) 5o
cand n — 00, i.e., problema de punct fix pentru operatorul f este bine-pusd in
raport cu d;

(4.6) daca (zn)nen C X astfel incat d(zns1, f(zn)) 50 cand n — oo atunci avem ci
d(zns1, f1(2)) B0 candn — 00, oricare ar fi z € X, i.e., operatorul f satisface
proprietatea de umbrire la limita in raport cu d;

(4.7) daca g : X — X are proprietatea ca exista n > 0 pentru care d(g(x), f(z)) < n,
oricare ar fi x € X, atunci

n
1—a’

x, € Fy implica d(zy, 2}) <

Observatia 2.1.2. Teorema 2.1.1 extinde Principiul Contractiilor lui Banach-Caccioppoli in
sensul ca in loc de spatiul metric (X, d) este folosit spatiul Kasahara (X, —,d). Functionala
d: X x X — Ry nu trebuie sd satisfacd obligatoriu toate axiomele metricii. Pe de altd parte
Teorema 2.1.1 completeazd concluziile Principiului Contractiilor lui Banach-Caccioppoli in
sensul cd sunt abordate cdteva probleme de punct fix: proprietatea de bine-punere (itemul
(4.5)), proprietatea de umbrire la limita (itemul (4.6)), problema dependentei de date (itemul

(4-7))-

e Prezentam in continuare unul din rezultatele de punct fix referitor la operatorii Zam-
firescu de tip univoc.

In 1972, T. Zamfirescu obtine in lucrarea sa [150] cateva teoreme de punct fix pentru oper-
atori de tip contractiv in spatii metrice, obtinand generalizari ale Principiului Contractiilor lui
Banach-Caccioppoli, precum si pentru teoremele lui Kannan, Edelstein si Singh. Prezentam
rezultate similare in varianta locala gi globala pentru operatori Zamfirescu in spatii Kasahara.
Deoarece invarianta domeniului de definitie pentru operatorii Zamfirescu nu este intotdeauna
indeplinita, utilizam in demonstratiile noastre metoda aproximatiilor succesive. Rezultatele
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locale pe care le obtinem, extind si generalizeaza teorema locald de punct fix a lui Krasnosel-
skii, o data ce contextul de spatiu metric este inlocuit cu cel de spatiu Kasahara. Pe de alta
parte, in locul contractiilor folosim operatori Zamfirescu.

Definitia 2.1.2. Fie (X, —,d) un spativ Kasahara, unde d : X x X — Ry este o functionala.
Aplicatia f : X — X se numeste operator Zamfirescu daca exista o, 5, v € Ry cu a < 1,
8 < % sty < % astfel incat pentru orice x,y € X, cel putin una din urmdtoarele conditii este
adevarata:

(1) d(f(x), f(y)) < ad(z,y);
(22) d(f(z), f(y)) < Bld(z, f(x)) + d(y, f(y)];
(32) d(f(x), f(y)) < ld(z, f(y)) + d(y, f(2))].

Observatia 2.1.3. In rezultatele noastre de punct fix consideram spatiul Kasahara (X, —,d),
unde d : X x X — R, este o premetrica, i.e.,

(1) d(z,z) =0, oricare ar fi x € X;
(2) d(z,2) < d(x,y)+d(y, z), oricare ar fi z,y,z € X.
Consideram de asemenea urmatoarele notatii si notiuni.

Definitia 2.1.3. Fie (X, —,d) un spatiu Kasahara, unde d : X x X — R, este o premetrica.
Atunci .
B(zo,r) :={z € X | d(wg,z) <r}

este bila inchisd la dreapta, centrata in ro € X gt de raza r € R..

Observatia 2.1.4. Fie (X,—,d) un spatiu Kasahara, unde d : X x X — R este o premet-
rica. Fie xg € X gir € Ry. Dacd d este continua pe X in raport cu al doilea argument,
atunct bila inchisa la dreapta B(acg, r) este o multime inchisa in X in raport cu —, i.e., pentru
orice $ir (zn)nen C B(xo,7), cu 2, — 2 € X cdnd n — oo, avem cd z € B(xq,r).

Rezultatul local principal de punct fix care extinde si generalizeaza teorema lui Krasnosel-
skii (a se vedea de exemplu [44]) este urmatorul:

Teorema 2.1.2 (A.-D. Filip [36]). Fie (X, —,d) un spativ Kasahara, unde d : X x X — Ry
este o premetrica. Fie xg € X, r € Ry i f : B(xo,7) — X un operator Zamfirescu.
Presupunem ca:

(i) Graph(f) este inchis in X x X in raport cu —;
(i) d(xo, f(x0)) < (1 —0)r, unde 6 = max{a, %, ﬁ},
(iii) d este continua in raport cu al doilea argument.

Atunci:
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(1°) f are cel putin un punct fix in B(xo,r) si f™(xg) — z* € Fy, cand n — oo.
(2°) are loc urmatoarea estimare:
d(xp,x*) < 0"r, oricare ar fin € N, (2.1.1)
unde x* € Fy $i (Tn)nen este sirul aproximatiilor succesive pentru f, pornind din xg.

Observatia 2.1.5. Se poate realiza o extindere a rezultatului de punct fix prezentat mai sus, la
spatiile Kasahara in sens larg. In vederea obtinerit unui spatiu Kasahara in sens larg dintr-un
spativ Kasahara (X, —,d), unde d : X x X — Ry este o premetricd, este necesard definirea
unei anumite notiuni de sir Cauchy in raport cu premetrica d. Trebuie avut in vedere si faptul
ca d nu este simetricd.

Definitia 2.1.4. Fie (X,d) un spatiu premetric, unde d : X x X — Ry gi fie (xp)nen un gir
din X. Atunci (xn)nen este un gir Cauchy la dreapta in raport cu d daca $i numai daca

Jim d(zn, zm) =0,

m— 00

i.e., oricare ar fi € > 0, exista k € N astfel incat d(zy,zy) < €, pentru orice m,n € N cu
m>n>k.

Obtinem urmatoarea notinue de spatiu Kasahara in sens larg.

Definitia 2.1.5 (A.-D. Filip [36]). Fie (X,—) un L-spatiu. Fied : X x X — Ry o premetrica
pe X. Tripletul (X, —,d) este un spatiu Kasahara in sens larg dacd si numai daca urmdtoarea
conditie de compatibiliate dintre — st d are loc:

dacd (Tp)neny C X cu lim d(zn, xm) =0 atunci (zn)nen converge in (X, —).

m—0o0

Observatia 2.1.6 (A.-D. Filip [36]). Fie (X, —,d) un spatiuv Kasahara in sens larg, in sensul
Definitiei 2.1.5. Atunci (X, —,d) este un spativ Kasahara.

Observatia 2.1.7. Fie (X, —,d) un spatiu Kasahara in sens larg, in sensul Definitiei 2.1.5.
In acest context, Teorema 2.1.2 are loc.

e Prezentam in continuare unul din rezultatele de punct fix obtinute in spatii Kasahara
generalizate (X, —,d), unde d : X x X — R U {+o0} este o functionald. Un exemplu
de spatiu Kasahara generalizat este prezentat mai jos.

Exemplul 2.1.1 (A.-D. Filip si A. Petrusel [40]). Fie a > 0 gi [ := [tp — a,to + a] C R.
Consideram multimea

X:=C():={z:1— R |z este o functie continud pe I}.
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FieA>0sidy:C(I) x C(I) = Ry U{+o0} definita prin
dy(x,y) := max {|tlt|)"$(t) —y(t)| : t e I}, oricare ar fi x,y € C(I). (2.1.2)
— o

Sd observam ca dy nu este neaparat finita pentru orice pereche de functii x,y € C(I). Astfel,
conform lucrarii lui W.A.J. Luzemburg [82], avem ca dy este o metrica generalizata pe C(I)

St

lim dy(zp,zm) =0 = exista x € C(I) astfel incat lim dy(zp,x) = 0. (2.1.3)
n—00 n—o0
m—r0o0

Fie p = max{|z(t) — y(t)| : t € I} metrica ce induce convergenta uniforma pe C(I), iar %
structura de convergentd indusd de p pe C(I).
Tripletul (C(I), Y dy) este un spativ Kasahara generalizat.

In rezultatele noastre, vom folosi de asemenea urmatoarele notiuni.

Definitia 2.1.6 (A.-D. Filip si A. Petrusel [40]). Fie (X, —,d) un spatiu Kasahara generalizat,
unde d : X x X — Ry U {400} este o functionala. Fie f : X — X un operator. Spunem ca
f este

o operator Picard daca

1) Fy={a"};

2) f™(xo) — x* cand n — oo, pentru orice xy € X cu proprietatea d(xo, f(xg)) < +00.
o operator slab Picard daca

1) Fy #0;

2) sirul (f"(xo))nen converge pentru orice xo € X cu d(zo, f(xo)) < +o0, iar limita
sa este un punct fix pentru f.

Observatia 2.1.8. Lema lui Kasahara 2.1.1 are loc $i in cazul cand (X,—,d) este un spatiu
Kasahara generalizat, unde d : X x X — Ry U {+o0} este o functionala. Lema este demon-
strata in lucrarea lui S. Kasahara [66].

Teorema 2.1.3 (A.-D. Filip si A. Petrusel [40]). Fie (X, —,d) un spatiu Kasahara generalizat,
unde d : X x X — Ry U{+oo} este o functionala. Fie f: X — X un operator. Presupunem
ca:

i) f:(X,=) = (X,—) are grafic inchis;
ii) exista a € [0, 1] astfel incdt

d(f(x), f(y)) < ad(z,y), oricare ar fix,y € X, cu d(z,y) < +00;

iii) ewista xg € X astfel incdt d(xo, f(xp)) < +00.
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Atunci:
1) f este un operator slab Picard;
2) daca d(z*,y*) < o0 pentru orice x*,y* € Fy, atunci f este un operator Picard;
3) daca d(xz,x) =0 oricare ar fi x € X, atunci d(x*, f(x*)) < 400 pentru orice +* € Fy;
4) daca x € X six* € Fy astfel incat d(x,z*) < +oo, atunci

d(f*(z),x*) — 0 cand n — oo;

5) daca d(zg, z*) < 400 pentru orice z* € Fy si
d(f* (o), &*) < d(f* (o), F** (x0)) + d(f** (w0), 2*), oricare ar fik € N,

atunct

e Consideram in continuare cazul spatiilor Kasahara generalizate (X, —,d), unde d este

o functionala reala cu valori vectoriale, i.e., d : X x X — R’t. In acest context, avem
cateva rezultate de punct fix obtinute de I.A. Rus in lucrarea [121]. Unul dintre ele este
urmatorul.

Teorema 2.1.4 (LLA. Rus [121]). Fie (X,—,d) un spatiu Kasahara generalizat, unde d :
X x X = RY este o functionald. Fie f: X — X un operator. Presupunem ca:

(i) f:(X,—=) = (X,—) are grafic inchis;

(@) f: (X,d) = (X,d) este o S-contractie, i.e. d(f(z), f(y)) < Sd(z,y), oricare ar fi
x,y € X, unde S este o matrice convergentd la zero.

Atunci:
(1) Fy = {a*}; d(a*,2%) = 0;
(2) f™(x) = x* cand n — oo, oricare ar fix € X;
(3) o d(f™(x),x") 220 cdnd n — oo, pentru orice z € X ;
o d(z*, f*(x)) 20 cindn — 0o, pentru orice v € X;

(4) Daca d este o cvasimetrica (i.e., d(z,y) = d(y,z) = 0 & x =y pentru orice z,y € X §i
d satisface inegalitatea triunghiului), atunci:
(a) o d(x,z*) < (I —S)Yd(z, f(x)), oricare ar fix € X;
o d(z*,x) < (I —S)~'d(f(z),x), oricare ar fix € X;
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(b) Daca g: X — X satisface
d(f(z),g(x)) <mn, pentru orice x € X,

atunci d(z*,y*) < (I — S)~'n, pentru orice y* € F,.

e Prezentam in continuare teoria variantei locale a Principiului Contractiilor lui Banach-
Caccioppoli in contextul spatiilor Kasahara in sens larg. Pentru a ne atinge scopul
propus, vom defini mai intai cateva notiuni auxiliare.

Definitia 2.1.7. Fie X o mulfime nevidd, iar p : X x X — Ry o w-distanta (a se vedea
Definitia 1.4.1) pe X. Fie (xy)nen un sir din X. Atunci

(1) structura de convergentd indusd de p pe X este notata cu 2 st este definita astfel:

P A oo , -
Ty, = x cand n — 0o daca si numai daca lim p(z,,x) = 0.
n—oo

(2) (zp)nen este un sir Cauchy in raport cu p dacd si numai dacd existd un $ir (n)pnen N
Ry astfel incat

(24) lim oy =0;
n—oo
(2) p(zn,Tm) < ay oricare ar fin,m € N cum > n.
Din definitia 2.1.7 obtinem urmatoarea notiune de spatiu Kasahara in sens larg.

Definitia 2.1.8. Fie (X, —) un L-spatiu. Fiep: X x X — Ry o w-distanta pe X. Tripletul
(X, —,p) este un spativ Kasahara in sens larg daca si numai daca are loc urmdatoarea conditie
de compatibilitate intre — si p:

daca (zp)neny C X este un sir Cauchy in raport cu p in sensul definitier 2.1.7

atunci (xy)nen converge in (X, —).

Exemplul 2.1.2. Fie (X,d) un spatiu metric complet, iar p o w-distanta pe X. Atunci

(X, i,p) este un spatiuv Kasahara in sens larg, in sensul definitiei 2.1.8.

Lema 2.1.2. Fie (X,d) un spatiu metric sip: X x X — Ry o w-distantd pe X. Fie xg € X,
reRy st }
By(zo,7) :={z € X | p(zg,z) <1}

bila tnchisa la dreapta, centrata in xg si de raza r. Atunci

(1) Bp(:xo, r) este o multime inchisa in (X,d);

(2) daca (X,d) este complet, atunci (Bp(q:o, ), ﬁ>,p) este un spativ Kasahara in sens larg,
in sensul definitiei 2.1.8.
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Teorema 2.1.5. Fie (X,ihp) un spativ Kasahara in sens larg, in sensul definitiei 2.1.8,

unde % este structura de convergenta indusa de metrica completa d : X X X — Ry pe X,
iar p: X x X — Ry este o w-distanta pe X. Fie xg € X, r € Ry §i f : Bp(xo,r) = X un
operator astfel incat

(i) f:(Bp(xo,r),d) = (X,d) are grafic inchis;
(#1) f: (Bp(xo,r),p) = (X,p) este o a-contractie in By(xo,r), i-c., existd a € [0,1] astfel
incat )
p(f(x), f(y)) < ap(x,y) oricare ar fix,y € By(zo,7);
(111) p(zo, f(xo)) < (1 —a)r.
Atunci urmdtoarele afirmatii sunt adevarate:
(1) Fy= Fn ={a}}, oricare ar fin € N* gi p(x},2}) = 0;
(2) f™(xo0) KN T} € By(z0,7) cind n — oo, oricare ar fi x € By(xo,7), i.e., f (Bp(xg,r),i
) — (X, i) este un operator Picard;

(3) lim p(f"(x),z%) =0, oricare ar fi x € By(z0,7);

n—oo

(4) pentru orice x € By(xo,r) avem:
(4.1) p(z,2}) < t2ap(, f(2));
(4.2) p(z3,2) < 2op(f(2), );
(4.3) p(f"(x),27) < 25p(@, f(2));
(4.4) pla, fr(2)) < 25p(f(2),2);
(4.5) dacd g : By(wo,r) — X are proprietatea cd existd u > 0 pentru care

p(g(x), f(z)) < w, oricare ar fi x € Bp(xg,r)

atunct

ry € Fy siwy € Bp(:co,r) implicd p(zy, x7%) < 1 ﬁa'

e Prezentam in continuare una din teoremele de punct fix in spatii Kasahara in sens larg,
obtinute din spatii metrice complete prin perturbarea metricii.

Teoreme de punct fix In spatii metrice cu metrica perturbata au fost obtinute de M.S.
Khan, M. Swaleh si S. Sessa [74] ,K.P.R. Sastry si G.V.R. Babu [131], [132], K.P.R. Sastry,
G.V.R. Babu si D.N. Rao [133], M.A. Serban [142].
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Teorema 2.1.6 (A.-D. Filip [35]). Fie (X,i,p) un spativ Kasahara in sens larg cu d :
X x X — Ry metrica completd pe X si p: X x X — Ry o functionald distanta definita
prin p = pod, unde ¢ : Ry — Ry este o functie crescatoare, subaditiva si continud. Fie
f: X — X un operator. Presupunem ca:

(i) f: (X, i) — (X, i) are graficul inchis;
(i) f:(X,p) = (X,p) este o a-contractie, i.e., exista « € [0, 1] astfel incat
p(f(x), f(y)) < ap(x,y), oricare ar fiz,y € X;

(131) o(t) =0=1t=0, oricare ar fit € R;.
Atunci urmdtoarele afirmatii sunt adevdrate:
(1) Fy= Fn ={a}}, oricare ar fin € N* i p(x},27) = 0;
(2) f™(x) LN x} cand n — oo, oricare ar fiz € X, d.e., f: (X, i) — (X,i) este operator
Picard;
(3) oricare ar fix € X avem:
(3a) p(f"(x), 2}) 50 cind n — oo;
(3s) plz,23) < t2ap(x, f(2));
(3e) PUF™(2),23) < 2= ple, (), oricare ar fin € N;

(4) (zn)neny C X, p(zn, f(2zn)) B0 cindn — oo = p(zn, T}) B0 cind n — oo, ie.,
problema de punct fix pentru operatorul f este bine-pusd in raport cu p;

(5) (zn)neny C X, p(znt1, f(2n)) 50 cindn — 0o = p(zns1, fP1(2)) 50 cind n — oo,
oricare ar fi z € X, i.e., operatorul f satisface proprietatea de umbrire in raport cu p;

(6) daca g: X — X are proprietatea ca exista n > 0 pentru care

plg(@), f(x)) < 1, oricare ar fiz € X,

atunci
n

1—a’

xy € Fy implica p(xy, 2}) <

Observatia 2.1.9. Cazuri particulare de spatit Kasahara in sens larg se pot ob{ine pentru o
anumitd functie perturbatoare datd ¢ : Ry — Ry. Urmatorul exemplu este relevant in acest
sens.
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Exemplul 2.1.3 (A.-D. Filip [35]). Fie (X,d) un spativ metric complet i ¢ : Ry — R4 o
functie definita prin
o(t) =t+0(t,u(t)), oricare ar fit € Ry

unde 6 : R x R — R, este o funclie simetrica ce satisface inegalitatea triunghiului, iar
u: R — Ry este o functie oarecare.

Atunci (X, i>, pod) este un spativ Kasahara in sens larg.

2.2 Teoreme de punct fix de tip Maia

Scopul acestei sectiuni este de a reaminti teorema de punct fix a lui Maia si cateva versiuni
ale ei in vederea stabilirii unei legaturi cu teoremele de punct fix din spatiile Kasahara.

Teorema 2.2.1 (M.G. Maia, [84]). Fie X o multime nevidd, d si p doud metrici pe X, iar
f: X — X o aplicatie. Presupunem ca:

(i
(7

(41

) plx,y) <d(x,y), oricare ar fix,y € X;

) (X, p) este un spatiuv metric complet;

) f:(X,p) = (X,p) este continud;

() f:(X,d) = (X,d) este o a-contractie, i.e., existd o € [0, 1] astfel incat
d(f(z), fly)) < a-d(z,y), oricare ar fi x,y € X.

Atunci
(1) Fy=A{z"};
(2) (f™(x0))nen converge in (X, p) la x*, oricare ar fi xg € X.

In aplicatii, de obicei este folosita varianta Rus a Teoremei 2.2.1. In acest sens, o observatie
importanta a fost facuta de I.A. Rus in lucrarea [110] (a se vedea de asemenea [115]).

Observatia 2.2.1. Teorema 2.2.1 ramane adevaratd daca conditia (i) este inlocuita de
(i) exista ¢ > 0 astfel incat p(f(x), f(y)) < c-d(z,y), oricare ar fi x,y € X;

Observatia 2.2.2. Alte rezultate de tip Maia sunt teoremele de punct fix obtinute in contextul
unei multimi inzestrate cu doua metrici. Reamintim una dintre ele mai jos.

Teorema 2.2.2 (A.-D. Filip si A. Petrusel [39]). Fie X o mulime nevida sid,p: X xX — R
doud metrici generalizate pe X. Fie f: X — X un operator. Presupunem cd

1) exista C € My, m(Ry) astfel incat p(f(x), f(y)) < C -d(z,y), oricare ar fi z,y € X;
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2) (X, p) este un spatiu metric generalizat i complet;
3) f:(X,p) = (X,p) este continuu;

4) [ (X,d) = (X,d) este o aproape contractie, i.e., existda A, B € My, »(Ry) astfel incadt
pentru orice z,y € X avem

d(f(x), f(y)) < Ad(z,y) + Bd(y, f(x)).

Daca matricea A este convergenta la zero, atunci Fy # ().
In plus, dacd matricea A+ B converge la zero, atunci Fy = {z*}.

Observatia 2.2.3. Alte teoreme de punct fix pe multimi inzestrate cu doud metrici au fost
obtinute de M. Albu [1], V. Berinde [9], B.C. Dhage [24], A.S. Muresan [92], [90], A.S.
Muresan si V. Muresan [91], V. Muresan [93], R. Precup [105], B.K. Ray [107], I.A. Rus
[110], [111], [113], B. Rzepecki [129], I.A. Rus, A.S. Muresan si V. Muresan [122].

Observatia 2.2.4. Teoremele de punct fix din spatiile Kasahara sunt generalizari naturale
ale teoremelor de punct fix de tip Maia.

Observatia 2.2.5. Pentru a include varianta Rus a teoremei lui Maia 2.2.1 in domeniul
teoriei punctului fix in spatii Kasahara, se impune constructia unei structuri speciale de spatiu
Kasahara, structurd care va fi prezentata in urmatoarea sectiune.

2.3 Teoreme de punct fix in spatii Kasahara relative la un
operator

Aceasta sectiune are ca si obectiv introducerea unei noi notiuni: spatiu Kasahara relativ la un
operator. In acest context, sunt obtinute cateva teoreme de punct fix. Din punct de vedere
aplicativ, este studiata existenta si unicitatea solutiilor ecuatiilor integrale si problemelor
bilocale.

Definitia 2.3.1 (A.-D. Filip [34]). Fie (X,—) un L-spatiu, d : X x X — Ry o funclionala si
f: X — X un operator. Tripletul (X, —,d) se numeste spatiu Kasahara relativ la operatorul
f daca si numai daca

Zd(f”(x),f"“(x)) < 400, oricare ar fix € X
neN

implica faptul ca sirul
(f™(x))nen este convergent (X,—), oricare ar fi x € X.

Observatia 2.3.1. Conceptul de spatiu Kasahara relativ la un operator generalizeazd notiunea
de completitudine orbitald st conceptul de completitudine in raport cu un operator.
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Observatia 2.3.2. Aplicatiile referitoare la w-distante si T-distante sunt de asemenea ge-
neralizate in contextul spatiilor Kasahara relative la un operator.

Observatia 2.3.3 (A.-D. Filip [34]). In spatiile Kasahara relative la un operator, lema lui
Kasahara 2.1.1 nu are loc intotdeauna. Pe de alta parte, un spativ Kasahara este un spatiu
Kasahara relativ la un operator, dar reciproca nu este adevarata.

Exemplul 2.3.1 (A.-D. Filip [34]). Fie X o mulfime nevida, f : X — X un operator si
d,p: X x X — Ry doud functionale. Presupunem ca:
(i) (X, p) este un spatiuv metric complet;
(11) exista ¢ > 0 astfel incdt p(f(x), f(y)) < cd(z,y), oricare ar fi x,y € X.
Atunci (X, 5 d) este un spativ Kasahara relativ la operatorul f.

Exemplul 2.3.2 (A.-D. Filip [34]). Fie
X :=C(Q) :={r:Q— R |z este o functie continud pe Q},

unde Q C R™ este un domeniu marginit.
Fie 25 structura de convergentd indusd de p : C(Q) x C(Q) — Ry, unde

p(z,y) = ||z = ylloo = supla(t) — y(t)|, oricare ar fiz,y € C(Q).
teQ

Fie d : C(Q) x C(Q) — Ry functionala definitd prin

1
3 _
d(z,y) = ||z — yllr2(q) = </ |z (t) — y(t)|2dt> , oricare ar fi x,y € C(Q).
Q
Consideram operatorul f : C(Q) — C(Q), definit prin
F@)0) = [ K(t,s,a(s))ds
Q
unde K € C(Q x Q x R).
Presupunem cd exista L € C(Q x Q) astfel incat
|K(t,s,u) — K(t,s,v)| < L(t, s)|lu — v,

oricare ar fit,s € Q siu,v € R.

Atunci tripletul (X,5,d), i.e., (C(), |%, H’HLQ(Q)) este un spativ Kasahara relativ la
operatorul f.

Teorema 2.3.1 (A.-D. Filip [34]). Fie X o multime nevida, iar f : X — X un operator.
Presupunem ca (X, —,d) este un spativ Kasahara relativ la operatorul f. Daca:

(i) f:(X,—)— (X,—) are grafic inchis;

(i) f:(X,d) = (X,d) este a-contractie;
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(iii) d(x,y) =d(y,x) =0 = x=y.
atunci
(1) Fy = Fyn = {a*} oricare ar fin € N* si d(z*,z*) = 0.
(2) f™(z) = x* cand n — oo, oricare ar fix € X, i.e., f este un operator Picard.
(3) Avem:
(34) d(f™(x),z*) B0 cdnd n — oo, oricare ar iz e X;
(3p) d(z*, f™(x)) LY 0, cand n — oo, oricare ar fix € X.

(4) Daca d este o cvasimetrica (i.e., d(z,y) = d(y,z) =0 < x =y oricare ar fi x,y € X,
iar d satisface inegalitatea triunghiului), atunci:

(4q) d(z,2*) < T-d(z, f(2)), oricare ar fiz € X ;

(4p) d(z*,2) < T-d(f(z),z), oricare ar fix € X;

(4c) d(f™(z),2*) < 2=d(x, f(2)), oricare ar fiz € X sin € N;

(4q) d(z*, f*(z)) < 2=d(f(x),x), oricare ar fiz € X sin € N;

(4e) dacd (zn)neny C X astfel incat d(zp, f(zn)) B0 cind n — oo atunci d(zn, ") 5o

cand n — oo, i.e., problema de punct fir pentru operatorul f este bine-pusda in
raport cu d;

(4¢) daca (zp)nen C X astfel incat d(zn41, f(2n)) 50 cand n — oo atunci avem cd

d(zna1, fP71H(2)) B0 cindn — 00, oricare ar fi z € X, i.e., operatorul [ satisface
proprietatea de umbrire la limita in raport cu d;

(4g) Daca g : X — X este un operator astfel incat

d(f(z),g(x)) <mn, oricare ar fi x € X,

atunci

* % n . "
d(z*,y*) < [ oricare ar fiy* € Fy.

Teorema 2.3.2 (A.-D. Filip [34]). Fie X o multime nevida, iar f : X — X un operator.
Presupunem ca (X, —,d) este un spativ Kasahara relativ la operatorul f. Daca:

(1) f:(X,—=) = (X,—) are grafic inchis;

() f: (X,d) = (X,d) este o a-contractie pe grafic, i.e., exista o € [0,1[ astfel incat
d(f(x), f3(z)) < ad(x, f(x)), oricare ar fix € X

atunci urmdtoarele afirmatii sunt adevarate:

(1) Fy #0.
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(2) fM(x) = f*(x) € Ff cand n — oo, oricare ar fix € X, i.e., f:(X,—=) = (X,—) este
un operator slab Picard.

(3) d(z*,2*) =0, oricare ar fi z* € Fy.
(4) daca d satisface inegalitatea triunghiului si d este continud in raport cu —, atunci

(1) d(z, () < piad(a, [(2)), oricare ar fiz € X,
(4p) Fie g: X — X un operator. Daca exista ¢ > 0 astfel incat

d(z, 9> (x)) < c-d(z,g(x)), oricare ar fix € X (2.3.1)
st pentru orice x € X, exista n > 0 astfel incdt

max{d(g(z), f(z)), d(f(x), 9(x))} <, (2.3.2)

atunci

1
Hd(Ff7Fg) < maX{l avc}nﬂ
unde Hy este functionala Pompeiu-Hausdorff generata de d (a se vedea [51]).

In ceea ce urmeaza, studiem existenta si unicitatea solutiilor ecuatiilor integrale si a pro-
blemelor bilocale.

Teorema 2.3.3 (A.-D. Filip [34]). Fie Q C R™ un domeniu marginit, K € C(Q x Q x R) si

g € C(2). Presupunem ca:
(i) K(t,s,-) : R — R este crescdtoare, oricare ar fit,s € €.
(ii) erista L € C(Q x Q) astfel incat
|K(t,s,u) — K(t,s,v)| < L(t, s)|u — v,

oricare ar fit,s € Q siu,v € R.

(iii) L(t,s)dsdt < 1.
QxQ

Atunci ecuatia integrald

z(t) = /QK(t, s,x(s))ds +g(t), t € Q (2.3.3)

are o solutie unica * € C(S).
Consideram in continuare urmatoarea problema bilocala:
y"(t) = f(t,y(t)), oricare ar fit € [a,b]
a1y(a) + azy(b) + asy’(a) + asy’(b) =0 (2.3.4)
bry(a) + bay(b) + b3y’ (a) + bay'(b) = 0

unde a;,b; € R, i =1,4 i f : [a,b] x R — R o functie continua.
Consideram de asemenea urmatoarele aplicatii liniare:
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(1) L: C?([a,b]) = C(la, b)), Ly) = y"(t);
(2) i C%(la, b)) = R, hi(y) = ary(a) + azy(b) + asy'(a) + asy/ (b)
(3) 12: C%([a,8]) = R, la(y) = bry(a) + bay(b) + b3y’ (a) + bay'(b)

Problema bilocala (2.3.4) se poate rescrie sub urmatoarea forma:

L(y) = f(-,y), L(y) =0, la(y) = 0.

(2.3.5)

Reamintim faptul ca functia lui Green asociata problemei bilocale (2.3.5) este aplicatia

G :la,b] x [a,b] = R; (t,8) — G(t,s)

care satisface urmatoarele conditii:
(1) G € C([a,b] x [a,b]);

(ii) pentru orice s € [a,b], G(-,s) € C%([a, s[U]s, b]) si

d 0 1
aG(S + 0,3) — aG(S — 0, S) = —m,
unde p € C([a,b]) si p(s) # 0 oricare ar fi s € [a, b];

(731) G(-,s) este o solutie pentru L(y) = 0 pe [a, b]\{s} si satisface conditiile /; (y) = la(y) = 0.

Avem urmatorul rezultat:

Teorema 2.3.4 (A.-D. Filip [34]). Fie f : [a,b] x R — R o functie continud si consideram
problema bilocala (2.3.5). Presupunem ca:

(i) exista Ly > 0 astfel incat

|f(s,u) — f(s,v)| < Lflu—w|,

oricare ar fi s € [a,b] si u,v € R;

b b
(ii) / / G(t,s)?dsdt < 1, unde G este functia lui Green asociatd problemei bilocale
(2.3.5).

Daca problema bilocald omogend

{L(y =0 (2.3.6)
Liy) =1l2(y) =0

admite doar solutia trivialda y = 0, atunci problema bilocala (2.3.5) are o unica solutie in
C([a, b))



Capitolul 3

Contractii multivoce generalizate in
spatii Kasahara

Scopul acestui capitol este acela de a prezenta unele rezultate de punct fix pentru contractii
multivoce generalizate in spatii Kasahara, spatii Kasahara generalizate si spatii Kasahara in
sens larg. Sunt prezentate de asemenea cateva teoreme de punct fix de tip Maia in stransa
legatura cu rezultatele prezentate in prima sectiune a acestui capitol. Cazul spatiilor Kasahara
relative la un operator multivoc este de asemenea studiat.

Referintele bibliografice consultate in vederea obtinerii rezultatelor de punct fix cuprinse
in acest capitol sunt: M. Berinde si V. Berinde [8]; A.-D. Filip [39], [31], [32], [33], [37]; S.
Kasahara [65]; A. Petrusel si I.A. Rus, [102], [103]; I.A. Rus [112], [115]; L.A. Rus, A. Petrusel
si G. Petrusel [123].

3.1 Teoreme de punct fix in spatii Kasahara

In aceastd sectiune prezentam rezultate corespunzatoare teoremei de punct fix a lui Nadler,
-contractiilor multivoce, operatorilor multivoci de tip Caristi, (6, L)-slab contractiilor mul-
tivoce, operatorilor multivoci de tip Kannan gi Reich, rezultate care au fost obtinute in spatii
metrice complete. Vom adapta aceste rezultate astfel incat acestea sa fie adevarate si in con-
textul spatiilor Kasahara (X, —,d), unde d : X x X — R, este o functionala ce satisface
anumite proprietati.

Prezentam de asemenea unele teoreme de punct fix in spatii Kasahara generalizate si spatii
Kasahara in sens larg, mai precis:

e teoreme de punct fix pentru contractii generalizate de tip multivoc in spatii Kasahara
generalizate (X, —,d), unde d : X x X — R’ este o functionala ce satisface anumite
proprietati.

e teoreme de punct fix pentru operatori Zamfirescu multivoci in spatii Kasahara in sens

larg (X, i,p), unde d : X x X — R este o metrica completa pe X, iarp: X x X — Ry
este o w-distanta pe X.

25
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Definitia 3.1.1 (S. Kasahara [65]). Fie (X, —,d) un spatiu Kasahara, unde d : X x X — R
este o functionala. Fie x € X. Atunci multimea A € P(X) se numeste d-inchisa daca si
numai dacd

D(z,A)=0=2€ A
Definim multimea
Pi(X):={A € P(X) | A este d-inchisa }.
Referitor la multimile d-inchise in spatiile Kasahara, avem urmatorul rezultat:

Lema 3.1.1 (Kasahara, [65]). Fie (X,—,d) un spatiuv Kasahara, unde d : X x X — Ry este
o functionald cu proprietatea d(z,x) = 0 pentru orice v € X. Daca A, B € Py(X) atunci
Hy(A, B) =0 daca st numai daca A = B.

In urmitoarele rezultate de punct fix, consideram spatiul Kasahara (X, —,d), unde d :
X x X — Ry este o functionala ce satisface urmaétoarele proprietati:

o d(xz,z) =0, oricare ar fi x € X

o d(z,y) = 0= x =y, oricare ar fi z,y € X.

Studiul teoremelor de punct fix pentru aplicatiile multivoce a fost initiat de Markin [85]
si Nadler [94]. Urmatorul rezultat, de obicei cunoscut ca teorema de punct fix a lui Nadler,
extinde Principiul Contractiilor lui Banach-Caccioppoli de la operatorii univoci la cei multivoci
de tip contractiv.

Teorema 3.1.1 (S.B. Nadler Jr. [94]). Fie (X,d) un spaliu metric complet, iar T : X —
Py o1(X) o a-contractie multivocd, i.e., o aplicatie pentru care existda constanta o €]0, 1] astfel
incat H(Tx,Ty) < a-d(z,y), oricare ar fi z,y € X. Atunci T are cel putin un punct fix.

In rezultatul de mai sus, Py o1(X) noteaza familia tuturor submultimilor inchise gi marginite
din X. In plus, H reprezinti functionala Pompeiu-Hausdorff (a se vedea [8], [15]).

Observam de asemenea c a teorema de punct fix a lui Nadler are loc in contextul spatiilor
metrice. Adaptam acest rezultat astfel incat acesta sa fie adevarat si in contextul spatiilor
Kasahara.

Lema 3.1.2 (A.-D. Filip [32]). Fie (X,—,d) un spativ Kasahara, unde d : X x X — R este
o functionala cu proprietatile d(x,z) = 0 gi d(x,y) =0 = = =y, oricare ar fix,y € X. Flie
A, B € Py(X) si numarul real ¢ > 1. Atunci pentru orice a € A, exista b € B astfel incat

d(a,b) < q-Hy(A,B).

Teorema 3.1.2 (A.-D. Filip [32]). Fie (X, —,d) un spativ Kasahara, unde d : X x X — Ry
este o functionald cu proprietatile d(z,z) =0 si d(z,y) = 0= x =y, oricare ar fiz,y € X.
Fie T : X — Py(X) un operator multivoc. Presupunem ca

i) Graph(T) este inchis in (X, —);
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it) T este o a-contractie multivocd, i.e.,

exista « € [0, 1] astfel incat Hy(Tz,Ty) < - d(x,y), oricare ar fi z,y € X.

Atunci T are cel putin un punct fix.

Observatia 3.1.1. Teorema 3.1.2 extinde teorema de punct fix a lui Nadler 3.1.1 deoarece
contextul spatiilor metrice complete este inlocuit de contextul spatiilor Kasahara in care fun-
ctionala d : X x X — Ry nu este neaparat o metricd.

A. Petrusgel si LA. Rus au introdus in [103] conceptul de teorie a unei teoreme metrice de
punct fix si folosesc aceasta teorie in cazul contractiilor multivoce. Referindu-ne la lucrarea
[103], prezentam in continuare o teorie a punctului fix pentru teorema 3.1.2.

Teorema 3.1.3. Fie (X, —,d) un spatiu Kasahara, unde d : X x X — R este o functionald
cu proprietatile d(xz,x) =0 sid(z,y) =0=x =y, oricare ar fiz,y € X. FieT : X — Py(X)
un operator multivoc. Presupunem cd

(i) Graph(T) este inchis in (X,—);
(ii) T este o a-contractie multivocd, i.e.,

exista a € [0, 1] astfel incit Hy(Tz, Ty) < - d(x,y), oricare ar fi x,y € X;

(7i1) d satisface inegalitatea triunghiului si este continud in raport cu al doilea argument.

Atunci

(1) T este un operator multivoc slab Picard gi pentru orice x* € Fp, xg € X ¢i 1 € Txg
avem

d(zg,z*) <

< 1_ad($07$1) (3.1.1)

(2) Fie S: X — Py(X) o a-contractie multivoca gi > 0 astfel incit pentru orice x € X,
Hy(Sx,Tz) <n. Atunci Hy(Fs, Fr) < -

l—-a-

(3) Fie T, : X — Py(X), n € N un gir de a-contractii multivoce astfel incit T,x Ha, g

. . R ) H .
cand n — oo uniform in raport cu x € X. Atunci Fr, =4 Pr cind n — 0.
(4) Daca in plus, Tx este o submultime compacta din X pentru orice x € X, atunci avem

o (stabilitatea Ulam-Hyers pentru incluziunea x € Tx)
Fie e > 0 si v € X astfel incat D(x,Tx) < . Atunci exista x* € Fr astfel incat
d(x, x") < 1=

l—a-

In plus, avem urmatorul rezultat:
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Teorema 3.1.4. Fie (X, —,d) un spatiu Kasahara, unde d : X x X — R este o functionala
ce satisface d(z,x) =0 si d(z,y) =0=x =y, oricare ar fix,y € X. FieT : X = Py(X) un
operator multivoc. Presupunem ca

(1) Graph(T) este inchis in (X,—);
(ii) T este o a-contractie multivocd, i.e.,

exista o € [0, 1] astfel incat Hy(Tz,Ty) < - d(x,y), oricare ar fiz,y € X;

(iii) (SF)r #0.
Atunci urmdtoarele afirmatii sunt adevarate
(1) Fr = (SF)r ={2"};
(2) Frn = (SF)pn = {x*} oricare ar fi n € N*;
(3) Hy(T"z, x*) B0 candn — 00, pentru orice x € X ;
(4) daca d satisface inegalitatea triunghivlui, atunci

(4,) fie S+ X — Py(X) un operator multivoc sin > 0 astfel incit Fs # 0 si Hy(Sx, Tx)
<, pentru orice v € X. Atunci Hy(Fs, Fr) < =

(4p) fie T, : X — Py(X), n € N un gir de operatori multivoci astfel incat Fr, # ()
pentru orice n € N gi Hy(T,z,Tx) — 0 cand n — oo uniform in raport cu x € X.
Atunci Hy(Fr,, Fr) — 0 cand n — oo;

(5) daca (xn)nen este un gir din X astfel incat D(zy,Tzy,) — 0 cand n — oo, atunci
d(zp,x*) = 0 cand n — o0o;

(6) daca (xn)nen este un gir din X astfel incat Hy(xy, Tx,) — 0 cind n — oo, atunci
d(xyn,z*) = 0 cand n — oo;

(7) presupundnd ca d satisface inegalitatea triunghiului, proprietatea de umbrire la limita a
lui T are loc, i.e., dacd (Yn)nen este un sir din X astfel incat D(Typn, ynt+1) — 0 cand
n — 0o, atunci exista un §ir (Tn)neny C X al aprozimatiilor succesive ale lui T, astfel
incat d(xp, Ynt1) — 0 cand n — oo.

Observatia 3.1.2. Teoremele 3.1.3 si 3.1.4 extind teoremele 3.1 si 3.2 obtinute de A. Petrusel
si LA. Rus in lucrarea [103] in sensul ca in locul spatiilor metrice complete sunt considerate
spatiile Kasahara.

e Prezentdm in continuare un rezultat local de punct fix pentru operatorii Zamfirescu
multivoci In spatiile Kasahara, prin extinderea rezultatelor obtinute pentru operatorii
Zamfirescu univoci din lucrarea A.-D. Filip [36].

Vom reaminti mai intai notiunea de operator Zamfirescu multivoc.
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Definitia 3.1.2 (A.-D. Filip, [37]). Fie (X,—,d) un spatiu Kasahara. Aplicatia T : X —
P(X) se numeste operator Zamfirescu multivoc daca exista o, B, vy € Ry cua <1, < % $t
v < % astfel incat pentru orice x,y € X si u € Tx, exista v € Ty astfel incat cel putin una
din urmadatoarele conditii are loc:

(1) d(u,v) < ad(z,y);
(2m) d(u,v) < pld(z, u) + d(y,v)];
(Bm) d(u,v) <~ld(z,v) + d(y, u)].

In rezultatele urmatoare, consideram spatiul Kasahara (X, —,d) si presupunem ca d :
X x X — Ry este o premetrica, i.e. functionala d satisface urmétoarele conditii:

(d1) d(xz,z) =0, oricare ar fi x € X;

(do) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z), oricare ar fi z,y,z € X.
Presupunem in plus ca

(d3) d este continua in raport cu al doilea argument.

Observatia 3.1.3. In baza presupunerilor de mai sus pentru spatiul Kasahara (X, —,d), bila
inchisa la dreapta }
By(zo,r) :={z € X | d(wo,z) <7}

unde xg € X gir € Ry, este o multime inchisa in raport cu —, in sensul ca pentru orice §ir
(zn)nen C Bg(zo, 1), cu z, — 2z € X cand n — 0o, avem ca z € By(xo, 7).

Prezentam In continuare un rezultat local de punct fix in spatii Kasahara.

Teorema 3.1.5 (A.-D. Filip, [37]). Fie (X, —,d) un spatiu Kasahara si T : By(zo,7) — P(X)
un operator Zamfirescu multivoc. Presupunem ca:

(i) T are grafic inchis in raport cu —;
(ii)
d(xg,2) < (1 —=0)r; (3.1.2)

B ol

unde z € Txg §i 6 := max {q, Rl v

(iii) d: X x X — Ry este o premetrica, continud in raport cu al doilea argument.
Atunci urmdtoarele afirmatii au loc:

(1) T are cel putin un punct fix in bila By(=o, r).

(2) exista un sir (xn)pnen C Bd(xo, r) astfel incat

(2.a) xpi1 € Txy, oricare ar fin € N;
(2.b) x, — x* € Fp cand n — 0o;
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(2.c) avem
d(xp,z") < 0"r, oricare ar fin € N, (3.1.3)

unde x* € Fr $i (Tn)nen este sirul aprozimatiilor succesive pentru T ce porneste
din (xo, 1) € Graph(T).

e Urmatoarele rezultate de punct fix sunt obtinute pentru operatori multivoci in contextul
spatiilor Kasahara generalizate (X, —,d), unde d : X x X — R']" este o functionala.

Consideram urmatoarea multime:

qi1 q12 --- Qqim
0 g2 ... ¢m 1
Mo m(Ry) = {Q = . . | € Mmm(Ry) | max g;; < 2}.
. . . 1=1Im
0 0 ... Qmm

Atunci are loc urmatoarea lema:
Lema 3.1.3 (A.-D. Filip, [37]). Dacd Q € M$7m(R+) atunci
(1) matricea Q este convergenta la zero;
(2) matricea (I, — Q)~1Q este convergentd la zero.

Prezentam in continuare rezultate locale gi globale de punct fix pentru operatori multivoci
in spatii Kasahara generalizate.

Teorema 3.1.6 (A.-D. Filip, [37]). Fie (X,—,d) un spatiu Kasahara generalizat si T :
Bi(zg,r) = P(X) un operator multivoc. Presupunem ca:

(i) T are grafic inchis in raport cu —;
(i) una din urmatoarele conditii are loc:

(ii1) exista matricea A € My, m(Ry) convergentd la zero astfel incat pentru orice x,y €
X siu e Tx exista v € Ty astfel incat

d(u,v) < Ad(z,y);

ily) existd matricea B € M2 . (Ry) astfel tncat pentru orice z,y € X siu € Tx existd
m,m\">+
v € Ty astfel incat
d(u,v) < Bld(,u) + d(y, )]

(ii3) exista matricea C' € M%7m(R+) astfel incat pentru orice x,y € X siu € Tx exista
v € Ty astfel incat
d(u,v) < Cld(z,v) + d(y, u)];

iii) dacd v € R satisface proprietatea w(I,, — M)~ < (I, — M)~ 'r, atunci u < r oricare
+
ar fi M € My, m(Ry);
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(iv)
d(xg,2) (I, — W)™t <r (3.1.4)

unde z € Txg st W := max {A, (I, — B)"'B, (I, - C)"'C} € My m(Ry);
(v) d: X x X = R este o premetricd, continud in raport cu al doilea argument pe X .
Atunci urmatoarele afirmaiii sunt adevarate:
(1) T are cel putin un punct fiz in bila By(=o, r).
(2) existd sirul (zn)nen C Ba(zo,r) astfel incat
(2.a) xpy1 € Txy, oricare ar fin € N;
(2.b) z, » x* € Fr cand n — oo;
(2.c) avem
d(zp, %) < WLy, — W) Yd(z0,z1), pentru orice n € N, (3.1.5)
unde x* € Fr $i (Tn)nen este sirul aproximatiilor succesive pentru T pornind din

(x0,21) € Graph(T).

Observatia 3.1.4. Orice matrice M = <8 2), cu a,b € Ry gi max{a,b} <1, este conver-

genta la zero gi satisface conditia (iii) din teorema 3.1.6.

Observatia 3.1.5. Teorema 3.1.6 are loc si in cazul in care presupunerea (ii1) este inlocuita
cu urmdatoarea presupunere:

(it} ) exista o matrice A € My, m(R4) convergenta la zero si o matrice B € My, m(Ry) astfel
incat pentru orice x,y € X giu € Tx exista v € Ty astfel incat

d(u,v) < Ad(z,y) + Bd(y,u).

Rezultatul global de punct fix corespunzator teoremei 3.1.6 este urmatorul:

Corolar 3.1.1 (A.-D. Filip, [37]). Fie (X,—,d) un spatiu Kasahara generalizat si T : X —
P(X) un operator multivoc. Presupunem ca:

(i) T are grafic inchis in raport cu —;

(7i) cel putin una din conditiile (ii1), (ii2), (ii3) ale Teoremei 3.1.6 are loc;
(iti) d: X x X — R este o premetricd, continud in raport cu al doilea argument.
Atunci urmdtoarele afirmatii au loc:

(1) T are cel putin un punct fix in X.
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(2) exista un sir (xn)neny C X astfel incat concluziile (2.a), (2.b) si (2.c) ale Teoremei 3.1.6
aw loc.

Ca gi o aplicatie a rezultatelor anterioare, prezentam o teorema de punct fix referitoare la
existenta solutiilor sistemelor de incluziuni semiliniare.

Teorema 3.1.7 (A.-D. Filip, [37]). Fie ¢, :[0,1]? =)0, 5] doud functii si T1,T» : [0,1]* —
P([0,1]) doi operatori multivoci definiti astfel:

Ty (21, 2) = [p(x1,22), 5 + (21, 22)] si
Ty(x1,22) = [W(21,m2), § + ¥(21, 22)].

Presupunem cd pentru orice (x1,z2), (y1,y2) € [0,1]? si orice uy € Ti(w1,22) §i ug €
To(z1,22), exista vi € T1(y1,y2) si va € To(y1,y2) astfel incat unul din urmdatoarele cupluri
de conditii are loc:

(I) oricare ar fi a,b,c,d € Ry cu la+d=++/(a —d)? + 4bc| < 2,

lur —v1] < alzr — y1| + blaa — yol,

lug — va| < elz1 — y1| + dlz2 — yal,
(II) oricare ar fi a,b,c € Ry cu a,c < %,

lur —v1] < af|lzr —wr] + [y1 — v1]) + b(|z2 — ua| + |y2 — val),
lug — va| < c(|za — ug| + [y2 — v2l),

(III) oricare ar fi a,b,c € Ry cua,c< i,

lur —v1] < af|lzr —vi] + [y1 — wa]) + b(|lz2 — v2| + |y2 — ual),
lug — va| < ¢(|za — va| + |y2 — ual).

Atunci sistemul
{1‘1 c Tl(xl,a:g)

To € Tg(xl, .7}2),

are cel putin o solutie in [0,1]2.

e Prezentam In continuare unele rezultate de punct fix pentru operatori Zamfirescu mul-
tivoci in spatii Kasahara in sens larg, in sensul definitiei 2.1.8.

Teorema 3.1.8 (A.-D. Filip, [37]). Fie (X, i,p) un spatiu Kasahara in sens larg, in sensul
definitier 2.1.8, unde d : X x X — Ry este o metrica completd pe X, iarp: X x X — R4
este o w-distantd pe X. Fiexg € X, r>0 g T : Bp(xo, r) — P(X) un operator Zamfirescu
multivoc in raport cu p. Presupunem ca:
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(i) T are grafic inchis in raport cu i);

(i) p(xo,2) < (1 —6)r, unde z € Txg §i 6 := max{a, %, %},
(i7i) p(x,x) =0, oricare ar fix € X.
Atunci urmdtoarele afirmatii au loc:

(1) T are cel putin un punct fix in bila By(xo,7).

(2) emistd sirul (xn)nen C By(xo,r) astfel incit

a) Tp41 € Txy, oricare ar fin € N;
Tp — x* € Fp cand n — oo;

(2.c) urmatoarea estimare are loc
p(xn, %) < 8"r, oricare ar fin € N, (3.1.6)

unde =* € Fr i (xn)nen este sirul aproximatiilor succesive ale lui T, pornind din

(x0,21) € Graph(T).
Varianta globala a teoremei 3.1.8 este cuprinsa in urmatorul corolar:

Corolar 3.1.2 (A.-D. Filip, [37]). Fie (X, i,p) un spativ Kasahara in sens larg, in sensul
definitiei 2.1.8, unde d : X x X — R, este o metrica completd pe X, iarp: X x X — Ry
este o w-distanta pe X. Fie T : X — P(X) un operator Zamfirescu multivoc in raport cu

g N d . .
p. Presupunem ca T are graficul inchis in raport cu — si p(x,x) = 0, oricare ar fi x € X.
Atunci urmdatoarele afirmatii sunt adevarate:

(1) T are cel putin un punct fix in X;

(2) sirul (zp)nen C X al aprozimatiilor succesive ale lui T' pornind din (xg,x1) € Graph(T)
converge la elementul x* € Fr cand n — oo;

(3) urmatoarea estimare are loc:

51’1,
1-96

p(zy, ") < p(xo, 1), oricare ar fin € N,

B

,ﬁ}, x* € Fr $i (xn)nen este sirul aprozimatiilor succesive ale

unde § := max {a, L
,x1) € Graph(T).

17
lui T', pornind din (z

S ™

Prezentam In continuare un rezultat de dependenta de date pentru operatorii Zamfirescu
multivoci.

Teorema 3.1.9 (A.-D. Filip, [37]). Fie (X, i,p) un spatiu Kasahara in sens larg, in sensul
definitier 2.1.8, unde d : X x X — Ry este o metrica completd pe X, iarp: X x X — R, este
o w-distanta pe X cu p(x,z) =0, oricare ar fix € X. Fie Ty, Ty : X — P(X) doi operatori

. PN o N . oA d .
Zamfirescu multivoci tn raport cu p, avand grafic inchis in raport cu —. Atunci
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(i) Ty si Ty au cel putin un punct fix in X;

(ii) daca presupunem cd exista n > 0 astfel incat pentru orice x € X ¢i u € Thx, exista
v € Thx astfel incdt p(u,v) < n, atunci pentru orice u* € Fr,, erxista v* € Fr, astfel
incat

n B2 72
u*, ") < , unde 55 = max< « 3.1.7
o) < = max o, 2 22 (3.1.7)
respectiv, daca presupunem ca existda n > 0 astfel incat pentru orice x € X gi v € Thx,
exista uw € Thx astfel incdt p(v,u) < n, atunci pentru orice v* € Fr,, exista u* € Frp,
astfel incat

* % n B1 g
< de 61 = — . 3.1.8
p(v*,u") < , unde &1 max{al,l_ﬂl,l_%} ( )

3.2 Teoreme de punct fix de tip Maia

Scopul acestei sectiuni este de a prezenta unele teoreme de punct fix de tip Maia pentru
contractiile multivoce generalizate, in stransa legatura cu rezultatele obtinute in spatiile Kasa-
hara, obtinute in sectiunea precedenta.

Mai Intai, reamintim varianta multivoca a teoremei de punct fix a lui Maia 2.2.1.

Teorema 3.2.1 (A. Petrusel si I.A. Rus [102]). Fie X o multime nevida, d si p doud metrici
pe X, iar T : X — P(X) un operator multivoc. Presupunem ca:

(i) (X,p) este un spatiu metric complet;
(1) exista ¢ > 0 astfel incat p(x,y) < c-d(x,y), oricare ar fi x,y € X;

(i13) T : (X,p) — (P(X),Hp) are grafic inchis (aici H, reprezinta functionala Pompeiu-
Hausdorff generatd de p (a se vedea [51]));

() exista a € [0, 1] astfel incit Hy(Tx,Ty) < ad(z,y), oricare ar fix,y € X.
Atunci avem:

(a) Fr#0;

(b) pentru orice x € X gi orice y € Tx exista un gir (x,)nen astfel incat:

(]—) o=, 1 =Y,
(2) zp+1 € Ty, oricare ar fin € N;

(3) xn 5 x* € Tx*, cind n — co.

Mentionam aici alte doua rezultate locale de punct fix de tip Maia.
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Teorema 3.2.2 (A.—p. Filip, [31]). Fie X o multime nevida, p si d doua metrici pe X,
xo € X, r>0siT: By(xo,r) = P(X) un operator multivoc. Presupunem ca:

(1) (X,p) este un spatiu metric complet;
(i1) existi ¢ > 0 astfel incat p(x,y) < c-d(z,y), oricare ar fi x,y € By(xo,7);

(iii) T : (Ba(xo,r),p) — (P(X),H,) are grafic inchis (H, reprezintd functionala Pompeiu-
Hausdorff generata de p (a se vedea [51]));

(i) existi L >0 astfel incit pentru orice x € By(xq,r), existd y € I} astfel incat
Hq(Tx, Ty) < Ad(z,y)) - d(z,y) + L - Da(y, Tx)
unde

o If, = {y €Tz | bd(z,y) < Dd(:):,Tx)}, unde b €]0,1] si Dy(z, Tx) = ian d(z, z).
y z€lx

o A: Ry — [0,1] este o functie definita prin A(t) = b-«a(t), oricare ar fit € Ry, unde
b €]0,1] este acelasi numar folosit in definirea multimii If ;, iar o : Ry — [0, 1]

este o functie cu proprietatea ca limsup o(s) < 1, oricare ar fit € R;..
s—tt

(v) Dg(xo,Txo) < b(l —0)r, unde 6 € [0,1] satisface A(t) < b8, oricare ar fit € Ry.

Atunci:

(a) Pr#0;

(b) existd un sir (xp)nen n Bd(xo,r) astfel incdt:
(b1) xp41 € Ty, oricare ar fin € N;
(02) my, L 2% € Pr, cand n — oo;
(03) p(xp,z*) <c-0"-r, oricare ar fin € N.

Observatia 3.2.1. In Teorema 3.2.2, considerand n = 0 in concluzia (b3), avem ca z* €
B,(xo,cr).

Consideram acum cazul spatiilor metrice generalizate (X, d), unde d : X x X — R'". Are
loc urma toarea teorema de punct fix de tip Maia:

Teorema 3.2.3 (A.-D. Filip si A. Petrusel [39]). Fie X o multime nevida sid,p: X xX — R
doud metrici generalizate pe X. Fie vg € X, r:= (r1,r2,...,rm) €ERY si fie T : By(xg,7) —
P(X) un operator multivoc. Presupunem ca:

(1) (X,p) este un spatiu metric generalizat i complet;

(1) exista C € My m(Ry) astfel incat p(xz,y) < C-d(x,y), oricare ar fiz,y € X ;
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(iii) T : (Ba(xo,7),p) — (P(X),H,) are grafic inchis (H, reprezintd functionala Pompeiu-
Hausdorff generata de p (a se vedea [51]));

(iv) exista A, B € My m(Ry) astfel incat A este o matrice convergentd la zero si pentru
orice x,y € By(zo,r) siu € Tx, exista v € Ty astfel incat

d(u,v) < Ad(x,y) + Bd(y,u);

(v) dacd u € R satisface u(ly — A)~F < (I, — A)"'r, atunciu <r;
(vi) d(xo,z1)(Im — A)7L < 7.

Atunci Fr # ().

Observatia 3.2.2. In teorema 3.2.3, punctul fiz z* € Bp(xo,C'r).

Observatia 3.2.3. Alte rezultate de punct fix de tip Maia se pot obtine in cazul in care d nu
este neaparat o metrica.

Fie X o multime nevida si p : X x X — Ry o metrica completa pe X. Fie (xp)nen un
gir din X gi fie x € X. Consideram structura de convergenta B indusd de p pe X si definita
prin

in D1 & plan,z) — 0, cind n — oco.

Avem urmatoarele rezultate de punct fix de tip Maia:

Corolar 3.2.1 (A.-D. Filip [32]). Fie X o multime nevida si p : X x X — Ry o metrica
completa pe X. Fie d: X x X — Ry o functionald cu proprietatea ca pentru orice x,y € X,
dz,y) =0=x=vy. FieT: X — Py(X) un operator multivoc. Presupunem ca:

i) exista o € [0, 1] astfel incit Hy(Tx, Ty) < o - d(z,y), pentru orice x,y € X;
i) Graph(T) este inchis in (X,2);
iii) exista ¢ > 0 astfel incat p(z,y) < c-d(z,y).
Atunci urmdtoarele afirmatii sunt adevdrate:
1) Fr #0;
2) exista 0 € [0, 1] astfel incat

977/

p(xp, %) < cq ed(xo,xl), oricare ar fin € N,
unde x* € Fr si (xn)nen este girul aproximatiilor succesive pentru T pornind din
(x0,21) € Graph(T).

Corolar 3.2.2 (A.-D. Filip, [33]). Fie X o multime nevida si p : X x X — R o metrica
generalizata si completa pe X. Fied : X x X — R o functionald si T : X — P(X) un
operator multivoc. Presupunem ca:
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i) exista A € My m(Ry) si pentru orice x,y € X siu € Tx, exista v € Ty astfel incdt

d(u,v) < Ad(zx,y);

it) Graph(T) este inchis in X x X.
iti) exista ¢ > 0 astfel incat p(z,y) < c-d(z,y).
Atunci urmadtoarele afirmaiii sunt adevarate:

1) daca A converge la zero, atunci Fp # (. Daca, in plus, (I, — A) este inversabild,
(I, — A7t € Mpsm (RS si

max{d(u,v) | u € Tz, v € Ty} < Ad(z,y), oricare ar fix,y € X
atunci T are un unic punct fix in X.

2) plan,z*) < c- A"y, — A)"Yd(xg, 1), oricare ar fin € N, unde x* € Fr si (x,)nen este
sirul aprozimatiilor succesive ale lui T, pornind din (xg,x1) € Graph(T).

3.3 Teoreme de punct fix in spatii Kasahara relative la un
operator

Introducem in aceasta sectiune o notiune noua: spatiu Kasahara relativ la un operator mul-
tivoc. Prezentam apoi doud rezultate de punct fix pentru a-contractii multivoce definite pe
spatii Kasahara relative la un operator multivoc.

Definitia 3.3.1. Fie (X, —) un L-spatiu, d : X x X — Ry o functionala si T : X — P(X)
un operator multivoc. Tripletul (X, —,d) se numeste spatiu Kasahara relativ la operatorul T
dacd si numai dacd pentru orice sir (Tn)neny C X care satisface proprietatile:

(i) xpy1 € Ty, oricare ar fin € N;

(i) Z Hy(Tzp, Trpi1) < 00
neN

avem ca (Ty)nen este convergent in (X, —).

Exemplul 3.3.1. Fie X o multime nevida, T : X — Py(X) un operator multivoc si d,p :
X x X — Ry doud functionale. Presupunem ca:

(i) (X,p) este un spatiu metric complet;
(#) oricare ar fix € X siy € Tx, exista z € Ty sic > 0 astfel incat Hy(Tx,Ty) < c-d(y, 2);

(i7i) d(x,x) =0, oricare ar iz € X;
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(iv) d(z,y) = 0=z =y, oricare ar fiz,y € X.
Atunci (X, —,d) este un spatiu Kasahara relativ la operatorul T

Teorema 3.3.1. Fie (X, —,d) un spaliu Kasahara relativ la operatorul multivoc T : X —
Py(X), unde d : X x X — Ry este o functionala ce satisface d(x,x) =0 si d(z,y) =0=x =
y, ortcare ar fi x,y € X. Presupunem ca:

(1) Graph(T) este inchis in raport cu —;
(i) T este o a-contractie multivoca in raport cu d.
Atunci:
(1) Fr#0;
(2) pentru orice x € X si orice y € Tz, exista sirul (zn)nen C X astfel incat

(211) To =1, T1 =Y,
(2p) Tpt1 € Txy, oricare ar fin € N;

(2¢) zp — x* € Fp cand n — oo.

Teorema 3.3.2. Fie (X,—,d) un spativ Kasahara relativ la operatorul multivoc T : X —
Piy(X), cud: X x X — Ry o functionald ce satisface d(x,x) = 0, oricare ar fi v € X.
Presupunem ca:

(4)

(i) T este o a-contractie multivocd in raport cu d;
(#i) (SE)r # 0;

() d(z,y) =0=x =y, oricare ar fiz,y € X.

Atunci:

Graph(T) este inchis in raport cu —;

1) Pr=(SF)r = {a*};

)

2) Frn = (SF)pn = {2"};

3) Hy(T"x,z*) < a"d(x,z*), pentru oricen € N gi x € X;
)

(
(
(
(4

daca d satisface inegalitatea triunghiului, atunci

(44) d(z,2%) < T2 Hy(z,Tx) pentru orice z € X ;

(4p) problema de punct fix a lui T este bine-pusd in raport cu D.
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