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4.1 Preliminarii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4.1.1 Noţiuni de punct interior şi conjugata Fenchel . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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Introducere

Conceptul de monotonie pentru operatori definiţi pe un spaţiu Banach cu valori ı̂n dualul lui a

fost introdus cu vreo cincizeci de ani ı̂n urmă ı̂n lucrările lui Browder şi Minty (vezi, de exemplu,

[22–24], [91,92]). Această noţiune (adesea numit monotonie ı̂n sens Minty-Browder) s-a dovedit a fi

o piatră de temelie ı̂n dezvoltarea analizei neliniare, ı̂n special al analizei convexe, datorită faptului

că convexitatea unei funcţii proprie, inferior semicontinuă poate fi caracterizată prin monotonia

subdiferenţialei ei (vezi, de exemplu, [34,115]).

În ultimele decenii conceptul de monotonie ı̂n sens Minty-Browder s-a impus datorită importanţei

sale, şi a influenţat şi alte ramuri ale matematicii, cum ar fi ecuaţiile diferenţiale, precum şi

economia, ingineria, managementul, teoria probabilitaţilor şi alte ştiinţe aplicate. Datorită acestei

interacţiuni conceptul de monotonie alături de convexitate au fost subiectele unei evoluţii dinamice,

reflectată ı̂ntr-o serie de noi concepte - extensii ale noţiunilor clasice de monotonie şi convexitate,

fără pierderea proprietăţilor valoroase ale acestora (vezi, de exemplu, [27], [55], [62], [94], [111] şi

referinţele de acolo).

Acestă lucrare se bazează pe rezultatele originale ale autorului din 10 lucrări ştiinţifice, toate

trimise spre publicare la reviste de prestigiu, şi este ı̂mpărţită ı̂n patru capitole. După o scurtă

introducere, ı̂n Capitolul 1 sunt prezentate noţiunile de operator de monoton ı̂n sens Minty-

Browder şi cele mai cunoscute generalizări ale sale, cum ar fi conceptele de cvasimonotonie, strict

cvasimonotonie, pseudomonotonie şi strict pseudomonotonie. În acest capitol vom demonstra că

monotonia locală, respectiv monotonia generalizată locală a unui operator pe complementul unei

mulţimi ı̂nchise având intersecţia numărabilă cu fiecare segment, implică monotonia globală, re-

spectiv monotonia generalizată globală. Mai mult, vom da un exemplu de un operator continuu

local Minty-Browder monoton, definit pe o submulţime conexă dar neconvexă din R2, care nu este

nici măcar cvasimonoton global. Acest lucru arată că convexitatea a domeniului este esenţială

atunci când extindem monotonia locală la monotonia globală.

Ca şi aplicaţii obţinem câteva teoreme de injectivitate pentru funcţii complexe, şi rezultate

de convexitate (generalizată) globală pentru funcţii local convexe (generalizate). Contribuţiile

autorului ı̂n legătură cu aceste subiecte au fost publicate ı̂n G. Kassay, C. Pintea, S. László: [72]

şi S. László: [77].

În Capitolul 2 vom introduce conceptul de θ− monotonie pentru operatori şi conceptul de θ-

convexitate pentru funcţii reale. Aceste concepte conţin ca şi cazuri particulare mai multe noţiuni

de monotonie, respectiv de convexitate cunoscute ı̂n literatura de specialitate. Stabilim de aseme-

nea anumite proprietăţi fundamentale ale operatorilor care au această proprietate de monotonie.

Conceptul de operator maximal θ−monoton este de asemenea introdusă, şi se demonstrează că un

astfel de operator are valori convexe şi ı̂nchise. Mai mult, vom analiza condiţii care să asigure faptul

că proprietatea de local θ−monotonie a unui operator implică θ−monotonia globală. Prin câteva ex-
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6 Introductere

emple arătăm că noţiunea de θ−monotonie este mai generală decât majoritatea noţiunilor de mono-

tonie cunoscute ı̂n literatura de specialitate, dăm un exemplu de operator θ−monoton care nu este

nici măcar cvasimonoton. Vom prezenta exemple de operatori θ−monotoni care nu sunt monotoni

ı̂n sens Minty-Browder, paramonotoni sau m-relaxat monotoni şi nici măcar cvasimonotoni. Intro-

ducem noţiunea de θ−convexitate, şi arătăm- ı̂n cazul diferenţiabil, că ı̂n anumite circumstanţe, o

funcţie este θ−convexă dacă şi numai dacă diferenţiala sa este un operator 2θ−monoton. Arătăm

că această noţiune generalizează diferite noţiuni de convexitate ale funcţiilor reale cunoscute ı̂n

literatură, cum ar fi γ paraconvexitatea, convexitatea tare sau ϵ−convexitatea. Obţinem condiţii

analitice asupra funcţiei θ care să asigure θ−convexitatea unei funcţii diferenţiabile, apoi dăm

un exemplu de funcţie θ−convexă care nu este nici măcar cvasi-convexă. În final vom prezenta

câteva aplicaţii ale rezultatelor noastre ı̂n obţinerea unor rezultate de surjectivitate ı̂n spaţii finit

dimensionale. Contribuţiile autorului ı̂n legătură cu aceste subiecte au fost publicate ı̂n lucrarea

S. László: [79].

Teoria inegalităţilor variationale, care se datorează ı̂n principal lui Stampacchia (a se vedea

[124]) şi Fichera (a se vedea [45]) asigură tehnici foarte puternice pentru studierea problemelor care

apar ı̂n mecanică, optimizare, transport, economie şi alte ramuri ale matematicii.

În Capitolul 3, vom da câteva rezultate de existenţa a soluţiilor, pentru mai multe inegalităţi

variaţionale, generalizări ale inegalităţilor variaţionale ale lui Stampacchia, respectiv Minty. Intro-

ducem o nouă clasă de operatori, clasa operatorilor de tip ql, care pe de o parte este generalizarea

monotoniei funcţiilor reale de o variabilă reală, pe de altă parte este generalizarea noţiunii de oper-

ator liniar. Bazându-ne pe aplicaţii KKM şi o celebră lemă a lui Ky Fan, dăm teoreme de existenţă

a soluţiei ale acestor inegalităţi variaţionale, apoi dăm câteva generalizări a teoremei lui Minty

privind coincidenţa soluţiilor, şi arătăm că condiţia ca operatorii implicaţi ı̂n aceste inegalităţi să

fie de tip ql este esenţială ı̂n obţinerea acestor rezultate.

Ca şi aplicaţii arătăm că teoremele de punct fix ale lui Brouwer respectiv Kakutani sunt

consecinţe ale rezultatelor obţinute. Contribuţiile autorului ı̂n legătură cu aceste subiecte au fost

finalizate ı̂n S. László: [78, 80,81].

Merită să subliniem faptul că mai multe ı̂ntrebări deschise sunt ı̂ncă fără răspuns chiar şi ı̂n

teoria clasică ai operatorilor monotoni ı̂n sens Minty-Browder. Una dintre cele mai interesante este

problema sumei. Este bine cunoscut faptul că ı̂ntr-un spaţiu Banach reflexiv suma a doi operatori

maximali monotoni este maximal monoton, cu condiţia ca domeniul unuia să se intersecteze cu

interiorul domeniului celuilalt (cf. Rockafellar a se vedea [114]), dar ı̂n cazul nereflexiv este ı̂ncă

necunoscut dacă această condiţie este suficientă. Cu toate acestea, sunt mai multe rezultate care ı̂n

particular validează această conjunctură. Passty (a se vedea [104]) a introdus suma paralelă pentru

operatori monotoni, motivând acest lucru prin următoarea situaţie: dacă două rezistenţe având

rezistenţa T şi S sunt conectate ı̂n paralel, legea lui Kirchhoff şi legea lui Ohm combinate arăta că

rezistenţa lor comună este de (S−1 + T−1)−1. Motivat de acest lucru, dar de asemenea inspirat de

numărul semnificativ de rezultate cu privire la problema de maximalitate a sumei a doi operatori

maximal monotoni, Penot şi Zălinescu ı̂n [109] introduc conceptele sumelor paralele generalizate.

O problemă deschisă până ı̂n prezent este urmatoarea: ı̂n literatura de specialitate nu există nici

o condiţie de regularitate care asigură maximal monotonia a sumelor paralele generalizate. Cu

toate acestea, există condiţii de regularitate de punct interior care să asigure maximal monotonia

a sumelor paralele ı̂n spaţii Banach reflexive. În Capitolul 4, vom da o condiţie de regularitate

de tip ı̂nchis referitoare la această problemă, şi printr-un exemplu aratăm că condiţia noastră este
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cea mai slabă dintre cele deja cunoscute ı̂n literatura de specialitate. În ceea ce priveşte sumele

paralele generalizate, vom obţine mai multe condiţii de regularitate, atât de tipul de punct interior

cât şi de tip ı̂nchis, şi arătăm că rezultatele noastre nu pot fi deduse din rezultatele cunoscute

ı̂n literatura de specialitate. Cu toate acestea, multe rezultate cunoscute referitor la suma a doi

operatori maximal monotoni, S + T, respectiv suma generalizată S + A∗TA, ı̂n cazul ı̂n care T şi

S sunt operatori maximal monotoni, A este o operator liniar, continuu şi A∗ este operatorul său

adjunct, sunt consecinţe ale rezultatelor noastre. Rezultatele noastre sunt bazate pe conceptele de

funcţie reprezentativă şi conjugata Fenchel, ı̂n timp ce tehnica utilizată pentru a stabili condiţiile

de regularitate de tip ı̂nchis respectiv de tip de punct interior, care să asigure maximal monotonia ai

acestor sume, este dualitatea tare. În acest capitol ne ocupăm de problemele sumelor a doi operatori

de Gossez tip (D) ı̂n spaţii Banach arbitrare. Ca şi cazuri particulare, alături de rezultatele noi,

vom stabili unele bine cunoscute, ı̂n spaţii Banach reflexive.

Contribuţiile autorului ı̂n legătură cu aceste subiecte au fost finalizate ı̂n lucrările R.I. Boţ, S.

László: [20] şi S. László: [82], [83], [84].

Cuvintele cheie: monotonie ı̂n sens Minty-Browder; monotonie generalizată; convexitate gen-

eralizată; operator local monoton; inegalitate variaţională generalizată; aplicaţie KKM; Lema lui

Minty; Lema lui Ky Fan; teoremă de punct fix; funcţie conjugată; dualitate conjugată; cvasi-relativ

interior; condiţie de regularitate; operator maximal monoton; funcţia Fitzpatrick; funcţie reprezen-

tativă; sumă paralelă;
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Capitolul 1

Operatori monotoni, funcţii convexe

şi mulţimi ı̂nchise numărabile

1.1 Monotonia funcţiilor reale de o variabilă reală

1.1.1 Funcţii reale de o variabilă reală local crescătoare

În această secţiune arătăm ca proprietatea de creştere locală a funcţiilor reale de o variabilă reală

pe complementul unei mulţimi ı̂nchise şi numărabile implică monotonia (crescătoare) globală al

acelui funcţii.

Fie I ⊆ R şi fie f : I −→ R o funcţie. Spunem că f este (monoton) crescătoare (respectiv

descrescătoare) pe I, dacă pentru orice x, y ∈ I, x ≤ y avem f(x) ≤ f(y), (respectiv f(x) ≥ f(y)).

Se poate uşor observa că proprietatea de monotonie a funcţiei reale f este echivalentă cu una

dintre următoarele condiţii

(1. 1) (f(x)− f(y))(x− y) ≥ 0, pentru orice x, y ∈ I,

respectiv

(1. 2) (f(x)− f(y))(x− y) ≤ 0, pentru orice x, y ∈ I.

Prima inegalitate este satisfăcută dacă şi numai dacă f este crescătoare, iar al doilea este

satisfăcută dacă şi numai dacă f este descrescătoare.

Spunem că f este local crescătoare dacă pentru orice t ∈ I există un interval deschis Jt ⊆ R,
cu t ∈ Jt, astfel ı̂ncât restricţia f |Jt∩I este crescătoare.

Următorul rezultat asigură monotonia globală a unei funcţii.

Teoremă 1.1.1. Fie J ⊆ R un interval deschis şi f : J −→ R o funcţie continuă. Dacă Y ⊆ J

este o mulţime numărabilă, ı̂nchisă relativ la J , astfel ı̂ncât f este local crescătoare pe J \Y , atunci

f este crescătoare pe J .

1.1.2 Monotonia generalizată locală ale funcţiilor reale de o variabilă reală

În această secţiune arătăm că ı̂n majoritatea cazurilor monotonia generalizată locală a funcţiilor

reale de o variabilă reală, pe complementul unei mulţimi ı̂nchise şi numărabile implică monotonia

generalizată globală. Dar, cvasimonotonia este o excepţie, pentru care dăm un contraexemplu.
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10 CAPITOLUL 1. Monotonie şi convexitate generalizată

Spunem că funcţia f : I ⊆ R −→ R este pseudomonoton (vezi [36, 53, 55, 67, 69]), dacă pentru

orice x, y ∈ I,

f(x)(y − x) ≥ 0 =⇒ f(y)(y − x) ≥ 0,

sau echivalent, pentru orice x, y ∈ I,

f(x)(y − x) > 0 =⇒ f(y)(y − x) > 0.

f este strict pseudomonoton (vezi [55,68,69]), dacă pentru orice x, y ∈ I, x ̸= y,

f(x)(y − x) ≥ 0 =⇒ f(y)(y − x) > 0.

Funcţia f se numeşte cvasimonoton (vezi [36,53,55,58,68,69]), dacă pentru orice x, y ∈ I,

f(x)(y − x) > 0 =⇒ f(y)(y − x) ≥ 0.

Fie I un interval. f se numeşte strict cvasimonoton (vezi [36,55,56]), dacă f este cvasimonoton,

şi pentru orice x, y ∈ I, x ̸= y există z ∈ (x, y) astfel ı̂ncât f(z)(y − x) ̸= 0.

In cele ce urmează introducem noţiunile de monotonie generalizate locală. Fie I ⊆ R şi fie

f : I −→ R o funcţie. Spunem că:

(i) f este local cvasimonotonă, dacă pentru orice t ∈ I există un interval deschis Jt ⊆ I, cu

t ∈ Jt, astfel ı̂ncât, pentru orice x, y ∈ Jt ∩ I, min
{
f(x)(y − x), f(y)(x− y)

}
≤ 0.

(ii) f este local strict cvasimonotonă, dacă pentru orice t ∈ I există un interval deschis Jt ⊆ I,

cu t ∈ Jt, astfel ı̂ncât, pentru orice x, y ∈ Jt ∩ I, int{x ∈ Jt : f(x) = 0} = ∅ şi pentru orice

x, y ∈ Jt, min
{
f(x)(y − x), f(y)(x− y)

}
≤ 0.

(iii) f este local pseudomonotonă, dacă pentru orice t ∈ I există un interval deschis Jt ⊆ I, cu

t ∈ Jt, astfel ı̂ncât, pentru orice x, y ∈ Jt ∩ I,

f(x)(y − x) ≥ 0 =⇒ f(y)(y − x) ≥ 0,

sau echivalent

f(x)(y − x) > 0 =⇒ f(y)(y − x) > 0.

(iv) f este local strict pseudomonotonă, dacă pentru orice t ∈ I există un interval deschis Jt ⊆ I,

cu t ∈ Jt, astfel ı̂ncât, pentru orice x, y ∈ Jt ∩ I, x ̸= y,

f(x)(y − x) ≥ 0 =⇒ f(y)(y − x) > 0.

Următoarele rezultate asigură condiţii suficiente ca o funcţie să fie global strict cvasimonotonă,

(respectiv global pseudomonotonă, global strict pseudomonotonă).

Teoremă 1.1.2. Fie J ⊆ R un interval deschis şi f : J −→ R o funcţie continuă. Dacă Y ⊆ J este

o mulţime numărabilă, ı̂nchisă relativ la J , astfel ı̂ncât f este local strict cvasimonotonă, (respectiv

local pseudomonotonă, local strict pseudomonotonă) pe J \Y , atunci f global strict cvasimonotonă,

(respectiv global pseudomonotonă, global strict pseudomonotonă) pe J .

Cvasimonotonia locală nu implică cvasimonotonia globală nici măcar când funcţia f este con-

tinuă, după cum ne arată următorul exemplu.
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Examplu 1.1.1. Fie f : R −→ R, f(x) =


−x− 1, dacă x < −1

0, dacă x ∈ [−1, 1]

−x+ 1, dacă x > 1.

Este uşor de verificat că f este local cvasimonotonă pe R. Pe de altă parte, pentru x = −2 şi

y = 2 avem min
{
f(x)(y − x), f(y)(x− y)

}
= 4 ceea ce arată că f nu este cvasimonotonă global.

1.2 Operatori local monotoni

1.2.1 Operatori local crescători pe complementul unei mulţimi ı̂nchise numărabile

Fie X un spaţiu Banach, X∗ dualul lui, şi T : X −→ X∗ un operator.

Spunem că operatorul A este monoton crescător (descrescător) ı̂n sens Minty-Browder, dacă

⟨Tx− Ty, x− y⟩ ≥ 0 (≤ 0), oricare ar fi x, y ∈ D unde cu ⟨x∗, x⟩ s-a notat produsul bidual, adică

valoarea funcţionalei x∗ ı̂n punctul x.

Definiţie 1.2.1. Fie X un spaţiu Banach şi D ⊆ X o submulţime deschisă. Spunem că operatorul

T : D −→ X∗ este local Minty-Browder crescător, dacă orice x ∈ D admite o vecinătate deschisă

Ux astfel ı̂ncât restricţia A|Ux : Ux −→ X∗ să fie un operator Minty-Browder crescător.

În continuare vom da un exemplu de operator continuu, local monoton crescător ı̂n sens Minty-

Browder, definit pe o mulţime conexă, dar neconvexă din R2, care nu este nici măcar cvasimonoton

global.

Examplu 1.2.1. Fie D = (−1, 1) × (−1, 1) \ {(−1, 0] × {0}} ⊆ R2 care este conexă, (dar nu este

convexă), şi deschisă, şi fie

U1 =

{
(x, y) : x ∈

(
−1,−1

2

)
, x ≤ y < −1

2

}
⊂ D,

U2 =

{
(x, y) : x ∈ (−1, 0), −1

2
< y ≤ −x

}
⊂ D.

Fie operatorul T : D −→ R2, definit prin T (x, y) = (p(x, y), q(x, y)). unde:

p(x, y) =


x+ y, (x, y) ∈ D \ (U1 ∪ U2)

2x, (x, y) ∈ U1

0, (x, y) ∈ U2

şi

q(x, y) =


−x+ y, (x, y) ∈ D \ (U1 ∪ U2)

0, (x, y) ∈ U1

2y, (x, y) ∈ U2.
Este uşor de verificat că T este local crescător. Pe de altă parte

⟨T (x, y), (u, v)− (x, y)⟩ = 2x(u− x) =
3

40
> 0

şi

⟨T (u, v), (u, v)− (x, y)⟩ = 2v(v − y) = − 5

24
< 0,

cu (x, y) =
(
− 3

4 ,−
2
3

)
∈ U1, (u, v) =

(
− 4

5 ,−
1
4

)
∈ U2. Acest lucru arată că T nu este cvasimonoton.
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În cele ce urmează fie X un spaţiu Banach şi C ⊆ D ⊆ X cu D deschisă şi convexă şi C ı̂nchisă

relativ la D cu interior vid, astfel ı̂ncât intersecţia [x, y] ∩ C este numărabilă, posibil vidă, pentru

orice x, y ∈ D \ C.

Observaţie 1.2.1. Example de submulţimi C ⊂ D ⊆ Rn care satisfac cerinţele de mai sus sunt

alcătuite de familii finite de sfere S(p, r) := {x ∈ Rn : ||x−p|| = r} ı̂n D, deoarece sferele nu conţin

segmente. există ı̂nsă mulţimi C care conţin segmente. Într-adevăr orice varietate algebrică are

proprietatea menţionată. În particular fie D = {x ∈ Rn : ||x|| < 1} and

C =

{
x = (x1, . . . , xn) ∈ D :

n−1∑
i=1

x2i =
1

4

}
.

Figura de mai jos prezintă un astfel de mulţime C.

D

Fig. 3

Aici D este un disc deschis din R2, şi C este reuniunea unui număr finit de segmente având

capetele pe frontiera lui D.

Definiţie 1.2.2. Fie T : X −→ X∗ un operator. Spunem că T este hemicontinuu ı̂nt x ∈ X, dacă

pentru orice (tn)n∈N ⊂ R, tn−→0, n −→ ∞ şi y ∈ X, avem A(x + tny) ⇀∗ Ax, n −→ ∞, unde

” ⇀∗ ” inseamnă convergenţa ı̂n topologia weak∗ a lui X∗.

Următorul rezultat asigură monotonia globală a unui operator.

Teoremă 1.2.1. Dacă T : D −→ X∗ este un operator hemicontinuu, a cărui restricţie T |D\C este

local Minty-Browder crescător, atunci T este Minty-Browder crescător pe D.

1.2.2 Operatori monotoni generalizate pe complementul unei mulţimi ı̂nchise

numărabile

În această secţiune extindem rezultatele din secţiunea anterioară pentru operatori monotoni generalizaţi

definite pe o submulţime deschisă şi convexă a unui spaţiu Banach real.

Fie X un spaţiu Banach real, X∗ dualul lui, D ⊆ X şi T : D −→ X∗ un operator. Notăm

cu int Y interiorul mulţimii Y ⊆ X, şi cu (x, y) segmentul deschis din X cu capetele x şi y,

adică (x, y) =
{
z ∈ X : z = x + t(y − x), t ∈ (0, 1)

}
. Segmentul ı̂nchis este notat cu [x, y] adică

[x, y] =
{
z ∈ X : z = x+ t(y − x), t ∈ [0, 1]

}
.

Operatorul T se numeşte pseudomonoton (vezi [36, 53, 55, 67, 69]), dacă pentru orice x, y ∈ D,

⟨Tx, y − x⟩ ≥ 0 implică ⟨Ty, y − x⟩ ≥ 0, sau echivalent, pentru orice x, y ∈ D, ⟨Tx, y − x⟩ > 0

implică ⟨Ty, y − x⟩ > 0.

T se numeşte strict pseudo-monoton(vezi [?,55,69]), dacă pentru orice x, y ∈ D, x ̸= y, ⟨Tx, y−
x⟩ ≥ 0 implică ⟨Ty, y − x⟩ > 0.

Operatorul T se numeşte cvasi-monoton (vezi [?, 36, 53, 55, 58, 69]), dacă pentru orice x, y ∈ D,

⟨Tx, y − x⟩ > 0 implică ⟨Ty, y − x⟩ ≥ 0.
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Fie D convexă. T se numeşte strict cvasi-monoton (vezi [36,55,56]), dacă T este cvasi-monoton,

şi pentru orice x, y ∈ D, x ̸= y există z ∈ (x, y) astfel ı̂ncât⟨Tz, y − x⟩ ̸= 0.

Desigur monotonia ı̂n sens Minty-Browder al unui operator implică pseudo-monotonia acelui

operator.

În cele ce urmează definim monotoniile generalizate locale pentru operatori.

Definiţie 1.2.3. Fie X un spaţiu Banach real, X∗ dualul lui, D ⊆ X o submulţime deschisă din

X, şi T : D −→ X∗ un operator. Spunem că:

(i) T este local cvasi-monoton, dacă pentru orice z ∈ D există o vecinătate deschisă al lui z,

Uz ⊆ D, astfel ı̂ncât restricţia T |Uz este cvasi-monoton, adică pentru orice x, y ∈ Uz,

⟨Tx, y − x⟩ > 0 =⇒ ⟨Ty, y − x⟩ ≥ 0,

(ii) T este local strict cvasi-monoton, dacă pentru orice z ∈ D există o vecinătate deschisă şi

convexă al lui z, Uz ⊆ D, astfel ı̂ncât restricţia T |Uz este strict cvasimonoton, adică pentru

orice x, y ∈ Uz,

⟨Tx, y − x⟩ > 0 =⇒ ⟨Ty, y − x⟩ ≥ 0,

şi pentru orice x, y ∈ Uz, x ̸= y există z ∈ (x, y), astfel ı̂ncât ⟨Tz, y − x⟩ ̸= 0,

(iii) T este local pseudo-monoton, dacă pentru orice z ∈ D există o vecinătate deschisă al lui z,

Uz ⊆ D, astfel ı̂ncât restricţia T |Uz este pseudo-monoton, adică pentru orice x, y ∈ Uz,

⟨Tx, y − x⟩ ≥ 0 =⇒ ⟨Ty, y − x⟩ ≥ 0,

(iv) T este local strict pseudo-monoton, dacă pentru orice z ∈ D există o vecinătate deschisă

al lui z, Uz ⊆ D, astfel ı̂ncât restricţia T |Uz este strict pseudo-monoton, adică pentru orice

x, y ∈ Uz, x ̸= y,

⟨Tx, y − x⟩ ≥ 0 =⇒ ⟨Ty, y − x⟩ > 0.

În cele ce urmează X va fi un spaţiu Banach real, şi fie C ⊆ D ⊆ X cu D deschisă şi convexă, C

ı̂nchisă relativ la D, cu interiorul vid, astfel ı̂ncât intersecţia [x, y] ∩ C să fie numărabilă, eventual

vidă, pentru orice x, y ∈ D \ C.
În continuare prezentăm condiţii suficiente pentru strict cvasimonotonie globală (respectiv,

pseudomonotonie, strict pseudomonotonie).

Teoremă 1.2.2. Dacă T : D −→ X∗ este un operator hemicontinuu cu proprietatea că ⟨Tz, y −
x⟩ ̸= 0 pentru orice z ∈ [x, y] ∩ C, x, y ∈ D, x ̸= y şi al cărui restricţie T |D\C este local strict

cvasimonoton (respectiv, local pseudomonoton, local strict pseudomonoton), atunci T este strict

cvasimonoton (respectiv pseudomonoton, strict pseudomonoton), pe D.

1.3 Aplicaţii

1.3.1 Câteva rezultate de injectivitate

În această secţiune aplicăm rezultatele din secţiunea 1.2.1 pentru a obţine câteva rezultate de

injectivitate.

Fie C şi D mulţimi ca şi ı̂n Secţiunea 1.2.1.



14 CAPITOLUL 1. Monotonie şi convexitate generalizată

Propoziţie 1.3.1. Dacă H este un spaţiu Hilbert, iar T : D −→ H un operator continuu pe D, şi

de clasa C1 pe D \ C, cu proprieatatea că ⟨(dT )x(y), y⟩ > 0 oricare ar fi x ∈ D \ C şi y ∈ H \ {0},
şi C nu conţine segmente atunci T este injectiv.

Următorul rezultat ne dă condiţii suficiente pentru injectivitatea funcţiilor complexe.

Corolar 1.3.1. Dacă D \ C este conexă şi f : D −→ C este o funcţie continuă pe D, şi de clasa

C1 pe D \ C, care satisface inegalitatea

Re
∂f

∂z
(z) >

∣∣∣∂f
∂z̄

(z)
∣∣∣,

pentru orice z ∈ D \ C, şi C nu conţine segmente, atunci f este injectivă.

1.3.2 Aplicaţii la funcţii convexe

Luând ı̂n considerare că convexitatea unei funcţii reale de clasa C1 definită pe o submulţime deschisă

şi convexă a unui spaţiu Hilbert este caracterizată de monotonia operatorului gradient (vezi [34]),

ca şi consecinţe ale rezultatlor anterioare putem obţine teorem de convexitate globală pentru funcţii

reale local convexe. În cele ce urmează H va fi un spaţiu Hilbert real, şi C respectiv D mulţimi cu

proprietăţile introduse ı̂n Secţiunea 2.2. Începem cu definiţia noţiunii de convexitate locală.

Definiţie 1.3.1. Fie D o submulţime deschisă al spaţiului Banach X. Spunem că funcţia f : D −→
R este local convexă, dacă orice punct x ∈ D admite o vecinătate convexă şi deschisă, Ux ⊆ D,

astfel ı̂ncât, restricţia lui f pe Ux, f
∣∣
Ux

să fie convexă.

Teoremă 1.3.1. Dacă f : D −→ R este o funcţie de clasa C1 pe D, local convexă pe D \C, atunci

f este global convexă.

O funcţie reală f definită pe o submulţime deschisă şi convexă D al spaţiului H, este cvasi-

convexă (vezi [36, 53, 62, 105]), respectiv strict cvasi-convexă (vezi [36, 105]), dacă pentru orice

x, y ∈ D şi t ∈ [0, 1], avem

f(y) ≤ f(x) =⇒ f(tx+ (1− t)y) ≤ f(x),

respectiv pentru orice x, y ∈ D, x ̸= y şi t ∈ (0, 1), avem

f(y) ≤ f(x) =⇒ f(tx+ (1− t)y) < f(x),

sau echivalent f(tx+ (1− t)y) ≤ max
{
f(x), f(y)

}
, respectiv f(tx+ (1− t)y) < max

{
f(x), f(y)

}
.

Observaţie 1.3.1. O funcţie diferenţiabilă cvasi-convexă f poate fi carcterizată cu diferenţiala sa

(vezi [55]), adică f este cvasi-convexă pe submulţimea deschisă şi convexă D al spaţiului H, dacă

şi numai dacă, pentru orice x, y ∈ D avem

f(y) ≤ f(x) =⇒ ⟨∇f(x), y − x⟩ ≤ 0,

unde cu ∇f am notat operatorul gradient.
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Funcţia diferenţiabilă f definită pe submulţimea deschisă şi convexă D al spaţiului H este

pseudo-convexă (vezi [35, 36, 52, 54]), respectiv strict pseudo-convexă (vezi [35, 36, 52–54]) pe D,

dacă pentru orice x, y ∈ D avem

⟨∇f(x), y − x⟩ ≥ 0 =⇒ f(y) ≥ f(x),

respectiv

⟨∇f(x), y − x⟩ ≥ 0, x ̸= y =⇒ f(y) > f(x).

Următorul rezultat este binecunoscut vezi de exemplu [?, 30, 55].

Propoziţie 1.3.2. Fie f o funcţie diferenţiabilă pe submulţimea deschisă şi convexă D din H.

Atunci f este pseudo-convexă, (respectiv strict pseudo-convexă) pe D, dacă şi numai dacă, ∇f este

pseudo-monoton, (respectiv strict pseudo-monoton) pe D.

În cele ce urmează prezentăm noţiunile de convexitate generalizate locală ale funcţiilor.

Definiţie 1.3.2. Spunem că funcţia f : D −→ R este local cvasiconvexă, (respectiv local strict

cvasiconvexă, local pseudoconvexă, local strict pseudoconvexă) pe D, dacă pentru orice z ∈ D există

o vecinătate deschisă şi convexă a lui z, notat cu Uz, pe care f este cvasiconvexă, (respectiv strict

cvasiconvexă, pseudoconvexă, strict pseudoconvexă).

În continuare prezentăm, ı̂n contextul spaţiilor Hilbert, o condiţie suficientă al strict cvasicon-

vexităţii (respectiv pseudoconvexităţii, strict pseudoconvexităţii), a unei funcţii local strict cvasi-

convexe (respectiv, local pseudoconvexe, local strict pseudoconvexe).

Teoremă 1.3.2. Fie f : D −→ R o funcţie continuu diferenţiabilă, local strict cvasiconvexă (re-

spectiv, local pseudoconvexe, local strict pseudoconvexe), pe D \ C. Dacă ∇f are proprietatea că

⟨∇f(z), x− y⟩ ̸= 0, pentru orice z ∈ [x, y] ∩C, x, y ∈ D, x ̸= y atunci f este global strict cvasicon-

vexă (respectiv, global pseudoconvexă, global strict pseudoconvexă), pe D.

După cum am văzut ı̂n Exemplul 1.2.1, cvasimonotonia locală nu implică cvasimonotonia

globală. În continuare vom da un exemplu de funcţie local cvasiconvexă, continuu diferenţiabilă

care nu este cvasiconvexă global.

Examplu 1.3.1. Fie F : R −→ R, F (x) =


−x2

2
− x, if x < −1

1

2
, if x ∈ [−1, 1]

−x2

2
+ x, if x > 1.

Se poate verifica uşor că derivata lui F este funcţia f dată ı̂n Exemplul 1.2.1, ı̂n consecinţă F

este continuu diferenţiabilă.

Se ştie că orice funcţie monotonă de la R la R este cvasi-convexă. Deoarece F este local

monotonă obţinem că F este local cvasi-convexă.

Pe de altă parte, pentru x = −2 şi y = 2 avem:

F

(
1

2
· (−2) +

(
1− 1

2

)
· (2)

)
= F (0) =

1

2
> max{F (−2), F (2)} = 0, ceea ce ne arată că F nu

este cvasi-convexă global.
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Capitolul 2

Operatori θ−monotoni şi funcţii

θ−convexe

2.1 Operatori θ−monotoni

2.1.1 Câteva proprietăţi ai operatorilor θ−monotoni

În această secţiune prezentăm câteva proprietăţi ai operatorilor θ−monotoni multivoci. În cele ce

urmează prezentăm noţiunea de θ−monotonie al unui operator.

Fie X un spaţiu Banach real, X∗ dual lui, şi T : X ⇒ X∗ un operator multivoc. Notăm cu

D(T ) = {x ∈ X : Tx ̸= ∅} domeniul, cu R(T ) =
∪

x∈D(T )

Tx rangul şi cu G(T ) = {(x, u) ∈ X ×X∗ :

u ∈ Tx} graficul operatorului T .Fie θ : X ×X −→ R o funcţie cu proprietatea că θ(x, y) = θ(y, x),

pentru orice x, y ∈ D(T ).

Definiţie 2.1.1. Spunem că T este θ−monoton, dacă

(2. 1) ⟨u− v, x− y⟩ ≥ θ(x, y)∥x− y∥ pentru orice (x, u), (y, v) ∈ G(T ).

T este strict θ−monoton dacă ı̂n (2.1) avem egalitate doar pentru x = y.

Se poate observa uşor, că noţiunea de θ−monotonie generalizează mai multe noţiuni de mono-

tonie cunoscute ı̂n literatură.

Dacă θ(x, y) = 0 pentru orice x, y ∈ D obţinem noţiunea de monotonie ı̂n sens Minty-Browder,

respectiv monotonia strictă ı̂n sens Minty-Browder, (vezi [22, 23,91,92]) adică

⟨u− v, x− y⟩ ≥ 0 pentru orice (x, u), (y, v) ∈ G(T )

respectiv

⟨u− v, x− y⟩ > 0 pentru orice (x, u), (y, v) ∈ G(T ).

Dacă θ(x, y) = m∥x− y∥, m ∈ R∗
+ pentru orice x, y ∈ D obţinem noţiunea de monotonie tare,

adică

⟨u− v, x− y⟩ ≥ m∥x− y∥2 pentru orice (x, u), (y, v) ∈ G(T ).

Dacă θ(x, y) = f(∥x − y∥) pentru orice x, y ∈ D, x ̸= y unde f : R+ −→ R+ este o funcţie

crescătoare, cu lim
t↓0

f(t) = 0, lim
t−→∞

f(t) = ∞, obţinem noţiunea de monotonie uniformă (vezi [70]),

adică

⟨u− v, x− y⟩ ≥ f(∥x− y∥)∥x− y∥ pentru orice (x, u), (y, v) ∈ G(T ).

17
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Dacă θ(x, y) = −ϵ, ϵ ∈ R∗
+ pentru orice x, y ∈ D obţinem noţiunea ϵ−monotoniei, (vezi [65,96])

adică

⟨u− v, x− y⟩ ≥ −ϵ∥x− y∥ pentru orice (x, u), (y, v) ∈ G(T ).

Dacă θ(x, y) = −m∥x − y∥, m ∈ R∗
+ pentru orice x, y ∈ D obţinem noţiunea m-relaxat mono-

toniei (vezi [125]), adică

⟨u− v, x− y⟩ ≥ −m∥x− y∥2 pentru orice (x, u), (y, v) ∈ G(T ).

Dacă θ(x, y) = −C∥x − y∥γ−1, C ∈ R∗
+, γ ∈ R pentru orice x, y ∈ D obţinem noţiunea

γ−paramonotoniei, (vezi [66]) adică

⟨u− v, x− y⟩ ≥ −C∥x− y∥γ pentru orice (x, u), (y, v) ∈ G(T ).

Dacă θ(x, y) = −min{σ(x), σ(y)}, pentru orice x, y ∈ D unde σ : X −→ R∗
+ este o funcţie dată,

obţinem noţiunea de premonotonie, introdusă ı̂n [62], adică

⟨u− v, x− y⟩ ≥ −min{σ(x), σ(y)}∥x− y∥ pentru orice (x, u), (y, v) ∈ G(T ).

Următoarea teoremă ne oferă local mărginirea unui operator θ−monoton, ı̂n interiorul domeniului.

Teoremă 2.1.1. Fie T : Rn ⇒ Rn un operator θ−monoton. Dacă funcţia θ(·, y) este inferior

semicontinuă pe int(D(T )) pentru orice y ∈ int(D(T )), atunci T este local mărginit ı̂n interiorul

domeniului D(T ).

2.1.2 Operatori maximal θ−monotoni

În această secţiune introducem conceptul de operator maximal θ−monoton. Arătăm că un operator

maximal θ−monoton are imagini convexe şi ı̂nchise iar ı̂n anumite circumstanţe graficul lui este

∥ · ∥ × bdw∗-̂ınchis, unde cu bdw∗ notăm convergenţa slabn∗ a şirurilor generalizate mărginite.

Definiţie 2.1.2. Fie T : X ⇒ X∗ un operator θ−monoton. Spunem că T este maximal θ−monoton,

dacă pentru orice operator T ′ : X ⇒ X∗, θ−monoton cu G(T ) ⊆ G(T ′), avem T = T ′.

Următorul rezultat asigură convexitatea imaginilor unui operator maximal θ−monoton.

Teoremă 2.1.2. Fie T : X ⇒ X∗ un operator maximal θ−monoton. Atunci Tx este convexă şi

ı̂nchisă pentru orice x ∈ D(T ).

Propoziţie 2.1.1. Fie T : X ⇒ X∗ un operator maximal θ−monoton. Dacă θ(·, y) : X −→ R este

inferior semicontinuă pe D(T ) pentru orice y ∈ D(T ), atunci G(T ) este ∥ · ∥ × ∥ · ∥-̂ınchis.

2.1.3 Operatori local θ−monotoni

În această secţiune vom introduce noţiunea de operator local θ−monoton. Vom demonstra, că ı̂n

anumite circumstanţe proprietatea locală de θ−monotonie al unui operator poate fi extinsă global.

Vom da condiţii suficiente asupra funcţiei θ astfel ı̂ncât θ−monotonia locală al unui operator să

asigure θ−monotonia globală acelui operator.
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Definiţie 2.1.3. Fie T : X ⇒ X∗ un operator. Spunem că T este local θ−monoton, respectiv,

local central θ−monoton, dacă pentru orice z ∈ D(T ) există o vecinătate deschisă Uz ⊆ X a lui z,

astfel ı̂ncât

(2. 2) ⟨u− v, x− y⟩ ≥ θ(x, y)∥x− y∥, pentru orice x, y ∈ Uz ∩D(T ), u ∈ Tx, v ∈ Ty

respectiv

(2. 3) ⟨u− v, x− z⟩ ≥ θ(x, z)∥x− z∥, pentru orice x ∈ Uz ∩D(T ), u ∈ Tx, v ∈ Tz.

Definiţie 2.1.4. Fie D ⊆ X convexă. Spunem că θ are proprietatea (m) pe D, dacă

θ(x, z) + θ(z, y) ≥ θ(x, y)

pentru orice z ∈ (x, y), x, y ∈ D, x ̸= y.

Următorul rezultat dă o condiţie suficientă pentru θ−monotonia unui operator.

Teoremă 2.1.3. Fie T : X ⇒ X∗ un operator local central θ−monoton, cu domeniul D(T ) convex.

Dacă θ are proprietatea (m) pe D(T ), atunci T este θ−monoton.

2.2 Funcţii θ−convexe

În această secţiune introducem noţiunea de θ−convexitate ale funcţiilor reale definite pe o submulţime

al unui spaţiu Hilbert real. Acest concept generalizează câteva noţiuni de convexitate, cum ar fi

convexitatea tare şi convexitatea uniformă, cunoscute ı̂n literatură. Vom arăta că această noţiune

este strâns legată de noţiunea de θ−monotonie al operatorilor. Vom demonstra că ı̂n cazul ı̂n

care o funcţie diferenţiabilă este θ−convexă, atunci diferenţiala sa este un operator 2θ−monoton,

cu acelaşi θ. Pe parcursul secţiunii vom arăta că ı̂n anumite condiţii o funcţie diferenţiabilă este

θ−convexă, dacă şi numai dacă differenţiala sa este un operator 2θ−monoton. În cele ce urmează

D va fi o submulţime deschisă şi convexă a spaţiului Hilbert H, şi diferenţiala Frèchet a funcţiei

f : D −→ R ı̂n x ∈ D ve fi identificată cu ∇f(x). Începem cu definiţia noţiunii de θ−convexitate.

Definiţie 2.2.1. Spunem că funcţia f : D −→ R este θ−convexă, dacă pentru orice x, y ∈ D şi

z ∈ (x, y) avem
f(z)− f(x)

∥z − x∥
+

f(z)− f(y)

∥z − y∥
+ θ(x, z) + θ(z, y) ≤ 0.

Se poate observa uşor, că Definiţia 2.2.2 este echivalentă cu f((1 − t)x + ty) ≤ (1 − t)f(x) +

tf(y)− t(1− t)(θ(x, (1− t)x+ ty) + θ((1− t)x+ ty, y))∥x− y∥, pentru orice t ∈ [0, 1], x, y ∈ D.

Evident, dacă θ(x, y) =
c

2
∥x − y∥ pentru orice x, y ∈ D unde c ∈ R∗

+, obţinem noţiunea de

convexitate tare, dacă θ(x, y) = 0 pentru orice x, y ∈ D, obţinem noţiunea clasică a convexităţii.

Everywhere in the sequel D denotes an open and convex subset of a real Hilbert space H, while

the Frèchet differential of a function f : D −→ R at x ∈ D will be identified with ∇f(x).

Definiţie 2.2.2. Let θ : D ×D −→ R be a given function with the property that θ(x, y) = θ(y, x)

pentru orice x, y ∈ D. One says that the function f : D −→ R este θ−convex, if pentru orice

x, y ∈ D and all z ∈ (x, y) avem

(2. 4)
f(z)− f(x)

∥z − x∥
+

f(z)− f(y)

∥z − y∥
+ θ(x, z) + θ(z, y) ≤ 0.
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Următorul rezultat face legătura ı̂ntre o funcţie θ−convexă şi 2θ−monotonia diferenţialei sale.

Propoziţie 2.2.1. Dacă f : D −→ R este o funcţie diferenţiabilă, θ−convexă, unde θ(x, ·) : D −→
R este radial continuu şi θ(x, x) = 0 pentru orice x ∈ D, atunci ∇f este un operator 2θ−monoton,

cu aceaşi θ. Dacă D = X şi ∇f este hemicontinuu, atunci ∇f este maximal 2θ−monoton.

În continuare vom da o condiţie asupra funcţiei θ, astfel ı̂ncât 2θ−monotonia diferenţialei unei

funcţii differenţiabile să asigure θ−convexitatea acelei funcţii.

Teoremă 2.2.1. Dacă f : D −→ R este o funcţie continuu diferenţiabilă, şi funcţia s : [0, 1] −→

R, s(t) = θ(x, x + t(y − x)) este integrabilă,

∫ 1

0
s(t)dt ≥ θ(x, y)

2
pentru orice x, y ∈ D, x ̸= y, şi

operatorul ∇f este 2θ−monoton, atunci f este θ−convexă.

Teoremă 2.2.2. Dacă f : D −→ R este diferenţiabilă şi θ are proprietatea că 2θ(u, v) ≥ θ(x, z) +

θ(z, y) pentru orice x, y ∈ D, x ̸= y, z ∈ (x, y), u ∈ (x, z), v ∈ (z, y), şi ∇f este 2θ−monoton,

atunci f este θ−convexă.

2.3 Aplicaţii la rezultate de surjectivitate

În cele ce urmează prezentăm câteva rezultate de surjectivitate pentru operatori θ−monotoni ı̂n

cazul când X = Rn.

Un operator cu graficul ∥ · ∥ × ∥ · ∥ ı̂nchis ı̂n X ×X∗ se numeşte outer semi-continuous.

Teoremă 2.3.1. Dacă T : Rn ⇒ Rn este θ−monoton, cu valori convexe, outer semi-continuous şi

D(T ) = Rn, precum θ(·, y) : Rn −→ R este inferior semicontinuu pentru orice y ∈ Rn şi funcţia

θ(·, 0) : Rn −→ R este mărginită inferior atunci T + λI este surjectiv pentru orice λ > 0.

Următorea teoremă de tip Minty’s asigură surjectivitatea lui T + λI, când T este maximal

θ−monoton.

Teoremă 2.3.2. Fie T : Rn ⇒ Rn maximal θ−monoton cu domeniul D(T ) = Rn. Dacă θ(·, y) :
Rn −→ R este inferior semicontinuu pentru orice y ∈ Rn şi funcţia θ(·, 0) : Rn −→ R este mărginită

inferior atunci T + λI este surjectiv pentru orice λ > 0.

2.4 Dispoziţii finale

Deoarece conceptele de θ−monotonie şi θ−convexitate conţin mai multe noţiuni de monotonie

respectiv convexitate ı̂n particular, posibilităţile de investigaţii viitoare sunt considerabile.

De exemplu se poate introduce un nou concept de subdiferenţială aşa numita θ-subdiferenţială.

Fie X un spaţiu Banach real şi f : X −→ R ∪ {∞} o funcţie proprie. Spunem că x∗ ∈ X∗

este un θ−subgradient a lui f ı̂n x ∈ dom(f) = {x ∈ X : f(x) < ∞}, dacă ⟨x∗, y − x⟩ ≤
f(y)− f(x)− θ(x, y)∥x− y∥, (∀)y ∈ X. Mulţimea

∂θf(x) = {x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, y − x⟩ ≤ f(y)− f(x)− θ(x, y)∥x− y∥, (∀)y ∈ X}

se numeşte θ−subdiferenţiala lui f ı̂n x ∈ dom(f).

Investigarea diferenţiabilităţii generice a unei funcţii θ−convexe ı̂n spaţii Asplund este deaseme-

nea un bun punct de pornire pentru cercetări viitoare, deoarece acest lucru afost deja stabilită
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pentru funcţii approximative convexe şi γ−paraconvexe (vezi [97,116]).

Merită cercetat deasemenea aplicabilitatea acestor concepte ı̂n domeniul optimizării şi ale ine-

galităţilor variaţionale.
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Capitolul 3

Inegalităţi variaţionale

3.1 Inegalităţi variaţionale generalizate

Fie X un spaţiu Banach şi X∗ dualul său topologic. Să considerăm K ⊆ X şi fie A : K −→ X∗ şi

a : K −→ X doi operatori.

Reamintim că inegalitatea variaţională a lui Stampacchia, V IS(A,K), constă ı̂n aflarea unui

element x ∈ K, astfel ı̂ncât ⟨A(x), y − x⟩ ≥ 0 pentru orioce y ∈ K, unde K este convexă şi ı̂nchisă

(vezi, de exemplu [43,74,87]).

Problema care vom studia ı̂n cele ce urmează este aşa numita inegalitate variaţională generală

de tip Stampacchia , V IS(A, a,K), care constă ı̂n aflarea unui element x ∈ K, astfel ı̂ncât

(3. 1) ⟨A(x), a(y)− a(x)⟩ ≥ 0, pentru orice y ∈ K,

Desigur când a ≡ idK , (3.1) se reduce la inegalitatea variaţională a lui Stampacchia V IS(A,K).

Schimbând A cu a ı̂n V IS(A, a,K), obţinem inegalitatea variaţională invertată de tip Stampac-

chia, V IiS(A, a,K), care constă ı̂n găsirea unui element x ∈ K astfel ı̂ncât

(3. 2) ⟨A(y)−A(x), a(x)⟩ ≥ 0, pentru orice y ∈ K.

Inegalitatea variaţională a lui Minty, V IM (A,K), constă ı̂n aflarea unui element x ∈ K, astfel

ı̂ncât ⟨A(y), y − x⟩ ≥ 0 pentru orice y ∈ K, unde mulţimea K este convexă şi ı̂nchisă (vezi, de

exemplu, [43, 63,87]).

Inegalitatea variaţională generală a lui Minty, V IM (A,K), constă ı̂n aflarea unui element x ∈ K,

astfel ı̂ncât

(3. 3) ⟨A(y), a(y)− a(x)⟩ ≥ 0, pentru orice y ∈ K.

Desigur, când a ≡ idK , atunci (3.3) se reduce la inegalitatea varaţională a lui Minty V IM (A,K).

Schimbând A cu a ı̂n V IM (A, a,K), obţinem inegalitatea variaţională invertată de tip Minty,

V IiM (A, a,K), care constă ı̂n găsirea unui element x ∈ K astfel ı̂ncât

(3. 4) ⟨A(y)−A(x), a(y)⟩ ≥ 0, pentru orice y ∈ K.

Fie K ⊆ X nevidă şi convexă, şi fie T : K ⇒ X∗ şi f : K −→ X doi operatori. Considerăm

următoarea problemă. Să se găsească un element x ∈ K, astfel ı̂ncât

(3. 5) (∀)y ∈ K (∃)u ∈ T (x) : ⟨u, f(y)− f(x)⟩ ≥ 0.

23
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Desigur, când T este univoc, atunci (3.5) se reduce la inegalitatea variaţională generală de tip

Stampacchia, V IS(T, f,K). Să notăm cu Sw(T, f,K) mulţimea soluţiilor problemei (3.5).

Să considerăm deasemenea următoarea problemă. Să se afle un element x ∈ K, astfel ı̂ncât

(3. 6) (∃)u ∈ T (x) : (∀)y ∈ K ⟨u, f(y)− f(x)⟩ ≥ 0.

Se poate observa uşor că şi ı̂n acest caz, dacă T este univoc, atuci (3.6) se reduce la inegalitatea

variaţională generală de tip Stampacchia, V IS(T, f,K). Să notăm cu S(T, f,K) mulţimea soluţiilor

lui (3.6).

În continuare să considerăm următoarea problemă. Să se găsească un element x ∈ K, astfel

ı̂ncât

(3. 7) (∀)y ∈ K (∀)v ∈ T (y) : ⟨v, f(y)− f(x)⟩ ≥ 0.

Se poate observa uşor că ı̂n acest caz, dacă T este univoc, atuci (3.7) se reduce la inegalitatea

variaţională generală de tip Minty, V IM (T, f,K). Să notăm cu M(T, f,K) mulţimea soluţiilor lui

(3.7).

3.2 Operatori de tip ql

3.2.1 Câteva caracterizări a monotoniei funcţiilor reale de o variabilă reală

În această secţiune prezentăm câteva caracterizări a monotoniei funcţiilor reale de o variabilă reală,

şi generalizând aceste caracteristici, introducem mai multe noţiuni de monotonie pentru operatori.

Bazându-ne pe una dintre caracteristici menţionate introducem noţiunea de operator de tip ql.

Propoziţie 3.2.1. Fie f : I ⊆ R −→ R o funcţie. Funcţia f este monoton crescătoare (de-

screscătoare), dacă şi numai dacă, pentru orice a, b ∈ I, a ≤ b, şi orice z ∈ [a, b] ∩ I avem

f(z) ∈ [f(a), f(b)], (respectiv f(z) ∈ [f(b), f(a)]).

3.2.2 Căteva proprietăţi ai operatorilor de tip ql

În această secţiune, bazându-ne pe Propoziţia 3.2.1 introducem conceptul de operator de tip ql.

Definiţie 3.2.1. Fie X şi Y două spaţii liniare reale. Spunem că operatorul A : D ⊆ X −→ Y este

de tip ql, dacă pentru orice x, y ∈ D şi orice z ∈ [x, y] ∩D avem A(z) ∈ [A(x), A(y)]. Spunem că

operatorul A : D ⊆ X −→ Y este de tip strict ql, dacă pentru orice x, y ∈ D şi orice z ∈ (x, y)∩D

avem A(z) ∈ (A(x), A(y)).

Avem următorul rezultat.

Propoziţie 3.2.2. Fie f : I ⊆ R −→ R o funcţie. Atunci f este de tip ql, dacă şi numai dacă f

este monotonă (crescătoare sau descrescătoare).

Următorul rezultat este eviden.

Propoziţie 3.2.3. Fie X şi Y două spaţii liniare reale şi fie A : X −→ Y un operator liniar.

Atunci A este de tip ql.
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Definiţie 3.2.2. Fie X un spaţiu liniar real, Y un spaţiu topologic şi fie A : D ⊆ X −→ Y un

operator. Spunem că A este continuu pe segmente ı̂n x ∈ D, dacă orice şir {tn} ⊆ R de numere

reale convergent către 0 şi orice y ∈ D cu x+ tny ∈ D avem A(x+ tny) −→ A(x), n −→ ∞. A este

continuu pe segmente ı̂n D dacă are această proprietate ı̂n orice x ∈ D.

Lemă 3.2.1. Fie X un spaţiu liniar real şi fie Y un spaţiu Hausdorff topologico-vectorial, fie D ⊆ X

convexă şi A : D −→ Y un operator continuu pe segmente şi de tip ql. Atunci pentru orice x, y ∈ D

avem A([x, y]) = [A(x), A(y)].

În cele ce urmează dăm o metodă prin cere se poate obţine operatori de tip ql din cele deja

existente.

Propoziţie 3.2.4. Fie X,Y, Z spaţii liniare reale, D ⊆ X, şi fie A : D −→ Y, B : A(D) −→ Zdoi

operatori de tip ql. Atunci B ◦A : D −→ Z este de tip ql.

Următorul exemplu ne furnizează un operator de tip ql ı̂ntr-un context general infinit dimen-

sional.

Examplu 3.2.1. Fie D = {f ∈ C[a,b]|f(a) ≥ 0} ⊆ C[a,b] şi să considerăm operatorul S : D −→
RR, S(f)(x) = (f(a))2x. Atunci S este un operator neliniar de tip ql.

Definiţie 3.2.3. Fie X un spaţiu liniar real şi fie D ⊆ X. Acoperirea convexă A mulţimii D este

definit ca mulţimea

co(D) =

{
n∑

i=1

λixi : xi ∈ D,

n∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0, pentru orice i ∈ {1, 2, . . . , n}, n ∈ N

}
.

Avem următorul rezultat:

Teoremă 3.2.1. Fie X şi Y două spaţii liniar reale, fie D ⊆ X convexă şi fie A : D −→ Y

un operator de tip ql. Atunci pentru orice număr finit de elemente x1, x2, . . . , xn ∈ D şi orice

x ∈ co{x1, x2, . . . , xn} avem A(x) ∈ co{A(x1), A(x2), . . . , A(xn)}.

3.3 Existenţa soluţiilor a câtorva inegalităţi variaţionale general-

izate

3.3.1 Inegalităţi variaţionale de tip Stampacchia

În această secţiune prezentăm câteva rezultate de existenţă a soluţiei pentru inegalităţi variaţionale

de tip Stampacchia.

Unul dintre rezultatele principale a acestei secţiuni este următoare teoremă

Teoremă 3.3.1. Dacă A este slab-∥ · ∥-sevenţial continuu, a este de tip ql şi slab-slab secvenţial

continuu şi K este slab compactă şi convexă, atunci V IS(A, a,K) admite soluţii.

3.3.2 Inegalităţi variaţionale de tip Minty

În această secţiune obţinem câteva generalizări a teoremei clasice a lui Minty referitor la coincidenţa

soluţiilor inegalităţilor variaţionale de tip Stampacchia respectiv Minty.

Reamintim următoarele definiţii (vezi [101]):
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Definiţie 3.3.1. Fie X un spaţiu Banach real, fie X∗ dual lui, şi fie A : D ⊆ X −→ X∗ şi

a : D −→ X doi operatori. Spunem că A este monoton relativ la a, dacăpentru orice x, y ∈ D,

avem ⟨A(x)−A(y), a(x)− a(y)⟩ ≥ 0.

În continuare obţinem câteva rezultate pentru problemele V IS(A, a,K) şi V IM (A, a,K), care

pot fi văzute ca şi generalizarea teoremei lui Minty.

Teoremă 3.3.2. Fie K ⊆ X o mulţime convexă, şi fie A : K −→ X∗ şi a : K −→ X doi operatori.

Atunci următoarele propoziţii sunt adevărate.

i) Dacă A este monoton relativ la a pe K, atunci orice x ∈ K soluţie lui V IS(A, a,K) este

deasemenea soluţie lui V IM (A, a,K).

ii) Dacă A este hemicontinuu şi a este de tip strict ql, atunci orice x ∈ K soluţie lui V IM (A, a,K)

este deasemenea soluţie lui V IS(A, a,K).

3.3.3 Problemele invertate

În cele ce urmează obţinem rezultate asemănătoare pentru problemele invertate V IiS(A, a,K) şi

V IiM (A, a,K).

Teoremă 3.3.3. Dacă A este slab-tare secvenţial continuu iar a este slab-slab secvenţial continuu,

A este de tip ql şi K este slab compactă, atunci inegalitatea generală invertată de tip Stampacchia

V IiS(A, a,K) admite soluţii.

Avem următoarea teoremă de tip Minty.

Teoremă 3.3.4. i) Fie A : K −→ X∗ monoton relativ la a. Dacă x ∈ K este o soluţie a lui

V IiS(A, a,K), atunci x este o soluţie lui V IiM (A, a,K).

ii) Fie A : K −→ X∗ de tip strict ql şi fie a continuu pe segmente. Dacă x ∈ K este o soluţie a

lui V IiM (A, a,K), atunci x este o soluţie lui V IiS(A, a,K).

3.3.4 Inegalităţi variaţionale multivoci

Fie K ⊆ X convexă şi fiet T : K ⇒ X∗ şi f : K −→ X doi operatori.

Teoremă 3.3.5. Fie K ⊆ X nevidă şi slab compactă şi fie f : K −→ K de tip ql şi slab-tare

secvenţial continuu. Fie T : K ⇒ X∗ slab-slab∗ superior semicontinuu pe K, astfel ı̂ncât T (x)

este nevidă, slab∗ compactă pentru orice x ∈ K. Atunci, Sw(T, f,K) ̸= ∅.Dacă ı̂n plus T este

f-pseudomonoton, atunci M(T, f,K) ̸= ∅.

În cele ce urmează prezentăm rezultatul principal al acestei secţiuni.

Teoremă 3.3.6. Fie K ⊆ X nevidă şi slab compactă şi fie f : K −→ K de tip ql şi slab-tare

continuu. Fie T : K ⇒ X∗ slab-slab∗ superior semicontinuu pe K, astfel ı̂ncât T (x) este nevidă,

slab∗ compactă şi convexă pentru orice x ∈ K. Atunci, S(T, f,K) ̸= ∅.
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3.4 Aplicaţii la teoreme de punct fix

În această secţiune demonstrăm teoremele de punct fix ale lui Brouwer respectiv Kakutani. Teorema

de punct fix a lui Brouwer afirmă, că o funcţie F : K −→ K continuă pe mulţimeaK ⊆ Rn compactă

şi convexă, admite un punct fix, adică există x ∈ K astfel ı̂ncât F (x) = x, (vezi, de exemplu, [61]).

Conform Teoremei 3.3.3, dacă A este slab-tare secvenţial continuu şi de tip ql, a este slab-slab

secvenţial continuu şi K este slab compactă şi convexă, atunci problema V IiS(A, a,K) admite

soluţii. Fie K ⊆ Rn compactă şi convexă, A : K −→ K, A ≡ idK şi a : K −→ Rn, a(x) = x−F (x).

Evident A şi a sunt continui, deci condiţiile Teoremei 3.3.3 sunt satisfăcute, ı̂n consecinţă există

x0 ∈ K astfel ı̂ncât

⟨y − x0, x0 − F (x0)⟩ ≥ 0, (∀)y ∈ K.

Cum Im(F ) ⊆ K, pentru y = F (x0) ∈ K obţinem ⟨F (x0)− x0, x0 − F (x0)⟩ ≥ 0. Deci, −∥F (x0)−
x0∥2 ≥ 0, astfel avem F (x0) = x0.



28 CAPITOLUL 3. Inegalităţi variaţionale



Capitolul 4

Problemele sumelor ı̂n spaţii Banach

4.1 Preliminarii

4.1.1 Noţiuni de punct interior şi conjugata Fenchel

Fie X un spaţiu separat local convex şi X∗ dualul său topologic. Pentru o mulţime nevidă D ⊆
X, notăm cu co(D), cone(D), aff(D), lin(D), int(D), cl(D), acoperirea convexă, acoperirea conică,

acoperirea afină, acoperirea liniară, interiorul, şi ı̂nchiderea.

Interiorul algebric ( core) a lui D este mulţimea (vezi [60,113,133])

core(D) = {u ∈ X| ∀x ∈ X, ∃δ > 0 astfel ı̂ncât ∀λ ∈ [0, δ] : u+ λx ∈ D},

şi interiorul algebric relativ este mulţimea (vezi [60,133])

icr(D) = {u ∈ X| ∀x ∈ aff(D −D), ∃δ > 0 astfel ı̂ncât ∀λ ∈ [0, δ] : u+ λx ∈ D}.

Considerăm de asemenea strong cvasi-relativ interiorul a lui D (vezi [13,64,133,134]), notat cu

sqri(D),

sqri(D) =

{
icr(D), if aff(D) este a closed set,

∅, otherwise.

Spunem că funcţia f : X −→ R este convexă dacă

∀x, y ∈ X, ∀t ∈ [0, 1] : f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y),

cu convenţiile (+∞) + (−∞) = +∞, 0 · (+∞) = +∞ şi 0 · (−∞) = 0 (vezi [133]). Considerăm

dom f = {x ∈ X : f(x) < +∞} domeniul lui f şi epi f = {(x, r) ∈ X × R : f(x) ≤ r} epigraful

funcţiei. Spunem că f este proprie dacă dom f ̸= ∅ şi f(x) > −∞ pentru orice x ∈ X.

Conjugata Fenchel-Moreau a lui f este funcţia f∗ : X∗ −→ R definit prin

f∗(x∗) = sup
x∈X

{⟨x∗, x⟩ − f(x)} ∀x∗ ∈ X∗.

Pentru un operator liniar continuu A : X −→ Y , operatorul adjunct A∗ : Y ∗ −→ X∗ este definit

prin ⟨A∗y∗, x⟩ = ⟨y∗, Ax⟩ pentru orice y∗ ∈ Y ∗ şi x ∈ X.
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4.1.2 Operatori maximal monotoni şi funcţii reprezentative

Fie X un spaţiu nontrivial Banach, X∗ dualul lui şi X∗∗ spaţiul său bidual. Pentru un operator

monoton S : X ⇒ X∗, numim funcţie reprezentativă a lui S o funcţie convexă şi inferior semicontină

hS : X ×X∗ −→ R (̂ın topologia tare a lui X ×X∗) care satisface

hS ≥ c and G(S) ⊆ {(x, x∗) ∈ X ×X∗ : hS(x, x
∗) = ⟨x∗, x⟩}.

Teoremă 4.1.1. Fie X un spaţiu Banach şi f : X×X∗ −→ R o funcţie proprie, convexă şi inferior

semicontinuă astfel ı̂ncât f ≥ ⟨x∗, x⟩ şi f∗(x∗, x∗∗) ≥ ⟨x∗∗, x∗⟩ pentru orice (x∗, x∗∗) ∈ X∗ ×X∗∗.

Atunci operatorul al cărui grafic este mulţimea {(x, x∗) ∈ X×X∗ : f(x, x∗) = ⟨x∗, x⟩} este maximal

monoton şi avem {(x, x∗) ∈ X×X∗ : f(x, x∗) = ⟨x∗, x⟩} = {(x, x∗) ∈ X×X∗ : f∗(x∗, x) = ⟨x∗, x⟩}.

Următoarea clasă de operatori maximal monotoni a fost introdusă recebt ı̂n [88], fiind deaseme-

nea studiată ı̂n [129].

Definiţie 4.1.1. Un operator S : X ⇒ X∗ este strongly-representable dacă există o funcţie proprie,

convexă şi tare inferior semicontinuă h : X ×X∗ −→ R astfel ı̂ncât

h ≥ c, h∗(x∗, x∗∗) ≥ ⟨x∗∗, x∗⟩∀(x∗, x∗∗) ∈ X∗ ×X∗∗

şi

G(S) = {(x, x∗) ∈ X ×X∗ : h(x, x∗) = ⟨x∗, x⟩}.

În acest caz h este o funcţie strong-representative a lui S.

Definiţie 4.1.2. ( vezi [51]) Închiderea monotonă Gossez a unui operator maximal monoton S :

X ⇒ X∗ este S : X∗∗ ⇒ X∗,

G(S) = {(x∗∗, x∗) ∈ X∗∗ ×X∗ : ⟨x∗ − y∗, x∗∗ − y⟩ ≥ 0, (∀)(y, y∗) ∈ G(S)}.

Un operator maximal monoton S : X ⇒ X∗ este de Gossez type (D) dacă pentru orice (x∗∗, x∗) ∈
G(S), există un şir generalizat mărginit {(xα, x∗α)}α∈I ⊆ G(S) care converge la (x∗∗, x∗) ı̂n topologia

w∗ × ∥ · ∥ a lui X∗∗ ×X∗.

4.2 Despre probleme de dualitate tare stabilă

4.2.1 Dualitate conjugată

Fie V un spaţiu separat local convex şi F : V −→ R o funcţie proprie. Considerăm următoare

problemă primală

(PG) : inf
v∈V

F (v)

(vezi [15]).

Fie W un alt spaţiu separat local convexşi funcţia Φ : V ×W −→ R satisfacând Φ(v, 0) = F (v)

pentru orice v ∈ V. Funcţia Φ se numeşte funcţie de perturbare. Problema (PG) poate fi scrisă ca

(PG) : inf
v∈V

Φ(v, 0).

Problema duală conjugată a lui (PG) poate fi formulată ca

(DG) : sup
w∗∈W ∗

−Φ∗(0, w∗).
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Pentru orice v∗ ∈ V ∗ să considerăm extensia problemei primale (PG)

(PGv∗) : inf
v∈V

{Φ(v, 0)− ⟨v∗, v⟩}.

Duala ei este

(DGv∗) : sup
w∗∈W ∗

−Φ∗(v∗, w∗).

Spunem că pentru problemele (PG) şi (DG) are loc dualitatea tare stabilă, dacă pentru orice

v∗ ∈ V ∗ v(PGv∗) = v(DGv∗) şi duala (DGv∗) are o soluţie optimă, unde cu v(P ) notăm valoarea

problemei P , adică

sup
v∈V

{⟨v∗, v⟩ − Φ(v, 0)} = min
w∗∈W ∗

Φ∗(v∗, w∗)∀v∗ ∈ V ∗.

În [15] este considerat următoarea condiţie de regularitate care ı̂n anumite condiţii asigură du-

alitatea tare stabilă pentru problemele (PG) şi (DG):

(RCΦ
2 ) : V şi W sunt spaţii Fréchet, Φ este inferior semicontinuu şi 0 ∈ sqri(prW (domΦ)).

În [16] a fost dat o condiţie de tip closedness, care este echivalentă cu dualitatea tare stabilă

ı̂n cazul când Φ este proprie, convexă şi inferior semicontinuu: (CQΦ)(U) : prV ∗×R(epi(Φ
∗)) este

inchisă relativ la U × R ı̂n topologia (V ∗, w∗)× R, unde U ⊆ V ∗.

4.2.2 Dualitate Fenchel

Să considerăm funcţiile proprii, convexe şi inferior semicontinui f, g : X −→ R. Să presupunem

că dom(f) ∩ dom(g) ̸= ∅. Considerăm următoarea probemă primală.

(P ) : inf
x∈X

{(f + g)(x)}.

Duala lui (P ) este

(D) : sup
y∗∈Y ∗

{−f∗(y∗)− g∗(−y∗)}.

Pentru orice x∗ ∈ X∗ considerăm extensia lui (P )

(P x∗
) : − sup

x∈X
{⟨x∗, x⟩ − (f + g)(x)},

şi duala

(Dx∗
) : − inf

y∗∈X∗
{f∗(y∗) + g∗(x∗ − y∗)}.

Teoremă 4.2.1. Fie U ⊆ X∗. Următoarele condiţii sunt echivalente:

(i) supx∈X{⟨x∗, x⟩ − (f + g)(x)} = miny∗∈X∗{f∗(y∗) + g∗(x∗ − y∗)} pentru orice x∗ ∈ U.

(ii) (CQ)(U) : {(x∗ + y∗, r) : f∗(x∗) + g∗(y∗) ≤ r} este ı̂nchisă relativ la U × R ı̂n topologia

(X∗, w∗)× R.

Avem următoarea condiţie de regularitate de tip interior:

(RC2) : X este spaţiu Fréchet şi 0 ∈ sqri(dom(f)− dom(g)).

Teoremă 4.2.2. Dacă (RC2) este satisfăcută atunci

sup
x∈X

{⟨x∗, x⟩ − (f + g)(x)} = min
y∗∈Y ∗

{f∗(y∗) + g∗(x∗ − y∗)}, pentru orice x∗ ∈ X∗.
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4.2.3 Dualitate tare stabilă pentru problema având o compoziţie cu un operator

liniar ı̂n funcţia ojectivă

Fie X,Y spaţii separate local convexe, cu dualul lor X∗ şi Y ∗,şi să considerăm funcţiile proprii,

convexe şi inferior semicontinui f : X −→ R şi g : Y −→ R. Fie A : Y −→ X, respectiv B : X −→
Y doi operatori liniari şi continui astfel ı̂ncât A−1(dom(f)) ∩ dom(g) ̸= ∅, respectiv dom(f) ∩
B−1(dom(g)) ̸= ∅.

Pentru orice x∗ ∈ X∗, respectiv y∗ ∈ Y ∗ considerăm problemele

(PAy∗
) : − sup

y∈Y
{⟨y∗, y⟩ − (f ◦A+ g)(y)},

respectiv,

(PBx∗
) : − sup

x∈X
{⟨x∗, x⟩ − (f + g ◦B)(x)}.

Dualele lor sunt

(DAy∗
) : − inf

x∗∈X∗
{f∗(x∗) + g∗(y∗ −A∗x∗)},

respectiv,

(DBx∗
) : − inf

y∗∈Y ∗
{f∗(x∗ −B∗y∗) + g∗(y∗)}.

Teoremă 4.2.3. Fie U ⊆ Y ∗. Următoarele condiţii sunt echivalente:

(i) supy∈Y {⟨y∗, y⟩ − (f ◦A+ g)(y)} = minx∗∈X∗{f∗(x∗) + g∗(y∗ −A∗x∗)} pentru orice y∗ ∈ U.

(ii) (CQΦA)(U) : {(A∗x∗+y∗, r) : f∗(x∗)+g∗(y∗) ≤ r} este ı̂nchisă relativ la U×R ı̂n topologia

(Y ∗, w∗)× R.

Teoremă 4.2.4. Fie U ⊆ X∗. Următoarele condiţii sunt echivalente:

(i) supx∈X{⟨x∗, x⟩ − (f + g ◦B)(x)} = miny∗∈Y ∗{f∗(x∗ −B∗y∗) + g∗(y∗)} pentru orice x∗ ∈ U.

(ii) (CQΦB )(U) : {(x∗+B∗y∗, r) : f∗(x∗)+g∗(y∗) ≤ r} este ı̂nchisă relativ la U×R ı̂n topologia

(X∗, w∗)× R topology.

Avem următoarele condiţii de regularitate:

(RCΦA
2 ) : X şi Y sunt spaţii Fréchet şi 0 ∈ sqri(dom(f)−A(dom(g))), respectiv,

(RCΦB
2 ) : X şi Y sunt spaţii Fréchet şi 0 ∈ sqri(dom(g)−B(dom(f))). Avem următorul rezultat.

Teoremă 4.2.5. Dacă (RCΦA
2 ), }, respectiv, (RCΦB

2 ), are loc, atunci

sup
y∈Y

{⟨y∗, y⟩ − (f ◦A+ g)(y)} = min
x∗∈X∗

{f∗(x∗) + g∗(y∗ −A∗x∗)} pentru orice y∗ ∈ Y ∗,

respectiv,

sup
x∈X

{⟨x∗, x⟩ − (f + g ◦B)(x)} = min
y∗∈Y ∗

{f∗(x∗ −B∗y∗) + g∗(y∗)} pentru orice x∗ ∈ X∗.

4.2.4 Dualitate tare stabilă pentru problema având suma a doi funcţii, fiecare

compusă cu un operator liniar şi continuu, ı̂n funcţia objectivă

Fie X,Y, Z spaţii separate local convexe, cu dualul lor X∗, Y ∗ şi Z∗,şi să considerăm funcţiile

proprii, convexe şi inferior semicontinui f : X −→ R şi g : Y −→ R. Fie A : Z −→ X, respectiv

B : Z −→ Y doi operatori liniari şi continui astfel ı̂ncât A−1(dom(f)) ∩B−1(dom(g)) ̸= ∅.
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Pentru orice z∗ ∈ Z∗ considerăm problema

(PABz∗
) : − sup

z∈Z
{⟨z∗, z⟩ − (f ◦A+ g ◦B)(z)},

şi duala ei

(DABz∗
) : − inf

(x∗,y∗)∈X∗×Y ∗
{f∗(x∗) + g∗(y∗) : A∗x∗ +B∗y∗ = z∗}

Considerăm condiţia de regularitate pentru U ⊆ Z∗ :

(CQΦAB )(U) : {(A∗x∗+B∗y∗, r) : f∗(x∗)+g∗(y∗) ≤ r} este ı̂nchisă relativ la U×R ı̂n topologia

(Z∗, w∗)× R.
Avem următorul rezultat.

Teoremă 4.2.6. Următoarele condiţii sunt echivalente.

(i) (CQΦAB )(U) este satisfăcută.

(ii) Pentru orice z∗ ∈ U avem (f ◦ A + g ◦ B)∗(z∗) = inf(x∗,y∗)∈X∗×Y ∗{f∗(x∗) + g∗(y∗) :

A∗x∗ +B∗y∗ = z∗} şi infimul este atins.

Avem următoarea condiţie de regularitate:

(RCΦAB
2 ) : Z,X şi Y sunt spaţii Fréchet şi (0, 0) ∈ sqri(dom(f)× dom(g)− (A×B)(∆Z)).

Avem următorul rezultat.

Teoremă 4.2.7. Dacă (RCΦAB
2 ) are loc, atunci

sup
z∈Z

{⟨z∗, z⟩ − (f ◦A+ g ◦B)(z)} = min
(x∗,y∗)∈X∗×Y ∗

{f∗(x∗) + g∗(y∗) : A∗x∗ +B∗y∗ = z∗} ∀z∗ ∈ Z∗.

4.3 Conjugata unor infimal convoluţii generalizate

4.3.1 Infimal convoluţiile �1 şi �2

Fie X,Y două spaţii separate, local convexe cu dualele X∗ şi Y ∗ şi să considerăm funcţiile

proprii, convexe şi inferior semicontinui f, g : X × Y −→ R.
Formulele de inf-convoluţie �1 şi �2 sunt introduse prin f�1g : X × Y −→ R

(f�1g)(x, y) = inf{f(u, y) + g(v, y) : u, v ∈ X, u+ v = x},

respectiv, f�2g : X × Y −→ R

(f�2g)(x, y) = inf{f(x, u) + g(x, v) : u, v ∈ Y, u+ v = y}.

Avem următorul rezultat.

Teoremă 4.3.1. Dacă prY (dom(f))∩prY (dom(g)) ̸= ∅ and let V ⊆ X∗, V ̸= ∅, atunci următoarele

condiţii sunt echivalente:

(i) (f�1g)
∗(x∗, y∗) = (f∗�2g

∗)(x∗, y∗) şi f∗�2g
∗ este exactă pentru orice (x∗, y∗) ∈ V × Y ∗.

(ii) (CQ�1) : {(u∗, v∗, a∗ + b∗, r) ∈ X∗ ×X∗ × Y ∗ ×R : f∗(u∗, a∗) + g∗(v∗, b∗) ≤ r} este ı̂nchisă

relativ la ∆V ×Y ∗×R ı̂n topologia (X∗, w∗)×(X∗, w∗)×(Y ∗, w∗)×R, unde ∆V = {(x∗, x∗) : x∗ ∈ V }.

Considerăm următoarea condiţie de regularitate:

(RC�1
2 ) : X şi Y sunt spaţii Fréchet şi

0 ∈ sqri(prY dom(f)− prY dom(g)).

Avem următorul rezultat.
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Teoremă 4.3.2. Dacă (RC�1
2 ) are loc atunci

(f�1g)
∗(x∗, y∗) = (f∗�2g

∗)(x∗, y∗) şi f∗�2g
∗ este exactă pentru orice (x∗, y∗) ∈ X∗ × Y ∗.

4.3.2 Infimal convoluţiile �A
1 şi �A

2

Fie X şi Y două spaţii normate cu dualele X∗ şi Y ∗, şi să considerăm funcţiile proprii, convexe

şi inferior semicontinui f : X × X∗ −→ R şi g : Y × Y ∗ −→ R. Fie A : X −→ Y un operator

liniar şi continuu şi fie A∗ : Y ∗ −→ X∗, respectiv A∗∗ : X∗∗ −→ Y ∗∗ operatorul adjunct respectiv

biadjunct.

Considerăm următoarele formule de infimal convoluţie generalizate, ı̂ncă neconsiderate ı̂n liter-

atura de specialitate

f�A
1 g : Y × Y ∗ −→ R

(f�A
1 g)(y, y

∗) = inf{f(x,A∗y∗) + g(y −Ax, y∗) : x ∈ X},

respectiv f∗�A
2 g

∗ : Y ∗ × Y ∗∗ −→ R,

(f∗�A
2 g

∗)(y∗, y∗∗) = inf{f∗(A∗y∗, x∗∗) + g∗(y∗, y∗∗ −A∗∗x∗∗) : x∗∗ ∈ X∗∗}.

Teoremă 4.3.3. Dacă prX∗(dom(f)) ∩ A∗(prY ∗(dom(g))) ̸= ∅ atunci următoarele condiţii sunt

echivalente.

(i) (CQ�A
1 ) : {(x∗, y∗, A∗∗x∗∗ + y∗∗, r) : f∗(x∗, x∗∗) + g∗(y∗, y∗∗) ≤ r} este ı̂nchisă relativ la

∆Y ∗
A∗ ×Y ∗∗×R ı̂n topologia (X∗, w∗)×(Y ∗, w∗)×(Y ∗∗, w∗)×R, unde ∆Y ∗

A∗ = {(A∗y∗, y∗) : y∗ ∈ Y ∗}.
(ii) (f�A

1 g)
∗(y∗, y∗∗) = (f∗�A

2 g
∗)(y∗, y∗∗) şi f∗�A

2 g
∗ este exactă pentru orice (y∗, y∗∗) ∈ Y ∗ ×

Y ∗∗.

Considerăm următoarea condiţie de regularitate:

(RC
�A

1
2 ) : 0 ∈ sqri(prX∗(dom(f))−A∗ prY ∗(dom(g))).

Avem următorul rezultat.

Teoremă 4.3.4. Dacă (RC
�A

1
2 ) este satisfăcută atunci

(f�A
1 g)

∗(y∗, y∗∗) = (f∗�A
2 g

∗)(y∗, y∗∗) şi f∗�A
2 g

∗ este exactă pentru orice (y∗, y∗∗) ∈ Y ∗ × Y ∗∗.

4.3.3 Infimal convoluţiile △A
1 şi △A

2

Fie X şi Y două spaţii normate cu dualele X∗ şi Y ∗, şi să considerăm funcţiile proprii, convexe

şi inferior semicontinui f : X × X∗ −→ R şi g : Y × Y ∗ −→ R. Fie A : X −→ Y un operator

liniar şi continuu şi fie A∗ : Y ∗ −→ X∗, respectiv A∗∗ : X∗∗ −→ Y ∗∗ operatorul adjunct respectiv

biadjunct.

Considerăm următoarele formule de inf-convoluţie f△A
2 g : X ×X∗ −→ R

(f△A
2 g)(x, x

∗) = inf{f(x, x∗ −A∗y∗) + g(Ax, y∗) : y∗ ∈ Y ∗},

respectiv f∗△A
1 g

∗ : X∗ ×X∗∗ −→ R,

(f∗△A
1 g

∗)(x∗, x∗∗) = inf{f∗(x∗ −A∗y∗, x∗∗) + g∗(y∗, A∗∗x∗∗) : y∗ ∈ Y ∗}.
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Teoremă 4.3.5. Dacă A(prX(dom(f))) ∩ (prY (dom(g))) ̸= ∅ atunci următoarele condiţii sunt

echivalentet.

(i) (CQ△A
2 ) : {(x∗ + A∗y∗, x∗∗, y∗∗, r) : f∗(x∗, x∗∗) + g∗(y∗, y∗∗) ≤ r} este ı̂nchisă relativ la

X∗ ×∆A∗∗
X∗∗ × R ı̂n topologia (X∗, w∗) × (X∗∗, w∗) × (Y ∗∗, w∗) × R, unde ∆A∗∗

X∗∗ = {(x∗∗, A∗∗x∗∗) :

x∗∗ ∈ X∗∗}.
(ii) (f△A

2 g)
∗(x∗, x∗∗) = (f∗△A

1 g
∗)(x∗, x∗∗) şi f∗△A

1 g
∗ este exactă pentru orice (x∗, x∗∗) ∈ X∗×

X∗∗.

Considerăm următoarea condiţie de regularitate:

(RC
△A

2
2 ) : 0 ∈ sqri(prY (dom(g))−A(prX(dom(f)))).

Avem următorul rezultat.

Teoremă 4.3.6. Dacă (RC
△A

2
2 ) are loc atunci

(f△A
2 g)

∗(x∗, x) = (f∗△A
1 g

∗)(x∗, x) şi f∗△A
1 g

∗ este exactă pentru orice (x∗, x) ∈ X∗ ×X.

4.3.4 Infimal convoluţiile ⃝A
1 şi ⃝A

2

Fie X şi Y două spaţii normate cu dualele X∗ şi Y ∗, şi să considerăm funcţiile proprii, convexe

şi inferior semicontinui f : X × X∗ −→ R şi g : Y × Y ∗ −→ R. Fie A : X −→ Y un operator

liniar şi continuu şi fie A∗ : Y ∗ −→ X∗, respectiv A∗∗ : X∗∗ −→ Y ∗∗ operatorul adjunct respectiv

biadjunct.

Considerăm următoarele formule de inf-convoluţie ı̂ncă neconsiderat până acum ı̂n literatura de

specialitate.

f ⃝A
1 g : X ×X∗ −→ R

(f ⃝A
1 g)(x, x∗) = inf

u,w ∈ X
v∗ ∈ Y ∗

{f(u, x∗) + g(Aw, v∗) : u+ w = x, A∗v∗ = x∗},

respectiv f∗ ⃝A
2 g∗ : X∗ ×X∗∗ −→ R,

(f∗ ⃝A
2 g∗)(x∗, x∗∗) = inf

u∗∗, w∗∗ ∈ X∗∗

v∗ ∈ Y ∗

{f∗(x∗, u∗∗) + g∗(v∗, A∗∗w∗∗) : u∗∗ + w∗∗ = x∗∗, A∗v∗ = x∗}.

Teoremă 4.3.7. Dacă dom(g) × prX∗(dom(f)) ∩ ImA ×∆A∗
Y ∗ ̸= ∅, unde ∆A∗

Y ∗ = {(y∗, A∗y∗)|y∗ ∈
Y ∗}, atunci următoarele condiţii sunt echivalente.

(i) (CQ⃝A
1 ) : {(u∗, A∗v∗, A∗∗u∗∗ + v∗∗, r) : f∗(u∗, u∗∗) + g∗(v∗, v∗∗) ≤ r} este ı̂nchisă relativ la

∆X∗ × Im(A∗∗)×R ı̂n topologia (X∗, w∗)× (X∗, w∗)× (Y ∗∗, w∗)×R, unde ∆X∗ = {(x∗, x∗) : x∗ ∈
X∗}.

(ii) (f ⃝A
1 g)∗(x∗, x∗∗) = (f∗ ⃝A

2 g∗)(x∗, x∗∗) şi f∗ ⃝A
2 g∗ este exactă pentru orice (x∗, x∗∗) ∈

X∗ ×X∗∗.

Considerăm următoarea condiţie de regularitate:

(RC
⃝A

1
2 ) : (0, 0, 0) ∈ sqri(dom(g)×prX∗(dom(f))−Im(A)×∆A∗

Y ∗), unde ∆A∗
Y ∗ = {(y∗, A∗y∗)|y∗ ∈

Y ∗}.
Avem următorul rezultat.

Teoremă 4.3.8. Dacă (RC
⃝A

1
2 ) este satisfăcută atunci (f ⃝A

1 g)∗(x∗, x∗∗) = (f∗ ⃝A
2 g∗)(x∗, x∗∗)

şi f∗ ⃝A
2 g∗ este exactă pentru orice (x∗, x∗∗) ∈ X∗ ×X∗∗.
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4.4 Maximal monotonia sumelor paralele a doi operatori maximal

monotoni de Gossez type (D)

4.4.1 Maximal monotonia sumei paralele S||T

Utilizând dualitatea tare stabilă demonstrăm maximal monotonia sumelor paralele a doi op-

eratori maximal monotoni sub cea mai slabă condiţie de regularitate cunoscută ı̂n literatura de

specialitate.

Peste tot X va fi un spaţiu Banach, X∗ dual lui şi X∗∗ bidualul lui.

Definiţie 4.4.1. Pentru operatorii monotoni S, T : X ⇒ X∗ suma lor parlelă este definit prin

S||Tx = (S−1 + T−1)−1x,∀x ∈ X.

Se poate arăta uşor că S||Tx =
∪

y∈X(S(y) ∩ T (x− y)).

Teoremă 4.4.1. Fie S, T : X ⇒ X∗ doi operatori maximal monotoni de Gossez type (D), cu

funcţiile tare reprezentative hS şi hT , astfel ı̂ncât prX∗(dom(hS)) ∩ prX∗(dom(hT )) ̸= ∅, şi con-
siderăm funcţia h : X × X∗ −→ R, h(x, x∗) = cl∥·∥×∥·∥∗(hS�1hT )(x, x

∗). Să presupunem că

R(S
−1

) ⊆ X, (unde S este ı̂nchiderea monotonă Gossez a lui S), şi că una dintre condiţiile

următoare are loc.

(a) Condiţia de regularitate (RC�1
2 ) pentru hS, respectiv hT este satisfăcută.

(b) (CQ�1) pentru hS, respectiv hT este satisfăcută.

Atunci h este o funcţie tare reprezentativă pentru S||T şi S||T este maximal monoton de Gossez

type (D).

4.4.2 Maximal monotonia sumei paralele S||AT

Definiţie 4.4.2. Considerăm operatorii monotoni S : X ⇒ X∗ and T : Y ⇒ Y ∗ şi fie A : X −→ Y

un operator liniar şi continuu, şi A∗ operatorul adjunct a lui A. Suma paralelă generalizată S||AT :

Y ⇒ Y ∗ este definit după cum urmează:

S||AT := (AS−1A∗ + T−1)−1.

Teoremă 4.4.2. Considerăm A : X −→ Y un operator liniar şi continuu, şi A∗ operatorul adjunct

a lui A iar A∗∗ biadjuncta lui A. Fie S : X ⇒ X∗, T : Y ⇒ Y ∗ doi operatori maximal mono-

toni de Gossez type (D), cu funcţiile tare reprezentative hS şi hT , astfel ı̂ncât prX∗(dom(hS)) ∩
A∗(prY ∗(dom(hT ))) ̸= ∅. Considerăm funcţia h : Y×Y ∗ −→ R, h(y, y∗) = cl∥·∥×∥·∥∗(hS�A

1 hT )(y, y
∗).

Asumăm că R(S
−1

) ⊆ X, şi că una dintre condiţiile următoare are loc.

(a) Condiţia de regularitate (RC
�A

1
2 ) pentru hS, respectiv hT este satisfăcută.

(b) (CQ�A
1 ) pentru hS, respectiv hT este satisfăcută.

Atunci h este o funcţie tare reprezentativă a lui S||AT şi S||AT este un operator maximal monoton

de Gossez type (D).
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4.4.3 Maximal monotonia operatorului S + A∗TA

Definiţie 4.4.3. Considerăm operatorii monotoni S : X ⇒ X∗ and T : Y ⇒ Y ∗ şi fie A : X −→ Y

un operator liniar şi continuu, şi A∗ operatorul adjunct a lui A. O bine cunoscută sumă generalizată

este definită ca:

M : X ⇒ X∗, M := S +A∗TA.

Teoremă 4.4.3. Considerăm A : X −→ Y un operator liniar şi continuu, şi A∗ operatorul adjunct

a lui A iar A∗∗ biadjuncta lui A. Fie S : X ⇒ X∗, T : Y ⇒ Y ∗ doi operatori maximal monotoni

de Gossez type (D), cu funcţiile tare reprezentative hS şi hT , astfel ı̂ncât A(prX(dom(hS))) ∩
(prY (dom(hT ))) ̸= ∅. Considerăm funcţia h : X ×X∗ −→ R, h(x, x∗) = cl∥·∥×∥·∥∗(hS△A

2 hT )(x, x
∗).

Asumăm că una dintre condiţiile următoare are loc.

(a) Condiţia de regularitate (RC
△A

2
2 ) pentru hS, respectiv hT este satisfăcută.

(b) (CQ△A
2 ) pentru hS, respectiv hT este satisfăcută.

Atunci h este o funcţie tare reprezentattivă a lui S+A∗TA şi S+A∗TA este un operator maximal

monoton de Gossez type (D).

4.4.4 Maximal monotonia sumei paralele S||AT

Definiţie 4.4.4. Considerăm operatorii monotoni S : X ⇒ X∗ and T : Y ⇒ Y ∗ şi fie A : X −→ Y

un operator liniar şi continuu, şi A∗ operatorul adjunct a lui A. Suma paralelă generalizată S||AT,
(vezi [109]) este definit prin

S||AT : X ⇒ X∗, S||AT := (S−1 + (A∗TA)−1)−1.

Observaţie 4.4.1. Dacă X = Y, A ≡ idX , obţinem suma paralelă

S||T : X ⇒ X∗, S||T := (S−1 + T−1)−1.

Teoremă 4.4.4. Considerăm A : X −→ Y un operator liniar şi continuu, şi A∗ operatorul adjunct

a lui A iar A∗∗ biadjuncta lui A. Fie S : X ⇒ X∗, T : Y ⇒ Y ∗ doi operatori maximal monotoni

de Gossez type (D), cu funcţiile tare reprezentative hS şi hT , astfel ı̂ncât domhT ×prX∗(domhS)∩
ImA×∆A∗

Y ∗ ̸= ∅, unde ∆A∗
Y ∗ = {(y∗, A∗y∗) : y∗ ∈ Y ∗}. Considerăm funcţia

h : X ×X∗ −→ R, h(x, x∗) = cl∥·∥×∥·∥∗(hS ⃝A
1 hT )(x, x

∗),

şi asumăm că R(S
−1

) ⊆ X, şi că una dintre condiţiile următoare are loc.

(a) Condiţia de regularitate (RC
⃝A

1
2 ) pentru hS şi hT este satisfăcută.

(b) (CQ⃝A
1 ) pentru hS şi hT este satisfăcută.

Atunci h este o funcţie tare reprezentativă pentru S||AT şi suma paralelă generalizată S||AT este

maximal monoton de Gossez type (D).
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[109] J.P. Penot, C. Zălinescu, Convex analysis can be helpful for the asymptotic analysis of mono-

tone operators, Math. Program., Ser. B, 116, pp. 481-498 (2009).
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