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Introducere

Conceptul de monotonie pentru operatori definiti pe un spatiu Banach cu valori in dualul lui a
fost introdus cu vreo cincizeci de ani in urma in lucrarile lui Browder si Minty (vezi, de exemplu,
[22-24], [91,92]). Aceasta notiune (adesea numit monotonie in sens Minty-Browder) s-a dovedit a fi
o piatra de temelie in dezvoltarea analizei neliniare, in special al analizei convexe, datorita faptului
ca convexitatea unei functii proprie, inferior semicontinua poate fi caracterizata prin monotonia
subdiferentialei ei (vezi, de exemplu, [34,115]).

In ultimele decenii conceptul de monotonie in sens Minty-Browder s-a impus datorita importantei
sale, gi a influentat si alte ramuri ale matematicii, cum ar fi ecuatiile diferentiale, precum si
economia, ingineria, managementul, teoria probabilitatilor si alte stiinte aplicate. Datorita acestei
interactiuni conceptul de monotonie alaturi de convexitate au fost subiectele unei evolutii dinamice,
reflectata intr-o serie de noi concepte - extensii ale notiunilor clasice de monotonie i convexitate,
fara pierderea proprietatilor valoroase ale acestora (vezi, de exemplu, [27], [55], [62], [94], [111] si
referintele de acolo).

Acesta lucrare se bazeaza pe rezultatele originale ale autorului din 10 lucrari stiintifice, toate
trimise spre publicare la reviste de prestigiu, si este impartita in patru capitole. Dupa o scurta
introducere, in Capitolul 1 sunt prezentate notiunile de operator de monoton in sens Minty-
Browder si cele mai cunoscute generalizari ale sale, cum ar fi conceptele de cvasimonotonie, strict
cvasimonotonie, pseudomonotonie si strict pseudomonotonie. In acest capitol vom demonstra ci
monotonia locald, respectiv monotonia generalizata locala a unui operator pe complementul unei
multimi inchise avand intersectia numarabila cu fiecare segment, implica monotonia globala, re-
spectiv monotonia generalizata globala. Mai mult, vom da un exemplu de un operator continuu
local Minty-Browder monoton, definit pe o submultime conexa dar neconvexs din R?, care nu este
nici mécar cvasimonoton global. Acest lucru aratd ca convexitatea a domeniului este esentiala
atunci cand extindem monotonia locala la monotonia globala.

Ca gi aplicatii obtinem cateva teoreme de injectivitate pentru functii complexe, si rezultate
de convexitate (generalizata) globala pentru functii local convexe (generalizate). Contributiile
autorului in legatura cu aceste subiecte au fost publicate in G. Kassay, C. Pintea, S. Laszlé: [72]
si S. Laszlé: [77].

In Capitolul 2 vom introduce conceptul de #— monotonie pentru operatori si conceptul de 6-
convexitate pentru functii reale. Aceste concepte contin ca si cazuri particulare mai multe notiuni
de monotonie, respectiv de convexitate cunoscute in literatura de specialitate. Stabilim de aseme-
nea anumite proprietati fundamentale ale operatorilor care au aceasta proprietate de monotonie.
Conceptul de operator maximal §—monoton este de asemenea introdusa, si se demonstreaza ca un
astfel de operator are valori convexe si inchise. Mai mult, vom analiza conditii care sa asigure faptul
ca proprietatea de local é—monotonie a unui operator implica § —monotonia globala. Prin cateva ex-
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emple aratdm ca notiunea de #—monotonie este mai generald decat majoritatea notiunilor de mono-
tonie cunoscute in literatura de specialitate, dim un exemplu de operator #—monoton care nu este
nici macar cvasimonoton. Vom prezenta exemple de operatori 6—monotoni care nu sunt monotoni
in sens Minty-Browder, paramonotoni sau m-relaxat monotoni si nici macar cvasimonotoni. Intro-
ducem notiunea de f—convexitate, si aratam- in cazul diferentiabil, ca in anumite circumstante, o
functie este #—convexa daca si numai daca diferentiala sa este un operator 20—monoton. Aratam
ca aceastd notiune generalizeaza diferite notiuni de convexitate ale functiilor reale cunoscute in
literatura, cum ar fi v paraconvexitatea, convexitatea tare sau e—convexitatea. Obtinem conditii
analitice asupra functiei 6 care sa asigure f—convexitatea unei functii diferentiabile, apoi dam
un exemplu de functie #—convexa care nu este nici macar cvasi-convexa. In final vom prezenta,
cateva aplicatii ale rezultatelor noastre in obtinerea unor rezultate de surjectivitate in spatii finit
dimensionale. Contributiile autorului in legatura cu aceste subiecte au fost publicate in lucrarea
S. Lészlé: [79].

Teoria inegalitatilor variationale, care se datoreaza in principal lui Stampacchia (a se vedea
[124]) si Fichera (a se vedea [45]) asigura tehnici foarte puternice pentru studierea problemelor care

apar In mecanica, optimizare, transport, economie si alte ramuri ale matematicii.

In Capitolul 3, vom da cateva rezultate de existenta a solutiilor, pentru mai multe inegalitati
variationale, generalizari ale inegalitatilor variationale ale lui Stampacchia, respectiv Minty. Intro-
ducem o noua clasa de operatori, clasa operatorilor de tip ql, care pe de o parte este generalizarea
monotoniei functiilor reale de o variabila reala, pe de alta parte este generalizarea notiunii de oper-
ator liniar. Bazandu-ne pe aplicatii KKM gi o celebra lema a lui Ky Fan, dam teoreme de existenta
a solutiei ale acestor inegalitati variationale, apoi dam cateva generalizari a teoremei lui Minty
privind coincidenta solutiilor, si aratam ca conditia ca operatorii implicati in aceste inegalitati sa
fie de tip gl este esentiala in obtinerea acestor rezultate.

Ca si aplicatii aratam ca teoremele de punct fix ale lui Brouwer respectiv Kakutani sunt
consecinte ale rezultatelor obtinute. Contributiile autorului in legatura cu aceste subiecte au fost
finalizate in S. Laszlé: [78,80,81].

Merita sa subliniem faptul cd mai multe intrebari deschise sunt inca fara raspuns chiar si in
teoria clasica ai operatorilor monotoni in sens Minty-Browder. Una dintre cele mai interesante este
problema sumei. Este bine cunoscut faptul ca intr-un spatiu Banach reflexiv suma a doi operatori
maximali monotoni este maximal monoton, cu conditia ca domeniul unuia sa se intersecteze cu
interiorul domeniului celuilalt (cf. Rockafellar a se vedea [114]), dar in cazul nereflexiv este inca
necunoscut daca aceasta conditie este suficienta. Cu toate acestea, sunt mai multe rezultate care in
particular valideaza aceasta conjunctura. Passty (a se vedea [104]) a introdus suma paralela pentru
operatori monotoni, motivand acest lucru prin urmatoarea situatie: daca doua rezistente avand
rezistenta 1" si S sunt conectate in paralel, legea lui Kirchhoff si legea Iui Ohm combinate arata ca
rezistenta lor comuna este de (S~! + 7T~1)~1. Motivat de acest lucru, dar de asemenea inspirat de
numarul semnificativ de rezultate cu privire la problema de maximalitate a sumei a doi operatori
maximal monotoni, Penot i Zalinescu in [109] introduc conceptele sumelor paralele generalizate.
O problema deschisa pana in prezent este urmatoarea: in literatura de specialitate nu exista nici
o conditie de regularitate care asigurd maximal monotonia a sumelor paralele generalizate. Cu
toate acestea, exista conditii de regularitate de punct interior care sa asigure maximal monotonia
a sumelor paralele in spatii Banach reflexive. In Capitolul 4, vom da o conditie de regularitate
de tip inchis referitoare la aceastd problema, si printr-un exemplu aratam ca conditia noastra este
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cea mai slaba dintre cele deja cunoscute in literatura de specialitate. In ceea ce priveste sumele
paralele generalizate, vom obtine mai multe conditii de regularitate, atat de tipul de punct interior
cat si de tip Inchis, si aratam ca rezultatele noastre nu pot fi deduse din rezultatele cunoscute
in literatura de specialitate. Cu toate acestea, multe rezultate cunoscute referitor la suma a doi
operatori maximal monotoni, S + T, respectiv suma generalizata S + A*T A, in cazul in care T si
S sunt operatori maximal monotoni, A este o operator liniar, continuu si A* este operatorul siu
adjunct, sunt consecinte ale rezultatelor noastre. Rezultatele noastre sunt bazate pe conceptele de
functie reprezentativa si conjugata Fenchel, In timp ce tehnica utilizata pentru a stabili conditiile
de regularitate de tip inchis respectiv de tip de punct interior, care sa asigure maximal monotonia ai
acestor sume, este dualitatea tare. In acest capitol ne ocupam de problemele sumelor a doi operatori
de Gossez tip (D) in spatii Banach arbitrare. Ca si cazuri particulare, alaturi de rezultatele noi,
vom stabili unele bine cunoscute, in spatii Banach reflexive.

Contributiile autorului in legatura cu aceste subiecte au fost finalizate in lucrarile R.I. Bot, S.
Laszl6: [20] si S. Laszlé: [82], [83], [84].

Cuvintele cheie: monotonie in sens Minty-Browder; monotonie generalizata; convexitate gen-
eralizata; operator local monoton; inegalitate variationala generalizata; aplicatie KKM; Lema lui
Minty; Lema lui Ky Fan; teorema de punct fix; functie conjugatéa; dualitate conjugata; cvasi-relativ
interior; conditie de regularitate; operator maximal monoton; functia Fitzpatrick; functie reprezen-

tativa; suma paralela;
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Capitolul 1

Operatori monotoni, functii convexe
sl multimi inchise numarabile

1.1 Monotonia functiilor reale de o variabila reala

1.1.1 Functii reale de o variabila reala local crescatoare

In aceast’ sectiune aratam ca proprietatea de crestere locala a functiilor reale de o variabila reala
pe complementul unei multimi inchise gi numarabile implica monotonia (crescatoare) globala al
acelui functii.
Fie I C Rsifie f : I — R o functie. Spunem c&d f este (monoton) crescitoare (respectiv
descrescatoare) pe I, daca pentru orice x,y € I, x <y avem f(x) < f(y), (respectiv f(x) > f(y)).
Se poate usor observa ca proprietatea de monotonie a functiei reale f este echivalenta cu una

dintre urmatoarele conditii

(1. 1) (f(x) = f(y))(x —y) >0, pentru orice x,y € I,
respectiv
(1. 2) (f(x) = f(y))(x —y) <0, pentru oricex,y € I.

Prima inegalitate este satisfacuta daca si numai daca f este crescatoare, iar al doilea este
satisfacuta daca si numai daca f este descresciatoare.

Spunem ca f este local crescatoare daca pentru orice ¢t € I exista un interval deschis J; C R,
cu t € J;, astfel incat restrictia f|j,~s este crescatoare.

Urmatorul rezultat asigura monotonia globala a unei functii.

Teorema 1.1.1. Fie J C R un interval deschis si f : J — R o functie continua. DacaY C J
este o multime numdrabila, inchisa relativ la J, astfel incat f este local crescatoare pe J\Y , atunci

f este crescatoare pe J.

1.1.2 Monotonia generalizata locala ale functiilor reale de o variabila reala

In aceasta sectiune aratam ca in majoritatea cazurilor monotonia generalizata locala a functiilor
reale de o variabila reald, pe complementul unei multimi inchise i numarabile implica monotonia
generalizata globala. Dar, cvasimonotonia este o exceptie, pentru care dam un contraexemplu.
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Spunem ca functia f : I € R — R este pseudomonoton (vezi [36,53,55,67,69]), daca pentru
orice x,y € I,
fl@)y—2)=20 = f(y)(y—z) =0,

sau echivalent, pentru orice z,y € I,

f@)(y—2x) >0 = f(y)(y—x) > 0.

f este strict pseudomonoton (vezi [55,68,69]), daca pentru orice z,y € I,  # vy,

fx)y—2z)>0 = f(y)(y—=z)>0.

Functia f se numesgte cvasimonoton (vezi [36,53,55,58,68,69]), daca pentru orice x,y € I,

f@)y—2)>0 = f(y)(y—=z)>0.

Fie I un interval. f se numeste strict cvasimonoton (vezi [36,55,56]), daca f este cvasimonoton,
si pentru orice x,y € I, x # y exista z € (z,y) astfel incat f(z)(y —z) # 0.

In cele ce urmeaza introducem notiunile de monotonie generalizate locala. Fie I C R gi fie
f I — R o functie. Spunem ca:

(i) f este local cvasimonotona, daca pentru orice ¢ € I exista un interval deschis J; C I, cu
t € Jy, astfel incat, pentru orice z,y € J; NI, min { f(z)(y — z), f(y)(z —y)} < 0.

(ii) f este local strict cvasimonotona, daca pentru orice ¢t € I exista un interval deschis J; C I,
cu t € Jy, astfel incat, pentru orice z,y € Jy NI, int{x € Jy : f(x) =0} = () si pentru orice
,y € Jp, min { f(z)(y — z), f(y)(x —y)} 0.

(iii) f este local pseudomonotona, daca pentru orice t € I exista un interval deschis J; C I, cu
t € J;, astfel incat, pentru orice x,y € Jy N I,

f@)(y—2)>0= f(y)(y —2) >0,

sau echivalent
f@)(y—2)>0= f(y)(y —z) > 0.

(iv) f este local strict pseudomonotona, daca pentru orice ¢ € I exista un interval deschis J; C I,
cu t € Jy, astfel incat, pentru orice z,y € JyN I, x # vy,

f@)(y—=2)>0= fy)(y—=z)>0.

Urmatoarele rezultate asigura conditii suficiente ca o functie sa fie global strict cvasimonotona,
(respectiv global pseudomonotona, global strict pseudomonotona).

Teorema 1.1.2. Fie J C R un interval deschis si f : J —> R o functie continua. DacaY C J este
o multime numarabila, inchisa relativ la J, astfel incat f este local strict cvasimonotona, (respectiv
local pseudomonotond, local strict pseudomonotona) pe J\Y , atunci f global strict cvasimonotond,

(respectiv global pseudomonotond, global strict pseudomonotona) pe J.

Cvasimonotonia locala nu implica cvasimonotonia globala nici macar cand functia f este con-
tinua, dupa cum ne arata urmatorul exemplu.
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—x—1,daca x < —1
Examplu 1.1.1. Fie f : R — R, f(z) =< 0, dacd = € [-1,1]
—r+1,dacaz > 1.

Este usor de verificat ca f este local cvasimonotona pe R. Pe de alta parte, pentru = —2 i
y = 2 avem min {f(:v)(y —x), f(y)(x — y)} = 4 ceea ce arata ci f nu este cvasimonotona global.

1.2 Operatori local monotoni

1.2.1 Operatori local crescatori pe complementul unei multimi inchise numarabile

Fie X un spatiu Banach, X* dualul lui, si T : X — X™ un operator.
Spunem c& operatorul A este monoton crescator (descrescator) in sens Minty-Browder, daca
(Tx —Ty,z —y) >0(<L0), oricarearfi x,y € D unde cu (x*, x) s-a notat produsul bidual, adica

valoarea functionalei z* in punctul x.

Definitie 1.2.1. Fie X un spativ Banach si D C X o submultime deschisd. Spunem ca operatorul
T:D — X* este local Minty-Browder crescator, daca orice x € D admite o vecindtate deschisa

U, astfel incat restrictia Aly, : Uy — X* sa fie un operator Minty-Browder crescdtor.

In continuare vom da un exemplu de operator continuu, local monoton crescator in sens Minty-
Browder, definit pe o multime conexa, dar neconvexa din R?, care nu este nici micar cvasimonoton

global.

Examplu 1.2.1. Fie D = (=1,1) x (=1,1) \ {(=1,0] x {0}} € R? care este conexa, (dar nu este
convexa), si deschisa, gi fie

1 1
Ul_{<‘r7y) S <—17—2>7$§y<—2}CD7

1
Uy = {(x,y) cx € (—1,0), —5<y< —:r} cD.

Fie operatorul T : D — R2, definit prin T'(x,y) = (p(z,y), ¢(z,y)). unde:
z+y, (z,y) € D\ (U1U )

p(z,y) =< 2z, (z,y) € Uy

0, (z,y) € Uy

si

—z+y, (z,y) € D\ (U1UU2)

q(x,y) - 0, (xvy) el

23/7 ($7y) € U2-
Este ugor de verificat ca T este local crescator. Pe de alta parte

(T, ), (u0) = (2,9)) = 20— 2) = 1> 0

si
(T,0), (0,0) = (2,9)) = 20(0 ) = == <0,

cu (z,y) = (— %, —%) e Uy, (u,v) = (— %, —i) € Us. Acest lucru aratd ca T nu este cvasimonoton.
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In cele ce urmeazi fie X un spatiu Banach si C C D C X cu D deschisi si convexa gi C inchisa
relativ la D cu interior vid, astfel incat intersectia [z,y] N C este numarabila, posibil vida, pentru
orice z,y € D\ C.

Observatie 1.2.1. Example de submultimi C C D C R" care satisfac cerintele de mai sus sunt
alcatuite de familii finite de sfere S(p,r) := {& € R" : ||z —p|| = r} in D, deoarece sferele nu contin
segmente. exista Insd multimi C care contin segmente. Intr-adevir orice varietate algebrica are

proprietatea mentionats. In particular fie D = {x € R™ : ||z|| < 1} and

n—1
C:{x:(ml,...,xn)eD : Zazfzi}

Figura de mai jos prezinta un astfel de multime C.

T

~
L

o
NGO |

Aici D este un disc deschis din R?, si C este reuniunea unui numar finit de segmente avand
capetele pe frontiera lui D.

Definitie 1.2.2. Fie T : X — X™* un operator. Spunem ca T este hemicontinuu int x € X, daca
pentru orice (ty)neny C R, t,—0, n — 00 g1 y € X, avem A(z + t,y) = Az, n — oo, unde

7 —* 7 inseamnd convergenta in topologia weak® a lui X*.
Urmatorul rezultat asigura monotonia globala a unui operator.

Teorema 1.2.1. Daca T : D — X* este un operator hemicontinuu, a carui restrictie T|p\¢ este

local Minty-Browder crescator, atunci T este Minty-Browder crescator pe D.

1.2.2 Operatori monotoni generalizate pe complementul unei multimi inchise
numarabile

In aceast’ sectiune extindem rezultatele din sectiunea anterioara pentru operatori monotoni generalizati
definite pe o submultime deschisa si convexa a unui spatiu Banach real.

Fie X un spatiu Banach real, X* dualul lui, D C X si T : D — X™* un operator. Notam
cu int Y interiorul multimii Y C X, si cu (z,y) segmentul deschis din X cu capetele z si v,
adica (z,y) = {z eX:z=x+tly—x),te (0, 1)} Segmentul inchis este notat cu [z,y] adica
[zyl={z€X :z=a+1t(y—a),t€[0,1]}.

Operatorul 7' se numeste pseudomonoton (vezi [36,53,55,67,69]), daca pentru orice z,y € D,
(Tz,y — ) > 0 implicd (Ty,y — ) > 0, sau echivalent, pentru orice z,y € D, (Tz,y —z) > 0
implica (Ty,y — x) > 0.

T se numeste strict pseudo-monoton(vezi [?,55,69]), daca pentru orice z,y € D, z # y, (Tx,y—
x) > 0 implica (T'y,y — ) > 0.

Operatorul 7' se numeste cvasi-monoton (vezi [?,36,53,55,58,69]), daca pentru orice x,y € D,
(Tz,y —x) > 0 implica (Ty,y — x) > 0.
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Fie D convexa. T se numeste strict cvasi-monoton (vezi [36,55,56]), daca T este cvasi-monoton,
si pentru orice z,y € D, x # y exista z € (z,y) astfel incat(T'z,y — x) # 0.

Desigur monotonia in sens Minty-Browder al unui operator implica pseudo-monotonia acelui
operator.

In cele ce urmeaza definim monotoniile generalizate locale pentru operatori.

Definitie 1.2.3. Fie X un spatiu Banach real, X* dualul lui, D C X o submulfime deschisa din
X, 51T :D— X* un operator. Spunem cd:

(i) T este local cvasi-monoton, dacda pentru orice z € D existd o vecindtate deschisd al lui z,

U, C D, astfel incdt restrictia T'|y, este cvasi-monoton, adica pentru orice x,y € U,

(Te,y —x) >0= (Ty,y —z) >0,

(i) T este local strict cvasi-monoton, dacd pentru orice z € D existd o vecinatate deschisda i
convexd al lui z, U, C D, astfel incat restrictia T|y, este strict cvasimonoton, adica pentru
orice x,y € Uy,

(Tz,y —2) >0 = (Ty,y —x) >0,
si pentru orice x,y € U,, © # y exista z € (x,y), astfel incat (Tz,y — x) # 0,

(iii) T este local pseudo-monoton, daca pentru orice z € D existd o vecinatate deschisa al lui z,
U, C D, astfel incat restrictia T|y, este pseudo-monoton, adica pentru orice x,y € U,

(Tz,y —x) > 0= (Ty,y —x) >0,

(iv) T este local strict pseudo-monoton, dacd pentru orice z € D existd o vecindtate deschisd
al lui z, U, C D, astfel incdt restrictia T|y, este strict pseudo-monoton, adicd pentru orice
v,y €U, x#y,
(Tz,y —x) > 0= (Ty,y —z) > 0.

In cele ce urmeazi X va fi un spatiu Banach real, si fie C C D C X cu D deschisi si convexi, C
inchisa relativ la D, cu interiorul vid, astfel incat intersectia [x,y] N C s fie numarabila, eventual
vida, pentru orice z,y € D \ C.

In continuare prezentam conditii suficiente pentru strict cvasimonotonie globala (respectiv,
pseudomonotonie, strict pseudomonotonie).

Teorema 1.2.2. Daca T : D — X* este un operator hemicontinuu cu proprietatea ca (T'z,y —
x) # 0 pentru orice z € [x,y] N C, v,y € D, x # y si al carui restrictie T|p\¢ este local strict
cvasimonoton (respectiv, local pseudomonoton, local strict pseudomonoton), atunci T este strict
cvasimonoton (respectiv pseudomonoton, strict pseudomonoton), pe D.

1.3 Aplicatii

1.3.1 Cateva rezultate de injectivitate

In aceasti sectiune aplicam rezultatele din sectiunea 1.2.1 pentru a obtine cateva rezultate de
injectivitate.

Fie C' si D multimi ca gi in Sectiunea 1.2.1.
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Propozitie 1.3.1. Daca H este un spatiu Hilbert, iar T': D — H un operator continuu pe D, si
de clasa C! pe D\ C, cu proprieatatea ci {(dT);(y),y) > 0 oricare ar iz € D\ C si y € H \ {0},
si C nu contine segmente atunci T este injectiv.

Urmatorul rezultat ne da conditii suficiente pentru injectivitatea functiilor complexe.

Corolar 1.3.1. Daca D \ C este conexa si f : D — C este o functie continua pe D, si de clasa
C' pe D\ C, care satisface inegalitatea

2> 5L

pentru orice z € D \ C, si C' nu contine segmente, atunci f este injectiva.

1.3.2 Aplicatii la functii convexe

Luand in considerare ci convexitatea unei functii reale de clasa C' definita pe o submultime deschisa
si convexa a unui spatiu Hilbert este caracterizatd de monotonia operatorului gradient (vezi [34]),
ca si consecinte ale rezultatlor anterioare putem obtine teorem de convexitate globala pentru functii
reale local convexe. In cele ce urmeazd H va fi un spatiu Hilbert real, si C' respectiv D multimi cu

proprietatile introduse in Sectiunea 2.2. incepem cu definitia notiunii de convexitate locala.

Definitie 1.3.1. Fie ® o submultime deschisd al spativlui Banach X. Spunem ca functia f : D —
R este local convexa, daca orice punct x € ® admite o vecinatate convexa §i deschisa, U, C D,
astfel incat, restrictia lui f pe Uy, f‘U sa fie convexa.

Teorem3 1.3.1. Dacd f: D — R este o functie de clasa C* pe D, local convexd pe D\ C, atunci
f este global convexd.

O functie reala f definitda pe o submultime deschisa si convexa D al spatiului H, este cvasi-
convexa (vezi [36, 53, 62, 105]), respectiv strict cvasi-convexa (vezi [36, 105]), daca pentru orice
z,y € Dsite|0,1], avem

fly) < f(z) = fltz + (1 = t)y) < f(a),
respectiv pentru orice z,y € D, x #y si t € (0,1), avem
fy) < flz) = fltz + (1 - t)y) < f(2),

sau echivalent f(tz + (1 —t)y) < max {f(z), f(y)}, respectiv f(tz + (1 —t)y) < max {f(z), f(y)}.

Observatie 1.3.1. O functie diferentiabila cvasi-convexa f poate fi carcterizata cu diferentiala sa
(vezi [55]), adica f este cvasi-convexa pe submultimea deschisa i convexa D al spatiului H, daca
si numai daca, pentru orice z,y € D avem

fy) < flz) = (Vf(z),y —x) <0,

unde cu V f am notat operatorul gradient.
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Functia diferentiabila f definitd pe submultimea deschisd gi convexa D al spatiului H este
pseudo-convexa (vezi [35, 36, 52, 54]), respectiv strict pseudo-convexa (vezi [35,36,52-54]) pe D,
daca pentru orice z,y € D avem

(Vf(@),y—z) > 0= f(y) > f(=),

respectiv
(Vf(@),y—a) 20,z #y= f(y) > f(z).

Urmatorul rezultat este binecunoscut vezi de exemplu [?,30,55].

Propozitie 1.3.2. Fie f o functie diferentiabila pe submultimea deschisa si convexa D din H.
Atunci f este pseudo-conveza, (respectiv strict pseudo-convexa) pe D, dacd si numai daca, V f este
pseudo-monoton, (respectiv strict pseudo-monoton) pe D.

In cele ce urmeaza prezentam notiunile de convexitate generalizate locala ale functiilor.

Definitie 1.3.2. Spunem ca functia f : D — R este local cvasiconveza, (respectiv local strict
cvasiconvezxa, local pseudoconvexd, local strict pseudoconvexd) pe D, daca pentru orice z € D existd
o vecinatate deschisd si convexd a lui z, notat cu U,, pe care f este cvasiconverd, (respectiv strict
cvasiconvexa, pseudoconverd, strict pseudoconverd,).

In continuare prezentam, in contextul spatiilor Hilbert, o conditie suficienta al strict cvasicon-
vexitatii (respectiv pseudoconvexitatii, strict pseudoconvexitatii), a unei functii local strict cvasi-

convexe (respectiv, local pseudoconvexe, local strict pseudoconvexe).

Teorema 1.3.2. Fie f : D — R o functie continuu diferentiabila, local strict cvasiconverd (re-
spectiv, local pseudoconvexe, local strict pseudoconvexe), pe D\ C. Daca Vf are proprietatea cd
(Vf(z),x —y) # 0, pentru orice z € [x,y|NC, x,y € D, x # y atunci f este global strict cvasicon-
vexd (respectiv, global pseudoconvezd, global strict pseudoconvexd), pe D.

Dupa cum am vazut in Exemplul 1.2.1, cvasimonotonia locala nu implica cvasimonotonia
globala. In continuare vom da un exemplu de functie local cvasiconvexa, continuu diferentiabila
care nu este cvasiconvexa global.

72

“E g ifr < —1
9 X, 1I T

Examplu 1.3.1. Fie F: R — R, F(x) = %, if v € [—1,1]
x? )
—5 +z,if z > 1.

Se poate verifica usor ca derivata lui F' este functia f datd in Exemplul 1.2.1, in consecinta F
este continuu diferentiabila.
Se stie ca orice functie monotona de la R la R este cvasi-convexa. Deoarece F' este local

monotona obtinem ca F' este local cvasi-convexa.
Pe de alta parte, pentru ¢z = —2 si y = 2 avem:

F (; (=2)+ (1 - ;) . (2)) ~ F(0) = % > max{F(~2), F(2)} = 0, ceea ce ne arati ci F nu

este cvasi-convexa global.
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Operatori /—monotoni si functii
6 —convexe

2.1 Operatori 6—monotoni

2.1.1 Cateva proprietati ai operatorilor /—monotoni

In aceasti sectiune prezentam cateva proprietati ai operatorilor /—monotoni multivoci. In cele ce
urmeaza prezentam notiunea de f—monotonie al unui operator.
Fie X un spatiu Banach real, X* dual lui, si T : X = X™ un operator multivoc. Notam cu
D(T)={z € X : Tz # 0} domeniul, cu R(T) = U Tz rangul gi cu G(T) = {(z,u) € X x X*:
zeD(T)
u € Tx} graficul operatorului 7'.Fie 6 : X x X — R o functie cu proprietatea ca 6(z,y) = 0(y, z),

pentru orice z,y € D(T).

Definitie 2.1.1. Spunem ca T este —monoton, dacad

(2. 1) (u—v,x—y) > 0(x,y)||lx — y|| pentru orice (z,u), (y,v) € G(T).
T este strict 0—monoton daca in (2.1) avem egalitate doar pentru x = y.

Se poate observa usor, ca notiunea de §—monotonie generalizeaza mai multe notiuni de mono-
tonie cunoscute in literatura.

Daca 6(z,y) = 0 pentru orice x,y € D obtinem notiunea de monotonie in sens Minty-Browder,
respectiv monotonia stricta in sens Minty-Browder, (vezi [22,23,91,92]) adica

(u— v,z —y) > 0 pentru orice (z,u), (y,v) € G(T)
respectiv
(u—wv,x —y) > 0 pentru orice (x,u), (y,v) € G(T).
Daca 6(x,y) = m|lx — y||, m € R pentru orice ,y € D obtinem notiunea de monotonie tare,
adica
(u—wv,z —y) > m|z —y||* pentru orice (z,u), (y,v) € G(T).

Daca 0(z,y) = f(|lx — y||) pentru orice z,y € D, x # y unde f : Ry — R4 este o functie
crescatoare, cu ltig)l f(t) =0, tlim f(t) = oo, obtinem notiunea de monotonie uniforma (vezi [70]),
— 00

adica
(u—v,z—y) > f(l|lz — yl))l|z — y|| pentru orice (z,u), (y,v) € G(T).

17



18 CAPITOLUL 2. Operatori §—monotoni si functii 6—convexe

Daca f(x,y) = —¢, € € R% pentru orice ,y € D obtinem notiunea e—monotoniei, (vezi [65,96])
adica

(u—wv,x —y) > —€|lx — y|| pentru orice (z,u), (y,v) € G(T).

Daca 0(x,y) = —m|lz — y|, m € R% pentru orice x,y € D obtinem notiunea m-relaxat mono-
toniei (vezi [125]), adica

(u—v,x —y) > —mlz —y||* pentru orice (z,u), (y,v) € G(T).

Daci 0(z,y) = —C|lz — y||""!, C € R%, v € R pentru orice z,y € D obtinem notiunea
~—paramonotoniei, (vezi [66]) adica

(u—v,x —y) > —C|z —y|” pentru orice (z,u), (y,v) € G(T).

Daca (x,y) = —min{o(x),o(y)}, pentru orice z,y € D unde o : X — R’ este o functie data,

obtinem notiunea de premonotonie, introdusa in [62], adica
(u—v,2—y) = —min{o(),0(y)} |z — y|| pentru orice (z,u), (y,v) € G(T).
Urmatoarea teorema ne ofera local marginirea unui operator /—monoton, in interiorul domeniului.

Teorema 2.1.1. Fie T : R™ = R™ un operator 6—monoton. Dacd functia 0(-,y) este inferior
semicontinud pe int(D(T)) pentru orice y € int(D(T)), atunci T este local marginit in interiorul
domeniului D(T).

2.1.2 Operatori maximal #—monotoni

In aceasta sectiune introducem conceptul de operator maximal #—monoton. Aratam ca un operator
maximal #—monoton are imagini convexe gi inchise iar in anumite circumstante graficul lui este

|| - || x bdw*-inchis, unde cu bdw* notam convergenta slabn* a sirurilor generalizate marginite.

Definitie 2.1.2. FieT : X = X* un operator 0—monoton. Spunem caT este mazimal —monoton,
daca pentru orice operator T' : X = X* —monoton cu G(T) C G(T"), avem T =T".

Urmatorul rezultat asigura convexitatea imaginilor unui operator maximal §—monoton.

Teorema 2.1.2. Fie T : X = X* un operator maximal 6—monoton. Atunci Tx este convexd si

inchisa pentru orice x € D(T).

Propozitie 2.1.1. Fie T : X = X* un operator mazimal 6—monoton. Daca 0(-,y) : X — R este
inferior semicontinua pe D(T') pentru orice y € D(T), atunci G(T) este || - || X || - ||-inchis.

2.1.3 Operatori local /—monotoni

In aceastd sectiune vom introduce notiunea de operator local #—monoton. Vom demonstra, ca in
anumite circumstante proprietatea locala de 6—monotonie al unui operator poate fi extinsa global.
Vom da conditii suficiente asupra functiei 8 astfel incat f—monotonia locala al unui operator sa
asigure #—monotonia globala acelui operator.
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Definitie 2.1.3. Fie T : X = X* un operator. Spunem cd T este local 0—monoton, respectiv,
local central 6—monoton, daca pentru orice z € D(T') exista o vecinatate deschisa U, C X a lui z,
astfel incat

(2. 2) (u—v,z—y) > 0(x,y)||x —vyl|, pentru orice xz,y e U,ND(T), uw € Tx,v €Ty
respectiv
(2. 3) (u—wv,x—2) > 0(z,2)||x — z||, pentru orice x € U, N D(T), u € Tz, v € Tz.

Definitie 2.1.4. Fie D C X convexa. Spunem ca 6 are proprietatea (m) pe D, daca
0(x,z)+6(z,y) > 0(x,y)
pentru orice z € (:c, y), T,y €D, x#y.
Urmatorul rezultat da o conditie suficientd pentru #—monotonia unui operator.

Teorema 2.1.3. Fie T : X = X* un operator local central —monoton, cu domeniul D(T) convez.
Daca 0 are proprietatea (m) pe D(T), atunci T este §—monoton.

2.2 Functii /—convexe

In aceasta sectiune introducem notiunea de #—convexitate ale functiilor reale definite pe o submultime
al unui spatiu Hilbert real. Acest concept generalizeazia cateva notiuni de convexitate, cum ar fi
convexitatea tare si convexitatea uniforma, cunoscute in literatura. Vom arata ca aceasta notiune
este strans legatda de notiunea de #—monotonie al operatorilor. Vom demonstra ca in cazul in
care o functie diferentiabila este #—convexa, atunci diferentiala sa este un operator 26—monoton,
cu acelagi 6. Pe parcursul sectiunii vom arata ci in anumite conditii o functie diferentiabila este
f—convexa, daca si numai daca differentiala sa este un operator 20—monoton. In cele ce urmeazi
D va fi o submultime deschisa si convexa a spatiului Hilbert H, si diferentiala Frechet a functiei
f:D — Rin z € D ve fi identificata cu V f(x). Incepem cu definitia notiunii de §—convexitate.

Definitie 2.2.1. Spunem ca functia f : D — R este 0—convexd, dacd pentru orice x,y € D si
z € (z,y) avem

fz) = fx) | flz) - fy)

Iz — ] Iz = yll

+60(z,2)+0(z,y) <O0.

Se poate observa usor, ca Definitia 2.2.2 este echivalenta cu f((1 —t)z +ty) < (1 —t)f(x) +
tf(y) —t(l —t)(0(x, (1 —t)z +ty) + 0((1 — t)x + ty,y))||x — y||, pentru orice ¢t € [0,1], z,y € D.

Evident, daca 0(x,y) = ng — yl|| pentru orice x,y € D unde ¢ € R%, obtinem notiunea de
convexitate tare, daca 0(z,y) = 0 pentru orice z,y € D, obtinem notiunea clasica a convexitatii.

Everywhere in the sequel D denotes an open and convex subset of a real Hilbert space H, while
the Frechet differential of a function f: D — R at « € D will be identified with V f(z).

Definitie 2.2.2. Let 0 : D x D — R be a given function with the property that 6(x,y) = 0(y, x)
pentru orice x,y € D. One says that the function f : D — R este 8—convez, if pentru orice
z,y € D and all z € (x,y) avem

(2. 4) [E) = f@)  J:) =)

Iz =2 Iz =yl

+6(x,2) + 6(z,y) < 0.
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Urmatorul rezultat face legatura intre o functie #—convexa gi 20—monotonia diferentialei sale.

Propozitie 2.2.1. Daca f : D — R este o functie diferentiabila, 0— convexa, unde 6(x,-) : D —
R este radial continuu si 0(x,x) = 0 pentru orice x € D, atunci V f este un operator 20—monoton,

cu aceasi 0. Daca D = X si V[ este hemicontinuu, atunci V[ este maximal 20—monoton.

In continuare vom da o conditie asupra functiei 8, astfel incat 260 —monotonia diferentialei unei

functii differentiabile sa asigure 8—convexitatea acelei functii.

Teorema 2.2.1. Daca f: D — R este o functie continuu diferentiabild, si functia s : [0,1] —

1
0
R, s(t) = 0(z,x + t(y — x)) este integrabild, / s(t)dt > (x2,y) pentru orice v,y € D, x # vy, si

0
operatorul V f este 20—monoton, atunci f este 80— convexd.

Teorema 2.2.2. Dacd f : D — R este diferentiabila si 6 are proprietatea ca 260(u,v) > 6(z, z) +
0(z,y) pentru orice x,y € D, x # vy, z € (x,y), u € (x,2),v € (z,y), st V[ este 20—monoton,

atunci f este 0—convexd.

2.3 Aplicatii la rezultate de surjectivitate

In cele ce urmeaza prezentam cateva rezultate de surjectivitate pentru operatori §—monotoni in
cazul cand X = R™.

Un operator cu graficul || - || X || - || inchis in X x X* se numeste outer semi-continuous.

Teorema 2.3.1. Daca T : R" = R" este 0—monoton, cu valori convexe, outer semi-continuous si
D(T) = R™, precum 0(-,y) : R® — R este inferior semicontinuu pentru orice y € R™ gi functia
0(-,0) : R® — R este marginita inferior atunci T + A este surjectiv pentru orice A > 0.

Urmatorea teorema de tip Minty’s asigura surjectivitatea lui T+ A, cand T este maximal

f—monoton.

Teorema 2.3.2. Fie T : R" =% R" mazimal 6—monoton cu domeniul D(T) = R™. Daca 0(-,y) :
R™ — R este inferior semicontinuu pentru orice y € R™ gi functia 6(-,0) : R™ — R este marginita

inferior atunci T 4+ A\l este surjectiv pentru orice A > 0.

2.4 Dispozitii finale

Deoarece conceptele de #—monotonie si #—convexitate contin mai multe notiuni de monotonie
respectiv convexitate in particular, posibilitatile de investigatii viitoare sunt considerabile.
De exemplu se poate introduce un nou concept de subdiferentiala asa numita @-subdiferentiala.
Fie X un spatiu Banach real si f : X — R U {oo} o functie proprie. Spunem ca z* € X*
este un f—subgradient a lui f in x € dom(f) = {x € X : f(z) < oo}, dacd (z*,y — z) <
fy) = f(z) = 0(z, y)llz — yll, (V)y € X. Multimea

Opf(x) ={a" € X7 : (2%, y —x) < fy) — f(z) = 0(z,y)llz —yl, (V)y € X}

se numeste 0—subdiferentiala i f in z € dom(f).
Investigarea diferentiabilitatii generice a unei functii #—convexe in spatii Asplund este deaseme-
nea un bun punct de pornire pentru cercetari viitoare, deoarece acest lucru afost deja stabilita
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pentru functii approximative convexe si y—paraconvexe (vezi [97,116]).

Merita cercetat deasemenea aplicabilitatea acestor concepte in domeniul optimizarii i ale ine-
galitatilor variationale.
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Capitolul 3

Inegalitati variationale

3.1 Inegalitati variationale generalizate

Fie X un spatiu Banach si X* dualul sau topologic. Sa consideram K C X gi fie A: K — X* gi
a: K — X doi operatori.

Reamintim ca inegalitatea variationala a lui Stampacchia, VIg(A, K), consta in aflarea unui
element x € K, astfel incat (A(x),y —x) > 0 pentru orioce y € K, unde K este convexa si inchisa
(vezi, de exemplu [43,74,87]).

Problema care vom studia in cele ce urmeaza este aga numita inegalitate variationala generala

de tip Stampacchia , VIg(A,a, K), care consta in aflarea unui element x € K, astfel incat
(3. 1) (A(z),a(y) — a(x)) > 0, pentru orice y € K,

Desigur cand a = idg, (3.1) se reduce la inegalitatea variationala a lui Stampacchia VIg(A, K).
Schimband A cu a in VIg(A, a, K), obtinem inegalitatea variationala invertata de tip Stampac-
chia, VI;5(A,a, K), care consta in gasirea unui element x € K astfel incat

(3. 2) (A(y) — A(z),a(z)) > 0, pentru orice y € K.

Inegalitatea variationald a lui Minty, VI (A, K), consta in aflarea unui element x € K, astfel
incat (A(y),y — x) > 0 pentru orice y € K, unde multimea K este convexa si inchisa (vezi, de
exemplu, [43,63,87]).

Inegalitatea variationald generala a lui Minty, VI, (A, K), consta in aflarea unui element x € K,
astfel incat

(3. 3) (A(y),a(y) — a(x)) > 0, pentru orice y € K.

Desigur, cand a = idg, atunci (3.3) se reduce la inegalitatea varationala a lui Minty VI (A, K).
Schimbéand A cu a in VI (A, a, K), obtinem inegalitatea variationala invertata de tip Minty,
VIin (A, a, K), care consta in gasirea unui element € K astfel incat

(3. 4) (A(y) — A(z),a(y)) > 0, pentru orice y € K.

Fie K C X nevida si convexa, i fie T : K = X* ¢i f: K — X doi operatori. Consideram
urmatoarea problema. Sa se gaseasca un element x € K, astfel incat

(3. 5) My € K Fu e T(z) : (u, f(y) - f(z)) = 0.

23
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Desigur, cand T este univoc, atunci (3.5) se reduce la inegalitatea variationald generala de tip
Stampacchia, VIg(T, f, K). Sa notam cu S, (7T, f, K) multimea solutiilor problemei (3.5).
Sa consideram deasemenea urméitoarea problema. S& se afle un element x € K, astfel incat

(3. 6) QueT(x): (V)y € K (u, f(y) — f(z)) = 0.

Se poate observa usor ca si in acest caz, daca T este univoc, atuci (3.6) se reduce la inegalitatea
variationala generala de tip Stampacchia, VIg(T, f, K). Sa notam cu S(7, f, K) multimea solutiilor
lui (3.6).

In continuare si considerfm urmitoarea probleméa. S& se gaseasca un element x € K, astfel

incat
(3.7) (V)y € K(Y)v € T(y) : (v, f(y) — f(z)) = 0.

Se poate observa ugor ca in acest caz, daca T este univoc, atuci (3.7) se reduce la inegalitatea
variationala generala de tip Minty, VI (T, f, K). Sa notam cu M (T, f, K) multimea solutiilor lui
(3.7).

3.2 Operatori de tip ql

3.2.1 Cateva caracterizari a monotoniei functiilor reale de o variabila reala

In aceasta sectiune prezentam cateva caracterizari a monotoniei functiilor reale de o variabila reala,
si generalizand aceste caracteristici, introducem mai multe notiuni de monotonie pentru operatori.
Bazandu-ne pe una dintre caracteristici mentionate introducem notiunea de operator de tip ql.

Propozitie 3.2.1. Fie f : I C R — R o functie. Functia f este monoton crescatoare (de-
screscdatoare), daca si numai dacd, pentru orice a,b € I,a < b, si orice z € [a,b] NI avem

f(2) € [f(a), f(b)], (respectiv f(z) € [f(b), f(a)]).

3.2.2 Cateva proprietati ai operatorilor de tip ql

In aceastd sectiune, bazandu-ne pe Propozitia 3.2.1 introducem conceptul de operator de tip ql.

Definitie 3.2.1. Fie X $i Y doud spatii liniare reale. Spunem cd operatorul A: D C X — Y este
de tip ql, dacd pentru orice x,y € D si orice z € [x,y] N D avem A(z) € [A(x), A(y)]. Spunem ca
operatorul A: D C X — Y este de tip strict gl, dacd pentru orice x,y € D si orice z € (z,y) N D
avem A(z) € (A(x), A(y)).

Avem urmatorul rezultat.

Propozitie 3.2.2. Fie f : I CR — R o funcfie. Atunci f este de tip ql, dacd si numai daca f
este monotona (crescatoare sau descrescatoare).

Urmatorul rezultat este eviden.

Propozitie 3.2.3. Fie X si Y doua spatii liniare reale si fie A : X — Y un operator liniar.
Atunci A este de tip ql.
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Definitie 3.2.2. Fie X un spatiu liniar real, Y un spatiu topologic si fie A: D C X — Y un
operator. Spunem ca A este continuu pe segmente in x € D, daca orice sir {t,} C R de numere
reale convergent catre 0 gi oricey € D cu xz+t,y € D avem A(x+t,y) — A(z), n — 00. A este

continuu pe segmente in D dacd are aceastd proprietate in orice x € D.

Lema 3.2.1. Fie X un spatiu liniar real st fie Y un spatiu Hausdorff topologico-vectorial, fie D C X
convexd st A: D — Y un operator continuu pe segmente si de tip ql. Atunci pentru orice x,y € D
avem A([xa y]) = [A(x)a A(y)]

In cele ce urmeazd dim o metods prin cere se poate obtine operatori de tip ql din cele deja

existente.

Propozitie 3.2.4. Fie X,Y,Z spatii liniare reale, D C X, gi fie A: D — Y, B: A(D) — Zdoi
operatori de tip ql. Atunci Bo A: D — Z este de tip ql.

Urmatorul exemplu ne furnizeaza un operator de tip gl intr-un context general infinit dimen-

sional.

Examplu 3.2.1. Fie D = {f € Cjgy|f(a) > 0} C O,y si sa consideram operatorul S : D —
RE S(f)(z) = (f(a))?z. Atunci S este un operator neliniar de tip ql.

Definitie 3.2.3. Fie X un spatiu liniar real si fie D C X. Acoperirea convexrd A multimii D este
definit ca multimea

n n
co(D) = {Z)\zxz cx; €D, Z)\i =1, \; >0, pentru oricei € {1,2,...,n}, n € N} .
i=1 i=1

Avem urmatorul rezultat:

Teorema 3.2.1. Fie X st Y doua spatii liniar reale, fie D C X convexda si fie A: D — Y

un operator de tip ql. Atunci pentru orice numar finit de elemente x1,x9,...,x, € D si orice

x € co{x1,x2,...,2n} avem A(x) € co{A(z1), A(x2),..., A(z,)}.

3.3 Existenta solutiilor a catorva inegalitati variationale general-

izate

3.3.1 Inegalitati variationale de tip Stampacchia

In aceasta sectiune prezentam cateva rezultate de existenta a solutiei pentru inegalitati variationale
de tip Stampacchia.
Unul dintre rezultatele principale a acestei sectiuni este urmatoare teorema

Teorema 3.3.1. Dacd A este slab-|| - ||-sevential continuu, a este de tip gl si slab-slab secvential
continuu gi K este slab compacta si convexa, atunci VIs(A,a, K) admite solutii.
3.3.2 Inegalitati variationale de tip Minty

In aceast& sectiune obtinem cateva generalizari a teoremei clasice a lui Minty referitor la coincidenta
solutiilor inegalitatilor variationale de tip Stampacchia respectiv Minty.
Reamintim urmatoarele definitii (vezi [101]):
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Definitie 3.3.1. Fie X un spatiu Banach real, fie X* dual lui, si fie A: D C X — X* si
a: D — X doi operatori. Spunem ca A este monoton relativ la a, dacapentru orice x,y € D,
avem (A(z) — A(y), a(z) — a(y)) = 0.

In continuare obtinem cateva rezultate pentru problemele VIg (A,a,K) si VIp(A, a,K), care
pot fi vazute ca gi generalizarea teoremei lui Minty.

Teorema 3.3.2. Fie K C X o mulfime convexd, si fie A: K — X* sia: K — X doi operatori.

Atunci urmdatoarele propozitii sunt adevarate.

i) Daca A este monoton relativ la a pe K, atunci orice x € K solufie lui VIg(A,a, K) este
deasemenea solutie lui VI (A, a, K).

i1) Daca A este hemicontinuu si a este de tip strict ql, atunci orice x € K solutie lui VI (A, a, K)
este deasemenea solutie lui VIs(A,a, K).

3.3.3 Problemele invertate

In cele ce urmeazi obtinem rezultate asemanatoare pentru problemele invertate VI;s(A, a, K) si
VIin(A, a, K).

Teorema 3.3.3. Daca A este slab-tare secvential continuu iar a este slab-slab secvential continuu,
A este de tip gl si K este slab compacta, atunci inegalitatea generald invertatda de tip Stampacchia
VIis(A,a, K) admite solutii.

Avem urmatoarea teorema de tip Minty.

Teorema 3.3.4. i) Fie A: K — X* monoton relativ la a. Daca x € K este o solulie a lui
VIis(A, a, K), atunci x este o solutie lui VI (A, a, K).

it) Fie A: K — X* de tip strict ql si fie a continuu pe segmente. Daca x € K este o solutie a
lui VIip (A, a, K), atunci x este o solutie lui VI;is(A,a, K).

3.3.4 Inegalitati variationale multivoci

Fie K C X convexa gi fiet T: K =% X* g1 f: K — X doi operatori.

Teorema 3.3.5. Fie K C X nevida st slab compacta si fie f : K — K de tip ¢l si slab-tare
secvential continuu. Fie T : K = X* slab-slab* superior semicontinuu pe K, astfel incat T(x)
este nevidd, slab* compactd pentru orice x € K. Atunci, Sy(T, f,K) # 0.Dacd in plus T este
f-pseudomonoton, atunci M(T, f, K) # 0.

In cele ce urmeaza prezentam rezultatul principal al acestei sectiuni.

Teorema 3.3.6. Fie K C X nevida si slab compacta si fie f : K — K de tip ql si slab-tare
continuu. Fie T : K = X* slab-slab* superior semicontinuu pe K, astfel incat T(x) este nevidd,
slab* compactd $i convexa pentru orice x € K. Atunci, S(T, f, K) # .
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3.4 Aplicatii la teoreme de punct fix

In aceasti sectiune demonstram teoremele de punct fix ale lui Brouwer respectiv Kakutani. Teorema
de punct fix a lui Brouwer afirma, ca o functie F' : K — K continua pe multimea K C R" compacta
si convexa, admite un punct fix, adica exista x € K astfel incat F'(z) = x, (vezi, de exemplu, [61]).

Conform Teoremei 3.3.3, daca A este slab-tare secvential continuu si de tip ql, a este slab-slab
secvential continuu si K este slab compactd si convexa, atunci problema VI;s(A,a, K) admite
solutii. Fie K C R™ compacta si convexa, A: K — K, A=idgsia: K — R", a(z) = 2 — F(z).
Evident A si a sunt continui, deci conditiile Teoremei 3.3.3 sunt satisfacute, In consecinta exista
ro € K astfel incat

(y — z0, 20 — F(20)) 2 0,(V)y € K.

Cum Im(F) C K, pentru y = F(z9) € K obtinem (F(xg) — xg,zo — F(x¢)) > 0. Deci, —||F(zo) —
xo||? > 0, astfel avem F(xq) = .
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Capitolul 4

Problemele sumelor in spatii Banach

4.1 Preliminarii

4.1.1 Notiuni de punct interior si conjugata Fenchel

Fie X un spatiu separat local convex si X* dualul sau topologic. Pentru o multime nevida D C
X, notam cu co(D),cone(D),aff(D),lin(D),int(D), cl(D), acoperirea convexd, acoperirea conica,
acoperirea afind, acoperirea liniard, interiorul, §i inchiderea.

Interiorul algebric ( core) a lui D este multimea (vezi [60,113,133])
core(D) = {u € X| Vx € X, 3§ > 0 astfel incat VA € [0,6] : u+ Az € D},
si interiorul algebric relativ este multimea (vezi [60, 133])
icr(D) = {u € X| Vx € aff (D — D), 36 > 0 astfel incat VA € [0,6] : w + \x € D}.

Consideram de asemenea strong cvasi-relativ interiorul a lui D (vezi [13,64,133,134]), notat cu
sqri(D),

icr(D), if aff(D 1
sqri(D):{ icr(D), if aff(D) este a closed set,

0, otherwise.

Spunem c& functia f : X — R este convexa daca
Ve,y e X, Vi€ [0,1] : fltz+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —-1)f(y),

cu conventiile (+00) + (—o0) = 400, 0 (+00) = 400 51 0+ (—o0) = 0 (vezi [133]). Consideram
dom f = {x € X : f(x) < 400} domeniul lui f siepif = {(z,r) € X xR : f(x) < r} epigraful
functiei. Spunem ca f este proprie daca dom f # () si f(z) > —oo pentru orice z € X.

Conjugata Fenchel-Moreau a lui f este functia f* : X* — R definit prin

ff(z*) = sup{(z*,z) — f(z)} Vo* € X*.
zeX

Pentru un operator liniar continuu A : X — Y, operatorul adjunct A* : Y* — X* este definit
prin (A*y*, x) = (y*, Ax) pentru orice y* € Y* 5i x € X.

29
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4.1.2 Operatori maximal monotoni si functii reprezentative

Fie X un spatiu nontrivial Banach, X* dualul lui si X** spatiul sau bidual. Pentru un operator
monoton S : X = X*, numim functie reprezentativa a lui S o functie convexa si inferior semicontina
hs: X x X* — R (in topologia tare a lui X x X*) care satisface

hs > cand G(S) C {(z,z*) € X x X" : hg(z,z*) = (z*,z)}.

Teorema 4.1.1. Fie X un spativ Banach si f : X x X* — R o functie proprie, convexd si inferior
semicontinud astfel incat f > (z*,z) si f*(x*, ™) > (™, x*) pentru orice (z*,x**) € X* x X**.
Atunci operatorul al carui grafic este multimea {(x,z*) € X x X* : f(x,2*) = (a*, )} este mazimal
monoton gi avem {(z,x*) € X x X*: f(x,2*) = (¥, 2)} = {(z,2*) € X x X*: f*(z*, z) = (¥, 2)}.

Urmatoarea clasa de operatori maximal monotoni a fost introdusa recebt in [88], fiind deaseme-
nea studiata in [129].

Definitie 4.1.1. Un operator S : X = X* este strongly-representable dacd existd o functie proprie,

convexd si tare inferior semicontinud h : X x X* — R astfel incat
h>c, h*(x*, ™) > (2™, 2")V(2", ™) € X* x X**
$t
G(S)={(z,2") € X x X" : h(z,2") = (2", x)}.
In acest caz h este o functie strong-representative a lui S.

Definitie 4.1.2. (vezi [51]) Inchiderea monotond Gossez a unui operator mazimal monoton S
X = X* este S X = X*,

G(S)={(z™,2") € X x X*: (2% —y*, 2™ —y) >0, (V)(y,y%) € G(9)}.

Un operator mazimal monoton S : X = X* este de Gossez type (D) dacd pentru orice (x**,x2*) €

G(S), exista un sir generalizat marginit {(xq, 2% }aes C G(S) care converge la (x**,x*) in topologia
w* X ||| @ lui X** x X*.

4.2 Despre probleme de dualitate tare stabila

4.2.1 Dualitate conjugata

Fie V un spatiu separat local convex si F': V — R o functie proprie. Considerim urmaitoare
problema primala

(PG) : 5161Xf/F(U)

(vezi [15]).
Fie W un alt spatiu separat local convexsi functia ® : V x W — R satisfacand ®(v,0) = F(v)
pentru orice v € V. Functia ® se numesgte functie de perturbare. Problema (PG) poate fi scrisa ca

PG) : inf .
(PG): inf &(v,0)
Problema duala conjugata a lui (PG) poate fi formulata ca

(DG): sup —®*(0,w").
w*eW*



4.2 Dualitate tare stabila 31

Pentru orice v* € V* s& consideram extensia problemei primale (PG)

(PG : gg‘g{@(v,O) — (v*,v)}.

Duala el este

(DGY"): sup —®*(v*,w").
w*eW*

Spunem ca pentru problemele (PG) si (DG) are loc dualitatea tare stabila, daca pentru orice
v* € V* v(PGY") = v(DGY") si duala (DGV") are o solutie optima, unde cu v(P) notiam valoarea
problemei P, adica
sup{(v*,v) — ®(v,0)} = min O*(v*,w™) Vo™ € V*.
veV wreW
In [15] este considerat urmatoarea conditie de regularitate care in anumite conditii asigura du-
alitatea tare stabila pentru problemele (PG) si (DG):

(RCP) : V si W sunt spatii Fréchet, ® este inferior semicontinuu si 0 € sqri(pry, (dom ®)).

In [16] a fost dat o conditie de tip closedness, care este echivalenta cu dualitatea tare stabila
in cazul cand ® este proprie, convexi si inferior semicontinuu: (CQ®)(U) : pry -y g (epi(®*)) este
inchisa relativ la U x R in topologia (V*, w*) x R, unde U C V*.

4.2.2 Dualitate Fenchel

S# consideram functiile proprii, convexe si inferior semicontinui f, g : X — R. S& presupunem
cad dom(f) Ndom(g) # 0. Consideram urmétoarea probema primala.

(P): it {(f +9)()}:

Duala lui (P) este
(D) sup {=f"(y") —g"(=y")}-

Pentru orice z* € X* consideram extensia lui (P)

(P™): —sup{(z*,z) — (f +g)(2)},

rzeX
si duala

(D™): -t {F) '@ =Yk

Teorema 4.2.1. Fie U C X*. Urmatoarele conditii sunt echivalente:

(1) supgex{{z™,z) = (f + 9)(x)} = minyg-cx-{f*(y") + g"(«" —y")} pentru orice z* € U.

(1) (CQ)U) : {(z* +y*,r) : f*(z*) + ¢*(y*) < r} este inchisa relativ la U x R in topologia
(X*,w*) x R.

Avem urmatoarea conditie de regularitate de tip interior:

(RC9) : X este spatiu Fréchet si 0 € sqri(dom(f) — dom(g)).

Teorema 4.2.2. Daca (RC9) este satisfacuta atunci

sup{(a*,2) = (f +9)(2)} = min {/*(s") +9"(@" —y")}, pentru orice " € X",
reX yrey
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4.2.3 Dualitate tare stabila pentru problema avand o compozitie cu un operator
liniar in functia ojectiva

Fie X, Y spatii separate local convexe, cu dualul lor X* gi Y* si sa considerdam functiile proprii,
convexe si inferior semicontinui f: X — Rsgig:Y — R. Fie A: Y — X, respectiv B: X —
Y doi operatori liniari si continui astfel incat A~!(dom(f)) N dom(g) # ), respectiv dom(f) N
B~(dom(g)) # 0.

Pentru orice 2* € X*, respectiv y* € Y* consideram problemele

(P : —sup{{y"sy) = (F o A+ 0)(w),

respectiv,

(P57 = sup{(a*,2) = (f + g0 B)(@)}.

Dualele lor sunt

(DA7): = inf {f°(") +g"(s" — A"},
respectiv,
(DP): — inf {f*(«" = B*y") + g"(y")}-
y*ey*

Teorema 4.2.3. Fie U C Y*. Urmatoarele conditii sunt echivalente:
(i) supyey {1y, y) — (f o A+ g)(y)} = mingsex+{f*(2*) + g"(y* — A*2™)} pentru orice y* € U.
(ii) (CQEA)(U) : {(A*z* +y*,r) : f*(x*)+g*(y*) < r} este inchisd relativ la U x R in topologia
(Y*, w*) x R.

Teorema 4.2.4. Fie U C X*. Urmatoarele conditii sunt echivalente:
(i) sup,ex{(z*,z) — (f + go B)(x)} = minyg=cy+{f*(z* — B*y*) + g*(y*)} pentru orice * € U.
(i3) (CQ®B)(U) : {(x*+ B*y*,r) : f*(x*)+g*(y*) < r} este inchisd relativ la U x R in topologia
(X*, w*) x R topology.

Avem urmatoarele conditii de regularitate:
(RC;DA) : X §1 Y sunt spatii Fréchet si 0 € sqri(dom(f) — A(dom(g))), respectiv,
(RCg)B) : X §1Y sunt spatii Fréchet si 0 € sqri(dom(g) — B(dom(f))). Avem urmatorul rezultat.

Teorema 4.2.5. Daca (RC;DA), }, respectiv, (RC;DB), are loc, atunci

Su5{<y*,y> —(foA+g)(y)} = min {f(27) +¢"(y" — A"a")} pentru orice y* € Y7,
IS z

respectiv,

sup{(z*,z) — (f +go B)(z)} = mi)r/l {f*(z* = B*y*) 4+ g"(y")} pentru orice z* € X*.
reX yreyr

4.2.4 Dualitate tare stabila pentru problema avand suma a doi functii, fiecare
compusa cu un operator liniar si continuu, in functia objectiva

Fie X, Y, Z spatii separate local convexe, cu dualul lor X*, Y* gi Z* si sa consideram functiile
proprii, convexe si inferior semicontinui f : X — Rsig:Y — R. Fie A : Z — X, respectiv
B :Z — Y doi operatori liniari si continui astfel incat A=!(dom(f)) N B~!(dom(g)) # 0.
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Pentru orice z* € Z* consideram problema
(PP — SUE{<Z*’ z) = (foA+goB)(2)},
zE

si duala ei

(DAPT): - b (@) ) A B = 2)

Consideram conditia de regularitate pentru U C Z* :
(CQ®4B)(U) : {(A*z* +B*y*,r) : f*(z*)+g*(y*) < r} este inchisi relativ la U x R in topologia
(Z*,w*) x R.

Avem urmatorul rezultat.

Teorema 4.2.6. Urmatoarele conditii sunt echivalente.

(i) (CQ®AB)(U) este satisficutd.

(i4) Pentru orice z* € U avem (f o A+ go B)*(2*) = infge yoyex-xy-{f*(x*) + g"(y*) :
A*x* + B*y* = z*} i infimul este atins.

Avem urmatoarea conditie de regularitate:

(RCyAP): Z, X §i Y sunt spatii Fréchet si (0,0) € sqri(dom(f) x dom(g) — (4 x B)(Az)).

Avem urmatorul rezultat.

Teorema 4.2.7. Daca (RC;DAB) are loc, atunci

sup{(z*,z) = (foA+goB)(z)} = min {ff(@*)+ 9" (y") : A"z* + B*y* = 2"} V2" € Z*.
2€Z (z*y*)eX*xY*

4.3 Conjugata unor infimal convolutii generalizate

4.3.1 Infimal convolutiile [, si [y

Fie X,Y doua spatii separate, local convexe cu dualele X* gi Y* gi sa consideram functiile
proprii, convexe si inferior semicontinui f,g: X x Y — R.
Formulele de inf-convolutie [J; si (s sunt introduse prin flig: X xY — R

(fThg)(z,y) = nf{f(u,y) + 9(v,9) : v,v € X, u+v =z},

respectiv, flag: X xY — R

(fOa29)(z,y) = inf{f(z,u) + g(z,v) 1 u,v €Y, u+v =y}
Avem urmatorul rezultat.

Teorema 4.3.1. Dacd pry (dom(f))Npry (dom(g)) # 0 and let V C X*, V # 0, atunci urmatoarele
conditii sunt echivalente:
(1) (fO19)*(2*,y*) = (f*Oag™) (z*, y*) si f*Oag* este exacta pentru orice (x*,y*) € V x Y*.
(i) (CQ™) : {(u*,v*,a* +b*,r) € X* x X* x Y* xR : f*(u*,a*) + g*(v*,b*) < r} este inchisd
relativ la Ay xY* XR in topologia (X*,w*) x (X*, w*)x (Y*, w*) xR, unde Ay = {(z*,2*) : 2* € V'}.
Consideram urmatoarea conditie de regularitate:
(RCF") : X §i Y sunt spatii Fréchet si

0 € sqri(pry dom(f) — pry dom(g)).
Avem urmatorul rezultat.
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Teoremi 4.3.2. Dacd (RC3') are loc atunci

(fO19)* (=%, y") = (f*O29") (2", y") si f*0ag" este exacta pentru orice (x*,y*) € X* x Y™.

4.3.2 Infimal convolutiile O0¢ si (04

Fie X si Y doua spatii normate cu dualele X* gi Y*, si sa consideram functiile proprii, convexe
si inferior semicontinui f : X x X* — Rsgig:Y xY* — R. Fie A : X — Y un operator
liniar gi continuu gi fie A* : Y* — X* respectiv A™ : X** — Y™ operatorul adjunct respectiv
biadjunct.

Consideram urmatoarele formule de infimal convolutie generalizate, inca neconsiderate in liter-
atura de specialitate

fOg: Y xY* —R

(fO19)(y,y*) = inf{f(z, A*y") + g(y — Az,y") : = € X},
respectiv f*D’QL‘g* Y*x Y — R,

Teorema 4.3.3. Dacd pry-(dom(f)) N A*(pry«(dom(g))) # 0 atunci urmatoarele conditii sunt
echivalente.
(i) (C’QD?) A{(xt Y A 4y ) o Y (a 2™) 4+ g% (yF, y™) < r}oeste inchisd relativ la
AV X Y** xR in topologia (X*,w*) x (Y*,w*) x (Y**, w*) xR, unde AY. = {(A*y*,y*) : y* € Y*}.
(i) (fFO8) (v, ™) = (F*O8g") (v*, y**) si f*05g* este exactd pentru orice (y*,y**) € Y* x
Y**,

Consigerém urmatoarea conditie de regularitate:
O : "
(RCy*') : 0 € sqri(pry-(dom(f)) — A* pry~«(dom(g))).

Avem urmatorul rezultat.
A
Teorema 4.3.4. Dacd (RC’2Dl ) este satisfacuta atunci
(fOf9) (v y™) = (FO8'g") (", y™) si f*O4g" este exactd pentru orice (y*,y™) € Y* x Y**.
4.3.3 Infimal convolutiile A gi Asl

Fie X gi Y doud spatii normate cu dualele X* gi Y*, gi sa consideram functiile proprii, convexe
si inferior semicontinui f : X x X* — Rsig:Y xY* — R. Fie A : X — Y un operator
liniar i continuu gi fie A* : Y* — X* respectiv A*™ : X** — Y™ operatorul adjunct respectiv
biadjunct.

Consideram urmitoarele formule de inf-convolutie fA3'g: X x X* — R

(fO29)(x,2*) = inf{f(z,2" — A"y") + g(Az,y*) : y* € Y7},
respectiv f*A‘f‘g* X x X — R,

(f*OAG") (2%, 2™) = inf{f*(2* — A*y",2™) + g*(y", A%2™) 1 y* € V7).
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Teoremd 4.3.5. Dacd A(pry(dom(f))) N (pry(dom(g))) # O atunci urmdtoarele conditii sunt
echivalentet.

(i) (CQAé) (et + AryE ey ) o (e 2) + g (yF, y™) < r}oeste inchisa relativ la
X* x A¢L. x R in topologia (X*,w*) x (X**,w*) x (Y* w*) x R, unde A4.. = {(a**, A™2*") :
x** 6 X**}.

(ii) (fOLg)*(x*, a™*) = (f*Afg*)(x*, 2*) si f*AN{g* este exactd pentru orice (x*,z™*) € X* x
X

Consi(lerém urmatoarea conditie de regularitate:
A .
(RC5) : 0 € sqri(pry (dom(g)) — A(prx (dom(f)))).

Avem urmatorul rezultat.

A
Teorema 4.3.6. Daca (RCQAQ) are loc atunci
(fOSg)* (x*, ) = (f*Ag*)(a*, x) si f*Ag* este evactd pentru orice (x*,x) € X* x X.

4.3.4 Infimal convolutiile Of si OF

Fie X si Y doua spatii normate cu dualele X* si Y™, si sa consideram functiile proprii, convexe
si inferior semicontinui f : X x X* — Rsig: Y xY* — R. Fie A : X — Y un operator
liniar gi continuu si fie A* : Y* — X, respectiv A™ : X** — Y™ operatorul adjunct respectiv
biadjunct.

Consideram urmaétoarele formule de inf-convolutie inca neconsiderat pana acum in literatura de
specialitate.

FOftg: X xX*—R

(fOLg)(z,2*)= inf {f(u,z*) +g(Aw,v*) : u+w =z, A*v* = 2*},

u,w € X
vt eyY”®
respectiv f* Of g* : X* x X** — R,
u**’ w** E X**
vt eyY”
Teoremi 4.3.7. Dacd dom(g) x pry«(dom(f)) N ImA x AL # 0, unde A, = {(y*, A*y*)|y* €
Y*}, atunci urmatoarele conditii sunt echivalente.

(7) (CQOf) A, At AU o) s (e, u) 4 g (v, ™) < r}oeste inchisa relativ la
Ax+ x Im(A*) xR in topologia (X*,w*) x (X*,w*) x (Y, w*) xR, unde Ax» = {(z*,2*) : 2* €
X*}.

(i) (f Of g)*(a*, ) = (f* OF g")(a*, ) si f* O4 g* este exactd pentru orice (z*,z**) €
X*x X**,

ConsidAerém urmatoarea conditie de regularitate:
(RC’2Ol ) (0,0,0) € sqri(dom(g) x pry- (dom(f)) —Im(A) x A{L), unde A = {(y*, A*y*)|y* €
Y*}.
Avem urmatorul rezultat.
A
Teoremi 4.3.8. Dacd (RCy"") este satisfacutd atunci (f Of g)*(z*,2*) = (f* O34 ¢*)(z*, 2*)
si [* OF g* este exactd pentru orice (z*,2**) € X* x X**.
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4.4 Maximal monotonia sumelor paralele a doi operatori maximal

monotoni de Gossez type (D)

4.4.1 Maximal monotonia sumei paralele S||T

Utilizand dualitatea tare stabila demonstram maximal monotonia sumelor paralele a doi op-
eratori maximal monotoni sub cea mai slaba conditie de regularitate cunoscuta in literatura de
specialitate.

Peste tot X va fi un spatiu Banach, X* dual lui si X** bidualul lui.

Definitie 4.4.1. Pentru operatorii monotoni S,T : X = X* suma lor parleld este definit prin
S||Tx = (St + T H e, vz € X.
Se poate arata usor cd S||Tz = {J,cx(S(y) NT(x — y)).

Teorema 4.4.1. Fie S,T : X =% X* doi operatori mazimal monotoni de Gossez type (D), cu
functiile tare reprezentative hg si hp, astfel incat pry«(dom(hg)) N pry-(dom(hr)) # 0, si con-
sideram functia h : X x X* — R, h(z,2*) = clj x| (hsBOihr)(z,2*). Sd presupunem ca
R(S™
urmdtoare are loc.

) € X, (unde S este inchiderea monotond Gossez a lui S), si cd una dintre conditiile

(a) Conditia de regularitate (RC’QD ') pentru hg, respectiv hy este satisfacutd.

(b) (CQ™) pentru hg, respectiv hr este satisfacutd.
Atunci h este o functie tare reprezentativa pentru S||T si S||T este mazimal monoton de Gossez
type (D).

4.4.2 Maximal monotonia sumei paralele S||4T

Definitie 4.4.2. Consideram operatorii monotoni S : X = X* andT :Y 3 Y* sifieA: X — Y
un operator liniar si continuu, si A* operatorul adjunct a lui A. Suma paraleld generalizata S’HAT :
Y =2 Y* este definit dupa cum urmeaza:

S||AT := (AS~tA* + 17711,

Teorema 4.4.2. Consideram A : X — Y un operator liniar i continuu, §i A* operatorul adjunct
a lui A iar A* biadjuncta lui A. Fie S : X = X*, T :'Y = Y* doi operatori maximal mono-
toni de Gossez type (D), cu functiile tare reprezentative hg si hr, astfel incdt pry«(dom(hg)) N
A*(pry«(dom(hr))) # 0. Consideram functiah : Y xY* — R, h(y,y*) = cl||.||x||.||*(hSD‘f‘hT)(y, y*).

Asumam ca R(S 1) C X, st ca una dintre conditiile urmatoare are loc.
A
(a) Conditia de regularitate (RC’2Dl ) pentru hg, respectiv hy este satisfacutd.
(b) (CQD{‘) pentru hg, respectiv hr este satisfacuta.

Atunci h este o functie tare reprezentativd a lui S||AT si S||AT este un operator mazimal monoton
de Gossez type (D).
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4.4.3 Maximal monotonia operatorului S + A*T A

Definitie 4.4.3. Consideram operatorii monotoni S : X = X* andT :Y = Y*sifieA: X — Y
un operator liniar gi continuu, §i A* operatorul adjunct a lui A. O bine cunoscutd suma generalizatd

este definitd ca:
M: X=X M:=8+ A'TA.

Teorema 4.4.3. Consideram A : X — Y un operator liniar $i continuu, $i A* operatorul adjunct
a lui A iar A* biadjuncta lui A. Fie S : X = X*, T :Y =2 Y* doi operatori mazximal monotoni
de Gossez type (D), cu functiile tare reprezentative hg si hp, astfel incat A(pry(dom(hg))) N
(pry (dom(h7))) # 0. Consideram functia h: X x X* — R, h(z,z*) = cl||,||x||,||*(thg‘hT)(m,x*).

Asumam cd una dintre conditiile urmatoare are loc.
A
(a) Conditia de regularitate (RC’QAQ) pentru hg, respectiv hp este satisfacutd.
(b) (CQA?) pentru hg, respectiv hr este satisfdacutd.

Atunci h este o functie tare reprezentattiva a lui S+ A*T A si S+ A*T A este un operator maximal
monoton de Gossez type (D).

4.4.4 Maximal monotonia sumei paralele S||4T

Definitie 4.4.4. Consideram operatorii monotoni S : X = X* andT:Y 3 Y* sifieA: X — Y
un operator liniar gi continuu, $i A* operatorul adjunct a lui A. Suma paraleld generalizata S||AT,
(vezi [109]) este definit prin

S|AT : X = X*, S||aT := (St 4 (A*TA)"H L,
Observatie 4.4.1. Daca X =Y, A =idx, obtinem suma paralela
S||IT: X = X* S||T:= (St +177H .

Teorema 4.4.4. Consideram A : X — Y un operator liniar i continuu, $i A* operatorul adjunct
a lui A iar A** biadjuncta lui A. Fie S: X = X*, T :Y = Y™ doi operatori mazimal monotoni
de Gossez type (D), cu functiile tare reprezentative hg si hp, astfel incat dom hp X pry«(domhg)N
Im A x ALL # 0, unde ALL = {(y*, A*y*) : y* € Y*}. Considerdm functia

h:X xX* —R, h(z,z*) = cljx|-f1. (hs O hy)(z, %),
§t asumam ca R(?il) C X, si ca una dintre conditiile urmadatoare are loc.
(a) Conditia de regularitate (RC’QO{‘) pentru hg si hr este satisfacutd.
(b) (CQOf) pentru hs si hy este satisfacuta.

Atunci h este o functie tare reprezentativa pentru S||AT si suma paralela generalizata S||AoT este
mazximal monoton de Gossez type (D).
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