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Introducere

Teoria punctului fix este un domeniu al matematicii care a inregistrat o dezvoltare pros-
pera in ultimii cincizeci de ani. Aceasta teorie a fost extinsa in diverse directii, instru-
mente clasice au fost generalizate, notiuni si rezultate noi au fost introduse gi in mod
constant imbunatatite. Teoremele de punct fix au aplicatii in multe ramuri ale matema-
ticii precum analizi, geometrie sau sisteme dinamice. In plus, ele constituie instrumente
importante folosite in domenii care aparent nu au o legatura imediata cu matematica.
Multe probleme de echilibru si stabilitate pot fi modelate folosind puncte fixe. Astfel de
exemple se regasesc in economie, teoria jocurilor, teoria compilarii si multe altele.

Teoria metrica a punctului fix a luat nastere cu Principiul Contractiei Banach-
Caccioppoli care a fost publicat initial in 1922. Acest rezultat afirma ca orice contractie
definita pe un spatiu metric complet are un punct fix unic si orice sir de iterate Picard
converge la unicul punct fix. De asemenea, se stabilegte viteza de convergenta a iteratelor
Picard catre unicul punct fix. De atunci, acest principiu a fost imbunatatit permanent
si extins in multe directii.

O noua etapa in dezvoltarea teoriei metrice a punctului fix a fost atinsa prin publica-
rea unui rezultat de punct fix pentru operatori neexpansivi. Acest rezultat se datoreaza
lui Kirk [42] si afirma ca intr-un spatiu Banach orice operator neexpansiv definit pe o mul-
time nevida, slab compacta, convexa si cu structura normald are un punct fix. Aceasta
teorema este de obicei cunoscuta intr-o forma particulara ca si Teorema Browder-Gohde-
Kirk deoarece Browder [6, 7] si Gohde [30] au demonstrat si ei independent rezultatul
in spatii Hilbert si spatii Banach uniform convexe. Aceste rezultate au atras atentia
unui numar mare de cercetatori care au inceput sa studieze mai in detaliu interactiunea
dintre proprietatile geometrice ale spatiului de lucru si existenta punctelor fixe precum
si convergenta iteratelor pentru diverse scheme iterative sau conditii de tip contractie.

In mod nesurprinzitor, in contextul general al spatiilor metrice operatorii neexpansivi
nu trebuie sa aiba puncte fixe. O teorema de punct fix pentru operatori neexpansivi a
fost demonstratd de catre Kirk [43] in cadrul spatiilor metrice méarginite pentru care
exista o structura de convexitate care e numarabil compacta gi normala.

Spatiile metrice sunt instrumente importante folosite in modelarea problemelor din
viata de zi cu zi. Desigur, structura unui spatiu metric este uneori mult prea generala
pentru a aplica teorii existente utilizate in studiul unor astfel de procese. Pentru a
asigura o anumita regularitate au fost considerate restrictii specifice asupra spatiului
metric. Unele dintre aceste proprietati confera suficienta informatie pentru a permite
dezvoltarea si extinderea unor teorii matematice care joaca un rol esential in rezolvarea
unor astfel de probleme. Existenta curbelor ce conserva distanta intre oricare doua
puncte ale spatiului este una dintre cele mai importante proprietati care pot fi impuse
intr-un spatiu metric deoarece inzestreaza spatiul cu o structura care se aseamana intr-
un fel cu structura liniara a unui spatiu normat. Astfel de spatii se numesc spatii metrice
geodezice. Mai precis, avind un spatiu metric (X, d), un drum geodezic de la z € X la
y € X este un operator care conservd distanta ¢ : [0,{] C R — X astfel incat ¢(0) = «
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Introducere

si ¢(l) = y. Imaginea ¢ ([0,1]) a lui ¢ formeaza un segment geodezic (nu neapéarat unic)
care uneste pe x si y. Un spatiu metric este geodezic daca fiecare doua puncte ale sale
pot fi unite printr-un drum geodezic. O tratare detaliata a spatiilor metrice geodezice
poate fi gasitd, de exemplu, in |5, 8, 64].

In aceastd lucrare ne concentram asupra spatiilor geodezice cu proprietati aditionale
care ne permit sa studiem probleme de punct fix gi probleme de minimizare respectiv
maximizare intre doua multimi. O proprietate importanta care are un impact semni-
ficativ asupra studiului unor astfel de probleme este reflexivitatea unui spatiu metric.
Avand un spatiu metric pentru care este definit un anumit tip de convexitate, spunem
ca spatiul este reflexiv daca intersectia oricarui sir descendent de submultimi nevide,
marginite, inchise gi convexe este nevida. Un exemplu simplu de spatiu metric reflexiv
este un spatiu Banach reflexiv, unde convexitatea este cea uzuala.

In cadrul spatiilor metrice geodezice, o multime este convex# daci include orice seg-
ment geodezic care uneste fiecare doua puncte apartinand multimii. O clasa importanta
de spatii metrice geodezice e cea a spatiilor de curburd marginita introdusa de Alexan-
drov [|2]. Mai tarziu, Gromov [33| a contribuit la 0 mai bun intelegere a acestor spatii si
le-a numit spatii CAT (k) dupa Cartan, Alexandrov si Topogonov, fiecare dintre acestia
considerand conditii similare asupra spatiilor. Contributia lui Gromov a condus la o
dezvoltare semnificativa in fizica teoretica atragand interesul cercetatorilor. Ideea de
baza din spatele conceptului spatiilor CAT (k) este faptul ca triunghiurile geodezice sunt
intr-un fel “inguste”. Spatiile CAT(0) complete sunt reflexive, iar pentru x > 0, spatiile
CAT(k) complete sunt intr-un fel reflexive. Printre alte exemple de spatii reflexive se
regasesc spatiile metrice hiperconvexe sau cele uniform convexe cu un modul de conve-
xitate care este monoton sau semi-continuu inferior la dreapta. Introducem aici o alta
clasa de spatii metrice reflexive, anume spatiile geodezice Ptolemeu complete care admit
un operator de punct mijlociu uniform continuu. Mai multe detalii despre aceste spatii
pot fi gasite in capitolele urmatoare.

Mai recent, teoria metrica a punctului fix pentru operatori neexpansivi a inceput
sa fie studiata in spatii metrice reflexive. Baillon a ardtat in [4] ca orice operator ne-
expansiv definit pe un spatiu hiperconvex marginit are puncte fixe. Kirk a adaptat in
[45, 46] Teorema Browder-Gohde-Kirk in spatii de curburd marginita superior. Anume,
a fost demonstrat ca orice operator neexpansiv are un punct fix cand este definit pe o
submultime a unui spatiu CAT (k) complet care este nevida, marginitd, inchisa, convexa
si de diametru marginit superior de 7/(2y/k) pentru £ > 0. Un rezultat similar Teoremei
Browder-Gohde-Kirk in cadrul spatiilor metrice uniform convexe a fost dat in [15]. Mai
precis, s-a aratat ca orice operator neexpansiv definit pe o submultime nevida, marginita,
inchisa si convexa a unui spatiu geodezic uniform convex complet avand un modul de
convexitate care este monoton sau semi-continuu inferior la dreapta are un punct fix.
Demonstram aici ca acelasi rezultat are loc in spatii geodezice Ptolemeu complete care
admit un operator de punct mijlociu uniform continuu.

Scopul acestei teze este de a demonstra in cadrul spatiilor metrice reflexive rezultate
de punct fix si convergenta pentru clase de operatori univoci si multivoci de tip contrac-
tiv sau neexpansiv. Investigam regularitatea spatiilor geodezice Ptolemeu si descriem
cateva proprietati geometrice ale acestora care constituie elemente cheie pentru demon-
strarea teoremelor de punct fix in astfel de contexte. De asemenea, studiem probleme
de minimizare si maximizare intre doua multimi in diferite spatii geodezice si includem
rezultate generice asupra proprietatii acestor probleme de a fi bine puse. Aceasta lucrare
este impartita in cinci capitole care sunt organizate in felul urmator. Mai multe detalii
despre rezultatele demonstrate aici pot fi gasite la inceputul fiecarui capitol.
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Capitolul 1 contine notiuni si rezultate preliminare care sunt folosite pe parcursul
acestei lucrari.

In Capitolul 2 folosim conditia (C') introdusi in [74] care este o conditie de neexpansi-
vitate generalizata pentru a demonstra rezultate de punct fix si convergenta in diferite
spatii metrice reflexive. Pentru cazul multivoc presupunem conditia (C') ca in [66]. In-
cludem, de asemenea, extensii ale conditiei (C') si aplicim rezultatele obtinute pentru a
demonstra teoreme de existenta a punctelor fixe comune pentru operatori care comuta.

In Capitolul 3 studiem probleme de punct fix precum i proprietatea acestor pro-
bleme de a fi bine puse gi demonstram principii demi-inchise pentru operatori ce satisfac
ipoteze mai slabe decat conditiile de contractie sau neexpansivitate folosind orbite. Ne
concentram asupra contractiilor generalizate in sensul lui Walter [77| si asupra diferitor
tipuri de operatori care extind contractii punctuale, asimptotice, asimptotic punctuale
precum si operatori neexpansivi i asimptotic punctual neexpansivi. In cazul multivoc
extindem operatorii uniform Lipschitz si asimptotic neexpansivi.

Capitolul 4 reaminteste inegalitatea Ptolemeu si studiaza regularitatea spatiilor geo-
dezice Ptolemeu ca si relatia acestora cu spatiile CAT(0). Aratam cad daca aceste spatii
sunt complete si satisfac o anumita conditie de tip convexitate, atunci ele sunt reflexive.
De asemenea, demonstram alte proprietati importante care ne permit sa deducem o serie
de rezultate de punct fix. Studiem si alte variante ale inegalitatii Ptolemeu care au loc
in spatii CAT (k).

Capitolul 5 studiaza probleme de minimizare si maximizare a distantei dintre doua
multimi punand accentul pe proprietatea acestor probleme de a fi bine puse. Consideram
conditii diferite pentru cele doua multimi in contextul spatiilor geodezice. Dam o versiune
a Teoremei Picaturii in spatii geodezice Busemann convexe si o aplicam pentru a obtine
un rezultat de optimizare pentru functionale convexe.

Majoritatea rezultatelor originale demonstrate in aceasta lucrare sunt incluse in ur-
matoarele publicatii:

e R. Espinola, P. Lorenzo, A. Nicolae, Fixed points, selections and common fixed
points for nonexpansive-type mappings, J. Math. Anal. Appl., 382 (2011), 503-
515.

e R. Espinola, A. Nicolae, Geodesic Ptolemy spaces and fixed points, Nonlinear
Anal., 74 (2011), 27-34.

e R. Espinola, A. Nicolae, Mutually nearest and farthest points of sets and the Drop
Theorem in geodesic spaces, Monatsh. Math., doi 10.1007/s00605-010-0266-0 (in
curs de publicare).

e A. Nicolae, On some generalized contraction type mappings, Appl. Math. Lett.,
23 (2010), 133-136.

e A. Nicolae, Generalized asymptotic pointwise contractions and nonexpansive ma-
ppings involving orbits, Fixed Point Theory Appl., 2010 (2010), Article ID 458265,
19 pages.

e A. Nicolae, Fixed point theorems for multi-valued mappings of Feng-Liu type,
Fixed Point Theory, 12 (2011), 145-154.

e A. Nicolae, Fixed points of uniformly Lipschitz type and asymptotically nonex-
pansive multivalued mappings (trimisd spre publicare).
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e A. Nicolae, D. O’'Regan, A. Petrusel, Fixed point theorems for single and multi-
valued generalized contractions in metric spaces endowed with a graph, Georgian
Math. J., 18 (2011), 307-327.
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Capitolul 1

Preliminarin

In Capitolul 1 amintim notiuni si rezultate preliminare care vor fi necesare ulterior.
Fiecare din sectiunile acestui capitol introduce un cadru relevant in care lucram punand
accentul pe aspectele geometrice ale acestor spatii care joaca un rol important in teoria
metrica a punctului fix. Unele dintre aceste sectiuni contin de asemenea rezultate de
punct fix care au loc in cadrul descris si sunt semnificative pentru aceasta lucrare.

1.1 Spatii metrice

Sectiunea 1.1 prezinta notiunea de spatiu metric precum si definitii de baza, notatii si
proprietati in legatura cu aceste spatii. Definitiile introduse aici se pot adapta in cadrul
spatiilor normate renuntand la metrica in favoarea unei norme. Definim spatiile metrice
reflexive care constituie cadrul general principal in care lucram in aceasti tezi. In acelasi
timp includem rezultate binecunoscute de punct fix pentru cazul univoc si multivoc care
au loc in contextul general al spatiilor metrice. Majoritatea notiunilor si rezultatelor
amintite aici pof fi gisite, de exemplu, in [29, 32, 34, 39, 51, 69].

1.2 Spatii Banach

Desi aceasta lucrare se centreaza in principal asupra cadrului metric, introducem in
Sectiunea 1.2 concepte de baza privind geometria spatiilor Banach care vor fi utilizate
ulterior. Reamintim, de asemenea, rezultate clasice de punct fix pentru operatori neex-
pansivi in spatii Banach. Pentru o discutie mai detaliatda despre proprietatilor spatiilor
Banach care sunt semnificative in teoria punctului fix, a se vedea |29, 51].

1.3 Spatii geodezice

In Sectiunea 1.3 definim spatiile de lungime si cele geodezice, multimi convexe si diferite
concepte de convexitate in spatii geodezice. Introducem notiunile de triunghi si unghi
de comparatie in planul euclidian si definim unghiul Alexandrov intre doua drumuri
geodezice. O tratare detaliata a spatiilor de lungime si celor geodezice poate fi gasita,
de exemplu, in [5, 8, 64].
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1.4 Spatiile model M?

Sectiunea 1.4 introduce spatii geodezice binecunoscute punand accentul pe spatiul sferic,
hiperbolic si spatiul model M?2. Definim triunghiul si unghiul de k-comparatie in M?>
si enuntam Lema lui Alexandrov ce reprezintd o proprietate geometrica importantd a
spatiului M?2. Mai multe despre spatii sferice, hiperbolice si teme conexe pot fi gésite in

[5, 33].
1.4.1 Sfera n-dimensionala

1.4.2 Spatiul hiperbolic n-dimensional

1.4.3 Spatiile model Mz
1.5 Spatii CAT (k)

Sectiunea 1.5 contine notiunea de spatiu CAT (k) si caracterizari ale acestor spatii. Defi-
nim spatiile de curbura marginita superior si inferior si punem in evidenta proprietati ale
spatiilor CAT(0), CAT(1) si ale R-arborilor incluzand rezultate de punct fix importante.
Mai multe detalii despre spatii CAT (k) pot fi gasite in [5, 8, 45, 46].

1.5.1 Spatii CAT(0)
1.5.2 Spatii CAT(1)
1.5.3 R-arbori

1.6 Spatii hiperconvexe

Sectiunea 1.6 definegte notiunea de hiperconvexitate punand in evidenta exemple si alte
notiuni in legatura cu acest concept precum convexitatea metrica, proprietatea intersec-
tiei binare sau hiperconvexitatea externa si slab externa. Caracterizam hiperconvexitatea
in termenii existentei retractiilor neexpansive gi reamintim rezultate de punct fix si de se-
lectie. Pentru o discutie mai detaliata despre teoria punctului fix in spatii hiperconvexe,
a se vedea, de exemplu, [4, 40, 51, 72].

1.7 Spatii metrice uniform convexe

In Sectiunea 1.7 definim spatiile geodezice uniform convexe si modulul de convexitate
uniforma pentru un spatiu geodezic. Analizim modulul de convexitate in spatiile CAT(0)
si CAT(1) si enuntdm rezultate de punct fix in spatii uniform convexe ce admit un modul
de convexitate care este monoton sau semi-continuu inferior la dreapta (numite aici spatii
UC'). Mai multe detalii despre spatii metrice uniform convexe pot fi gasite in [15, 53|.



Capitolul 2

O clasa de operatori de tip neexpansiv
in spatii geodezice, hiperconvexe si
Banach

Scopul acestui capitol este de a prezenta rezultate de punct fix si convergenta in spa-
tii metrice reflexive pentru clase de operatori ce satisfac o conditie generalizata de tip
neexpansiv introdusa recent in [74]. De asemenea, studiem extensii ale acestei conditii
atat pentru cazul univoc cat si pentru cel multivoc. Majoritatea rezultatelor din acest
capitol fac parte din [18].

In Sectiunea 2.1 reamintim conditia (C') care este o extensie a conceptului de neex-
pansivitate pentru operatori univoci. Aceastd conditie a fost introdusa de cétre Suzuki
in [74]. Prezentam proprietati de baza si rezultate de punct fix si convergenta pentru
aceasta clasa de operatori in spatii Banach, spatii metrice uniform convexe si hipercon-
vexe precum si in R-arbori. Aceasta sectiune este impartita in patru subsectiuni. Prima
se concentreaza asupra unor generalizari ale conditiei (C') considerate de Garcia-Falset,
Llorens-Fuster gi Suzuki in [24]. In cea de-a doua subsectiune adaptim rezultate date
anterior in spatii Banach sau CAT(0) (a se vedea [66, 74]|) in contextul spatiilor me-
trice uniform convexe (Lema 2.1.1, Teoremele 2.1.3, 2.1.4). Alte contributii sunt incluse
in urmatoarea subsectiune unde studiem intrebarea daca operatori ce satisfac conditia
(C) au puncte fixe atunci cand sunt definiti pe spatii hiperconvexe marginite. In cazul
compact furnizidm un raspuns afirmativ (Teorema 2.1.5). Pentru cazul general avem
nevoie sa introducem o noua conditie asupra operatorilor considerati (Definitia 2.1.5).
In particular, demonstram ci un operator 2-Lipschitz care satisface conditia (C) definit
pe un spatiu hiperconvex marginit are un punct fix (Teorema 2.1.6, Corolarul 2.1.3).
Acest rezultat este semnificativ in randul clasei de rezultate cunoscute pentru operatori
avand conditia (C') deoarece este primul unde nu se presupune compactitatea gi nu sunt
necesare unicitatea centrului asimptotic sau conditii asociate proprietitii Opial. In ul-
tima subsectiune studiem operatori ce satisfac conditia (C') in R-arbori completi care
sunt geodezic marginiti. Demonstram cd un operator avand conditia (C') definit pe un
R-arbore complet si geodezic marginit are un punct fix.

Sectiunea 2.2 contine rezultatele principale ale acestui capitol. Studiem conditia (C')
pentru operatori multivoci in contextul spatiilor metrice geodezice (acordand atentie de-
osebita R-arborilor) si al spatiilor Banach. Folosim varianta multivoca a conditiei (C') de-
finita in [66] unde au fost obtinute diferite rezultate pe aceasta directie in spatii CAT(0).
Contributiile noastre sunt structurate in doua subsectiuni. Prima se concentreaza asupra
spatiilor geodezice unde demonstram o proprietate tehnica (Lema 2.2.1) care este de fapt
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o versiune multivoca a elementului cheie pe care se bazeaza demonstratiile rezultatelor
principale din [24, 74]. Rezultatele noastre (Propozitia 2.2.1, Teoremele 2.2.1, 2.2.2)
sunt mai intai obtinute pentru spatii geodezice uniform convexe complete pentru care
metrica este convexa, iar apoi sunt particularizate pentru structuri mai precise. Deoarece
spatiile CAT(0) sunt o clasa speciala a spatiilor geodezice uniform convexe pentru care
metrica este convexd, obtinem rezultate mai generale decat cele din [66]. Introducem in
continuare conditia (C’) care este o noud conditie pentru operatori multivoci similara
conditiei (C') (Definitia 2.2.3). Furnizam exemple care aratd cd aceastd conditie este
intr-adevar mai slaba decat conditia (C') (Propozitia 2.2.2) gi demonstram o teorema de
selectie in R-arbori pentru operatori ce satisfac aceasta conditie nou introdusa (Teorema
2.2.4), de unde deducem un rezultat mai tare de punct fix pentru operatori multivoci
(Corolarul 2.2.1). Aceastd teorema de selectie se aseaméana unui rezultat important (a se
vedea [40, 72]) in spatii hiperconvexe (un R-arbore complet este hiperconvex, a se vedea
[44]), dar abordarea demonstratiei noastre este complet diferita bazandu-se pe proprie-
tati specifice R-arborilor si nu pe hiperconvexitate. Incheiem aceastd subsectiune cu o
generalizare a conditiei (C”) pentru operatori multivoci (Definitia 2.2.4) si un rezultat de
selectie in contextul R-arborilor pentru operatori care satisfac aceasta conditie (Teorema
2.2.5). In cea de-a doua subsectiune revizuim teoria clasici a operatorilor neexpansivi in
spatii Banach pentru a o studia sub conditia (C'). Ardtdm existenta punctelor fixe pen-
tru astfel de operatori in spatii Banach cu proprietatea Opial (Teorema 2.2.6). Metoda
centrelor asimptotice ne permite sa stabilim acelasi rezultat in spatii Banach uniform
convexe in fiecare directie (Teorema 2.2.7). In plus, daca presupunem si continuitatea
operatorului putem demonstra existenta punctelor fixe in spatii Banach pentru care cen-
trul asimptotic al oricarui gir marginit in raport cu o submultime marginita, inchisa si
convexa este o multime nevida si compacta, adica o versiune a Teoremei Kirk-Massa
(Teorema 2.2.8). Incheiem aceastd subsectiune cu alti extensie a conditiei (C) in cazul
multivoc.

In Sectiunea 2.3 aplicam unele din teoremele de punct fix demonstrate in sectiunile
anterioare pentru a obtine rezultate asupra existentei punctelor fixe comune pentru ope-
univoci gi multivoci. Extindem un rezultat din [66] in cadrul spatiilor geodezice uniform
convexe pentru care metrica este convexa (Teorema 2.3.1). De asemenea, demonstram
un rezultat similar in R-arbori (Teorema 2.3.2).

2.1 Puncte fixe pentru operatori univoci

In aceasta sectiune introducem o conditie mai generald decit neexpansivitatea si dam re-
zultate de convergenta si de punct fix pentru aceasta clasa de operatori in spatii Banach,
UC' complete, hiperconvexe si R-arbori.

Suzuki a extins in [74] conceptul de operator univoc neexpansiv in felul urmétor.

Definitia 2.1.1 (Suzuki [74]). Fie X un spatiu Banach si K € P(X). Spunem ca un
operator T : K — X satisface conditia (C) daca pentru fiecare z,y € K,

%Hl‘ —T@) <le—yl = IT@) =TI <z -yl

Suzuki [74] a demonstrat urméatoarea teorema de convergentd pentru operatori ce
satisfac conditia (C).
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Teorema 2.1.1 (Suzuki [74]). Fie X un spativ Banach §i K € Pepe(X). Presupunem
ca operatorul T : K — K satisface conditia (C). Fie a € [1/2,1). Definim sirul
(xn) C K considerand z, € K, iar pentru n € N,

Tpy1 = (1 — a)x, + aT(x,).
Atunci (x,) converge catre un punct fix al lui T
Suzuki [74] a dat si o variantd a Teoremei Browder-Gohde-Kirk pentru operatori
avand conditia (C).

Teorema 2.1.2 (Suzuki [74]). Fie X un spatiu Banach UCED si K € P (X) slab
compactd. Presupunem ca T : K — K satisface conditia (C). Atunci Fix(T) # ()

2.1.1 Generalizari ale conditiei (C') in spatii Banach

Motivati de rezultatele din [74], Garcia-Falset, Llorens-Fuster si Suzuki au considerat in
[24] doud generalizari ale conditiei (C') incluzand exemple si stabilind rezultate de punct
fix. Prima conditie studiata este urmatoarea.

Definitia 2.1.2 (Garcia-Falset, Llorens-Fuster, Suzuki [24]). Fie X un spativ Banach,
KeP(X), T:K — X sip>1. Operatorul T satisface conditia (E,) dacd pentru orice
z,y € K,
lz =T < pllT () =zl + llz =yl

Spunem ca T satisface conditia (E) daca satisface (£,) pentru un g > 1. Conditia
(C) implica (Fj3), dar implicatia inversa nu are loc.

O alta extensie naturald a conditiei (C') studiatd in 24| este datd in continuare.
Definitia 2.1.3 (Garcia-Falset, Llorens-Fuster, Suzuki [24]). Fie X un spatiu Banach,

KeP(X), T:K— X si A€ (0,1). Operatorul T satisface conditia (C)) daca pentru
orice x,y € K,

M =T@) <le—-yl = T@)=THI <z -yl

Mai multe detalii despre conditiile (F) si (Cy), precum si rezultate de punct fix pentru
operatori ce satisfac astfel de conditii pot fi gasite in [24].

2.1.2 Conditia (C) in spatii UC

In restul acestei sectiuni ne concentram asupra conditiei (C') in cadrul metric. Incepem
prin a formula un alt caz special al Propozitiei 2 din [28] in contextul spatiilor metrice
geodezice pentru care metrica este convexa.

Lema 2.1.1 (Goebel, Kirk [28]). Fie X un spatiu metric geodezic pentru care metrica
este converd, a € (0,1) i (z,,),(yn) sirurt marginite in X astfel incat pentru fiecare
n eN,

Tpt1 = (1 —Q)Tp + Yy §i A(Yni1,Yn) < d(Tpi1, Tn).
Atunci limy, o d(,,y,) = 0.
Teorema 2.1.3. Fie X un spatiu unic geodezic §i K € Py oy(X). Presupunem ca T :
K — K satisface conditia (C) si Fix(T) # (0. Atunci Fix(T') este tnchisd si marginitd.

Teorema 2.1.4. Fie X un spatiu UC complet pentru care metrica este convexd si K €
Poetev(X). Daca T : K — K satisface conditia (C) atunci Fix(T')este nevidd, inchisa si
convezad.
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2.1.3 Conditia (C) in spatii hiperconvexe

Spatiile hiperconvexe constituie o clasa specifica si interesanta de spatii metrice cu o
larga literaturd axata pe rezultate de punct fix pentru operatori neexpansivi (a se vedea
Capitolul 13 din [51] sau [40, 72| si referintele mentionate). Este binecunoscut faptul ca
operatorii neexpansivi definiti pe spatii hiperconvexe nevide si marginite au puncte fixe.
De aceea, este natural sa punem intrebarea daci si operatorii ce satisfac conditia (C')
au puncte fixe atunci cand sunt definiti pe spatii hiperconvexe marginite. Scopul acestei
subsectiuni este de a studia aceasta problema. Oferim aici raspunsuri partial pozitive la
aceasta intrebare.

Desi un operator avand conditia (C) nu este in mod necesar continuu, s-a aratat in
Teorema 2.1.1 ca daca T este un operator care satisface conditia (C') si este definit pe o
submultime nevida, compacta si convexa a unui spatiu Banach, atunci 7" are un punct
fix. Pentru a obtine acelasi rezultat in spatii hiperconvexe, mai intai trebuie sa dam o
semnificatie combinatiilor convexe a doua puncte in astfel de spatii.

Fie H un spatiu hiperconvex. Spatiul H se scufundi izometric in ¢>°(H) si exista
o retractie neexpansivd R de la (*°(H) la H (a se vedea Capitolul 13 din [51] pentru
detalii).

Definitia 2.1.4. Fie H un spativ metric hiperconver si R ca mai sus. Atunci, pentru
x,y € H si a €10,1], definim

(I -a)z@ay=R((1-a)r+ ay),
unde (1 — a)x + ay simbolizeazd combinatia converd uzuald in (*°(H).

Observam ca aceasta definitie furnizeaza o structura de segmente care asigura con-
vexitatea metricii aga cum se cere in Lema 2.1.1. In consecinta, adaptarea acestei leme
in noul cadru (a se vedea si Propozitia 2 din [28]) este imediata.

Lema 2.1.2. Fie H un spatiuv metric hiperconvex. Consideram structura de segmente
definita mai sus, o € (0,1) si (z,,), (yn) doud siruri marginite in H astfel incdt pentru
fiecare n € N,

Tpt1 = (1 - O‘)xn Say, st d(yn+1>yn) < d($n+1>wn)'
Atunci limy, o d(xp,, y,) = 0.
Teorema 2.1.1 poate fi acum adaptata cu usurinta in contextul nostru.

Teorema 2.1.5. Fie H un spatiu metric hiperconvex compact. Presupunem caT : H —
H satisface conditia (C') si consideram o structura de segmente in H ca mai sus. Fie
a € [1/2,1). Definim sirul (z,,) € H considerand xy € H, iar pentru n € N,

Tpr1 = (1 —a)z, ® T (x,).
Atunci (x,) converge catre un punct fix al lui T

In teorema precedentd, compactitatea este folosita doar pentru a obtine punctul fix
odata ce avem ca lim,, o d(z,, T'(x,)) = 0. Astfel, deducem urmatorul corolar.

Corolarul 2.1.1. Daca T si (x,) sunt ca mai sus, si H este un spatiu metric hiperconvex,
nu neapdrat compact, atunci (x,) este un sir de puncte fize aprorimative pentru T

6
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Urmiétorul corolar rezulta din faptul cd operatorii ce satisfac conditia (C') sunt cvasi-
neexpansivi.

Corolarul 2.1.2. In conditiile Teoremei 2.1.5, Fix(T) este hiperconvexd.

Pentru a aborda cazul necompact consideram o noua conditie.
Definitia 2.1.5. Fie X un spativ metric, K C X si'T : K — X. Spunem caT satisface
conditia (D) dacd, pentru orice x,y € K,

%d(%T(w)) > d(x,y) = d(T(x),T(y)) < d(z,T(x)).

Atunci cand conditiile (C') si (D) au loc simultan, putem adapta demonstratia clasica
a lui Baillon (a se vedea Teorema 5 din [4]) pentru existenta punctelor fixe pentru
operatori neexpansivi in spatii hiperconvexe.

Teorema 2.1.6. Fie X un spatiu hiperconvex nevid si marginit. Presupunem caT: X —
X satisface conditiile (C) si (D). Atunci Fix(T') este nevida si hiperconvezd.

Corolarul 2.1.3. Fie X un spatiu hiperconvex nevid si marginit. Presupunem caT: X —
X este un operator 2-Lipschitz care satisface conditia (C). Atunci Fix(T') este nevida si
hiperconvezd.

2.1.4 Conditia (C) in R-arbori

R-arborii formeaza o clasa de spatii geodezice si hiperconvexe particulara, dar totusi vasta
si importanta in aplicatii. Geometria lor particulara a permis demonstrarea, de exemplu,
a faptului ca operatorii continui definiti pe R-arbori completi si geodezic marginiti (si
astfel nu neaparat marginiti) au puncte fixe. In continuare, dam un rezultat similar
pentru operatori care satisfac conditia (C'). Reamintim faptul cd nu existd o relatie
directa intre continuitate si conditia (C).

Teorema 2.1.7. Fie X un R-arbore complet si geodezic marginit, iar T : X — X un
operator care satisface conditia (C). Atunci Fix(T) # (.

Observatia 2.1.1. In rezultatul anterior nu se poate renunta la ipoteza ci X este
geodezic marginit.

2.2 Puncte fixe pentru operatori multivoci

In aceasta sectiune studiem conditia (C) pentru operatori multivoci in contextul spatiilor
metrice geodezice (acordand atentie speciala R-arborilor) si al spatiilor Banach. Folosim
definitia conditiei (C') pentru operatori multivoci care a fost datd in [66], unde s-au
obtinut diferite rezultate in aceasta directie in spatii CAT(0).

Definitia 2.2.1 (Razani, Salahifard [66]). Fie X un spatiu metric si K € P(X). Spunem
caT: K — P(X) satisface conditia (C) daca pentru fiecare x,y € K siu, € T(x) astfel
incat ]

Ed(x7 uﬂc) < d(QB, y)7
existd u, € T'(y) pentru care

d(ug, uy) < d(z,y).

In restul acestui capitol folosim conditia (C) atat pentru cazul univoc, cat si pentru
cel multivoc, contextul facand distinctie intre cele doua cazuri. Acelasi lucru este valabil
si pentru alte conditii pe care le vom utiliza.

7
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2.2.1 Conditia (C) in spatii geodezice

Asemenea cazului univoc, introducem urméitoarea conditie si demonstram ca, pentru
i = 3, aceasta este o generalizare a conditiei (C').

Definitia 2.2.2. Fie X un spativ metricc K € P(X), T : K — P(X) si p > 1.
Operatorul T' satisface conditia (E,) dacd pentru orice xz,y € K si u, € T(x) exista
uy, € T'(y) astfel incat

d(z,uy) < pd(x,uy) + d(z,y).

Lema 2.2.1. Fie X un spatiu metric, K € P(X) si T : K — P(K) un operator care
satisface conditia (C). Atunci T satisface conditia (E3).

Urmatorul rezultat pune in evidenta un sir de puncte fixe aproximative pentru un
operator multivoc care satisface conditia (C).

Propozitia 2.2.1. Fie X un spatiu metric geodezic pentru care metrica este convexd,
K ePpe(X) siT: K — P(K). Daca T satisface conditia (C), atunci T are un sir de
puncte fixe aproximative.

Primul rezultat de punct fix pentru operatori multivoci pe care il demonstram aici
are loc pentru operatori definiti pe o multime compacta si convexa.

Teorema 2.2.1. Fie X un spatiu geodezic pentru care metrica este convera si K €
Pep.ev(X). Presupunem ca T : K — Py(K) satisface conditia (C). Atunci Fix(T) # 0.

In continuare ne concentram asupra unor rezultate in care conditia de compactitate
este mutata de la domeniul la imaginea operatorului.

Teorema 2.2.2. Fie X un spatiu UC complet pentru care metrica este convexrd si K €
Pheteo(X). Presupunem ca T : K — Pu,(K) satisface conditia (C). Atunci Fix(T) # 0.

In rezultatul de mai sus putem renunta la convexitatea metricii si presupune in loc
ca operatorul admite un sir de puncte fixe aproximative.

Teorema 2.2.3. Fie X un spatiu UC complet si K € Pyoe(X). Presupunem ca
T : K — P,(K) satisface conditia (C) si admite un sir de puncte five aproximative.
Atunci Fix(T') # 0.

In rezultatul urmator consideram o noua conditie pentru operatori multivoci gi ara-
tam cd aceasta conditie este mai slaba decéat conditia (C).

Definitia 2.2.3. Fie X un spatiu metric, K € P(X) si T : K — P(X). Spunem cd
operatorul T' satisface conditia (C') daca pentru fiecare v,y € K gi u, € T(x) pentru
care

d(x,u,) = dist(z, T(z)) st %d(:v,uz) <d(z,y),

exista u, € T'(y) astfel incat
d(ux, uy) < d(l‘, y)

Demonstram in continuare o teorema de selectie in R-arbori pentru operatori mul-
tivoci care satisfac conditia (C”) si analizam apoi relatia dintre conditiile (C”) si (C),
respectiv (Fs).
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Teorema 2.2.4. Fie X un R-arbore, K € P(X) si T : K — Pycp(X) un operator
care satisface conditia (C'). Atunci operatorul f : K — X definit prin f(x) = Pp)(x),
pentru orice © € K, este o selectie a lui T' care satisface conditia (C').

Corolarul 2.2.1. Fie X un R-arbore complet st marginit. Presupunem ca T : X —
Peoev(X) satisface conditia (C'). Atunci Fix(T) este un R-arbore nevid si complet.

Propozitia 2.2.2. Fie K o submultime marginita, inchisa si converd a unui R-arbore
complet §i T : K — Py o (K). Urmadatoarele afirmatii au loc:

(i) daca T satisface (C'), atunci satisface gi (C"), dar reciproca nu are loc;
(ii) daca T satisface (C'), atunci satisface i (E3), dar reciproca este falsd.

Dupa modelul definitiei conditiei (C\) in cazul univoc, introducem urmétoarea ver-
siune generalizatd a conditiei (C') pentru operatori multivoci.

Definitia 2.2.4. Fie X un spativ metric, K € P(X), T : K — P(X) si A € (0,1).
Operatorul T satisface conditia (CY) dacd pentru orice x,y € K siu, € T(x) pentru care

d(x,u,) =dist(z, T(x)) s M(z,u,) < d(z,y),

exista u, € T'(y) astfel incat
d(uﬂ“ uy) S d(x7 y)

Teorema 2.2.5. Fie X un R-arbore, K € P(X) siT : K — Py (X)) un operator care
satisface (C}). Atunci operatorul f : K — X definit prin f(x) = Pre)(x), pentru orice
x € K, este o seleclie a lui T care satisface conditia (C)).

2.2.2 Conditia (C) in spatii Banach

In aceasta subsectiune revizuim teoria clasica a operatorilor neexpansivi in spatii Banach
pentru a o studia sub conditia (C'). Incepem prin a demonstra existenta punctelor fixe
pentru operatori care satisfac conditia (C') in spatii Banach cu proprietatea Opial.

Teorema 2.2.6. Fie X un spatiu Banach cu proprietatea Opial in raport cu 7. Presu-
punem cd multimea K € Py, (X) este T-secvential compactd siT : K — P, (K) este un
operator care satisface conditia (C'). Atunci Fix(T) # (.

Urmatorul rezultat este o analoaga multivoca a Teoremei 2.1.2.

Teorema 2.2.7. Fie X un spatiu Banach UCED si K € P.,(X) slab compactd. Presu-
punem ca T : K — Pu,(K) satisface conditia (C). Atunci Fix(T) # (.

Demonstram in continuare un rezultat similar Teoremei Kirk-Massa [49] pentru ope-
ratori ce satisfac conditia (C).

Teorema 2.2.8. Fie X un spatiu Banach, K € Pye(X) st T @ K — Pepop(K)
un operator continuu in raport cu distanta Pompeiu-Hausdorff care satisface, in plus,

conditia (C'). Presupunem ca orice gir in K are un centru asimptotic nevid gi compact
relativ la K. Atunci Fix(T) # 0.
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Mentiondm ci o altd extensie naturald a conditiei (C') pentru un operator multivoc
T : K — Ppa(X) este urmatoarea: pentru orice z,y € K

Sdist(e, T(@)) < |z —y| = HT(),T(w) < |z~

Ne referim la aceastd conditie drept conditia (C").

Evident, un operator neexpansiv indeplinegte conditia (C”). Nu este insa clar daca
un operator ce satisface conditia de mai sus, satisface, de asemenea, (C'). Totusi, daca
T are valori compacte, este ugor de vazut ca aceastd noua conditie atrage dupa sine
conditia (C'). Deoarece in teoremele demonstrate aici, 7" are valori compacte, aceste
rezultate generalizeaza teoreme clasice de punct fix pentru operatori neexpansivi (a se
vedea [49, 54, 57]).

2.3 Puncte fixe comune pentru operatori care comuta

In aceastd sectiune aplicim unele teoreme de punct fix demonstrate in sectiunile ante-
rioare pentru a obtine rezultate de existenta a punctelor fixe comune. Ne concentram
asupra comutativitatii intre operatori univoci si multivoci. Reamintim ca, daca X este
un spatiu metric, K € P(X), f: K - KgiT: K — P(K), atunci f gi T comutd daca
f(y) € T(f(z)) pentru orice x € K si y € T'(z).

Lema de mai jos constituie un instrument important in demonstrarea rezultatelor
noastre.

Lema 2.3.1. Fie X un spatiu metric, K € P(X), f: K — K un operator care satisface
conditia (C) pentru care Fix(f) # 0. Presupunem ca T : K — P(K) este astfel incdt
pentru fiecare x,y € Fix(f), multimea Prg)(x) este singleton. Daca f si T comutd,
atunci Pre(x) € Fix(f) pentru orice x,y € Fix(f).

Teorema 2.3.1. Fie X un spatiu UC complet pentru care metrica este convexd si K €
Poeteo(X). Presupunem ca f : K — K i T : K — P e(K) satisfac conditia (C).
Daca f si T comutd, atunci existd z € K astfel incit z = f(z) € T(z).

Teorema 2.3.2. Fie X un R-arbore complet si marginit. Presupunem ca f : X — X
i T : X — Paew(X) satisfac conditia (C), respectiv (C'). Daca f si T comutd, atunci
erista z € K astfel incat z = f(z) € T(z).
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Capitolul 3

(Generalizari ale contractiilor si ale
operatorilor neexpansivi utilizand
orbite

In acest capitol studiem probleme de punct fix precum si proprietatea acestor probleme
de a fi bine puse gi demonstram principii demi-inchise pentru clase de operatori univoci
care satisfac ipoteze mai slabe decat conditiile de contractie sau neexpansivitate folosind
conceptul de orbitda. De asemenea, generalizam operatori multivoci uniform Lipschitz
si asimptotic neexpansivi. Consideram drept cadru de lucru spatiile metrice, Banach,
CAT(0) si cele geodezice uniform convexe. Majoritatea rezultatelor demonstrate aici
sunt incluse in [59, 60, 62].

In Sectiunea 3.1 demonstram rezultate de punct fix pentru operatori univoci care
satisfac anumite conditii de tip contractie. In acelasi timp ne concentrim asupra unor
extensii ale operatorilor neexpansivi. Aceasta sectiune este divizata in trei subsectiuni.
Prima subsectiune prezintd variante locale (Teoremele 3.1.3, 3.1.4) ale unei teoreme de
punct fix demonstrate de Walter [77| care foloseste o conditie de tip contractie definita
cu ajutorul functiilor gauge contractive. De asemenea, raspundem negativ la o intrebare
deschisd pusa de Kirk si Saliga [50] (Exemplul 3.1.1) si formuldm conditii aditionale care
ofera un raspuns afirmativ la aceasta problema. Mai exact, demonstram ca daca functia
contractiva gauge este in plus subaditiva sau daca spatiul este compact atunci se poate
raspunde afirmativ la aceastd intrebare (Observatia 3.1.1, Teorema 3.1.5). Subsectiunea
urmatoare studiaza probleme de punct fix si proprietatea acestor probleme de a fi bine
puse pentru operatori care generalizeaza variatii ale conditiilor de tip contractiv sau
neexpansiv (Teoremele 3.1.6, 3.1.7, 3.1.8, 3.1.10, 3.1.11). Demonstram un principiu
demi-inchis (Teorema 3.1.9) si o versiune asimptoticd (Teorema 3.1.12) a unui rezultat
obtinut de Walter [77]. Aceste generaliziri sunt definite considerand raza sau diametrul
orbitei. In ultima subsectiune introducem doui extensii ale operatorilor neexpansivi
in spatii CAT(0) si demonstram teoreme de punct fix pentru aceste clase de operatori
(Teoremele 3.1.13, 3.1.14). Aratam, prin exemple, cd aceste conditii sunt diferite nu
doar intre ele dar si de neexpansivitate. Includem si un principiu demi-inchis folosind o
conditie care generalizeaza aceste doud conditii (Teorema 3.1.15).

Sectiunea 3.2 reaminteste conceptul de operator uniform k-Lipschitz care a fost intro-
dus in [27]. In aceeasi lucrare a fost demonstrat ci in spatii Banach uniform convexe orice
operator uniform k-Lipschitz are un punct fix atunci cand & satisface o relatie ce depinde
de modulul de convexitate. Multe alte teoreme de punct fix pentru operatori uniform
Lipschitz au fost demonstrate in diferite contexte. O astfel de teorema celebra a fost
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demonstrata de catre LifSic [56] in cadrul general al spatiilor metrice. O altd abordare
importants a fost pusd in evidentd de Lim si Xu [58]. In lucrarea recenta [41], Khamsi
si Kirk definesc operatori multivoci uniform Lipschitz si folosesc acest concept pentru a
extinde Teorema LifSic in cazul multivoc. In aceasta sectiune studiem in continuare si ge-
neralizam notiunea de operator multivoc uniform Lipschitz in contextul spatiilor Banach,
metrice si CAT(0). In plus, investigim o extensie a operatorilor multivoci asimptotic
neexpansivi in spatii geodezice uniform convexe. In prima subsectiune introducem o ge-
neralizare a operatorilor multivoci uniform k-Lipschitz, anume operatorii k-GL (Definitia
3.2.2), pentru care demonstram Teorema 3.2.1, o variantd a primului rezultat de punct
fix pentru operatori uniform Lipschitz dat in [27]. De asemenea, aritdm ci versiunea
multivoca a Teoremei LifSic demonstrata in [41] este valabila si pentru operatori k-GL
(Teorema 3.2.2). In cea de-a doua subsectiune demonstram un rezultat de punct fix in
spatii CAT(0) pentru alta clasd de operatori multivoci care extind operatorii uniform
Lipschitz folosind matrice ergodice (Teorema 3.2.3). Acest rezultat generalizeazid o teo-
rema de punct fix in spatii Hilbert pentru operatori cu iterate Lipschitz demonstrata de
citre Gornicki [31]. Ultima subsectiune contine o variantd multivoca a unei binecunos-
cute teoreme de punct fix pentru operatori multivoci asimptotic neexpansivi (Teorema
3.2.4).

3.1 Puncte fixe pentru operatori univoci

In aceastd sectiune demonstram rezultate de punct fix pentru operatori care satisfac
diferite conditii generalizate de tip contractiv sau neexpansiv. De asemenea, studiem
proprietatea unora dintre aceste probleme de a fi bine puse si demonstram principii demi-
inchise. Inainte de a da mai multe detalii, definim notiunea de orbitd pentru operatori
univoci. In acest scop, fie (X, d) un spatiu metric si 7' : X — X. Pentru z € X, definim
orbita pornind din x prin

Or(x) ={z,T(x),..., T"(x),...},

unde T (z) = T (T"(x)) pentru n > 0 si T°(x) = z. Orbita pornind din x $i y este
definita prin Or(z,y) = Or(z) U Or(y). Cu toate acestea, orbita pornind din x poate
fi, de asemenea, definitd ca sirul (7"(x)) in sine si nu multimea elementelor sirului. In
aceasta sectiune prima definitie este mai convenabila.

3.1.1 Operatori generalizati de tip contractie

Incepem prin a reaminti ci o functie p : R — R, este contractivi gauge daca este
continud, crescitoare gi ¢(r) < r pentru fiecare r > 0 (a se vedea [77]).

Teorema 3.1.1 (Walter |77]). Fie (X,d) un spatiu metric complet i T : X — X un
operator cu orbite marginite. Dacd existd o functie contractiva gauge @ astfel incit

d(T (@), T(y)) < ¢ (diam (Or(z,y)))  pentru fiecare 2,y € X,
atunct T este un operator Picard.

Notam, pentru e > 0, L, = {x € X : d(x,T(x)) < €}. Kirk si Saliga [50] au demon-
strat urmatorul rezultat conex.
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3. Generalizari ale contractiilor si ale operatorilor neexpansivi

Teorema 3.1.2 (Kirk, Saliga [50]). Fie (X,d) un spatiu metric complet i T : X — X
un operator cu orbite marginite. Daca existd o < 1 astfel incat

d(T(x), T(y)) < adiam (Op(z,y)) pentru fiecare x,y € X,

atunci T este un operator Picard si lime o diam (L) = 0. In plus, (z,) € X este un sir
de puncte fize aprorimative dacd si numai daca (x,) converge la unicul punct fix al lui

T.

Kirk si Saliga [50] au pus, de asemenea, intrebarea dacd putem demonstra concluziile
teoremei anterioare in contextul mai larg al Teoremei 3.1.1. Abordand aceasta intrebare,
Akkouchi a aratat in [1] ca raspunsul este afirmativ pentru clasa particulara ® (a se
vedea [1]) constand in functiile continue si cresciatoare ¢ : R, — Ry pentru care functia
r+——1r—(r) de la Ry la Ry este strict crescitoare. Akkouchi [1] a observat in acelagi
timp ca o functie p € ® este contractiva gauge. Totusi, clasa functiilor contractive gauge
este mai largd decat ® (a se vedea Exemplul 2.2 din [1]).

Dam in continuare doua variante locale ale Teoremei 3.1.1.

Teorema 3.1.3. Fie (X, d) un spatiu metric complet, xy € X sir > 0. Presupunem cd
T : B(xg,r) — X este un operator cu diam (Or(zo)) < r si existd o functie contractiva
gauge @ astfel incdt

d(T(x),T(y)) < ¢ (diam (Or(z,y))) pentru fiecare x,y € Or(xg). (3.1)

Daca T are graficul inchis sau functia © —— d(xz,T(x)), pentru x € E(xg,r), este T'-
orbital semi-continud inferior, atunci T are un punct fix.

Teorema 3.1.4. Fie (X, d) un spatiu metric complet, zo € X, >0 i T : E(xo, r)— X
un operator cu diam (Or(zg)) < r. Presupunem ca ezistd o functie contractiva gauge ¢
astfel incat pentru fiecare x,y € B(xo,1) cu Op(x) C B(xo,7) st Or(y) C B(zo,7),

d(T(x),T(y)) < ¢ (diam (Or(z,y))) .

Daca T are graficul inchis sau functia x — d(z,T(x)), pentru x € B(zo,r), este T-
orbital semi-continua inferior, atunci T are un unic punct fix z st pentru orice v € X
cu Op(z) C B(xo,7), lim, o T"(x) = 2.

Ne indreptam acum atentia catre problema mentionata mai sus, care a fost pusa de
Kirk si Saliga in [50].

Observatia 3.1.1. Fie ¢ o functie contractiva gauge care este subaditiva. Atunci ¢ € ®.

Astfel, gtim cd pentru functii contractive gauge care sunt si subaditive, raspunsul la
intrebarea lui Kirk gi Saliga [50| este pozitiv. Dar, in cazul general, fara a presupune
conditii aditionale, raspunsul este negativ. Urmatorul exemplu ilustreaza acest lucru.

Exemplul 3.1.1. Fie X = [0,00) impreund cu metrica uzuald $i T, : X — X,

| x)2 daci © < V2,
T(z) = p(z) = { r—1/x dacd x> V2.

Atunci T gi ¢ satisfac ipotezele Teoremei 3.1.1, dar exista un gir (x,) C X astfel incdt
limy, oo |2n — T(x,)| = 0 i (z,,) nu converge la 0, unicul punct fiz al lui T.
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3. Generalizari ale contractiilor si ale operatorilor neexpansivi

Cu toate acestea, daca spatiul X se presupune a fi compact, intrebarea formulata de
catre Kirk si Saliga in [50| referitoare la posibilitatea de a slabi ipotezele Teoremei 3.1.2
in sensul Teoremei 3.1.1 are un raspuns afirmativ.

Teorema 3.1.5. Fie (X,d) un spatiuv metric compact si T : X — X. Presupunem cd
existd o functie contractiva gauge ¢ astfel incdt

d(T(x),T(y)) < ¢ (diam (Op(z,y))) pentru orice x,y € X.
Atunci
(a) T este un operator Picard;

(b) un sir (x,) € X este un gir de puncte fize aprorimative dacd i numai dacd el
converge la unicul punct fix al lui T';

(c) lime o diam (L) = 0.

3.1.2 Contractii punctuale, asimptotic punctuale si tare asimp-
totic punctuale generalizate

Patru lucrari recente [15, 16, 35, 52| prezinta demonstratii simple si elegante ale unor
rezultate de punct fix pentru contractii punctuale, asimptotic punctuale sau chiar pentru
operatori asimptotic punctual neexpansivi. Kirk si Xu [52] au studiat acesti operatori
in contextul submultimilor slab compacte si convexe ale spatiilor Banach precum si in
spatii Banach uniform convexe. Hussain si Khamsi [35] au considerat astfel de probleme
in cadrul spatiilor metrice si CAT(0). In [16], Espinola si Hussain au demonstrat rezultate
de coincidenta pentru operatori asimptotic punctuali neexpansivi. Espinola, Ferndndez-
Leon si Pigtek [15] au examinat existenta punctelor fixe gi convergenta iteratelor pentru
contractii asimptotic punctuale in spatii metrice uniform convexe. In aceasts subsectiune
formulam conditii mai putin restrictive decat cele care apar in definitiile clasice ale acestor
operatori si aratam cd raméan valabile concluziile teoremelor de punct fix. De asemenea,
studiem proprietatea acestor probleme de punct fix de a fi bine puse.

Un operator T : X — X se numeste contractie punctuald daci existd o : X — [0,1)
astfel incat

d(T(x), T(y)) < a(z)d(r,y) pentru fiecare z,y € X.

Fie T': X — X si, pentru n € N, fie o, : X — R, astfel incat
d(T"(x), T"(y)) < ap(x)d(x,y) pentru fiecare z,y € X.

Daca sirul (o) converge punctual la o : X — [0, 1), atunci T este o contractie asimptotic
punctuald.
Daca pentru orice x € X, limsup,,_,, a,(x) < 1, atunci T' se numeste operator asimptotic
punctual neexpansiv.
Daca exista 0 < k < 1 astfel incat pentru orice x € X, limsup,,_, . o, (z) < k, atunci T
se numeste contractie tare asimptotic punctuald.

In continuare extindem rezultatele obtinute de citre Hussain si Khamsi in [35] folosind
raza orbitei. Tncepem prin a introduce o proprietate pentru un operator 7' : X — X,
unde X este un spatiu metric. Mai precis, spunem ca T satisface proprietatea (S) daca

pentru orice gir de puncte fixe aproximative (z,) si pentru orice m € N, girul
(d(xp, T™(z,))) converge la 0 cand n — oo uniform in raport cu m.

(5)
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3. Generalizari ale contractiilor si ale operatorilor neexpansivi

Teorema 3.1.6. Fie X un spatiu metric marginit astfel incit A(X) este imbricat com-
pacta. De asemenea, fie T : X — X pentru care exista o : X — [0,1) astfel incat

d(T(z), T(y)) < alz)r: (Or(y)) pentru fiecare x,y € X. (3.2)

Atunci T este un operator Picard. In plus, dacd T satisface si proprietatea (S), atunci
problema de punct fix este bine pusa.

Teorema 3.1.7. Fie X un spatiu metric marginit, T : X — X gi presupunem ca exista
o structurda de convexitate F care este imbricat compacta si T-stabila. Presupunem, de
asemenea, ca

d(T"(x), T"(y)) < an(x)r, (Or(y)) pentru fiecare z,y € X,

unde, pentru fiecare n € N oy, : X — Ry, iar girul («,) converge punctual la o« : X —
[0,1). Atunci T este un operator Picard. In plus, daca T satisface si proprietatea (S),
atunci problema de punct fiz este bine pusd.

Teorema 3.1.8. Fie X un spatiu CAT(0) complet, K € Ppae(X), T : K — K, iar
pentru n € N, fie a,, : K — Ry astfel incat limsup,,_, . o, (z) < 1 pentru orice v € K.
Daca, pentru n € N,

d(T™(x), T"(y)) < an(x)r, (Or(y)) pentru fiecare z,y € K

atunci Fix(T) este nevida, inchisd §i convexad.

A

Demonstram mai jos un principiu demi-inchis similar Propozitiei 1 din [35]. In
acest scop, pentru K € Py (X)), (x,) € K un sir marginit si ¢ : K — Ry, p(z) =
limsup,,_, ., d(x,x,), ca si in [35], introducem urméatoarea notatie

Tp,—w dacd i numai dacad  @(w) = in}f{gp(w).
xe
Teorema 3.1.9. Fie X un spatiu CAT(0) si K € Ppaco(X). Presupunem ca T :

K — K satisface proprietatea (S), iar pentru n € N, fie ay, : K — R, astfel incdt
limsup,, ., an(x) < 1 pentru orice x € K. Presupunem, de asemenea, cd, pentrun € N,

d(T"(z), T"(y)) < an(x)r, (Or(y)) pentru orice z,y € K.

Daca (x,) C K este un gir de puncte fize aprozimative astfel incdt x,—w, atunci w €

Fix(T).

In continuare, generalizim conditia de contractie tare asimptotic punctuala folosind
diametrul orbitei.

Teorema 3.1.10. Fie X un spatiu metric complet si T : X — X un operator cu orbite
marginite care este orbital continuu. De asemenea, pentru n € N, fie o, : X — Ry
pentru care exista 0 < k < 1 astfel incdt pentru orice x € X, limsup,,_,. a,(z) < k.
Daca, pentru n € N,

d(T"(z), T"(y)) < ap(x)diam (Or(z,y)) pentru orice x,y € X,

atunci T este un operator Picard. In plus, dacid T satisface si proprietatea (S), atunci
problema de punct fix este bine pusa.
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3. Generalizari ale contractiilor si ale operatorilor neexpansivi

Teorema 3.1.11. Fie X un spatiu metric marginit astfel incit A(X) este imbricat
compacta si fie T : X — X un operator orbital continuu. De asemenea, pentru n € N,
fie o, © X — Ry pentru care exista 0 < k < 1 astfel incdt pentru orice v € X,
limsup,,_,., an(x) < k. Daca, pentrun € N,

d(T"(x),T"(y)) < ap(z)diam (Or(x,y)) pentru fiecare x,y € X,

atunci T este un operator Picard. In plus, daca T satisface si proprietatea (S), atunci
problema de punct fix este bine pusa.

Incheiem aceasta subsectiune demonstrand o versiune asimptotica a Teoremei 3.1.1
din subsectiunea precedenta.

Teorema 3.1.12. Fie (X, d) un spativ metric complet si T : X — X un operator orbital
continuu cu orbite marginite. Presupunem cd existd o functie continud @ : R, — R,
pentru care p(t) < t pentru orice t > 0 si functiile ¢, : Ry — R, astfel incat sirul (¢,)
converge punctual la p, tar pentru n € N,

d(T™(x),T"(y)) < ¢pn (diam(Or(z,y))) pentru fiecare x,y € X.

Atunci T este un operator Picard. In plus, daca T' satisface si proprietatea (S) sip, este
continua pentru orice n € N, atunci problema de punct fix este bine pusd.

3.1.3 Operatori neexpansivi generalizati

In aceastd subsectiune demonstram rezultate de punct fix in spatii CAT(0) pentru doua
clase de operatori care sunt mai generali decat cei neexpansivi.

Teorema 3.1.13. Fie X un spatiu CAT(0) mdarginit si complet, iar T : X — X astfel
incdt pentru orice v,y € X,

d(T(x), T(y)) < e (Or(y)). (3.3)

Atunci Fix(T') este nevidd, inchisa gi convezd.

Teorema 3.1.14. Fie X un spativ CAT(0) marginit si complet, iar T : X — X astfel
incdt pentru orice v,y € X,

d(T(z),T(y)) < diam ({z} U Or(y)), (3.4)

St
d(T(z),T(y)) < r2(Or(y)) +ks;1€PN{diam({Tk(fE)} UOr(TH7(y))) — diam(Or(T*7(y)))}.
’ (3.5)

Atunci Fix(T') este nevida, inchisd si convexd.
Demonstram mai jos un principiu demi-inchis.

Teorema 3.1.15. Fie X un spatiu CAT(0) si K € Ppaw(X). FieT : K — K un
operator care satisface proprietatea (S) si (3.4) pentru orice x,y € K. De asemenea, fie
(x,) € K un gir de puncte fize aproxvimative astfel incat x,~w. Atunci w € Fix(T).
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3. Generalizari ale contractiilor si ale operatorilor neexpansivi

3.2 Puncte fixe pentru operatori multivoci

Fie (X,d) un spatiu metric. Un operator T' : X — X se numeste uniform Lipschitz
daca exista k > 0 astfel incat pentru fiecare z,y € X, d(T"(x), T"(y)) < kd(z,y) pentru
orice n > 1. Operatorul T' se numeste si uniform k-Lipschitz. Acesti operatori au fost
introdusi in [27].

In [41], Khamsi si Kirk au considerat conceptul de operatori uniform Lipschitz mul-
tivoci folosind orbite. Pentru un operator multivoc 7': X — P(X), o orbita pornind din
x este un gir (z,,) € X cu zg = = §i 541 € T(2,,) pentru orice n > 0. Multimea tuturor
orbitelor lui 7" pornind din x este notata prin Or(x).

Definitia 3.2.1 (Khamsi, Kirk [41]). Fie (X,d) un spativ metric. Operatorul multivoc
T : X — P(X) este uniform k-Lipschitz (cu k > 0) daca pentru fiecare x,y € X gi
fiecare (x,) € Or(x) exista (y,) € Or(y) astfel incat

d(pin, Yn) < kd(xp,y) pentru orice n > 1,h > 0.

Rezultatul principal din [41] extinde Teorema lui LifSic in cazul multivoc.

3.2.1 Operatori k-GL in spatii geodezice si Banach

Incepem aceasta subsectiune introducand o notiune care generalizeaza conceptul de ope-
rator multivoc uniform Lipschitz.

Definitia 3.2.2. Fie (X,d) un spatiuv metric. Un operator multivoc T : X — P(X) se
numeste k-GL (cu k > 0) daca pentru n € N ezistd a,, : X — R, astfel incat

limsup a,(z) < k  pentru orice x € X,

n—oo

st pentru fiecare x,y € X si fiecare (x,) € Op(x) existd (y,) € Or(y) cu

d(Tpih, Yn) < an(y)supd(z;,y)  pentru orice n > 1,h > 0.
i>h

>

Folosind operatori k-GL, ddm in continuare o variantd multivocad generalizata a pri-
mului rezultat de punct fix pentru operatori uniform Lipschitz demonstrat in [27].

Teorema 3.2.1. Fie X un spatiuv Banach uniform convex avand modulul de convexitate
dx. Fie C € Ppac(X) 5i T : C — Py(C) un operator k-GL astfel incat

1
k (1 —0x (E)) <1 vpentruk > 1.

Generalizdm mai jos versiunea multivocd a Teoremei LifSic demonstrata in [41].

Atunci Fix(T) # 0.

Teorema 3.2.2. Fie (X,d) un spatiuv metric marginit si complet, iar T : X — Py(X)
un operator k-GL, unde k < k(X). Atunci Fix(T) # 0.

Corolarul 3.2.1. Fie (X,d) un spatiu CAT(0) marginit si complet, T : X — X, iar
pentru n € N, fie a, : X — R astfel incit evistd k < /2 cu limsup,_ . a,(7) < k
pentru orice x € X. Daca pentru fiecare z,y € X,

d(T™(x), T"(y)) < an(z)supd(T*(y), z) pentru orice n > 1,
i>0
atunci Fix(T) # 0.
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3. Generalizari ale contractiilor si ale operatorilor neexpansivi

3.2.2 Operatori uniform Lipschitz generalizati folosind matrice
tare ergodice

In aceasta subsectiune studiem alta clasa de operatori care generalizeaza operatori multi-
voci uniform Lipschitz folosind matrice tare ergodice. O matrice de numere reale pozitive
[@n k]nk>1 se numeste tare ergodica daca

(i) lim, e @nr =0 pentru fiecare k > 0;
(i) D p>1 @k =1 pentru fiecare n > 1;

Ideea acestei extensii a operatorilor uniform Lipschitz provine din [31], unde Goérni-
cki a demonstrat un rezultat de punct fix in spatii Hilbert pentru operatori cu iterate
Lipschitz.

Teorema 3.2.3. Fie (X, d) un spativ CAT(0) complet, C' € Py e1e0(X) i T : C — Py(C)
astfel incat pentru fiecare x,y € C si fiecare (z,) € Op(x) exista (y,) € Or(y) cu

d(Tpan, yn) < a(n)d(xp,y) pentru oricen > 1,h > 0,

unde o : N — R. Presupunem, de asemenea, cd [anklnr>1 €ste o matrice tare ergodica
St

. . 2

lim inf 11r1f0 Z anra(k+m) < 2.

n—oo m>
k>1

Atunci Fix(T) # 0.

3.2.3 Operatori asimptotic neexpansivi

In [26], Goebel si Kirk au definit operatorii asimptotic neexpansivi ca extensie naturald a
celor neexpansivi. Fie (X, d) un spatiu metric. Un operator T': X — X este asimptotic
neexpansiv daca exista (k,) C [0,00) cu lim,,_, k, = 0 astfel incat

d(T"™(z), T"(y)) < (1 + k,)d(z,y) pentru fiecare z,y € X si orice n > 1.

Demonstram un rezultat de punct fix in spatii UC pentru o generalizare multivoca
a acestel notiuni.

Teorema 3.2.4. Fie (X,d) un spatiu UC' complet si 6x un modul de converitatea care
este monoton sau semi-continuu inferior la dreapta. Fie C' € Py oy o(X) $iT : C — P(C)
astfel incat pentru fiecare x,y € C' si fiecare (x,) € Op(z) existd (y,) € Or(y) cu

d(Tpihy Yn) < (1 + ky)supd(z;,y)  pentru orice n > 1,h >0,

i>h

unde (k,) C [0,00) cu lim,_ k, = 0. Atunci Fix(T) # 0.
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Capitolul 4

Aspecte geometrice ale spatiilor
geodezice Ptolemeu si puncte fixe

In acest capitol studiem regularitatea spatiilor geodezice Ptolemeu si aplicim rezultatele
obtinute in teoria metrica a punctului fix. Este o intrebare deschisa daca astfel de spatii
care admit in plus un operator de punct mijlociu continuu sunt CAT(0). Demonstram ca
daca impunem o conditie de uniform continuitate asupra unui astfel de operator de punct
mijlociu, atunci aceste spatii, dacd sunt complete, sunt reflexive, iar girurile marginite
au un centru asimptotic unic. In acelagi timp ardatam ca aceste spatii sunt uniform
convexe. Mai mult decat atat, daca spatiul este marginit si presupunem o varianta
mai tare a uniform continuitatii a unui operator de punct mijlociu, atunci modulul de
convexitate nu depinde de raza bilelor. Proprietatile de regularitate demonstrate aici sunt
aplicate pentru a obtine o serie de rezultate de punct fix specifice spatiilor CAT(0). De
asemenea, studiem forme ale inegalitatii Ptolemeu si ale convexitatii Busemann pentru
spatii CAT (k) si punem problema caracterizarii spatiilor CAT (k) folosind aceste notiuni.
Unele dintre rezultatele din acest capitol fac parte din [19].
Un spatiu metric (X, d) se numeste spativ Ptolemeu daca

A, 2)d(y, p) < d(,y)d(z,p) + d(x,p)d(y, 2) pentru fiecare z,y, z,p € X.

Relatia de mai sus este cunoscuta drept inegalitatea Ptolemeu.

Teorema clasica a lui Ptolemeu spune ca in planul euclidian, inegalitatea lui Ptolemeu
are loc cu egalitate dacd si numai daci z, vy, z, p se afld in aceastid ordine pe un cerc. In
cazul spatiilor normate, inegalitatea Ptolemeu are un impact major asupra regularitatii
spatiului. Mai precis, a fost demonstrat in [71] cd un spatiu normat este cu produs scalar
daca si numai daca este un spatiu Ptolemeu.

Inegalitatea Ptolemeu a fost folosita de catre Foertsch si Schroeder in [22] pentru
a studia frontiera la infinit a spatiilor CAT(—1). S-a ardtat ca frontiera unui spatiu
CAT(—1) inzestrata cu o metrici Bourdon sau Hamenstédt este un spatiu Ptolemeu. In
acelagi timp, s-a introdus si o conditie care asigura egalitate in inegalitatea Ptolemeu.
Aceasta proprietate a condus la studiul relatiei dintre spatiile hiperbolice Gromov si cele
CAT(—1) (a se vedea [23] pentru detalii). Avand aceastd motivatie, spatiile Ptolemeu
au fost investigate mai departe in [21]|, unde s-a demonstrat o caracterizare a spatiilor
CAT(0) in termenii inegalititii Ptolemeu.

Spatiile CAT(0) sunt Ptolemeu, dar un spatiu geodezic Ptolemeu nu este neaparat
unic geodezic (a se vedea [21]) si astfel nu poate satisface conditia CAT(0). Cu toate
acestea, s-a aratat in aceeasi lucrare ca un spatiu geodezic Ptolemeu propriu este unic
geodezic, unde conditia de a fi propriu se poate inlocui cu existenta unui operator de
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4. Spatii geodezice Ptolemeu

punct mijlociu continuu. In mod natural, autorii au pus apoi intrebarea inca deschisd
dacd un spatiu geodezic Ptolemeu propriu (sau un spatiu geodezic Ptolemeu cu un
operator de punct mijlociu continuu) este CAT(0).

O consecinta directa a conditiei CAT(0) este faptul ca spatiile CAT(0) sunt Buse-
mann convexe, insa convexitatea Busemann este o proprietate mai slaba decat conditia
CAT(0). Totusi, a fost demonstrat in [21] ca in contextul spatiilor Ptolemeu, convexita-
tea Busemann implica faptul ca spatiul este CAT(0).

Mai mult decat atat, Foertsch si Schroeder au ardtat in [22] cad spatiile geodezice
Ptolemeu proprii sunt, in particular, strict convexe. Drept urmare a acestui rezultat,
autorii au demonstrat ca operatorul proiectie pe submultimi inchise si convexe este univoc
si continuu. Este inca o intrebare deschisa daca aceasta proiectie este neexpansiva ca si
in cazul spatiilor CAT(0).

In Sectiunea 4.1 studiem regularitatea spatiilor geodezice Ptolemeu. Contributiile
noastre sunt structurate in trei subsectiuni. In prima subsectiune cerem putin mai mult
decat continuitatea unui operator de punct mijlociu si aratam cd anumite proprietati
care pana in prezent au fost demonstrate in unele spatii uniform convexe au loc si in
spatii geodezice Ptolemeu. Mai precis, demonstram ca un spatiu geodezic Ptolemeu
complet care admite un operator de punct mijlociu uniform continuu este reflexiv (Te-
orema 4.1.1). Ca o consecintd a acestui rezultat demonstram ca sirurile marginite au
un centru asimptotic unic (Teorema 4.1.2). Dam un exemplu care arata ca proprietatea
de continuitate uniforma impusa asupra unui operator de punct mijlociu este mai slaba
decat convexitatea Busemann (Exemplul 4.1.1). In a doua subsectiune demonstram ci
orice spatiu geodezic Ptolemeu este uniform convex daca admite un operator de punct
mijlociu uniform continuu (Teorema 4.1.3). Ca o consecintd, aratam cd, daca un astfel
de spatiu este in plus marginit, atunci operatorul proiectie pe multimi inchise si convexe
este univoc gi uniform continuu (Propozitia 4.1.1). Introducem apoi o varianta mai tare a
uniform continuitétii a unui operator de punct mijlociu (Definitia 4.1.2) si demonstram ca
si aceastd notiune este mai slaba decat convexitatea Busemann. Concluzionam ca orice
spatiu Ptolemeu marginit ce admite un astfel de operator de punct mijlociu este uniform
convex, iar modulul de convexitate nu depinde de raza bilelor (Teorema 4.1.4). In ultima
subsectiune introducem inegalitatea k-Ptolemeu care este o varianta a inegalitatii Pto-
lemeu pentru spatiile model M?2. Astfel, putem defini spatiile x-Ptolemeu. Ardtam mai
intai ca atunci cand x tinde la zero, aceasta inegalitate devine inegalitatea Ptolemeu
(Propozitia 4.1.2). Justificim de ce spatiile CAT (k) satisfac inegalitatea r-Ptolemeu
(Teorema 4.1.5) si punem in evidenta anumite proprietati ale spatiilor k-Ptolemeu (Pro-
pozitiile 4.1.3, 4.1.4, Observatia 4.1.4). Demonstram ci un spatiu geodezic k-Ptolemeu
(unde £ < 0) care admite un operator de punct mijlociu continuu este unic geodezic
(Teorema 4.1.6). Introducem conceptul de convexitate k-Busemann care este o varianta
a convexitatii Busemann in spatiile CAT (k) si observam ci, atunci cand & tinde la zero,
convexitatea k-Busemann devine cea clasicd Busemann (Propozitia 4.1.5). Aratam ca
un spaftiu x-Busemann convex (avand x < 0) este Busemann convex (Observatia 4.1.5)
si punem problema obtinerii unei caracterizari a spatiilor CAT (k) folosind aceste notiuni
(Observatia 4.1.6).

In Sectiunea 4.2 aplicim rezultatele obtinute in sectiunea anterioard pentru a de-
monstra teoreme de punct fix in spatii geodezice Ptolemeu. Aratam ca multe rezultate
de punct fix cunoscute in spatii CAT(0) pot fi formulate in contextul spatiilor geodezice
Ptolemeu care admit un operator de punct mijlociu uniform continuu. Pornim de la
Teorema lui Kirk (Teorema 4.2.1), continuam cu generalizéari ale contractiilor punctu-
ale, contractiilor asimptotic punctuale si ale operatorilor neexpansivi, si incheiem cu un
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rezultat de punct fix pentru operatori multivoci.

4.1 Regularitatea spatiilor geodezice Ptolemeu

In aceastd sectiune demonstram rezultate asupra regularititii spatiilor geodezice Ptole-

meu. incepem prin a observa cd metrica unui spatiu geodezic Ptolemeu este convexa.
In continuare folosim conceptul de operator de punct mijlociu continuu. Spunem c&

X admite un operator de punct mijlociu continuu daca exista m : X x X — X astfel

incat
d(z,y)

d(x,m(x,y)) = d(y,m(z,y)) = pentru fiecare z,y € X,

sl pentru z,y, ,,y, € X, unde n € N, cu lim,, o d(z,,z) = 0 i lim,, o d(y,,y) = 0
avem ca lim, .o, d(m(x,,y,), m(x,y)) = 0.

In [21], autorii au pus intrebarea, ramasa inca deschisa, daca un spatiu geodezic
propriu (sau, mai general, un spatiu geodezic Ptolemeu cu un operator de punct mijlociu
continuu) este CAT(0). Folosind convexitatea Busemann, au demonstrat ca un spatiu
metric este CAT(0) dacé si numai daca este Ptolemeu gi Busemann convex. Observam ca
un spatiu Busemann convex este unic geodezic, iar singurul operator de punct mijlociu
care poate fi definit este continuu.

4.1.1 Reflexivitate si centre asimptotice

In aceastd subsectiune obtinem noi rezultate legate de regularitatea spatiilor geodezice
Ptolemeu atunci cand se considera o conditie mai restrictiva decat continuitatea asupra
unui operator de punct mijlociu. Incepem cu un rezultat care aratd ci spatiile geodezice
Ptolemeu cu un operator de punct mijlociu uniform continuu sunt reflexive. Reamintim
mali intai urmatoarea notiune.

Definitia 4.1.1. Fie X un spatiu geodezic. Spunem ca X admite un operator de punct
mujlociu uniform continuu daca exista m : X x X — X astfel incdt

d(z,y)
2

d(z,m(z,y)) = d(y,m(z,y)) =

si pentrun € N §i x,, 20 yn, yl, € X cu

pentru fiecare x,y € X,

lim d(x,,z,) =0 ¢ lim d(y,,vy,) =0

avem ca

n—oo

Orice spatiu geodezic Busemann convex admite un operator de punct mijlociu uni-
form continuu. Urmatorul exemplu arata ca exista insa spatii cu un operator de punct
mijlociu uniform continuu, dar care nu sunt Busemann convexe.

Exemplul 4.1.1. Fie X octantul pozitiv al spatiului sferic (S*,d). Atunci X nu este
Busemann convex, dar admite un operator de punct mijlociu uniform continuu.

Deoarece orice spatiu geodezic Ptolemeu cu un operator de punct mijlociu este unic
geodezic, rezulta imediat ca orice spatiu geodezic Ptolemeu cu un operator de punct
mijlociu uniform continuu este, de asemenea, unic geodezic. Demonstram mai jos reflexi-
vitatea spatiilor geodezice Ptolemeu cu un operator de punct mijlociu uniform continuu.
Acest rezultat constituie un instrument cheie in demonstratia Teoremei 4.1.2.
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Teorema 4.1.1. Un spatiu geodezic Ptolemeu complet cu un operator de punct mijlociu
uniform continuu este reflexiv.

Observatia 4.1.1. Pana acum reflexivitatea spatiilor metrice geodezice s-a demonstrat
doar pentru spatii UC. In subsectiunea urmitoare studiem convexitatea uniforms a
spatiilor geodezice Ptolemeu atunci cand se presupun anumite proprietati aditionale de
continuitate asupra unui operator de punct mijlociu. Observam ca aceasta problema se
afli undeva intre ceea ce este cunoscut gi intrebarea deschisd pusa in [21| dacid aceste
spatii sunt CAT(0).

Urmatoarea teorema ocupa un rol important in demonstrarea rezultatelor de punct
fix in spatii geodezice Ptolemeu.

Teorema 4.1.2. Intr-un spatiu geodezic Ptolemeu complet cu un operator de punct mij-
lociu uniform continuu, centrul asimptotic al oricarui sir marginit in raport cu o sub-
mulfime inchisa $i convexa este singleton.

4.1.2 Convexitate uniforma

In aceastd subsectiune studiem convexitatea uniformi a spatiilor geodezice Ptolemeu
atunci cand presupunem conditii aditionale de tip convexitate. Incepem cu rezultatul
urmator pentru spatii geodezice Ptolemeu cu un operator de punct mijlociu uniform
continuu.

Teorema 4.1.3. Un spatiu geodezic Ptolemeu cu un operator de punct mijlociu uniform
continuu e uniform convez.

Observatia 4.1.2. Un spatiu geodezic Ptolemeu propriu este punctual uniform convez.
Observatia 4.1.3. Un spatiu geodezic Ptolemeu compact este uniform convex.

Pentru a intelege relatia dintre spatiile CAT(0) si cele geodezice Ptolemeu cu un
operator de punct mijlociu uniform continuu, ar fi interesant de studiat regularitatea
unui modul de convexitate uniforma. O primé intrebare este aceea dacéa existd un astfel
de modul care nu depinde de raza bilelor.

Corolarul 4.1.1. Fie X un spatiu geodezic Ptolemeu cu un operator de punct mijlociu
uniform continuu. Atunci pentru fiecare € € (0,2] si fiecare R > 0, existd 6(e) € (0,1]
astfel incat este un modul de convexitate pentru orice bila de raza r cu % <r<R.

Studiem in continuare proiectia metrica in cadrul spatiilor Ptolemeu marginite si
complete care admit un operator de punct mijlociu uniform continuu.

Propozitia 4.1.1. Fie X un spatiu geodezic Ptolemeu marginit si complet care admite
un operator de punct mijlociu uniform continuu si fie C € Py ep(X). Atunci proiectia
metrica Po este un operator univoc si uniform continuu.

Am vazut in Corolarul 4.1.1 ca, pentru bile de raza care nu converge la zero sau infinit,
modulul de convexitate nu depinde de raza. O modalitate de a evita aceste doua situatii
extreme este de a considera spatiul marginit si satisfacand urmatoarea proprietate.
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4. Spatii geodezice Ptolemeu

Definitia 4.1.2. Fie X un spatiu geodezic. Spunem ca X admite un operator de punct
mijlociu tare uniform continuu daca exista m : X x X — X astfel incdt

. m(z.y) = d(y, m(z ) = 02

st pentrun € N st @, >0, T, T, Yn, Ys, € X cu

pentru fiecare x,y € X,

lim @, d(z,,2,) =0 i lim p,d(yn,y,) =0

avem ca

n—oo
Evident, un operator de punct mijlociu tare uniform continuu este si uniform conti-
nuu. Este usor de vizut ca un spatiu geodezic Busemann convex admite un operator de
punct mijlociu tare uniform continuu. In acelagi timp exista spatii care au un operator
de punct mijlociu tare uniform continuu, dar care nu sunt Busemann convexe.
Urmatorul rezultat este o consecinta a celor mentionate mai sus.

Teorema 4.1.4. Un spatiu geodezic Ptolemeu marginit cu un operator de punct mijlociu
uniform continuu este uniform convex si admite un modul de convexitate care nu depinde
de raza bilelor.

4.1.3 Versiuni sferice si hiperbolice ale inegalitatii Ptolemeu

In aceastd subsectiune prezentam doui analoage ale inegalititii Ptolemeu pentru spatii
sferice gi hiperbolice. Aceste inegalitati au fost studiate de citre Valentine in [75, 76].
Aici suntem interesati de variante ale acestor inegalita{i pentru spatiile A?. Demonstram
cd aceste inegalitati de tip Ptolemeu sunt satisfacute in spatiile CAT (k) si introducem
versiuni generalizate ale convexitatii Busemann. Punem apoi intrebarea daca se pot
folosi aceste notiuni pentru a da o caracterizare a spatiilor CAT(k) similard cu cea
pentru spatii CAT(0) din [21]. Nu avem un riaspuns la aceastd intrebare, dar includem
rezultate care studiaza aceste notiuni.

Incepem prin a observa ci sfera din E® nu este un spatiu Ptolemeu. Pe de altd parte,
Valentine [75] a aritat ci pentru orice x,vy, z,p € S?,

d(z,z) . d(y,p) d(z,y) . d(zp) d(z,p) . d(y,2)

sin sin < sin sin -+ sin sin

2 2~ 2 2 2 2

Pe baza acestei inegalitati, este imediat ca pentru orice z,y,z,p € M?, unde x > 0,

d(z,2)\/k “in d(y, p)v'r _ i 4 Y)IVE sin d(z,p)\v/k + sin d(z,p)v/k i 2)V/E
2 2 = 2 2 2 2

(4.1)

sin

Un rezultat similar a fost demonstrat in [76] pentru spatii hiperbolice folosind functia
sinus hiperbolic in locul functiei sinus. Mai precis, pentru orice x,y, z, p € H?,

d(z,2) sinh d(yz, ) d(z,y) sinh d(z.p) + sinh d(z,p) sinh d(y2, ?) .

sinh < sinh

Astfel, pentru orice x,y,2,p € M?, unde x < 0,

d(z, 2)vV=k . d(y,p)v—k dz,y)V=r . dzp)V—r
2 2 2 2
d(z,p)v—r . dly,z)v/—k
2 2

sinh sinh

< sinh

+ sinh
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In continuare ne vom referi la inegalitatile (4.1) si (4.2) drept inegalitatea k-Ptolemeu,
valoarea lui £ (mai mica sau mai mare decat 0) facand diferenta intre cele doua cazuri.
Observam ca putem defini inegalitatea 0-Ptolemeu ca fiind inegalitatea clasica Ptole-
meu. Un spafiu k-Ptolemeu este un spatiu metric in care este satisfacuta inegalitatea
k-Ptolemeu. Demonstram mai jos o proprietate de continuitate.

Propozitia 4.1.2. Inegalitatea k-Ptolemeu devine inegalitatea clasica Ptolemeu atunci
cind K tinde la 0.

Demonstram ca spatiile CAT (k) sunt spatii k-Ptolemeu.

Teorema 4.1.5. Fie X un spativ CAT(k) avind diam(X) < w/(2v/k) pentru k > 0.
Atunci X este un spatiu k-Ptolemeu.

In continuare includem proprietiti ale spatiilor geodezice r-Ptolemeu.

Propozitia 4.1.3. Fie X un spativ geodezic k-Ptolemeu, unde k > 0 gi diam(X) <
21 /\/k. Atunci, pentru fiecare x,y,z € X si m un punct mijlociu al unui segment care
uneste pe x sy, avem ca

d(z,m)v/k < 1 1 d(z,z)v/k

2 N §cos —d(x"z)‘/g (sm 2

+ sin

d
<in (z,y)\/ﬁ) .
2
Propozitia 4.1.4. Fie X un spatiu geodezic k-Ptolemeu, unde k < 0. Atunci, pentru
fiecare x,y, z € X si m un punct mijlociu al unui segment care uneste pe x siy, avem ca

Vo 1 1 — —
gopWemyor 1 1 (g dEaVoe o Y)Y
2 2 cosh d(w’yi\/jﬁ 2 9

Observatia 4.1.4. Metrica unui spatiu geodezic x-Ptolemeu, unde x < 0, este convexa.

Teorema 4.1.6. Fie X un spatiu geodezic k-Ptolemeu, unde v < 0, care admite un
operator de punct mijlociu continuu. Atunci X este unic geodezic.

Definim mai jos versiuni generalizate ale convexitatii Busemann. Consideram un
triunghi geodezic avand lungimile laturilor a, b, ¢ si fie m lungimea a unui segment care
uneste puncte mijlocii ale laturilor de lungime a, respectiv b.

Definitia 4.1.3. Fie X un spatiu geodezic cu diam(X) < 7/+/k pentru k > 0. Spunem
ca X este k-Busemann conver dacd

cos (my/k) > 1 + cos (av/k) + cos (by/K) + cos (¢y/K)

avk bk
2 2

pentru k > 0

4 cos CoS

St

1 h (av/— h (by/= h (e /=
cosh (mv/—k) < + cosh (ay/=r) + cosh (by/—k) + cosh (¢y/—k)

pentru k < 0,

4 cosh a*éj” cosh b\/f

unde a,b,c si m sunt ca mai sus.

Convexitatea 0-Busemann se poate defini drept convexitatea Busemann in sensul
clasic. Pe baza definitiei, este clar ca un spatiu CAT (k) (de diametru < 7/y/k pentru x >
0) este k-Busemann convex. De asemenea, un spatiu x-Busemann convex (de diametru
< m/y/k pentru k > 0) este unic geodezic. Demonstram in continuare urméitoarea
proprietate de continuitate.
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Propozitia 4.1.5. Convezitatea k-Busemann devine convezitatea Busemann atunci cind
k tinde la 0.

Observatia 4.1.5. Fie X un spatiu geodezic care este k-Busemann convex pentru x < 0.
Atunci X este Busemann convex.

Observatia 4.1.6. Punem intrebarea dacd se pot caracteriza spatiile CAT (k) folosind
inegalitatea rk-Ptolemeu si convexitatea k-Busemann. Mai precis, este un spatiu geodezic
r-Ptolemeu care este r-Busemann convex un spatiu CAT(k)?

4.2 Puncte fixe in spatii geodezice Ptolemeu

Proprietatile spatiilor geodezice Ptolemeu stabilite in Subsectiunea 4.1.1, in special Te-
orema 4.1.2, ne permit sa demonstram o clasa larga de rezultate de punct fix in acest
cadru. Aici mentionam doar Teorema lui Kirk in spatii geodezice Ptolemeu, cu observa-
tia ca multe rezultate de punct fix a caror demonstratie se bazeaza pe unicitatea centrelor
asimptotice gi pe convexitatea metricii pot fi transpuse in acest context.

Teorema 4.2.1. Fie X un spatiu geodezic Ptolemeu complet cu un operator de punct
miglociu uniform continuu si K € Ppaen(X). Presupunem ca T : K — K este un
operator neexpansiv. Atunci Fix(T') este nevidd, inchisd si convexd.
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Capitolul 5

Puncte reciproc apropiate si
indepartate ale doua multimi si
Teorema Picaturii in spatii geodezice

Fie A si X submultimi nevide, marginite si inchise ale unui spatiu metric (E, d). Problema
de minimizare (resp. maximizare) notata prin min(A, X) (resp. max(A, X)) consta in
a determina (ag, o) € A x X astfel incat d(ag,zo) = inf{d(a,z) :a € A,z € X} (resp.
d(ag, 7o) = sup {d(a,z) : a € A,x € X}). In acest capitol studiem astfel de probleme in
diferite spatii geodezice presupunand conditii diferite asupra celor doua multimi, unde
multimea A este fixd. Includem rezultate generice asupra proprietatii acestor probleme
de a fi bine puse. In plus, analizim situatiile caind una dintre multimi sau ambele sunt
compacte si demonstram rezultate specifice spatiilor CAT(0). Demonstram si o varianta
a Teoremei Picaturii in spatii geodezice Busemann convexe pe care o aplicam pentru a
obtine un rezultat de optimizare pentru functionale convexe. Majoritatea rezultatelor
din acest capitol sunt incluse in [20].

Pentru A € Py(E) (resp. A € Pou(E)) stz € E\ A, problema celui mai apropiat
punct (resp. problema celui mai indepartat punct) al lui x fata de A consta in a determina
un punct ag € A (solutia problemei) astfel incat d(z,ag) = dist(x, A) (resp. d(x,ap) =
Dist(z, A)). Steckin [73] a fost unul dintre primii care a realizat ci, in cazul in care F
este un spatiu Banach, proprietati geometrice precum convexitatea stricta, convexitatea
uniforma, reflexivitatea si altele joaca un rol important in studiul problemelor celor mai
apropiate si indepartate puncte. Contributiile sale au lansat o serie de rezultate numite
“in spiritul lui Steckin” deoarece ideile pe care le-a folosit au fost adaptate de catre
diferiti autori in diverse contexte (a se vedea, de exemplu, [12, 13]). In [73], Steckin a
demonstrat, in particular, ca pentru orice submultime A nevida si inchisd a unui spatiu
Banach uniform convex, complementara multimii punctelor x € E, pentru care problema
celui mai apropiat punct al lui x fata de A are o solutie unica, este de prima categorie
Baire.

In [13], De Blasi, Myjak gi Papini au studiat probleme mai generale decat cele ale
celui mai apropiat gi celui mai indepartat punct. Mai exact, au considerat problema
determinarii a doud puncte care minimizeaza (resp. maximizeaza) distanta dintre doua
submultimi ale unui spatiu Banach. Autorii s-au concentrat asupra proprietatii acestor
probleme de a fi bine puse, adica, a arata unicitatea solutiei si convergenta fiecarui sir de
solutii aproximative citre aceasta solutie (a se vedea Sectiunea 5.3 pentru detalii). De
asemenea, au demonstrat ca daca A este o submultime nevida, marginita si inchisa a unui
spatiu Banach uniform convex F, familia multimilor din Py ., (F) pentru care problema
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de maximizare, max(A, X), este bine pusa este o multime G5 densa in familia P ¢, (E)
inzestratd cu distanta Pompeiu-Hausdorff. Pentru problema de minimizare, min(A, X),
un rezultat similar este demonstrat, unde X apartine unui subspatiu particular al lui
Poereo(E). O sinteza bund legata de aspecte ale problemelor celor mai apropiate respectiv
indepartate puncte in relatie cu proprietati geometrice ale spatiilor Banach poate fi gasita
in [9].

Zamfirescu a initiat in [78] investigarea acestui tip de probleme in contextul spatiilor
geodezice. Mali tarziu, cercetatorii s-au concentrat asupra adaptarii ideilor lui Steckin
[73] in cadrul spatiilor geodezice. In particular, Zamfirescu [79] a demonstrat ci, intr-un
spatiu geodezic complet E fara geodezice care se bifurca, avind o multime compacta si
fixatd A, multimea punctelor x € E, pentru care problema celui mai apropiat punct al
lui  fatd de A are o solutie unica, este de a doua categorie Baire. Motivati de acest
rezultat, Kaewcharoen gi Kirk [36] au ardtat cd dacd F este un spatiu CAT(0) complet
cu proprietatea extensiei geodezicelor si de curbura marginita inferior global, iar A este
o multime inchisad si fixatd, atunci multimea punctelor x € E pentru care problema
celui mai apropiat punct al lui = fatd de A are o solutie unici, este de a doua categorie
Baire. Un rezultat similar a fost demonstrat pentru problema celui mai indepartat punct.
Rezultate foarte recente in contextul spatiilor de curbura marginita inferior global au fost
obtinute in [17], unde autorii au demonstrat teoreme de porozitate care sunt rezultate
mai tari decat cele din [36].

In acest capitol suntem interesati si de rezultatul geometric cunoscut drept Teorema
Picaturii. Versiunea originald a acestei teoreme a fost demonstrata de cdtre Danes [10]
sl este un instrument foarte folosit in analiza neliniard. In plus, este echivalentd cu
Principiul Variational Ekeland si cu Teorema Petalei [65]. In [25], sunt demonstrate
versiuni generalizate ale Teoremei Picaturii si apoi utilizate in demonstratiile diferitor
probleme de minimizare.

Scopul acestui capitol este de a studia in contextul spatiilor metrice geodezice pro-
blema de minimizare (resp. maximizare) a distantei dintre doua multimi, considerata
initial de catre De Blasi, Myjak si Papini in [13] pentru spatii Banach uniform convexe.

La inceputul acestui capitol includem o sectiune preliminara ce contine notiuni si
rezultate cunoscute pe care le folosim in continuare.

Sectiunea 5.2 introduce probleme de cea mai buna aproximare a unui punct fata de
o multime atat in cadrul Banach cat si in cel metric si prezinta rezultate de existenta si
rezultate asupra proprietatii acestor probleme de a fi bine puse.

Sectiunea 5.3 incepe cu probleme de minimizare si maximizare in spatii Banach uni-
form convexe amintind un rezultat demonstrat in [13| legat de proprietatea acestor pro-
bleme de a fi bine puse. Contributiile noastre sunt structurate in doua subsectiuni.
Prima subsectiune demonstreaza o proprietate a invelitorii convexe a reuniunii unei mul-
timi convexe cu un punct in spatii geodezice Busemann convexe (Lema 5.3.1). Majo-
ritatea rezultatelor pe care le demonstram in acest capitol se bazeaza pe aceasta lema.
Fie A o submultime nevida, marginita si inchisa a unui spatiu geodezic, E, care este
Busemann convex, de curbura marginita inferior global si are proprietatea extensiei geo-
dezicelor. Demonstram ca familia submultimilor din Py ., (E), pentru care problema
maximizarii, max(A, X), este bine pusd, este o multime G5 densa in familia P o ., (E)
inzestratd cu distanta Pompeiu-Hausdorff (Teorema 5.3.4). Dam un rezultat similar
pentru problema de minimizare, min(A, X), fard a necesita proprietatea extensiei geo-
dezicelor (Teorema 5.3.3). Aceste rezultate sunt analoage celor obtinute de catre De
Blasi, Myjak si Papini [13] in cadrul spatiilor Banach uniform convexe. Incheiem aceasta
subsectiune concentrandu-ne asupra cazului spatiilor CAT(0) unde geometria bogata a
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acestor spatii este folosita pentru a relaxa anumite conditii legate de proprietatea aces-
tor probleme de a fi bine puse (Propozitia 5.3.3). In cea de-a doua subsectiune incepem
prin a demonstra ca orice spatiu reflexiv Busemann convex este complet (Lema 5.3.3).
Aceasta proprietate este folositda in urmatoarele rezultate unde aratam ca daca presu-
punem conditii de compactitate asupra multimilor, atunci conditia ca spatiul sa fie de
curbura marginita inferior global nu mai este necesara. Discutam atat problema minimi-
zarii (Teorema 5.3.5) cét si pe cea a maximizarii (Teorema 5.3.6) atunci cand inlocuim
conditia asupra curburii cu proprietatea spatiului de a nu avea geodezice care se bifurca
introdusa de catre Zamfirescu in [79]. Obtinem, de asemenea, un corolar in legaturd cu
proprietatea problemei de minimizare de a fi bine pusd in contextul spatiilor CAT(0)
(Corolarul 5.3.1).

In Sectiunea 5.4 demonstram Teorema Picaturii in spatii geodezice Busemann convexe
(Teorema 5.4.2). Utilizam apoi aceasta teorema pentru a studia o problema de optimizare
pentru functionale convexe si continue definite pe spatii geodezice (Teorema 5.4.3). Acest
rezultat este semnificativ deoarece poate fi folosit pentru a deduce rezultate de cea mai
bunéa aproximare ca i consecinte simple ale sale (de exemplu Corolarul 5.4.1).

5.1 Preliminarii

In aceasta sectiune reamintim notiuni si rezultate pe care le folosim in acest capitol si
care nu au fost necesare pana in acest punct.

5.2 Problemele celor mai apropiate si celor mai inde-
partate puncte

Includem in aceasta sectiune rezultate legate de problemele celor mai apropiate si inde-

partate puncte, acordand atentie, in special, existentei solutiilor si proprietatii acestor
probleme de a fi bine puse (a se vedea [17, 12, 36, 73, 79]).

5.3 Probleme de minimizare si maximizare intre doua
multimi

In [13], De Blasi, Myjak si Papini au studiat problema determinirii a doud puncte

care minimizeaza (resp. maximizeaza) distanta dintre doua submultimi ale unui spatiu

Banach. Desi urmatoarele notiuni precum si propozitia de mai jos au fost date initial

in cadrul spatiilor Banach, ele pot fi introduse in contextul spatiilor metrice geodezice

(sau chiar a celor metrice). In aceasta sectiune, dacd nu se mentioneaza altceva, E este

un spatiu metric geodezic complet. La fel ca si in [13], pentru X,Y € Py o(E) si o > 0,
consideram multimile

Axy =inf{d(z,y):x € X,y €Y}, puxy =sup{d(z,y):z€ X,y Y},

Lxy(o) ={x € X :dist(z,Y) < Axy + 0},
Mxy(O') = {ZL‘ € X DlSt({L',Y) Z Uxy — 0'}.

Problema de minimizare (resp. mazimizare) notata prin min(X,Y’) (resp. max(X,Y))
consta in determinarea (zg,yy) € X X Y (solutia problemei) astfel incat d(zo,yo) = Axy
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(resp. d(xo,%0) = pxy). Un gir (x,,y,) din X x Y pentru care d(x,,y,) — Axy (resp.
d(xp, yn) — pxy) se numeste sir minimizant (resp. mazximizant). Problema min(X,Y)
(resp. max(X,Y)) este bine pusd dacd are o solutie unicd (xg,79) € X X Y si pentru
fiecare sir minimizant (resp. maximizant) (z,,y,) avem ci z, — o §i Yo — Yo. In
continuare, dam o caracterizare a proprietéatii problemelor min(X,Y") (resp. max(X,Y))
de a fi bine puse.

Propozitia 5.3.1 (De Blasi, Myjak, Papini [13|). Fie (E,d) un spatiu metric geodezic
complet si X, Y € Py q(E). Problema min(X,Y) (resp. max(X,Y")) este bine pusa daca
st numai dacd

inf diam (Lxy (o)) =0 i ir;% diam (Ly x(0)) =0,

>0

(resp. 11;% diam (Mxy(0)) =0 si 11;% diam (My x (o)) = 0).

Pentru a enunta rezultatele demonstrate in [13], considerdam E un spatiu Banach
uniform convex, A € Py (F) si

Plfcl,cv(E) = {X € 7Db,cl,cv(-E) : >\AX > O}

Atunci, (P, . (E), H) este un spatiu metric complet. Urmitoarele rezultate de mini-
mizare gi maximizare au fost date in [13].

Teorema 5.3.1 (De Blasi, Myjak, Papini [13]). Fie E un spatiu Banach uniform convex
si A€ Pyu(E). Atunci,

{X € Plioo(E) : min(A4, X) este bine pusd}
este o mulfime G5 densa in Pyl .,(E).

Teorema 5.3.2 (De Blasi, Myjak, Papini [13]). Fie E un spatiu Banach uniform convex
si A€ Pyu(E). Atunci,

{X € Pyac(E) : max(A, X) este bine pusa}
este o mulfime Gs densd in Py co(E).

In urmatoarele doua subsectiuni studiem probleme de minimizare si maximizare intre
multimi in spatii metrice geodezice particulare.

5.3.1 Rezultate in spatii Busemann convexe de curbura margi-
nita inferior global

Incepem aceastd subsectiune prin a da o estimare pentru dist(y, X), unde X € Py (E),
x' € E astfel incat dist(2’, X) > 0 si y € ¢o(X U{2'}). Este ugor de vazut ca intr-
un spatiu metric geodezic Busemann convex, dist(y, X) < dist(2’, X)) pentru fiecare
y € co(X U{z'}) cuy #2’. Imbunititim aceastd margine superioari in felul urmétor.

Lema 5.3.1. Fie E un spatiu metric Busemann convezr si X € Py (E). Presupunem
ca «' € E astfel incat dist(a’, X') > 0. Atunci, pentru orice y € ¢o (X U {2'}),

dist(2’, X)
dist(2’, X') 4+ diam(X)

dist(y, X) < dist(2', X) — d(z',y). (5.1)
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Enuntim mai jos o proprietate a spatiilor Banach care a fost folosita in [13] pentru a
demonstra probleme de minimizare gi maximizare intre doua multimi in spatii Banach.

Propozitia 5.3.2 (De Blasi, Myjak, Papini [13]). Fie E un spatiu Banach, X €
Poerer(E) sie,r > 0. Atunci exista 0 < 19 < r astfel incdt pentru orice u € E cu
dist(u, X) > r st pentru orice 0 < 7 < 19 avem cd

diam(Cly (7)) <€,

unde
Cxu(T) = [eo(X U{u}p)]\ [X + (dist(u, X) —7)B(0,1)].
Urmatoarea lema este o varianta in cadrul metric a propozitiei de mai sus.

Lema 5.3.2. Fie E un spatiu metric Busemann convezr si X € Ppo(E). Pentrur >0,
¥ e E cudist(x’, X)>r sineN cul/n<r definim

C, =t (X U{z'})\ | Bla,dist(2’, X) — 1/n).

zeX

Atunci, sirul (diam(C,,)) converge la 0 uniform in raport cu x’ € E pentru care dist(z', X) >
r.

Pentru a prezenta rezultatele noastre principale, introducem urmatoarele notatii. Fie
A € Pyo(F) fixata. Atunci, notdm Ax = Axa $i pux = pixa pentru X € Py o(E). Casi
in [13], consideram

,Plfcl,cv(E) - {X € Pb,cl,cv(E) : )\X > O}

Inzestrata cu distanta Pompeiu-Hausdorff, ng‘cl’cv(E) este un spatiu metric complet daca
E este Busemann convex.

Demonstram cele doua rezultate principale ale acestei subsectiuni, care sunt analoage
in cadrul geodezic ale Teoremelor 5.3.1 si 5.3.2.

Teorema 5.3.3. Fie E un spatiu metric complet Busemann convex de curbura marginita
inferior global de k < 0. Presupunem ca A € Py q(E). Atunci,

Winin = {X € Pfcl’CU(E) : min(A, X) este bine pusd}
este o mulfime G5 densa in P, .,(E).

Teorema 5.3.4. Fie E un spatiu metric complet Busemann convexr cu proprietatea ex-
tensiei geodezicelor si de curbura marginitd inferior global de k < 0. Presupunem ca

AePpa(E). Atunci,
Winae = {X € Pracw(E) : max(A, X) este bine pusa}
este o multime Gs densd in Py co(E).

Incheiem aceast# subsectiune cu o caracterizare a proprietitii problemei min(X,Y)
de a fi bine pusa in spatii CAT(0) complete. Demonstram ca, in urmétorul context
particular, conditiile din Propozitia 5.3.1 pot fi relaxate.

Propozitia 5.3.3. Fie E un spatiu CAT(0) complet, X € Poaew(E) §iY € PpalE).
Problema min(X,Y") este bine pusd dacd si numai dacd

inf diam (Ly x (o)) = 0.

o>0
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5.3.2 Rezultate utilizand compactitatea

In aceastd subsectiune studiem aceleagi probleme, dar modificim anumite conditii pe
care le impunem in rezultatele noastre. Mai precis, ne concentram asupra situatiei
cand multimea A este compacta. Aratam ca in aceasta ipoteza, putem slabi conditiile
asupra spatiului geodezic de la a fi de curbura marginita inferior global la a nu avea
geodezice care se bifurca. Totusi, in prima teorema avem nevoie sa adaugam conditia de
reflexivitate asupra spatiului. Tncepem cu urmatoarea proprietate a spatiilor geodezice
reflexive Busemann convexe.

Lema 5.3.3. Fie (E,d) un spatiu metric reflexiv Busemann convex. Atunci E este
complet.

Teorema 5.3.5. Fie E un spatiuv metric reflexiv Busemann convex fara geodezice care
se bifurca. Presupunem ci A € P.,(E). Atunci,

Winin = {X € Pfcl?w(E) : min(A, X) este bine pusd}
este o mulfime G5 densa in Pl ., (E).

Corolarul 5.3.1. Fie E un spatiu CAT(0) complet fara geodezice care se bifurca. Pre-
supunem ca A € P(E). Atunci,

Winin = {X € 'ng‘cl’CU(E) : min(A, X) este bine pusd}
este o mulfime G5 densa in Pl ., (E).

Observatia 5.3.1. Demonstratia Teoremei 5.3.5 se bazeazd pe faptul ca problema
min(A, X) are intotdeauna o solutie. De fapt, reflexivitatea spatiului este folosita in
principal pentru a asigura aceasta conditie. De aceea, este natural sa punem intrebarea
daca este posibil sa renuntam la conditia ca problema sa aiba o solutie.

In continuare ne concentram asupra problemei de maximizare pentru A compacti.
Pentru a urma aceeasi directie de argumentare ca si in rezultatul precedent, avem nevoie
ca problema max(A, X) si aibd o solutie. Dar, in |70], a fost demonstrat ci intr-un
spatiu Banach reflexiv, distanta maxima de la un punct la o multime marginita, inchisa
si convexa se atinge daca si numai daca spatiul este finit dimensional. Acesta este
motivul pentru care este natural sa impunem conditia de compactitate asupra multimii
X in rezultatul nostru de mai jos.

Teorema 5.3.6. Fie E un spatiu geodezic complet fara geodezice care se bifurca si cu
proprietatea extensiei geodezicelor. Presupunem ca A € P,(E). Atunci,

Winaz = {X € Pp(E) : max(A, X) este bine pusa}
este o multime G5 densa in Pe,(E).

Observatia 5.3.2. In ceea ce priveste problema max(A, X), unde multimea fixata A
este compacta, punem urmatoarea intrebare: este

Winaz = {X € Pepev(E) : max(A, X) este bine pusa}

o multime Gy densa in Py, (E)? Teorema Hopf-Rinow (a se vedea Propozitia 3.7,
Capitolul 1.3 din [5]) afirmi cd dacd E este complet si local compact, atunci este pro-
priu. Astfel, daca spatiul este in plus local compact si Busemann convex, atunci putem
raspunde afirmativ la intrebare.
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5.4 Teorema Picaturii in spatii Busemann convexe

In [10], Danes a demonstrat urmitorul rezultat geometric cunoscut drept Teorema Pi-
caturii.

Teorema 5.4.1 (Drop Theorem). Fie (E, || - ||) un spatiu Banach si A € Py(E) astfel
incat inf{||z|| : x € A} > 1. Atunci existd a € A astfel incdt

co(B(0,1)U{a}) N A={a}.

Denumirea acestei teoreme provine de la faptul cd multimea co (B(0,1) U {a}) a fost
numita picatura. Echivalente ale acestui rezultat sau ale versiuni generalizate ale sale cu
alte teoreme fundamentale din analiza neliniara, precum si aplicatii sunt discutate, de
exemplu, in [25, 65].

In aceastd sectiune demonstram o varianti a Teoremei Piciturii in cadrul spatiilor
metrice Busemann convexe.

Teorema 5.4.2. Fie (E,d) un spatiu metric complet Busemann convex si fie A € Py(E)
st B € Ppacw(E) astfel incat Ay > 0. Presupunem ca € > 0. Atunci exista a € A astfel
Incat

(i) dist(a, B) < Aap +€;
(ii) o (BU{a}) N A = {a};
(iii) z, — a pentru orice gir (z,) din co (B U {a}) cu dist(x,, A) — 0.

Ca si aplicatie a acestei versiuni a Teoremei Picaturii, obtinem o analoaga a unui
rezultat de optimizare demonstrat de Georgiev (a se vedea Teorema 4.2 din [25]) in
contextul spatiilor Banach. Pentru a enunta acest rezultat, avem nevoie sa introducem
anumite notiuni care pot fi gasite in [25].

Fie (E,d) un spatiu metric complet, f : E — R o functionala semi-continua inferior
care este marginita inferior, si A € Py u(F). Problema de minimizare, notata prin
min(A, f), constd in determinarea unui xy € A (solutia problemei) astfel incat f(xy) =
inf{f(z) : z € A}

Pentru o > 0, fie

Lag(o) = {x ceE:f(x) < ingf(y) + o si dist(z, A) < 0}.
ye

Problema min(A, f) este bine pusa in sensul Levitin-Polyak (a se vedea [55, 68]) daca

ing diam (L ¢(0)) = 0.

o>

Aceasta proprietate este echivalenta cu cerinta ca problema si aiba o solutie unica zy € A

si orice gir (x,) din E converge la xy daca f(z,) — f(xo) si dist(z,, A) — 0.
Urmatoarea lema este o varianta similara a Lemei 4.1 din [25] pentru spatii metrice

geodezice.

Lema 5.4.1. Fie E un spatiu geodezic, X € Py(E) si f : E — R continua si convexd.
Pentru ¢ € R, fie A ={x € E: f(x) < c}. Presupunem ca existd z € E astfel incdt
f(2) < c. Atunci, pentru fiecare € > 0, exista § > 0 astfel incat dist(x, A) < € pentru
orice v € X cu f(x) <c+9.
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Demonstram urmatorul rezultat de optimizare.

Teorema 5.4.3. Fie E un spatiu metric complet Busemann convex si fie f : E — R o
functionala continud, convexd, marginita infertor pe multimi marginite si care satisface
una dintre urmatoarele conditii:

(1) inf:cGE f([)?) = 0,

(i) exista zg € E astfel incat f(zo) = infuep f(x) si orice sir (x,) din E converge la 2
dacd f(zn) — f(z0).

Atunci,
Winin = {X € Py (E) : min(X, f) este bine pusa in sensul Levitin-Polyak}
este o multime Gs densd in Py co(E).

Teorema 5.4.3 nu este doar interesanta in sine, ci este si importanta deoarece diverse
rezultate de cea mai buni aproximare rezultd ca simple consecinte ale acesteia. Incheiem
prezentarea noastra derivand o astfel de consecinta care este, de fapt, o extensie a unui
rezultat demonstrat in [11].

Corolarul 5.4.1. Fie E un spatiu metric complet Busemann convex siy € E. Atunci,
Winin = {X € Preo(E) : min(y, X) este bine pusa}

este o multime Gs densd in Py co(E).
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