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INTRODUCERE

O istorie a studiului echivalentelor si dualitatilor induse de perechi de functori
adjuncti, ca topic important in teoria modulelor, are ca punct de pornire anii ’50.
Atunci, Morita [38] si Azumaya [6] au demonstrat cateva rezultate importante care
generalizeaza cateva proprietati clasice ale modulelor peste inele de matrici peste
corpuri, respectiv dualitatea clasica pentru spatii vectoriale. Rezultatele lor caracter-
izeaza:

(1) o echivalenta intre doua categorii de module drepte (stangi) peste doud inele ca
fiind reprezentata de functorii Hom covariant si tensor, indusi de un bimodul balanced
care este un progenerator, si

(2) o dualitate intre subcategorii de module drepte gi module stangi peste doua in-
ele, ca fiind reprezentate de catre functorii contravarianti Hom indusi de un bimodule
balanced care este un cogenerator injectiv in ambele parti.

Studiul echivalentelor si dualitatilor a dezvoltat concepte importante in teoria mod-
ulelor, ca modul tilting (introdus de catre Brenner si Butler [17]), modul star (introdus
de catre Menini gi Orsatti [36]), respectively modul cotilting (introdus de catre Colby
[20] si Happel [31]) si modul costar (introdus de catre Colby si Fuller [22]). Pentru
un studiu aprofundat corespunzator acestor subiecte ne referim la cartiile [23] si [51]
precum si la articolele [21], [25], [52], [53] si [54]. Toate aceste notiuni mentionate
sunt folosite de multi cercetatori pentru a generaliza rezultatele clasice demonstrate
de catre Morita si Azumaya.

Acest tip de studiu este deasemenea folositor intr-un context mult mai general, pen-
tru a aplica aceste rezultate si la alte tipuri de categorii. De exemplu, Castano-Iglesias,
Goémez-Torrecillas gi Wisbauer au aplicat studiul perechilor de functori adjuncti intre
categorii Grothendieck la categorii de module graduate si la categorii de comodule
[19]. Marcus si Modoi [35] au folosit alte tipuri de echivalente pentru a studia categorii
de module graduate. Colpi [24], Gregorio [30] §i Rump [47] au construit o teorie gen-
erala a obiectelor tilting in diverse categorii. Recent, Bazzoni [7] a considerat cateva
categorii particulare de fractii (care nu au, in general, sume directe infinite), iar Breaz
8], [10] a studiat functorii i echivalentele intre categorii similare de fractii pentru a

aplica aceste rezultate la categoria grupurilor abeliene si a quasi-omomorfismelor [1].
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Oricum, pornind cu o pereche de functori adjuncti intre categorii abeliene, in par-
ticular categorii Grothendieck, putem construi alte perechi de functori adjuncti. Este
bine de stiut daca conceptele dezvoltate pentru categorii de module au loc si in
acest caz. De exemplu Castano-Iglesias, Gémez-Torrecillas si Wisbauer [19] au ex-
tins studiul echivalentelor induse de functorii Hom covariant gi tensor la categorii
Grothendieck, iar Castano-Iglesias [18] a demonstrat ca notiunea de modul costar
poate sa fie extinsa la categorii Grothendieck.

Urmarind acest punct de vedere, in aceasta teza vom extinde notiuni gi vom gen-
eraliza cateva rezultate de la categorii de module la categorii abeliene, pornind de la
o pereche de functori (adjuncti) F : A = B : G intre categorii abeliene. Mai precis,
pe de o parte, daca functorii considerati sunt contravarianti si adjuncti la dreapta
atunci vom extinde studiul dualitatilor induse de functorii contravarianti Hom, iar
pe de alta parte, daca functorii considerati sunt covarianti i G este un adjunct la
stanga pentru F, atunci vom extinde studiul echivalentelor induse de functorii Hom
covariant si tensor.

Teza este structurata in doua capitole, fiecare continand mai multe sectiuni, pe
care le vom prezenta in continuare:

Capitolul 1. Dualitati induse de functori adjuncti. Acest capitol, dedicat
studiului dualitatilor, este format din cinci sectiuni, dupa cum urmeaza:

1.1 Introducere, in care vom prezenta cadrul de lucru gi vom da exemple de perechi
de functori aditivi contravarianti care sunt adjuncti la dreapta.

1.2 Preliminarii, care este dedicat prezentarii notiunilor de baza si a rezultatelor
de baza folosite pe parcursul acestui capitol. De exemplu sunt date si demonstrate
proprietati ale clasei add(X), pentru un obiect X, i deasemenea sunt date si demon-
strate caracterizari ale termenilor reflexivi ale unor siruri scurte exacte. Majoritatea
rezultatelor pot fi gasite in [15], [16] si [41].

1.3 Obiecte Costar. Finitistic-1-F-cotilting, in care mai intai caracterizam
situatia cand I' este U-w-ms-exact printr-o dualitate intre subcategorii pline ale lui
A ¢i B. Apoi, vom introduce o noua versiune a notiunii de obiect costar, similar
cu cea introdusa de catre Colby si Fuller in categoriile de module gi vom demonstra

deasemenea un rezultat care caracterizeaza aceasta notiune. In final, prezentam doua
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rezultate, unul dintre ele inspirat de un articol al lui Wisbauer [54], iar celalalt rezul-
tat este o generalizare a [12, Theorem 2.8] la categorii abeliene. Exceptand ultimul
rezultat, care este demonstrat in [16], toate celelalte rezultate ale acestei sectiuni sunt
date si demonstrate in [15].
1.4 Rezolutii dominante, in care vom introduce notiunile de rezolutii dominante si
vom da o teorema generala pentru categorii abeliene care dezvolta anumite dualitati
induse de o pereche de functori contravarianti adjuncti la dreapta. Vom folosi acest
rezultat pentru a generaliza cateva dualitati cunoscute obtinute de catre Wakamatsu
[50] si de catre Breaz [12]. Deasemenea, este introdusa notiunea de obiect finitistic-
n-F-cotilting si este caracterizata aceasta notiune cu ajutorul unei dualitati. Toate
rezultatele acestei sectiuni sunt publicate in [41].
1.5 Categoria add(U)-coplex , in care este definita notiunea de add(U)-coplex,
pentru un obiect reflexiv U, gi este deasemenea definita categoria add(U)-coplexelor.
Apoi, pornind de la perechea de functori F : A 2 B : G, definim o noua pereche de
functori (FY, GY) si vom ariita ci aceastd noud pereche de functori induce o dualitate.
Aceasta dualitate este o generalizare a dualitatii date de catre Faticoni [27, Cap. 9].
Capitolul 2. Echivalente induse de functori adjuncti. Acest capitol, focusat
pe studiul echivalentelor induse de o pereche de functori aditivi covaranti ce sunt
adjuncti, este structurat astfel:
2.1 Introducere, in care prezentam cadrul in care vom lucra si vom da exemple de
perechi de functori aditivi si covarianti, intre anumite categorii, care sunt adjuncti.
2.2 Preliminarii, in care sunt prezentate notiuni si rezultate de baza ce urmeaza a
fi folosite pe tot parcursul capitolului. Ne referim aici la [42].
2.3 Proprietati de inchidere in raport cu factorii f-Faithful, in care suntem
interesati de proprietiti de inchidere ale unor subcategorii pline A si B astfel incat
restrictiile F : A 22 B : G sd induci o echivalentd. Un prim rezultat important este
Propozitia 2.3.3, unde caracterizam situatia cand B este inchisa la factorii faithful
printr-o proprietate de inchidere a lui A si printr-o proprietate de exactitate a lui
F. Cel mai important rezultat este Teorema 2.3.4, unde caracterizam situatia cand
F: A2 B:G este o echivalenta cu clasa B inchisa la factorii #-faithful. Apoi, acest

rezultat este aplicat pentru proprietati de inchidere ale unor clase construite pornind
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de la add(V'), unde V' = F(U), pentru un obiect static U. In continuare, continuim
si dezvoltam acest studiu, setand o nouad conditie asupra lui A. Vom obtine noi
versiuni ale rezultatelor prezentate anterior i apoi aplicam aceste noi rezultate la
clasa particulara add(V'). Toate aceste rezultate prezentate aici pot fi gasite in [42]
si [43].

In final ag vrea sa mentionez ca, pentru teoria categoriilor ne referim la cartile [32],
[37], [44], [45], pentru teoria modulelor ne referim la cartile [4], [46], [48]. Deasemenea,
ne referim pentru teoria modulelor graduate la [34] si [40]. Alte carti la care ne referim
si care sunt folositoare pentru studiul care se gaseste in aceasta teza sunt [11], [13].

Sunt cu adevarat recunoscator domnului profesor Andrei Marcus pentru indrumarea
si suportul privind munca mea si ag vrea sa multumesc si domnului profesor Simion
Breaz pentru tot sprijinul constant si rabdarea pe care a avut-o , amandoi avand un
rol crucial in finalizarea acestei teze. Consideratiile mele se indreapta si catre depar-
tamentul de algebra, pentru ajutorul pe care I-am primit din partea lor. Deasemenea

as vrea sa 1i multumesc lui Anca, sotia mea, pentru rabdarea si suportul oferit.

Doctorand

Flaviu Pop
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1. DUALITATI INDUSE DE FUNCTORI ADJUNCTI

1.1. Introducere. Fie A si B categorii abeliene si fie F : A &= B : G o pereche de
functori aditivi si contravarianti care sunt adjuncti la dreapta, adica exista izomorfis-

mele naturale

nxy : Hom (X, G(Y)) - Homg(Y, F(X)),

pentru orice X € A si pentru orice Y € B. Transformariile naturale asociate

adjunctiei la dreapta nx y sunt definite astfel:

0:1a— GF, dx = 155 (lreo) si € 1s = FG, & = gy (Lae)):

Un obiect X se numegte d-faithful (respectiv, (-faithful) daca dx (respectiv, (x) este
un monomorfism si vom nota prin Faiths (respectiv, Faith;) clasa tuturor obiectelor
d-faithful (respectiv, (-faithful). Mentionam ca exista autori folosesc termenul de
torsionless in locul lui faithful. Un obiect X se numesgte d-reflexiv (respectiv, (-
reflexiv) daca dx (respectiv, (y) este un izomorfism i vom nota prin Refls (respectiv,
Refl;) clasa tuturor obiectelor d-reflexive (respectiv, (-reflexive).

Mentionam ca functorii contravarianti F gi G sunt exacti la stanga. Mai mult,
transformariile naturale 0 si (, asociate perechii de functori considerate, satisfac iden-

titatiile

F(dx) o (p(x) = lrx) pentru orice X € A

G(Cy) o dc(vy = lg(y) pentru orice Y € B.

In plus, restrictile lui F si G la clasele obiectelor reflexive induc o dualitate F :
Refls = Refl; : G. Mai mult, daca F : A & B : G este o dualitate atunci A C Refl;
si B C Refl; ([51, Theorem 47.11]).

Reamintim ca prin add(X) am notat clasa tuturor sumanziilor directi ai sumelor
directe finite de copi ale lui X. Presupunem ca pe parcursul acestui capitol toate

subcategoriile considerate sunt izomorf inchise.
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1.2. Preliminarii. Pe parcursul acestui capitol, consideram o pereche de functori
aditivi gi contravarianti F : A & B : G care sunt adjuncti la dreapta, intre categoriile
abeliene A si B. Deasemenea, consideram in acest capitol un obiect d-reflexiv U cu

F(U) = V.

Lema 1.2.1. Urmatoarele afirmatii au loc:
(a) V este C-reflexiv;
(b) add(U) C Refls si add(V') C Refl;;
(c) F(add(U)) = add(V) st G(add(V)) = add(U);
(d) Daca V' este un obiect proiectiv in B atunci add(V') C Proj(B) (aici nu este

necesar ca U sa fie 0-reflexiv).
Observatia 1.2.2. Din Lema 1.2.1, avem F(add(U)) = add(V), add(U) C Refls si
G(add(V)) = add(U), add(V') C Refl;. Rezulta ca
F:add(U) 2 add(V) : G
este o dualitate. Izomorfismele naturale corespunzatoare acestei dualitati sunt:

® §: loaqu) — GF, adica restrictia lui 0 : 14 — GF la clasa add(U);
o (: luaav) — FG, adica restrictia lui ¢ : 13 — FG la clasa add(V).

Lema 1.2.3. Urmatoarele afirmatii au loc:
(a) F(A) C Faith, gi G(B) C Faiths;
(b) Clasele Faiths gi Faithe sunt inchise la subobiecte.

Lema 1.2.4. Daci 0 — X 5V %5 Z 5 0 este un sir exact in A atunci unicul

morfism «, pentru care urmatoarea diagrama cu randuri exacte

0 — X L,y Ly — 0
. l
0 — GmE() 22 ar(y) £ Gr(2)
este comutativa este dat de formula o = G(o) o dx, unde F(f) = o o7 este descom-

punerea canonica.

Acum vom da cateva caracterizari ale termenilor reflexivi a sirurilor exacte scurte.

In cazul categoriei de module, aceste leme pot fi gasite in [28].
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Lema 1.2.5. Fie 0 » X 5V % 7 = 0 un sir exact cu 'Y € Refls si F(f) un

epimorfism. Atunci X € Refls daca si numai daca Z € Faithy.

Lema 1.2.6. Fie 0 » X -5 Y -5 Z = 0 un gir exact cu'Y € Refls si Z € Faithy.
Atunci F(f) este un epimorfism daca i numai daca ImF(f) € Refl,.
Cu alte cuvinte, F este exact in raport cu sirul considerat daca st numai daca

ImF(f) este un obiect (-reflexiv.

Lema 1.2.7. Fie0 = X 5V 57 =0 un sir exact cu'Y € Refls si Z € Faithy.

Atunci Z € Refls daca si numai daca GF(g) este un epimorfism.

Lema 1.2.8. Fie0 = X 5V 57 =0 un sir ezact cu'Y € Refls si Z € Faithy.

Atunci X € Refls daca si numai daca GF(f) este un monomorphism.

Fie A un obiect in A. Vom spune ca Y este finit-A-generat daca exista un epi-
morfism A" — Y — 0, pentru un intreg pozitiv n. Notam prin gen(A) clasa tuturor
obiectelor finit- A-generate. Vom spune ca Y este finit-A-prezentat daca exista un gir
exact A™ — A" — Y — 0, pentru intregii pozitivi m si n. Notam prin pres(A) clasa
tuturor obiectelor finit- A-prezentate. Vom spune ca X este finit-A-cogenerat daca ex-
ista un monomorphism 0 — X — A" pentru un intreg pozitiv n. Notam prin cog(A)
clasa tuturor obiectelor finit-A-cogenerate. Vom spune ca X este finit-A-coprezentat
daca exista un gir exact 0 - X — A™ — A", pentru intregii pozitivi m si n. Notam

prin cop(A) clasa tuturor obiectelor finit-A-coprezentate.

Lema 1.2.9. Un obiect X € A este 6-faithful cu F(X) € gen(V') daca si numai dacd

exista un monomorphism f : X — U™ astfel incat F(f) este un epimorfism.

Notam prin copg(U) clasa tuturor obiectelor X € A pentru care exista un gir exact
0—=X—=U"—Z —0cuZ € Faiths. Vom spune ca F este U-w-ms-exact daca este

exact in raport cu sirurile exacte scurte 0 - X — U™ — Z — 0 cu Z € Faiths.

Lema 1.2.10. Daca F este U-w-m¢-exact atunci au loc urmatoarele afirmatii:

(a) Cy este un epimorfism, pentru orice Y € gen(V);

(b) gen(V') N Faith, C Refl,.
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1.3. Obiecte Costar. Finitistic-1-F-cotilting.

Lema 1.3.1. Daca F este U-w-mp-exact atunci urmatoarele afirmatii au loc:
(a) cops(U) C Refls;
(b) F(cops(U)) < gen(V).

Acum vom caracteriza situatia cand F este U-w-m-exact, printr-o dualitate indusa

de pereche de functori considerata F : A = B : G.

Teorema 1.3.2. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) F este U-w-m¢-exact;
(a) ! 7

(b) F : cops(U) = gen(V) N Faith, : G este o dualitate.

In 2001, Colby si Fuller au introdus notiunea de modul costar, care este duala
notiunii de modul star, si caracterizeaza aceasta notiune. Inspirati de munca lor,
definim notiunea de obiect costar, care extinde la categorii abeliene notiunea de modul
costar.

Vom spune ca tripletul ® = (U, F,G) este costar (sau, U este un obiect costar

relativ la F gi G) daca
F : F'(gen(V)) N Faiths = gen(V) N Faith, : G

este o dualitate.

Acum vom da conditii echivalente pentru ca tripletul © sa fie costar.

Teorema 1.3.3. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) © este costar;
(b) (1) F:cops(U) = gen(V) N Faith; : G este o dualitate;
(2) cops(U) = F~1(gen(V)) N Faiths;
(c) (1) 6x este un epimorfism, pentru orice X € F~(gen(V));
(2) Cy este un epimorfism, pentru orice Y € gen(V);

(d) F pastreaza exactitatea unui sir exact de forma
0=-X—=U"=2Z—=0

daca st numai daca Z € Faiths.
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Urmatorul rezultat descrie un alt tip de dualitati induse de o pereche de functori
contravarianti adjuncti la dreapta. Daca are loc in contextul clasic al functorilor

contravarianti indusi de un modul @), atunci Wisbauer a numit acest modul f-cotilting

(see [54]).

Teorema 1.3.4. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) F:cog(U) = gen(V) NFaith, : G este o dualitate;

(b) (1) cog(U) = cop;(U);
(2) F este U-w-mg-ezxact.

Urmatorul rezultat este o extindere la categorii abeliene a rezultatului [12, Theorem

2.8).

Teorema 1.3.5. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) F :cog(U) = pres(V) N Faith¢ : G este o dualitate;
(b) (1) cog(U) = cop(U);

(2) F este exact in raport cu sirurile exacte scurte
0=X—=U"=2—=0

cu Z € cog(U).

Vom spune ca obiectul U este finitistic-1-F-cotilting daca satisface conditiile de la
(b) din Teorema anterioara. Deci, Teorema 1.3.5 caracterizeaza obiectele finitistic-1-

F-cotilting cu ajutorul unei dualitati.

1.4. Rezolutii Dominante. Pentru parcursul acestei sectiuni fixam un intreg pozi-
tiv n.

Acum vom defini notiunile de rezolutii dominante (finite), folosind terminologia lui
Wakamatsu [50]. Fie C o clasa in A.
Un sir exact

0—>X—)A0—>A1—>
in A se numeste rezolutie-C-dominanta-stanga a lui X daca A; € C pentru toti i > 0

si cu girul indus

= F(A)) = F(4)) - F(X)—0
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deasemenea exact. Notam prin cog*(C) clasa tuturor obiectelor X € A care au o
rezolutie-C-dominanta-stanga.
Un sir exact
0—-X—-4 A - —=A4,1—A4,
in A se numeste n-rezolutie-C-dominanta-stanga pentru X daca A; € C pentru toti

i = 0,n si cu sirul indus
F(A,) = F(A,-1) —» - = F(4;) - F(4)) - F(X) =0
deasemenea exact. Notam prin n-cog*(C) clasa tuturor obiectelor X € A pentru care
exista o n-rezolutie-C-dominanta-stanga.
Un sir exact

o= By =+ By—=Y —=0

in A se numeste rezolutie-C-dominanta-dreapta pentru Y daca B; € C pentru toti

1 > 0 si cu sirul indus

0—=FY)—F(By) —F(B) —...
desemenea exact. Notam prin gen*(C) clasa tuturor obiectelor Y € A care au o
rezolutie-C-dominanta-dreapta.

Un sir exact

B,—+B,1—-—=B —-By—=Y =0

in A se numeste n-rezolutie-C-dominanta-dreapta a lui Y daca B; € C pentru toti

i = 0,n iar sirul indus
0—-FY)—FBy) —»FB)—- = FB,1) = F(B,)

dasemenea exact. Notam prin n-gen*(C) clasa tuturor obiectelor Y € A pentru care
exista o n-rezolutie-C-dominanta-dreapta.

Rezultatul principal al acestei sectiuni este urmatoarea teorema:
Teorema 1.4.1. Daca C C Refly atunci
F : n-cog*(C) = n-gen*(F(C)) NRefl; : G

este o dualitate.
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In continuare vom aplica Teorema 1.4.1, setand C cu clase particulare, pentru a
obtine generalizari ale unor dulitati cunoscute.

Cazul C = add(U). Setand C = add(U) avem, din Lema 1.2.1, ca C C Refl; si
F(C) = add(V). Acum Teorema 1.4.1 devine:

Corolar 1.4.2. Functorii F si G induc urmatoarea dualitate:
F : n-cog*(add(U)) = n-gen*(add(V')) N Refl; : G.

Cu ajutorul lui Lema 1.2.10, daca F este U-w-7y-exact, avem urmatoarea egalitate
n-gen*(add(V')) N Refly = n-gen*(add(V')) N Faith,.

Corolar 1.4.3. Daca I este U-w-m¢-exact, atunci
F : n-cog*(add(U)) = n-gen*(add(V')) N Faith, : G

este o dualitate.

Teorema 1.4.4. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) F : F~}(n-gen*(add(V))) N Faiths = n-gen*(add(V)) N Faith; : G este o
dualitate;
(b) (1) F:n-cog*(add(U)) = n-gen*(add(V')) N Faith, : G este o dualitate;
(2) n-cog*(add(U)) = F~(n-gen*(add(V))) N Faiths;
©

)
) 0x este un epimorphism, pentru orice X € F~(n-gen*(add(V)));
(2) ¢y este un epimorphism, pentru orice Y € n-gen*(add(V')) N Faith,;

Mai mult, daca au loc afirmatiile de mai sus atunci are loc:

(d) F este exact in raport cu girurile exacte scurte
0=X—=>Y =20

cuY € add(U) si Z € F~!(n-gen*(add(V))) N Faiths.

Deasemenea avem urmatoarea teorema care caracterizeaza dualitatea din Corolarul
1.4.3 in cazul n = 0. Reamintim ca cops(U) reprezinta clasa tututror obiectelor

X € A pentru care exista un gir exact scurt 0 - X — U™ — Z — 0 cu Z € Faiths.

Teorema 1.4.5. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:



DUALITATI SI ECHIVALENTE INDUSE DE FUNCTORI ADJUNCTI 12

(a) (1) F:0-cog*(add(U)) = 0-gen*(add(V')) N Faith, : G este o dualitate;

(b)

(1)

(2) F este U-w-mg-exact.

(1) F: cops(U) = 0-gen*(add(V')) N Faith, : G este o dualitate;
(2)

2) 0x este un epimorphism, pentru orice X € 0-cog*(add(U)).

Pentru restul acestei sectiuni, presupunem ca B are destule proiective. Fie B € B.

O rezolutie proiectiva

=P —=F =Y =0

a lul Y se numeste finit-add(B)-generata daca P; € add(B) pentru toti ¢ > 0. Vom
nota prin gen®(add(B)) clasa tuturor obiectelor Y € B care au o rezolutie proiectiva
finit-add(B)-generata.

O rezolutie proiectiva
=P, =P —= =P =-F =Y =0

a lui Y se numeste n-finit-add(B)-generata dacd P; € add(B) pentru toti i = 0, n.
Vom nota prin n-gen®(add(B)) clasa tuturor obiectelor Y € B care au o rezolutie
proiectiva n-finit-add(B)-generata.

Deasemenea notdm prin R/G functorul derivat la dreapta de ordin j al lui G. Con-

sideram urmatoarele clase ortogonale:
LB ={Y € B| R’G(Y) =0, pentru toti 0 < j < n}

si
1B={Y € B|R'G(Y) =0, pentru toti j > 1}.

Daca V este proiectiv in B, atunci are loc egalitatea
n-gen*(add(V)) = =<"B N n-gen®(add(V)).
Din Corolarul 1.4.2, obtinem urmatorul rezultat:

Corolar 1.4.6. Daca V este un obiect proiectiv in B, atunci
F : n-cog*(add(U)) = ~<"B N n-gen*(add(V)) N Refl; : G

este o dualitate.
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Folosind corolarul de mai sus, vom obtine urmatoarele dualitati, care sunt gen-
eralizari ale [50, Proposition 4.1 si Theorem 4.2] la categorii abeliene. Acum vom
presupune ca ambele categorii abeliene A gi B au destule proiective. Deasemenea
consideram clasa perpendiculard * A = {X € A | R/F(X) = 0, pentru toti j > 1},

unde R’F este functotul derivat la dreapta de ordin j al Iui F.

Corolar 1.4.7. Presupunem ca V este un obiect proiectiv in B. Fie A un obiect
0-reflexiv si proiectiv in A. Atunci:

(a) F: cog*(add(U)) = +BNgen®(add(V)) NRefl; : G este o dualitate;

(b) G : cog*(add(F(A))) = tANgen*(add(A)) N Refls : F este o dualitate.

Corolar 1.4.8. Presupunem ca V este un obiect proiectiv in B. Fie A un obiect

d-reflexiv si proiectiv in A. Atunci
F:+AnNgen®*(add(A)) Ncog*(add(U)) =
= BN gen®(add(V)) N cog*(add(F(A))) : G
este o dualitate.

Finitistic-n-F-cotilting. Fie A un obiect in A.

Vom spune ca X este n-finit-A-coprezentat daca exista un sir exact
0= X — A™ 5y A™ _y ... _y AMn—2 —>Am"*1,

unde toti my sunt intregi pozitivi. Notam prin n-cop(A) clasa tuturor obiectelor
n-finit- A-coprezentate. In particular, 1-cop(A) = cog(A) si 2-cop(A) = cop(A).

Vom spune ca Y este n-finit-A-prezentat daca exista un sir exact
AMnmt 5 A2 s 5 AT 5 AT 5 Y 0,

unde toti my sunt intregi pozitivi. Notam prin FP,(A) clasa tuturor obiectelor n-
finit- A-prezentate. In particular, FPy(A) = gen(A) si FPy(A) = pres(A).

Un obiect A se numeste n-w;-F-exact daca orice sir exact scurt din 4 de forma
00— X > A" - Z — 0, cu Z € n-cop(A), ramane exact prin aplicarea lui F. Un
obiect A se numeste finitistic-n-F-cotilting daca A este n-ws-F-exact si n-cop(A4) =
(n+ 1)-cop(A).

Reamintim ca este presupus faptul ca B are destule proiective.
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Lema 1.4.9. Presupunem ca U este finitistic-n-F-cotilting. Daca X € n-cop(U)

atunci exista un sir evact lung
0=-X —=U" —U™ —U™ — ...
cu sirul indus
...— FU™) — FU™) — FU™) —FX)—0
deasemenea exact.

Presupunem c& V = F(U) este un obiect proiectiv in B. Setam C = {U* | k € N*}.
Rezulti ci C C Refl; si F(C) = {V* | k € N*).

Lema 1.4.10. Daca U este finitistic-n-F-cotilting, atunci avem:
(a) n-cog*(C) = n-cop(U);
(b) n-gen*(F(C)) NRefle = +<"BNFP(,41)(V) N Faith,;
(¢) n-gen*(F(C)) NRefle = BN FP(,41)(V) N Faith,.

Pentru urmatorul rezultat, nu este necesar ca categoria abeliana B sa aiba destule

proiective.

Propozitia 1.4.11. Daca C C Refls, atunci urmatoarele afirmatii au loc:
(a) Daca X € Refls cu F(X) € n-gen*(F(C)) atunci X € n-cog*(C);
(b) Daca n-gen*(F(C)) N Faith, C Refl; atunci F este exact in raport cu girurile
eracte scurte

05X v 2720

cuY € C g1 Z € Refls N F~ 1 (n-gen*(F(C))).

Avand in vedere Propozitia 1.4.11 si deoarece n-gen*(F(C)) = *<"BNFP,41)(V),

unde C = {U* | k € N*},avem urmaitorul corolar:

Corolar 1.4.12. Fie X € Refl; astfel incat F(X) € +<"B N FPy1y(V). Atunci
X € (n+1)-cop(U).

Urmatoarea teorema este o generalizare a lui [12, Theorem 2.7].
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Teorema 1.4.13. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente pentru un obiect U € Refls
cu F(U) =V obiect proiectiv in B i pentru un intreg pozitiv n:

(a) U este finitistic-n-F-cotilting;
(b) F:n-cop(U) = +<"BNFP,41)(V) N Faithe : G este o dualitate;
(¢) F:n-cop(U) 2 +*BNFP(41)(V) NFaithe : G este o dualitate.
1.5. Categoria add(U)-coplex. Prin Comp 4 vom nota categoria tuturor complexelor
din A. Deasemenea, vom nota prin H,(C) homologia de rang n a lui C, pentru un
complex C € Comp 4 si pentru un intreg n. Pentru proprietati de baza ale categoriei
Comp 4 ne referim la [46, Chapter 10]. Pe parcursul acestei sectiuni presupunem ca
categoria abeliana B are destule proiective. Deasemenea presupunem ca V' = F(U)
este un obiect proiectiv in B.

Consideram un obiect A € A.

Definitia 1.5.1. Un complex
CICD&CH&CQgC‘g&)...

din A se numeste add(A)-coplex (sau, semi-rezolutie-dominanta-add(A)-dreapta) daca
urmatoarele conditii sunt satisfacute:
(1) Cx € add(A), pentru toti & > 0;
(2) Complexul indus
FC): ... " roy) " Ry "B R0 " R (0)

este un gir exact in B.

Definitia 1.5.2. Fie C si C' doua add(A)-coplexe in 4. Un sir de morfisme f =
(fo, f1, f2, f3,...), unde fr € Homy(Cy, C}), se numeste aplicatie lant intre add(A)-

coplexele C si C' daca urmatoarea diagrama este comutativa

o1 o2 o3 04
Co Ch Cy Cs
Jo 1 P f3
ol oh o ol
' ' ! '
Co Ch Cy 3

adica fy o oy = oy, o f,_,, pentru toti intregii £ > 1.
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Definitia 1.5.3. Fie C si C" doua add(A)-coplexe.

(a) Fie f = (fo, f1, f2, f3,-..) : C — C’ o aplicatie lant intre add(A)-coplexele C
si C'. Vom spune ca f este nul-homotopica (sau, f este homotopica cu zero) daca
existd, pentru toti k£ > 1, morfismele s; : Cy, — C}_; In A astfel incat:

(1) fx = Sk+10 Ok41 + 0}, © Sg, pentru toti intregii k& > 1;
(2) fo=s100;.
Sirul s = (s, s9, S3, ... ) se numeste o homotopie a lui f (sau, o homotopie intre f gi

0). Morfismele sunt ilustrate in urmatoarea diagrama:

o1 a2 g3 g4
Co & Cs Cs
fo o st fios2 fo o s3 I3 7,54':
Sl = ob & a’é # o
/ ! ! /
Co a & Cy

Conditia ca s sa fie o homotopie a lui f afirma ca fiecare aplicatie verticala este suma
laturilor paralelogramului care o contine.

(b) Fie f = (fo, fi, fo, f3,.-.) : C = C"¢i g = (90,691,92,93,--.) : C = C" doua
aplicatii lant. Vom spune ca f si g sunt homotopice (sau, f este homotopica cu g),

notat f ~ g, daca

f_gz(f0—90>f1—91,f2—927f3—93,...):C—>C’

este o aplicatie lant nul-homotopica. O homotopie intre f — g si 0 este deaseme-
nea numita o homotopie intre f si g. Relatia de homotopie ” ~ 7 este o relatie
de echivalenta pe multimea aplicatiilor lant f : C — C’. Notam prin [f] clasa de
homotopie (echivalenta) a lui f.

(c¢) Vom spune ca C si C' au acelasi tip de homotopie daca exista doua aplicatii

la’n)g f = <f07f17f27f37"') :C _>Cl §1 g= (90791792ag3a"') :C, — C astfel incat

[gof] = [(gooangl Of17920f27930f3a“')] = [(100’101710271037"')] = [10]

[fogl=1[(foogo, fiog, facga, fsogs,...)| = [(lcy, 1er, 1y, 1ey, - - - )] = [Ler]-

Acum definim categoria add(A)-coplexelor, notata prin add(A)-coplex, astfel:
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e Obiectele consta in clasa tuturor add(A)-coplexelor C;
e Morfismele [f] : C — C’, consta in multimea tuturor claselor de homotopie ale

aplicatiilor lant f : C — C’. Mai precis,
Homaqd(a)-copiex(C; C') = {[f] | f : C — C' este o aplicatie lant}

Lema 1.5.4. Fie C : Cp =5 ¢ =2 ¢y 25 05 25 ... un complex in A cu

Cy € add(U), pentru toti k > 0. Atunci urmatoarele afirmatii au loc:

(a) C este un add(U)-coplex daca si numai daca F(C) este o rezolutie proiectivd
finit-add(V')-generata a lui Hy(F(C));

(b) Daca f,g : C — C' sunt aplicatii lant homotopice intre complexeele C si C',
atunct Ho(F(f)) = Ho(F(g))-

Definitia 1.5.5. Definim functorul FV : add(U)-coplex — gen®(add(V)) dupd cum

urmeaza:

e Pe obiecte: FY(C) = Hy(F(C)), pentru orice C € add(U)-coplex;
e Pe morfisme: FU([f]) = Hyo(F(f)), pentru orice [f] € add(U)-coplex.

Teorema 1.5.6. Functorul FU este un functor contravariant bine definit.

Definitia 1.5.7. Definim functorul GU : gen®(add(V)) — add(U)-coplex astfel:

e Pe obiecte. Fie Y € gen®(add(V)). Atunci Y are o rezolutie proiectiva finit-
add(V')-generata

PY)=... 2 P2 p 2 p 2y o

Aplicand functorul G rezolutiei proiective P(Y'), avem urmatorul complex in

A

G(P(Y)) = G(R) “¥ G(P) “B 6(r) “ ..

Deoarece P(Y') este finit-add(V')-generata, avem ca P, € add(V), pentru orice

k >0, si, deoarece ¢ : l,qq(v) — FG este un izomorfism natural, urmatoarea
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diagrama este comutativa cu aplicatiile verticale izomorfisme

(93 82 81
P(Y)I P2 Pl PO

Py Cpy

FG(0s) FG(ds)

FG(01)
FG(P)

FG(P(Y)) = ...

G(P)

FG(Ry)

Deoarece sirul de sus este un sir exact, rezulta ca sirul de jos este exact. Din
Lema 1.2.1, G(Py) € add(U), pentru orice k > 0. Astfel G(P(Y)) este un
complex in A cu toti termenii G(P;) € add(U) i cu girul indus F(G(P(Y)))
exact. Atunci G(P(Y)) este un add(U)-coplex. Luam

GY(Y) := G(P(Y)) € add(U)-coplex.

Pe morfisme. Fie ¢ € Homgepe (ada(v))(Y,Y”). Deoarece Y € gen®(add(V)), Y

are o rezolutie proiectiva finit-add(V')-generata
PY)=.. 2 P2 p 2 p 2 p By .
Deoarece Y’ € gen®(add(V)), Y are o rezolutie proiectiva finit-add(V')-generata
ol oL o

PY)=... 255 P B Sy o

Deoarece ¢ € Homgene (ada(vy) (Y, Y”), avem ¢ € Homp(Y,Y”), deci ¢ se ridica

la o aplicatie lant,

f (...,fg,fg,fhf()) P(Y) —>P(Y/),

ca in diagrama urmatoare

04 03 02 o1 Ao

P P, P Py Y 0
f3 f2 f1 fo ¢

8/ / 8/ / 8/ / 8/ / 8/

f Pé 3 P2/ 2 Pll 1 Pé o v/ 0

Aplicand functorul G aplicatiei lant f, obtinem o aplicatie lant in A

G(f) = (G(fo0), G(f1), G(f2), G(f3),-..) : G(P(Y")) = G(P(Y))
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ilustrata in diagrama de mai jos

G(8) G(8)) G(8L) G(8))
G(P)) ——— G(P)) G(P}) ——— G(P}) —
G(fo) G(f1) G(f2) G(f3)
G(01) G(02) (93) G(04)
G(F) G(P1) G(F) G(P3)

Deoarece G(P(Y)) si G(P(Y”)) sunt add(U)-coplexes, rezulta ca [G(f)] este un
morfism in add(U)-coplex, adica [G(f)] € Homada(v)-coplex(G(P(Y")), G(P(Y))).

Luam
GU(gb) = [G(f)] S Homadd(U)-coplex(GU(Y,)a GU(Y)>

Teorema 1.5.8. Functorul GY : gen®(add(V)) — add(U)-coplex este un functor

contravariant bine definit.

Fie H : A — B un functor aditiv si contravariant. Atunci, pentru orice pereche de
obiecte X, Y € A, H induce o aplicatie Hx y : Hom4(X,Y) — Homg(H (Y), H(X)),
definita prin Hxy(a) := H(a).

e Vom spune ca H este faithful, daca aplicatia Hx y este injectiva, pentru orice
pereche de obiecte X,Y € A.

e Vom spune ca H este full, daca aplicatia Hx y este surjectiva, pentru orice
pereche de obiecte X,Y € A.

e Vom spune ca H este dense, daca satisface urmatoarea conditie, notata prin

(#):
Pentru orice obiect Y € B, exista un obiect X € A

[

si un izomorfism H(X) =Y.

Teorema 1.5.9. Functorul FV : add(U)-coplex — gen®(add(V)) este full, faithful i
satisface conditia (#).

Teorema 1.5.10. Functorul G : gen®(add(V)) — add(U)-coplex este full, faithful
si satisface conditia (#).

Teorema 1.5.11. Functorii FV si GV induc urmdtoarea dualitate

FY : add(U)-coplex 2 gen®(add(V)) : GV
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2. ECHIVALENTE INDUSE DE FUNCTORI ADJUNCTI

2.1. Introducere. Pe parcursul acestui capitol, consideram o pereche de functori
aditivi gi covarianti F : A 2 B : G intre doua categorii abeliene astfel incat G este

un adjunct la stanga pentru F, adica exista izomorfismele naturale
ox.m : Hom4(G(X), M) — Homp(X,F(M)),

pentru orice M € A si pentru orice X € B. Aceste izomorfisme naturale induc doua

transformari naturale

¢ : GF — 14, definita prin ¢y, = @E(lMLM(lF(M))

0 :1p — FG, definita prin 0x = ox cx)(lax))-

Mentionam ca F este exact la stanga, iar G este exact la dreapta. Mai mult, sunt

satisfacute identitatiile:

F(énr) 0 Opary = 1ry

dax) 0 G(0x) = lgx),

pentru orice M € A si pentru orice X € B. Deasemenea presupunem ca toate
subcategoriile considerate sunt izomorf inchise.

Un obiect M € A (respectiv, X € B) se numeste ¢-faithful (respectiv, 0-faithful)
daca ¢y (respectiv, fx) este un monomorfism. Notam prin Faithy (respectiv, Faithy)
clasa tuturor obiectelor ¢-faithful (respectiv, f-faithful). Un obiect M € A (respectiv,
X € B) se numeste ¢-generat (respectiv, 0-generat) daca ¢y (respectiv, fx) este un
epimorfism. Notam prin Gen, (respectiv, Geng) clasa tuturor obiectelor ¢-generate
(respectiv, f-generate). Un obiect M € A (respectiv, X € B) se numeste F-static
(respectiv, F-adstatic) daca ¢, (respectiv, fx) este un izomorfism. Notam prin Statp

(respectiv, Adstaty) clasa tuturor obiectelor F-statice (respectiv, F-adstatice).



DUALITATI SI ECHIVALENTE INDUSE DE FUNCTORI ADJUNCTI 21

2.2. Preliminarii. In urmatoarea lema, dam proprietati de inchidere ale claselor

definite in sectiunea 2.1. Aceasta lema este folosita foarte des in acest capitol.

Lema 2.2.1. Urmatoarele afirmatii au loc:
(a
(b

) F(A) C Faithy st G(B) C Geny;
)
c) Clasa Geny este inchisa la factori;
)
)

F(Statg) = Adstatr si G(Adstatg) = Statg;
(
(d

(e) Statp gi Adstatg sunt inchise in raport cu sumele directe finite si in raport cu

Clasa Faithg este inchisa la subobiecte;

sumanzit directi.
Mai mult, daca U este un obiect F-static cu F(U) =V atunci:
(f) add(U) C Statg si add(V) C Adstatg,
(g) F(add(U)) = add(V) si G(add(V)) = add(U).

Corolar 2.2.2. Daci 0 — X 5 Y %5 Z — 0 este un sir exact in B, atunci
ImG(f) = KerG(g) € Gen,.

Lema 2.2.3. Dacd 0 — K L5 M —%5 N = 0 este un sir exact in A, atunci unicul

morfism 3, pentru care urmdatoarea diagramd cu randuri exacte

GR(K) Y% ar(v) £ GImF(g) —— 0
¢Kl J{QSM lﬁ
0 —s K L5 v N — 0

este comutativa, este dat de formula f = ¢y o G(o), unde w si o provin din descom-

punerea canonicd a lui F(g).

Lema 2.2.4. Daci 0 — X L5V %% Z 5 0 este un sir exact in B, atunci unicul

morfism «, pentru care urmatoarea diagramda cu randuri exacte
0 — X sy 45 z —0
N
0 —— F(ImG(f)) —2 FG(Y) 2% FG(2)
este comutativa este dat de formula o = F(m) o 0x, unde 7 $i o provin din descom-

punerea canonica a lui G(f).
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In continuare vom enunta cateva leme ce caracterizeaza termenii F-statici (respec-

tiv, F-adstatici) ai sirurilor scurte exacte.

Lema 2.2.5. Fie 0 - K i) M -2 N =0 un sir scurt exact in A, cu M € Statp

si F(g) un epimorfism. Atunci K € Gen, daca si numai daca N € Statp.

Lema 2.2.6. Fie0 = K L M %5 N = 0 un gir scurt exact in A, cu M € Statp

si K € Geng. Atunci F(g) este un epimorfism daca st numai daca ImF(g) € Adstaty.

Lema 2.2.7. Fie0 = K L5 M 5 N = 0 un gir scurt exact in A, cu M € Statp

si K € Gen,. Atunci K € Statp daca si numai daca GF(f) este un monomorfism.

Lema 2.2.8. Fie 0 - K L) M -2 N =0 un sir scurt exact in A, cu M € Statp

si K € Gen,. Atunci N € Statp daca si numai daca GF(g) este un epimorfism.

Lema 2.2.9. Fie 0 —» X 5V %% 7 = 0 un gir scurt exact in B, cu'Y € Adstatg

si G(f) un monomorfism. Atunci Z € Faithy daca si numai daca X € Adstaty.

Lema 2.2.10. Fie0 = X 5V %5 Z 50 un sir scurt exact in B, cu'Y € Adstatg

si Z € Faithg. Atunci G(f) este un monomorfism daca si numai daca ImG(f) =
KerG(g) € Statp.

Lema 2.2.11. Fie0 = X 5V %5 Z 5 0un gir scurt exact in B, cu'Y € Adstatg

si Z € Faithy. Atunci Z € Adstaty dacd i numai daca FG(g) este un epimorfism.

Lema 2.2.12. Fie 0 — X 5 Y %% Z = 0 un sir scurt exact in B, cu Y €
Adstatp gi Z € Faithy. Atunci X € Adstatp daca si numai daca FG(f) este un

monomorphism.

Daca M este un obiect in A, atunci obiectul Im(¢ys) se numeste F-soclul lui M
si este notat prin Sg(M). Daca X este un obiect in B, atunci obiectul Ker(fx) se
numeste F-radicalul Iui X si este notat prin Rp(X).

Din identitatiile F(oar) o Oy = Irau) si dax) © G(0x) = lax), avem ca Or),

G(fx) sunt monomorfisme si F(érr), dc(x) sunt epimorfisme.

Lema 2.2.13. Fie M € A si X € B. Urmatoarele afirmatii au loc:
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(a) Daca i : Sp(M) — M este incluziunea canonica atunci F(i) : F(Sp(M)) —
F(M) este un izomorfism;
(b) Daca q : X — X/Rp(X) este epimorfismul canonic atunci G(q) : G(X) —
G(X/Rp(X)) este un izomorfism.

Lema 2.2.14. Fie M € A si Y € B. Urmatoarele afirmatii au loc:

(a) Daca K este un subobiect al lui M, cu K € Geny, atunci K este un subobiect
al lut Sp(M);

(b) Daca X este un subobiect al lui Y, cu Y/X € Faithy, atunci Rp(Y) este un
subobiect al lui X,

(¢) Daca f : X — Y este un monomorfism, adica X este un subobiect al lui

Y ,astfel incat G(f) =0, atunci X este un subobiect al lui Rp(Y).

Lema 2.2.15. Daca M € A si X € B, atunci:

Observatia 2.2.16. Daca M € A si X € B atunci:

(i) Sp(M) este cel mai mare subobiect ¢-generat al lui M;

(ii) Rp(X) este cel mai mic subobiect al lui X astfel incat X/Rp(X) € Faithy.

Lema 2.2.17. Fie M € A i1 X € B. Atunci:

(a) Daca M € Geng, atunci M/Sp(M) € Geny;
(b) Daca X € Faithy, atunci Rp(X) € Faithy.

2.3. Proprietati de inchidere in raport cu factorii #-faithful.

Propozitia 2.3.1. Fie Y un obiect F-adstatic. Atunci urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(a) Daca Z este un factor O-faithful al lui Y, atunci Z € Adstatg;

(b) Daca 0 — K SN G(Y) L N — 0 este un sir ezact in A cu K € Geng,

atunci F(g) este un epimorfism.
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Corolar 2.3.2. Fie Y un obiect F-adstatic care satisface conditiile echivalente ale
rezultatului anterior. Daca K € Geny este un subobiect al lui G(Y') atunci G(Y)/K

este F-static.

Propozitia 2.3.3. Fie F: A= B: G o echivalentd intre subcategoriile pline aditive
A si B ale lui A si B, respectiv. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) B este inchisd la factorii 0-faithful;
(b) (1) A este inchisd in raport cu factorii modulo subobiecte ¢-generate;
(2) F este exact in raport cu sirurile exacte scurte 0 — K LML N0

cuM€Z§iKEGen¢.

Teorema 2.3.4. Fie By o subcategorie plina aditiva a lui B constand in obiecte F-
adstatice si fie Ay = G(By). Fie B clasa tuturor factorilor O-faithful ale obiectelor
din By si fie A= {M/K | M € Ay, K € Geny}. Atunci urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

(a) F: A= B: G este o echivalentd si clasa B este inchisd la factorii 0-faithful;

(b) B C Adstaty;

(c) Daci 0 — K -1 M %5 N = 0 este un sir exact in A, cu M € Ay si

K € Geny, atunci F(g) este un epimorfism.

Aplicatie. Cazul add(U).

Fie U € Statg cu F(U) = V. Daca setam By = add(V') avem, conform lemei 2.2.1, ca
By C Adstaty si Ay = add(U). Este usor de verificat ca B = gen(V) N Faithy. Mai
mult, in aceste setdri, putem vedea ci A = {M/K | M € add(U), K € Geng}.

Corolar 2.3.5. Fie U € Statg cu F(U) = V. Fie B* = gen(V') N Faithy i fie A* =
{M/K | M € add(U), K € Gengy}. Atunci urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) F: A* = B*: G este o echivalenta si B* este inchisa la factorii 0-faithful;
(b) B* C Adstaty;
(¢) Daca 0 — K T M 45 N = 0 este un sir exact in A cu M € add(U) si
K € Geny, atunci F(g) este un epimorfism;
(d) Daca 0 — K L Un S5 N 0 este un sir exact in A cu K € Geng, atunci

F(g) este un epimorfism.
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Corolar 2.3.6. Fie A si B subcategorii pline aditive ale lui A si B, respectiv. Fie
U€cAcuFU)=V. Presupunem cd V¥ € B, pentru toti intregii pozitivi k. Fie
B* = gen(V) N Faithy si fie A* = {M/K | M € add(U), K € Geng}. Dacd F: A=
B : G este o echivalentd cu B inchisd la factorii 0-faithful, atunci F : A* = B* : G

este o echivalenta cu B* inchisa la factorii 0-faithful.
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