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FLAVIU POP

Contents

Introducere 1
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Introducere

O istorie a studiului echivalenţelor şi dualităţilor induse de perechi de functori

adjuncţi, ca topic important ı̂n teoria modulelor, are ca punct de pornire anii ’50.

Atunci, Morita [38] şi Azumaya [6] au demonstrat câteva rezultate importante care

generalizează câteva proprietăţi clasice ale modulelor peste inele de matrici peste

corpuri, respectiv dualitatea clasică pentru spaţii vectoriale. Rezultatele lor caracter-

izează:

(1) o echivalenţă ı̂ntre două categorii de module drepte (stângi) peste două inele ca

fiind reprezentată de functorii Hom covariant şi tensor, induşi de un bimodul balanced

care este un progenerator, şi

(2) o dualitate ı̂ntre subcategorii de module drepte şi module stângi peste două in-

ele, ca fiind reprezentate de către functorii contravarianţi Hom induşi de un bimodule

balanced care este un cogenerator injectiv ı̂n ambele părţi.

Studiul echivalenţelor şi dualităţilor a dezvoltat concepte importante ı̂n teoria mod-

ulelor, ca modul tilting (introdus de către Brenner şi Butler [17]), modul star (introdus

de către Menini şi Orsatti [36]), respectively modul cotilting (introdus de către Colby

[20] şi Happel [31]) şi modul costar (introdus de către Colby şi Fuller [22]). Pentru

un studiu aprofundat corespunzător acestor subiecte ne referim la cărţiile [23] şi [51]

precum şi la articolele [21], [25], [52], [53] şi [54]. Toate aceste noţiuni menţionate

sunt folosite de mulţi cercetători pentru a generaliza rezultatele clasice demonstrate

de către Morita şi Azumaya.

Acest tip de studiu este deasemenea folositor ı̂ntr-un context mult mai general, pen-

tru a aplica aceste rezultate şi la alte tipuri de categorii. De exemplu, Castaño-Iglesias,

Gómez-Torrecillas şi Wisbauer au aplicat studiul perechilor de functori adjuncţi ı̂ntre

categorii Grothendieck la categorii de module graduate şi la categorii de comodule

[19]. Marcus şi Modoi [35] au folosit alte tipuri de echivalenţe pentru a studia categorii

de module graduate. Colpi [24], Gregorio [30] şi Rump [47] au construit o teorie gen-

erală a obiectelor tilting ı̂n diverse categorii. Recent, Bazzoni [7] a considerat câteva

categorii particulare de fracţii (care nu au, ı̂n general, sume directe infinite), iar Breaz

[8], [10] a studiat functorii şi echivalenţele ı̂ntre categorii similare de fracţii pentru a

aplica aceste rezultate la categoria grupurilor abeliene şi a quasi-omomorfismelor [1].
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Oricum, pornind cu o pereche de functori adjuncţi ı̂ntre categorii abeliene, ı̂n par-

ticular categorii Grothendieck, putem construi alte perechi de functori adjuncţi. Este

bine de ştiut dacă conceptele dezvoltate pentru categorii de module au loc şi ı̂n

acest caz. De exemplu Castaño-Iglesias, Gómez-Torrecillas şi Wisbauer [19] au ex-

tins studiul echivalenţelor induse de functorii Hom covariant şi tensor la categorii

Grothendieck, iar Castaño-Iglesias [18] a demonstrat că noţiunea de modul costar

poate sa fie extinsă la categorii Grothendieck.

Urmărind acest punct de vedere, ı̂n această teză vom extinde noţiuni şi vom gen-

eraliza câteva rezultate de la categorii de module la categorii abeliene, pornind de la

o pereche de functori (adjuncţi) F : A � B : G ı̂ntre categorii abeliene. Mai precis,

pe de o parte, dacă functorii consideraţi sunt contravarianţi şi adjuncţi la dreapta

atunci vom extinde studiul dualităţilor induse de functorii contravarianţi Hom, iar

pe de altă parte, dacă functorii consideraţi sunt covarianţi şi G este un adjunct la

stânga pentru F, atunci vom extinde studiul echivalenţelor induse de functorii Hom

covariant şi tensor.

Teza este structurată ı̂n două capitole, fiecare conţinând mai multe secţiuni, pe

care le vom prezenta ı̂n continuare:

Capitolul 1. Dualităţi induse de functori adjuncţi. Acest capitol, dedicat

studiului dualităţilor, este format din cinci secţiuni, după cum urmează:

1.1 Introducere, ı̂n care vom prezenta cadrul de lucru şi vom da exemple de perechi

de functori aditivi contravarianţi care sunt adjuncţi la dreapta.

1.2 Preliminarii, care este dedicat prezentării noţiunilor de bază şi a rezultatelor

de bază folosite pe parcursul acestui capitol. De exemplu sunt date şi demonstrate

proprietăţi ale clasei add(X), pentru un obiect X, şi deasemenea sunt date şi demon-

strate caracterizări ale termenilor reflexivi ale unor şiruri scurte exacte. Majoritatea

rezultatelor pot fi găsite ı̂n [15], [16] şi [41].

1.3 Obiecte Costar. Finitistic-1-F-cotilting, ı̂n care mai ı̂ntâi caracterizăm

situaţia când F este U -w-πf -exact printr-o dualitate ı̂ntre subcategorii pline ale lui

A şi B. Apoi, vom introduce o nouă versiune a noţiunii de obiect costar, similar

cu cea introdusă de către Colby şi Fuller ı̂n categoriile de module şi vom demonstra

deasemenea un rezultat care caracterizează această noţiune. În final, prezentăm două
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rezultate, unul dintre ele inspirat de un articol al lui Wisbauer [54], iar celălalt rezul-

tat este o generalizare a [12, Theorem 2.8] la categorii abeliene. Exceptând ultimul

rezultat, care este demonstrat ı̂n [16], toate celelalte rezultate ale acestei secţiuni sunt

date şi demonstrate ı̂n [15].

1.4 Rezoluţii dominante, ı̂n care vom introduce noţiunile de rezoluţii dominante şi

vom da o teoremă generală pentru categorii abeliene care dezvoltă anumite dualităţi

induse de o pereche de functori contravarianţi adjuncţi la dreapta. Vom folosi acest

rezultat pentru a generaliza câteva dualităţi cunoscute obţinute de către Wakamatsu

[50] şi de către Breaz [12]. Deasemenea, este introdusă noţiunea de obiect finitistic-

n-F-cotilting şi este caracterizată această noţiune cu ajutorul unei dualităţi. Toate

rezultatele acestei secţiuni sunt publicate ı̂n [41].

1.5 Categoria add(U)-coplex , ı̂n care este definită noţiunea de add(U)-coplex,

pentru un obiect reflexiv U , şi este deasemenea definită categoria add(U)-coplexelor.

Apoi, pornind de la perechea de functori F : A � B : G, definim o nouă pereche de

functori (FU , GU) şi vom arăta că această nouă pereche de functori induce o dualitate.

Această dualitate este o generalizare a dualităţii date de către Faticoni [27, Cap. 9].

Capitolul 2. Echivalenţe induse de functori adjuncţi. Acest capitol, focusat

pe studiul echivalenţelor induse de o pereche de functori aditivi covaranţi ce sunt

adjuncţi, este structurat astfel:

2.1 Introducere, ı̂n care prezentăm cadrul ı̂n care vom lucra şi vom da exemple de

perechi de functori aditivi şi covarianţi, ı̂ntre anumite categorii, care sunt adjuncţi.

2.2 Preliminarii, ı̂n care sunt prezentate noţiuni şi rezultate de bază ce urmează a

fi folosite pe tot parcursul capitolului. Ne referim aici la [42].

2.3 Proprietăţi de ı̂nchidere ı̂n raport cu factorii θ-Faithful, ı̂n care suntem

interesaţi de proprietăţi de ı̂nchidere ale unor subcategorii pline A şi B astfel ı̂ncât

restricţiile F : A � B : G să inducă o echivalenţă. Un prim rezultat important este

Propozitia 2.3.3, unde caracterizăm situaţia când B este ı̂nchisă la factorii faithful

printr-o proprietate de ı̂nchidere a lui A şi printr-o proprietate de exactitate a lui

F. Cel mai important rezultat este Teorema 2.3.4, unde caracterizăm situaţia când

F : A� B : G este o echivalenţǎ cu clasa B ı̂nchisă la factorii θ-faithful. Apoi, acest

rezultat este aplicat pentru proprietăţi de ı̂nchidere ale unor clase construite pornind
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de la add(V ), unde V = F(U), pentru un obiect static U . În continuare, continuăm

şi dezvoltăm acest studiu, setând o nouă condiţie asupra lui A. Vom obţine noi

versiuni ale rezultatelor prezentate anterior şi apoi aplicăm aceste noi rezultate la

clasa particulară add(V ). Toate aceste rezultate prezentate aici pot fi găsite ı̂n [42]

şi [43].

În final aş vrea să menţionez că, pentru teoria categoriilor ne referim la cărţile [32],

[37], [44], [45], pentru teoria modulelor ne referim la cărţile [4], [46], [48]. Deasemenea,

ne referim pentru teoria modulelor graduate la [34] şi [40]. Alte cărti la care ne referim

şi care sunt folositoare pentru studiul care se găseşte ı̂n această teză sunt [11], [13].

Sunt cu adevărat recunoscător domnului profesor Andrei Marcus pentru ı̂ndrumarea

şi suportul privind munca mea şi aş vrea să multumesc şi domnului profesor Simion

Breaz pentru tot sprijinul constant şi răbdarea pe care a avut-o , amândoi având un

rol crucial ı̂n finalizarea acestei teze. Consideraţiile mele se ı̂ndreaptă şi către depar-

tamentul de algebră, pentru ajutorul pe care l-am primit din partea lor. Deasemenea

aş vrea să ı̂i mulţumesc lui Anca, soţia mea, pentru răbdarea şi suportul oferit.

Doctorand

Flaviu Pop
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1. Dualităţi induse de functori adjuncţi

1.1. Introducere. Fie A şi B categorii abeliene şi fie F : A � B : G o pereche de

functori aditivi şi contravarianţi care sunt adjuncţi la dreapta, adică există izomorfis-

mele naturale

ηX,Y : HomA(X,G(Y ))→ HomB(Y,F(X)),

pentru orice X ∈ A şi pentru orice Y ∈ B. Transformăriile naturale asociate

adjuncţiei la dreapta ηX,Y sunt definite astfel:

δ : 1A → GF, δX = η−1X,F(X)(1F(X)) si ζ : 1B → FG, ζY = η−1G(Y ),Y (1G(Y )).

Un obiectX se numeşte δ-faithful (respectiv, ζ-faithful) dacă δX (respectiv, ζX) este

un monomorfism şi vom nota prin Faithδ (respectiv, Faithζ) clasa tuturor obiectelor

δ-faithful (respectiv, ζ-faithful). Menţionăm că exista autori folosesc termenul de

torsionless ı̂n locul lui faithful. Un obiect X se numeşte δ-reflexiv (respectiv, ζ-

reflexiv) dacă δX (respectiv, ζX) este un izomorfism şi vom nota prin Reflδ (respectiv,

Reflζ) clasa tuturor obiectelor δ-reflexive (respectiv, ζ-reflexive).

Menţionăm că functorii contravarianţi F şi G sunt exacţi la stânga. Mai mult,

transformăriile naturale δ şi ζ, asociate perechii de functori considerate, satisfac iden-

tităţiile

F(δX) ◦ ζF(X) = 1F(X) pentru orice X ∈ A

şi

G(ζY ) ◦ δG(Y ) = 1G(Y ) pentru orice Y ∈ B.

În plus, restricţile lui F şi G la clasele obiectelor reflexive induc o dualitate F :

Reflδ � Reflζ : G. Mai mult, dacă F : A � B : G este o dualitate atunci A ⊆ Reflδ

şi B ⊆ Reflζ ([51, Theorem 47.11]).

Reamintim că prin add(X) am notat clasa tuturor sumanziilor direcţi ai sumelor

directe finite de copi ale lui X. Presupunem că pe parcursul acestui capitol toate

subcategoriile considerate sunt izomorf ı̂nchise.
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1.2. Preliminarii. Pe parcursul acestui capitol, considerăm o pereche de functori

aditivi şi contravarianţi F : A� B : G care sunt adjuncţi la dreapta, ı̂ntre categoriile

abeliene A şi B. Deasemenea, considerăm ı̂n acest capitol un obiect δ-reflexiv U cu

F(U) = V .

Lema 1.2.1. Următoarele afirmaţii au loc:

(a) V este ζ-reflexiv;

(b) add(U) ⊆ Reflδ şi add(V ) ⊆ Reflζ;

(c) F(add(U)) = add(V ) şi G(add(V )) = add(U);

(d) Dacă V este un obiect proiectiv ı̂n B atunci add(V ) ⊆ Proj(B) (aici nu este

necesar ca U să fie δ-reflexiv).

Observaţia 1.2.2. Din Lema 1.2.1, avem F(add(U)) = add(V ), add(U) ⊆ Reflδ şi

G(add(V )) = add(U), add(V ) ⊆ Reflζ . Rezultă că

F : add(U) � add(V ) : G

este o dualitate. Izomorfismele naturale corespunzătoare acestei dualităţi sunt:

• δ : 1add(U) → GF, adică restricţia lui δ : 1A → GF la clasa add(U);

• ζ : 1add(V ) → FG, adică restricţia lui ζ : 1B → FG la clasa add(V ).

Lema 1.2.3. Următoarele afirmaţii au loc:

(a) F(A) ⊆ Faithζ şi G(B) ⊆ Faithδ;

(b) Clasele Faithδ şi Faithζ sunt ı̂nchise la subobiecte.

Lema 1.2.4. Dacă 0 → X
f−→ Y

g−→ Z → 0 este un şir exact ı̂n A atunci unicul

morfism α, pentru care următoarea diagramă cu rânduri exacte

0 −−−→ X
f−−−→ Y

g−−−→ Z −−−→ 0

α

y δY

y δZ

y
0 −−−→ G(ImF(f))

G(π)−−−→ GF(Y )
GF(g)−−−→ GF(Z)

este comutativă este dat de formula α = G(σ) ◦ δX , unde F(f) = σ ◦ π este descom-

punerea canonică.

Acum vom da câteva caracterizări ale termenilor reflexivi a şirurilor exacte scurte.

În cazul categoriei de module, aceste leme pot fi găsite ı̂n [28].
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Lema 1.2.5. Fie 0 → X
f−→ Y

g−→ Z → 0 un şir exact cu Y ∈ Reflδ şi F(f) un

epimorfism. Atunci X ∈ Reflδ dacă şi numai dacă Z ∈ Faithδ.

Lema 1.2.6. Fie 0→ X
f−→ Y

g−→ Z → 0 un şir exact cu Y ∈ Reflδ şi Z ∈ Faithδ.

Atunci F(f) este un epimorfism dacă şi numai dacă ImF(f) ∈ Reflζ.

Cu alte cuvinte, F este exact ı̂n raport cu şirul considerat dacă şi numai dacă

ImF(f) este un obiect ζ-reflexiv.

Lema 1.2.7. Fie 0→ X
f−→ Y

g−→ Z → 0 un şir exact cu Y ∈ Reflδ şi Z ∈ Faithδ.

Atunci Z ∈ Reflδ dacă şi numai dacă GF(g) este un epimorfism.

Lema 1.2.8. Fie 0→ X
f−→ Y

g−→ Z → 0 un şir exact cu Y ∈ Reflδ şi Z ∈ Faithδ.

Atunci X ∈ Reflδ dacă şi numai dacă GF(f) este un monomorphism.

Fie A un obiect ı̂n A. Vom spune că Y este finit-A-generat dacă există un epi-

morfism An → Y → 0, pentru un ı̂ntreg pozitiv n. Notăm prin gen(A) clasa tuturor

obiectelor finit-A-generate. Vom spune că Y este finit-A-prezentat dacă există un şir

exact Am → An → Y → 0, pentru ı̂ntregii pozitivi m şi n. Notăm prin pres(A) clasa

tuturor obiectelor finit-A-prezentate. Vom spune că X este finit-A-cogenerat dacă ex-

istă un monomorphism 0→ X → An, pentru un ı̂ntreg pozitiv n. Notăm prin cog(A)

clasa tuturor obiectelor finit-A-cogenerate. Vom spune că X este finit-A-coprezentat

dacă există un şir exact 0→ X → Am → An, pentru ı̂ntregii pozitivi m şi n. Notăm

prin cop(A) clasa tuturor obiectelor finit-A-coprezentate.

Lema 1.2.9. Un obiect X ∈ A este δ-faithful cu F(X) ∈ gen(V ) dacă şi numai dacă

există un monomorphism f : X → Un astfel ı̂ncât F(f) este un epimorfism.

Notăm prin copδ(U) clasa tuturor obiectelor X ∈ A pentru care există un şir exact

0→ X → Un → Z → 0 cu Z ∈ Faithδ. Vom spune că F este U -w-πf -exact dacă este

exact ı̂n raport cu şirurile exacte scurte 0→ X → Un → Z → 0 cu Z ∈ Faithδ.

Lema 1.2.10. Dacă F este U-w-πf -exact atunci au loc următoarele afirmaţii:

(a) ζY este un epimorfism, pentru orice Y ∈ gen(V );

(b) gen(V ) ∩ Faithζ ⊆ Reflζ.
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1.3. Obiecte Costar. Finitistic-1-F-cotilting.

Lema 1.3.1. Dacă F este U -w-πf -exact atunci următoarele afirmaţii au loc:

(a) copδ(U) ⊆ Reflδ;

(b) F(copδ(U)) ⊆ gen(V ).

Acum vom caracteriza situaţia când F este U -w-πf -exact, printr-o dualitate indusă

de pereche de functori considerată F : A� B : G.

Teorema 1.3.2. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(a) F este U-w-πf -exact;

(b) F : copδ(U) � gen(V ) ∩ Faithζ : G este o dualitate.

În 2001, Colby şi Fuller au introdus noţiunea de modul costar, care este duala

noţiunii de modul star, şi caracterizează această noţiune. Inspiraţi de munca lor,

definim noţiunea de obiect costar, care extinde la categorii abeliene noţiunea de modul

costar.

Vom spune că tripletul D = (U,F,G) este costar (sau, U este un obiect costar

relativ la F şi G) dacă

F : F−1(gen(V )) ∩ Faithδ � gen(V ) ∩ Faithζ : G

este o dualitate.

Acum vom da condiţii echivalente pentru ca tripletul D să fie costar.

Teorema 1.3.3. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(a) D este costar;

(b) (1) F : copδ(U) � gen(V ) ∩ Faithζ : G este o dualitate;

(2) copδ(U) = F−1(gen(V )) ∩ Faithδ;

(c) (1) δX este un epimorfism, pentru orice X ∈ F−1(gen(V ));

(2) ζY este un epimorfism, pentru orice Y ∈ gen(V );

(d) F păstrează exactitatea unui şir exact de forma

0→ X → Un → Z → 0

dacă şi numai dacă Z ∈ Faithδ.
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Următorul rezultat descrie un alt tip de dualităţi induse de o pereche de functori

contravarianţi adjuncţi la dreapta. Dacă are loc ı̂n contextul clasic al functorilor

contravarianţi induşi de un modul Q, atunci Wisbauer a numit acest modul f -cotilting

(see [54]).

Teorema 1.3.4. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(a) F : cog(U) � gen(V ) ∩ Faithζ : G este o dualitate;

(b) (1) cog(U) = copδ(U);

(2) F este U-w-πf -exact.

Următorul rezultat este o extindere la categorii abeliene a rezultatului [12, Theorem

2.8].

Teorema 1.3.5. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(a) F : cog(U) � pres(V ) ∩ Faithζ : G este o dualitate;

(b) (1) cog(U) = cop(U);

(2) F este exact ı̂n raport cu şirurile exacte scurte

0→ X → Un → Z → 0

cu Z ∈ cog(U).

Vom spune că obiectul U este finitistic-1-F-cotilting dacă satisface condiţiile de la

(b) din Teorema anterioară. Deci, Teorema 1.3.5 caracterizează obiectele finitistic-1-

F-cotilting cu ajutorul unei dualităţi.

1.4. Rezoluţii Dominante. Pentru parcursul acestei secţiuni fixăm un ı̂ntreg pozi-

tiv n.

Acum vom defini noţiunile de rezoluţii dominante (finite), folosind terminologia lui

Wakamatsu [50]. Fie C o clasă ı̂n A.

Un şir exact

0→ X → A0 → A1 → . . .

ı̂n A se numeşte rezoluţie-C-dominantă-stângă a lui X dacă Ai ∈ C pentru toţi i ≥ 0

şi cu şirul indus

· · · → F(A1)→ F(A0)→ F(X)→ 0
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deasemenea exact. Notăm prin cog?(C) clasa tuturor obiectelor X ∈ A care au o

rezoluţie-C-dominantă-stânga.

Un şir exact

0→ X → A0 → A1 → · · · → An−1 → An

ı̂n A se numeşte n-rezoluţie-C-dominantă-stânga pentru X dacă Ai ∈ C pentru toţi

i = 0, n şi cu şirul indus

F(An)→ F(An−1)→ · · · → F(A1)→ F(A0)→ F(X)→ 0

deasemenea exact. Notăm prin n-cog?(C) clasa tuturor obiectelor X ∈ A pentru care

există o n-rezoluţie-C-dominantă-stânga.

Un şir exact

· · · → B1 → B0 → Y → 0

in A se numeşte rezoluţie-C-dominantă-dreaptă pentru Y dacă Bi ∈ C pentru toţi

i ≥ 0 şi cu şirul indus

0→ F(Y )→ F(B0)→ F(B1)→ . . .

desemenea exact. Notăm prin gen?(C) clasa tuturor obiectelor Y ∈ A care au o

rezoluţie-C-dominantă-dreaptă.

Un şir exact

Bn → Bn−1 → · · · → B1 → B0 → Y → 0

in A se numeşte n-rezoluţie-C-dominantă-dreaptă a lui Y dacă Bi ∈ C pentru toţi

i = 0, n iar şirul indus

0→ F(Y )→ F(B0)→ F(B1)→ · · · → F(Bn−1)→ F(Bn)

dasemenea exact. Notăm prin n-gen?(C) clasa tuturor obiectelor Y ∈ A pentru care

există o n-rezoluţie-C-dominantă-dreaptă.

Rezultatul principal al acestei secţiuni este următoarea teoremă:

Teorema 1.4.1. Dacă C ⊆ Reflδ atunci

F : n-cog?(C) � n-gen?(F(C)) ∩ Reflζ : G

este o dualitate.
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În continuare vom aplica Teorema 1.4.1, setând C cu clase particulare, pentru a

obţine generalizări ale unor dulităţi cunoscute.

Cazul C = add(U). Setând C = add(U) avem, din Lema 1.2.1, că C ⊆ Reflδ şi

F(C) = add(V ). Acum Teorema 1.4.1 devine:

Corolar 1.4.2. Functorii F şi G induc următoarea dualitate:

F : n-cog?(add(U)) � n-gen?(add(V )) ∩ Reflζ : G.

Cu ajutorul lui Lema 1.2.10, dacă F este U -w-πf -exact, avem următoarea egalitate

n-gen?(add(V )) ∩ Reflζ = n-gen?(add(V )) ∩ Faithζ .

Corolar 1.4.3. Dacă F este U-w-πf -exact, atunci

F : n-cog?(add(U)) � n-gen?(add(V )) ∩ Faithζ : G

este o dualitate.

Teorema 1.4.4. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(a) F : F−1(n-gen?(add(V ))) ∩ Faithδ � n-gen?(add(V )) ∩ Faithζ : G este o

dualitate;

(b) (1) F : n-cog?(add(U)) � n-gen?(add(V )) ∩ Faithζ : G este o dualitate;

(2) n-cog?(add(U)) = F−1(n-gen?(add(V ))) ∩ Faithδ;

(c) (1) δX este un epimorphism, pentru orice X ∈ F−1(n-gen?(add(V )));

(2) ζY este un epimorphism, pentru orice Y ∈ n-gen?(add(V )) ∩ Faithζ;

Mai mult, dacă au loc afirmaţiile de mai sus atunci are loc:

(d) F este exact ı̂n raport cu şirurile exacte scurte

0→ X → Y → Z → 0

cu Y ∈ add(U) şi Z ∈ F−1(n-gen?(add(V ))) ∩ Faithδ.

Deasemenea avem următoarea teoremă care caracterizează dualitatea din Corolarul

1.4.3 ı̂n cazul n = 0. Reamintim că copδ(U) reprezintă clasa tututror obiectelor

X ∈ A pentru care există un şir exact scurt 0→ X → Um → Z → 0 cu Z ∈ Faithδ.

Teorema 1.4.5. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:
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(a) (1) F : 0-cog?(add(U)) � 0-gen?(add(V )) ∩ Faithζ : G este o dualitate;

(2) F este U-w-πf -exact.

(b) (1) F : copδ(U) � 0-gen?(add(V )) ∩ Faithζ : G este o dualitate;

(2) δX este un epimorphism, pentru orice X ∈ 0-cog?(add(U)).

Pentru restul acestei secţiuni, presupunem că B are destule proiective. Fie B ∈ B.

O rezoluţie proiectivă

· · · → P1 → P0 → Y → 0

a lui Y se numeşte finit-add(B)-generată dacă Pi ∈ add(B) pentru toţi i ≥ 0. Vom

nota prin gen•(add(B)) clasa tuturor obiectelor Y ∈ B care au o rezoluţie proiectivă

finit-add(B)-generată.

O rezoluţie proiectivă

· · · → Pn → Pn−1 → · · · → P1 → P0 → Y → 0

a lui Y se numeşte n-finit-add(B)-generată dacă Pi ∈ add(B) pentru toţi i = 0, n.

Vom nota prin n-gen•(add(B)) clasa tuturor obiectelor Y ∈ B care au o rezoluţie

proiectivă n-finit-add(B)-generată.

Deasemenea notăm prin RjG functorul derivat la dreapta de ordin j al lui G. Con-

siderăm următoarele clase ortogonale:

⊥<nB = {Y ∈ B | RjG(Y ) = 0, pentru toţi 0 < j < n}

şi

⊥B = {Y ∈ B | RjG(Y ) = 0, pentru toţi j ≥ 1}.

Dacă V este proiectiv ı̂n B, atunci are loc egalitatea

n-gen?(add(V )) = ⊥<nB ∩ n-gen•(add(V )).

Din Corolarul 1.4.2, obţinem următorul rezultat:

Corolar 1.4.6. Dacă V este un obiect proiectiv ı̂n B, atunci

F : n-cog?(add(U)) � ⊥<nB ∩ n-gen•(add(V )) ∩ Reflζ : G

este o dualitate.
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Folosind corolarul de mai sus, vom obţine următoarele dualităţi, care sunt gen-

eralizări ale [50, Proposition 4.1 si Theorem 4.2] la categorii abeliene. Acum vom

presupune că ambele categorii abeliene A şi B au destule proiective. Deasemenea

considerăm clasa perpendiculară ⊥A = {X ∈ A | RjF(X) = 0, pentru toţi j ≥ 1},

unde RjF este functotul derivat la dreapta de ordin j al lui F.

Corolar 1.4.7. Presupunem că V este un obiect proiectiv ı̂n B. Fie A un obiect

δ-reflexiv şi proiectiv ı̂n A. Atunci:

(a) F : cog?(add(U)) � ⊥B ∩ gen•(add(V )) ∩ Reflζ : G este o dualitate;

(b) G : cog?(add(F(A))) � ⊥A ∩ gen•(add(A)) ∩ Reflδ : F este o dualitate.

Corolar 1.4.8. Presupunem că V este un obiect proiectiv ı̂n B. Fie A un obiect

δ-reflexiv şi proiectiv ı̂n A. Atunci

F : ⊥A ∩ gen•(add(A)) ∩ cog?(add(U)) �

� ⊥B ∩ gen•(add(V )) ∩ cog?(add(F(A))) : G

este o dualitate.

Finitistic-n-F-cotilting. Fie A un obiect ı̂n A.

Vom spune că X este n-finit-A-coprezentat dacă există un şir exact

0→ X → Am0 → Am1 → · · · → Amn−2 → Amn−1 ,

unde toţi mk sunt ı̂ntregi pozitivi. Notăm prin n-cop(A) clasa tuturor obiectelor

n-finit-A-coprezentate. În particular, 1-cop(A) = cog(A) şi 2-cop(A) = cop(A).

Vom spune că Y este n-finit-A-prezentat dacă există un şir exact

Amn−1 → Amn−2 → · · · → Am1 → Am0 → Y → 0,

unde toţi mk sunt ı̂ntregi pozitivi. Notăm prin FPn(A) clasa tuturor obiectelor n-

finit-A-prezentate. În particular, FP1(A) = gen(A) şi FP2(A) = pres(A).

Un obiect A se numeşte n-wf -F-exact dacă orice şir exact scurt din A de forma

0 → X → Am → Z → 0, cu Z ∈ n-cop(A), ramâne exact prin aplicarea lui F. Un

obiect A se numeşte finitistic-n-F-cotilting dacă A este n-wf -F-exact şi n-cop(A) =

(n+ 1)-cop(A).

Reamintim că este presupus faptul că B are destule proiective.
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Lema 1.4.9. Presupunem că U este finitistic-n-F-cotilting. Dacă X ∈ n-cop(U)

atunci există un şir exact lung

0→ X −→ Um0 −→ Um1 −→ Um2 −→ . . .

cu şirul indus

. . . −→ F(Um2) −→ F(Um1) −→ F(Um0) −→ F(X)→ 0

deasemenea exact.

Presupunem că V = F(U) este un obiect proiectiv ı̂n B. Setăm C = {Uk | k ∈ N∗}.

Rezultă că C ⊆ Reflδ şi F(C) = {V k | k ∈ N∗}.

Lema 1.4.10. Dacă U este finitistic-n-F-cotilting, atunci avem:

(a) n-cog?(C) = n-cop(U);

(b) n-gen?(F(C)) ∩ Reflζ = ⊥<nB ∩ FP(n+1)(V ) ∩ Faithζ;

(c) n-gen?(F(C)) ∩ Reflζ = ⊥B ∩ FP(n+1)(V ) ∩ Faithζ.

Pentru următorul rezultat, nu este necesar ca categoria abeliană B să aibă destule

proiective.

Propoziţia 1.4.11. Dacă C ⊆ Reflδ, atunci următoarele afirmaţii au loc:

(a) Dacă X ∈ Reflδ cu F(X) ∈ n-gen?(F(C)) atunci X ∈ n-cog?(C);

(b) Dacă n-gen?(F(C)) ∩ Faithζ ⊆ Reflζ atunci F este exact ı̂n raport cu şirurile

exacte scurte

0→ X
f−→ Y

g−→ Z → 0

cu Y ∈ C şi Z ∈ Reflδ ∩ F−1(n-gen?(F(C))).

Având ı̂n vedere Propoziţia 1.4.11 şi deoarece n-gen?(F(C)) = ⊥<nB ∩ FP(n+1)(V ),

unde C = {Uk | k ∈ N∗},avem următorul corolar:

Corolar 1.4.12. Fie X ∈ Reflδ astfel ı̂ncât F(X) ∈ ⊥<nB ∩ FP(n+1)(V ). Atunci

X ∈ (n+ 1)-cop(U).

Următoarea teoremă este o generalizare a lui [12, Theorem 2.7].
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Teorema 1.4.13. Următoarele afirmaţii sunt echivalente pentru un obiect U ∈ Reflδ

cu F(U) = V obiect proiectiv ı̂n B şi pentru un ı̂ntreg pozitiv n:

(a) U este finitistic-n-F-cotilting;

(b) F : n-cop(U) � ⊥<nB ∩ FP(n+1)(V ) ∩ Faithζ : G este o dualitate;

(c) F : n-cop(U) � ⊥B ∩ FP(n+1)(V ) ∩ Faithζ : G este o dualitate.

1.5. Categoria add(U)-coplex. Prin CompA vom nota categoria tuturor complexelor

din A. Deasemenea, vom nota prin Hn(C) homologia de rang n a lui C, pentru un

complex C ∈ CompA şi pentru un ı̂ntreg n. Pentru proprietăţi de bază ale categoriei

CompA ne referim la [46, Chapter 10]. Pe parcursul acestei secţiuni presupunem că

categoria abeliană B are destule proiective. Deasemenea presupunem că V = F(U)

este un obiect proiectiv ı̂n B.

Considerăm un obiect A ∈ A.

Definiţia 1.5.1. Un complex

C : C0
σ1−→ C1

σ2−→ C2
σ3−→ C3

σ4−→ . . .

dinA se numeşte add(A)-coplex (sau, semi-rezoluţie-dominantă-add(A)-dreaptă) dacă

următoarele condiţii sunt satisfăcute:

(1) Ck ∈ add(A), pentru toţi k ≥ 0;

(2) Complexul indus

F(C) : . . .
F(σ4)−→ F(C3)

F(σ3)−→ F(C2)
F(σ2)−→ F(C1)

F(σ1)−→ F(C0)

este un şir exact ı̂n B.

Definiţia 1.5.2. Fie C şi C ′ două add(A)-coplexe ı̂n A. Un şir de morfisme f =

(f0, f1, f2, f3, ...), unde fk ∈ HomA(Ck, C
′
k), se numeşte aplicaţie lanţ ı̂ntre add(A)-

coplexele C şi C ′ dacă următoarea diagramă este comutativă

C0

σ1 //

f0

��

C1

σ2 //

f1

��

C2

σ3 //

f2

��

C3

σ4 //

f3

��

. . .

C ′0
σ′1 // C ′1

σ′2 // C ′2
σ′3 // C ′3

σ′4 // . . .

adică fk ◦ σk = σ′k ◦ fk−1
, pentru toţi ı̂ntregii k ≥ 1.
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Definiţia 1.5.3. Fie C şi C ′ două add(A)-coplexe.

(a) Fie f = (f0, f1, f2, f3, . . . ) : C → C ′ o aplicaţie lanţ ı̂ntre add(A)-coplexele C

şi C ′. Vom spune că f este nul-homotopică (sau, f este homotopică cu zero) dacă

există, pentru toţi k ≥ 1, morfismele sk : Ck → C ′k−1 ı̂n A astfel ı̂ncât:

(1) fk = sk+1 ◦ σk+1 + σ′k ◦ sk, pentru toţi ı̂ntregii k ≥ 1;

(2) f0 = s1 ◦ σ1.

Şirul s = (s1, s2, s3, . . . ) se numeşte o homotopie a lui f (sau, o homotopie ı̂ntre f şi

0). Morfismele sunt ilustrate ı̂n următoarea diagramă:

C0

σ1 //

f0

��

C1

σ2 //

f1

��

s1

~

C2

σ3 //

f2

��

s2

~

C3

σ4 //

f3

��

s3

~

. . .

s4

~

C ′0
σ′1 // C ′1

σ′2 // C ′2
σ′3 // C ′3

σ′4 // . . .

Condiţia ca s să fie o homotopie a lui f afirmă că fiecare aplicaţie verticală este suma

laturilor paralelogramului care o conţine.

(b) Fie f = (f0, f1, f2, f3, . . . ) : C → C ′ şi g = (g0, g1, g2, g3, . . . ) : C → C ′ două

aplicaţii lanţ. Vom spune că f şi g sunt homotopice (sau, f este homotopică cu g),

notat f ' g, dacă

f − g = (f0 − g0, f1 − g1, f2 − g2, f3 − g3, . . . ) : C → C ′

este o aplicaţie lanţ nul-homotopică. O homotopie ı̂ntre f − g şi 0 este deaseme-

nea numită o homotopie ı̂ntre f şi g. Relaţia de homotopie ” ' ” este o relaţie

de echivalenţă pe mulţimea aplicaţiilor lanţ f : C → C ′. Notăm prin [f ] clasa de

homotopie (echivalenţă) a lui f .

(c) Vom spune că C şi C ′ au acelaşi tip de homotopie dacă există două aplicaţii

lanţ f = (f0, f1, f2, f3, . . . ) : C → C ′ şi g = (g0, g1, g2, g3, . . . ) : C ′ → C astfel ı̂ncât

[g ◦ f ] = [(g0 ◦ f0, g1 ◦ f1, g2 ◦ f2, g3 ◦ f3, . . . )] = [(1C0 , 1C1 , 1C2 , 1C3 , . . . )] = [1C]

şi

[f ◦ g] = [(f0 ◦ g0, f1 ◦ g1, f2 ◦ g2, f3 ◦ g3, . . . )] = [(1C′0 , 1C′1 , 1C′2 , 1C′3 , . . . )] = [1C′ ].

Acum definim categoria add(A)-coplexelor, notată prin add(A)-coplex, astfel:
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• Obiectele constă ı̂n clasa tuturor add(A)-coplexelor C;

• Morfismele [f ] : C → C ′, constă ı̂n mulţimea tuturor claselor de homotopie ale

aplicaţiilor lanţ f : C → C ′. Mai precis,

Homadd(A)-coplex(C, C ′) = {[f ] | f : C → C ′ este o aplicaţie lanţ}

Lema 1.5.4. Fie C : C0
σ1−→ C1

σ2−→ C2
σ3−→ C3

σ4−→ . . . un complex ı̂n A cu

Ck ∈ add(U), pentru toţi k ≥ 0. Atunci următoarele afirmaţii au loc:

(a) C este un add(U)-coplex dacă şi numai dacă F(C) este o rezoluţie proiectivă

finit-add(V )-generată a lui H0(F(C));

(b) Dacă f, g : C → C ′ sunt aplicaţii lanţ homotopice ı̂ntre complexeele C şi C ′,

atunci H0(F(f)) = H0(F(g)).

Definiţia 1.5.5. Definim functorul FU : add(U)-coplex → gen•(add(V )) după cum

urmează:

• Pe obiecte: FU(C) = H0(F(C)), pentru orice C ∈ add(U)-coplex;

• Pe morfisme: FU([f ]) = H0(F(f)), pentru orice [f ] ∈ add(U)-coplex.

Teorema 1.5.6. Functorul FU este un functor contravariant bine definit.

Definiţia 1.5.7. Definim functorul GU : gen•(add(V ))→ add(U)-coplex astfel:

• Pe obiecte. Fie Y ∈ gen•(add(V )). Atunci Y are o rezoluţie proiectivă finit-

add(V )-generată

P(Y ) = . . .
∂3−→ P2

∂2−→ P1
∂1−→ P0

∂0−→ Y → 0.

Aplicând functorul G rezoluţiei proiective P(Y ), avem următorul complex ı̂n

A

G(P(Y )) = G(P0)
G(∂1)−→ G(P1)

G(∂2)−→ G(P2)
G(∂3)−→ . . .

Deoarece P(Y ) este finit-add(V )-generată, avem că Pk ∈ add(V ), pentru orice

k ≥ 0, şi, deoarece ζ : 1add(V ) → FG este un izomorfism natural, următoarea
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diagramă este comutativă cu aplicaţiile verticale izomorfisme

P(Y ) = . . .
∂3 // P2

∂2 //

ζP2

��

P1

∂1 //

ζP1

��

P0

ζP0

��

FG(P(Y )) = . . .
FG(∂3)

// FG(P2)
FG(∂2)

// FG(P1)
FG(∂1)

// FG(P0)

Deoarece şirul de sus este un şir exact, rezultă că şirul de jos este exact. Din

Lema 1.2.1, G(Pk) ∈ add(U), pentru orice k ≥ 0. Astfel G(P(Y )) este un

complex ı̂n A cu toţi termenii G(Pk) ∈ add(U) şi cu şirul indus F(G(P(Y )))

exact. Atunci G(P(Y )) este un add(U)-coplex. Luăm

GU(Y ) := G(P(Y )) ∈ add(U)-coplex.

• Pe morfisme. Fie φ ∈ Homgen•(add(V ))(Y, Y
′). Deoarece Y ∈ gen•(add(V )), Y

are o rezoluţie proiectivă finit-add(V )-generată

P(Y ) = . . .
∂4−→ P3

∂3−→ P2
∂2−→ P1

∂1−→ P0
∂0−→ Y → 0.

Deoarece Y ′ ∈ gen•(add(V )), Y ′ are o rezoluţie proiectivă finit-add(V )-generată

P(Y ′) = . . .
∂′4−→ P ′3

∂′3−→ P ′2
∂′2−→ P ′1

∂′1−→ P ′0
∂′0−→ Y ′ → 0.

Deoarece φ ∈ Homgen•(add(V ))(Y, Y
′), avem φ ∈ HomB(Y, Y ′), deci φ se ridică

la o aplicaţie lanţ

f = (. . . , f3, f2, f1, f0) : P(Y )→ P(Y ′),

ca ı̂n diagrama următoare

. . .
∂4 // P3

∂3 //

f3

�

P2

∂2 //

f2

�

P1

∂1 //

f1

�

P0

∂0 //

f0

�

Y //

φ

��

0

. . .
∂′4 // P ′3

∂′3 // P ′2
∂′2 // P ′1

∂′1 // P ′0
∂′0 // Y ′ // 0

Aplicând functorul G aplicaţiei lanţ f , obţinem o aplicaţie lanţ ı̂n A

G(f) = (G(f0),G(f1),G(f2),G(f3), . . . ) : G(P(Y ′))→ G(P(Y ))
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ilustrată ı̂n diagrama de mai jos

G(P ′0)
G(∂′1) //

G(f0)

��

G(P ′1)
G(∂′2) //

G(f1)

��

G(P ′2)
G(∂′3) //

G(f2)

��

G(P ′3)
G(∂′4) //

G(f3)

��

. . .

G(P0)
G(∂1)

// G(P1)
G(∂2)

// G(P2)
G(∂3)

// G(P3)
G(∂4)

// . . .

Deoarece G(P(Y )) si G(P(Y ′)) sunt add(U)-coplexes, rezultă că [G(f)] este un

morfism ı̂n add(U)-coplex, adică [G(f)] ∈ Homadd(U)-coplex(G(P(Y ′)),G(P(Y ))).

Luăm

GU(φ) = [G(f)] ∈ Homadd(U)-coplex(G
U(Y ′),GU(Y )).

Teorema 1.5.8. Functorul GU : gen•(add(V )) → add(U)-coplex este un functor

contravariant bine definit.

Fie H : A −→ B un functor aditiv şi contravariant. Atunci, pentru orice pereche de

obiecteX, Y ∈ A, H induce o aplicaţieHX,Y : HomA(X, Y ) −→ HomB(H(Y ), H(X)),

definită prin HX,Y (α) := H(α).

• Vom spune că H este faithful, dacă aplicaţia HX,Y este injectivă, pentru orice

pereche de obiecte X, Y ∈ A.

• Vom spune că H este full, dacă aplicaţia HX,Y este surjectivă, pentru orice

pereche de obiecte X, Y ∈ A.

• Vom spune că H este dense, dacă satisface următoarea condiţie, notată prin

(#):

Pentru orice obiect Y ∈ B, există un obiect X ∈ A

şi un izomorfism H(X) ∼= Y.

Teorema 1.5.9. Functorul FU : add(U)-coplex→ gen•(add(V )) este full, faithful şi

satisface condiţia (#).

Teorema 1.5.10. Functorul GU : gen•(add(V )) → add(U)-coplex este full, faithful

şi satisface condiţia (#).

Teorema 1.5.11. Functorii FU şi GU induc următoarea dualitate

FU : add(U)-coplex � gen•(add(V )) : GU
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2. Echivalenţe induse de functori adjuncţi

2.1. Introducere. Pe parcursul acestui capitol, considerăm o pereche de functori

aditivi şi covarianţi F : A � B : G ı̂ntre două categorii abeliene astfel ı̂ncât G este

un adjunct la stânga pentru F, adică există izomorfismele naturale

ϕX,M : HomA(G(X),M)→ HomB(X,F(M)),

pentru orice M ∈ A şi pentru orice X ∈ B. Aceste izomorfisme naturale induc două

transformări naturale

φ : GF→ 1A, definită prin φM = ϕ−1F(M),M(1F(M))

şi

θ : 1B → FG, definită prin θX = ϕX,G(X)(1G(X)).

Menţionăm că F este exact la stânga, iar G este exact la dreapta. Mai mult, sunt

satisfăcute identităţiile:

F(φM) ◦ θF(M) = 1F(M)

şi

φG(X) ◦G(θX) = 1G(X),

pentru orice M ∈ A şi pentru orice X ∈ B. Deasemenea presupunem că toate

subcategoriile considerate sunt izomorf ı̂nchise.

Un obiect M ∈ A (respectiv, X ∈ B) se numeşte φ-faithful (respectiv, θ-faithful)

dacă φM (respectiv, θX) este un monomorfism. Notăm prin Faithφ (respectiv, Faithθ)

clasa tuturor obiectelor φ-faithful (respectiv, θ-faithful). Un obiect M ∈ A (respectiv,

X ∈ B) se numeşte φ-generat (respectiv, θ-generat) dacă φM (respectiv, θX) este un

epimorfism. Notăm prin Genφ (respectiv, Genθ) clasa tuturor obiectelor φ-generate

(respectiv, θ-generate). Un obiect M ∈ A (respectiv, X ∈ B) se numeşte F-static

(respectiv, F-adstatic) dacă φM (respectiv, θX) este un izomorfism. Notăm prin StatF

(respectiv, AdstatF) clasa tuturor obiectelor F-statice (respectiv, F-adstatice).
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2.2. Preliminarii. În următoarea lemă, dăm proprietăţi de ı̂nchidere ale claselor

definite ı̂n secţiunea 2.1. Această lemă este folosită foarte des ı̂n acest capitol.

Lema 2.2.1. Următoarele afirmaţii au loc:

(a) F(A) ⊆ Faithθ şi G(B) ⊆ Genφ;

(b) F(StatF) = AdstatF şi G(AdstatF) = StatF;

(c) Clasa Genφ este ı̂nchisă la factori;

(d) Clasa Faithθ este ı̂nchisă la subobiecte;

(e) StatF şi AdstatF sunt ı̂nchise ı̂n raport cu sumele directe finite şi ı̂n raport cu

sumanzii direcţi.

Mai mult, dacă U este un obiect F-static cu F(U) = V atunci:

(f) add(U) ⊆ StatF şi add(V ) ⊆ AdstatF;

(g) F(add(U)) = add(V ) şi G(add(V )) = add(U).

Corolar 2.2.2. Dacă 0 → X
f−→ Y

g−→ Z → 0 este un şir exact ı̂n B, atunci

ImG(f) = KerG(g) ∈ Genφ.

Lema 2.2.3. Dacă 0→ K
f−→ M

g−→ N → 0 este un şir exact ı̂n A, atunci unicul

morfism β, pentru care următoarea diagramă cu rânduri exacte

GF(K)
GF(f)−−−→ GF(M)

G(π)−−−→ G(ImF(g)) −−−→ 0

φK

y yφM yβ
0 −−−→ K

f−−−→ M
g−−−→ N −−−→ 0

este comutativă, este dat de formula β = φN ◦G(σ), unde π şi σ provin din descom-

punerea canonică a lui F(g).

Lema 2.2.4. Dacă 0 → X
f−→ Y

g−→ Z → 0 este un şir exact ı̂n B, atunci unicul

morfism α, pentru care următoarea diagramă cu rânduri exacte

0 −−−→ X
f−−−→ Y

g−−−→ Z −−−→ 0

α

y yθY yθZ
0 −−−→ F(ImG(f))

F(σ)−−−→ FG(Y )
FG(g)−−−→ FG(Z)

este comutativă este dat de formula α = F(π) ◦ θX , unde π şi σ provin din descom-

punerea canonică a lui G(f).
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În continuare vom enunţa câteva leme ce caracterizează termenii F-statici (respec-

tiv, F-adstatici) ai şirurilor scurte exacte.

Lema 2.2.5. Fie 0→ K
f−→ M

g−→ N → 0 un şir scurt exact ı̂n A, cu M ∈ StatF

şi F(g) un epimorfism. Atunci K ∈ Genφ dacă şi numai dacă N ∈ StatF.

Lema 2.2.6. Fie 0→ K
f−→ M

g−→ N → 0 un şir scurt exact ı̂n A, cu M ∈ StatF

şi K ∈ Genφ. Atunci F(g) este un epimorfism dacă şi numai dacă ImF(g) ∈ AdstatF.

Lema 2.2.7. Fie 0→ K
f−→ M

g−→ N → 0 un şir scurt exact ı̂n A, cu M ∈ StatF

şi K ∈ Genφ. Atunci K ∈ StatF dacă şi numai dacă GF(f) este un monomorfism.

Lema 2.2.8. Fie 0→ K
f−→ M

g−→ N → 0 un şir scurt exact ı̂n A, cu M ∈ StatF

şi K ∈ Genφ. Atunci N ∈ StatF dacă şi numai dacă GF(g) este un epimorfism.

Lema 2.2.9. Fie 0→ X
f−→ Y

g−→ Z → 0 un şir scurt exact ı̂n B, cu Y ∈ AdstatF

şi G(f) un monomorfism. Atunci Z ∈ Faithθ dacă şi numai dacă X ∈ AdstatF.

Lema 2.2.10. Fie 0→ X
f−→ Y

g−→ Z → 0 un şir scurt exact ı̂n B, cu Y ∈ AdstatF

şi Z ∈ Faithθ. Atunci G(f) este un monomorfism dacă şi numai dacă ImG(f) =

KerG(g) ∈ StatF.

Lema 2.2.11. Fie 0→ X
f−→ Y

g−→ Z → 0 un şir scurt exact ı̂n B, cu Y ∈ AdstatF

şi Z ∈ Faithθ. Atunci Z ∈ AdstatF dacă şi numai dacă FG(g) este un epimorfism.

Lema 2.2.12. Fie 0 → X
f−→ Y

g−→ Z → 0 un şir scurt exact ı̂n B, cu Y ∈

AdstatF şi Z ∈ Faithθ. Atunci X ∈ AdstatF dacă şi numai dacă FG(f) este un

monomorphism.

Dacă M este un obiect ı̂n A, atunci obiectul Im(φM) se numeşte F-soclul lui M

şi este notat prin SF(M). Dacă X este un obiect ı̂n B, atunci obiectul Ker(θX) se

numeşte F-radicalul lui X şi este notat prin RF(X).

Din identităţiile F(φM) ◦ θF(M) = 1F(M) şi φG(X) ◦ G(θX) = 1G(X), avem că θF(M),

G(θX) sunt monomorfisme şi F(φM), φG(X) sunt epimorfisme.

Lema 2.2.13. Fie M ∈ A şi X ∈ B. Următoarele afirmaţii au loc:
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(a) Dacă i : SF(M) → M este incluziunea canonică atunci F(i) : F(SF(M)) →

F(M) este un izomorfism;

(b) Dacă q : X → X/RF(X) este epimorfismul canonic atunci G(q) : G(X) →

G(X/RF(X)) este un izomorfism.

Lema 2.2.14. Fie M ∈ A şi Y ∈ B. Următoarele afirmaţii au loc:

(a) Dacă K este un subobiect al lui M , cu K ∈ Genφ, atunci K este un subobiect

al lui SF(M);

(b) Dacă X este un subobiect al lui Y , cu Y/X ∈ Faithθ, atunci RF(Y ) este un

subobiect al lui X;

(c) Dacă f : X → Y este un monomorfism, adică X este un subobiect al lui

Y ,astfel ı̂ncât G(f) = 0, atunci X este un subobiect al lui RF(Y ).

Lema 2.2.15. Dacă M ∈ A şi X ∈ B, atunci:

(a) (1) SF(M) ∈ Genφ;

(2) SF(M) ∈ Faithφ dacă şi numai dacă M ∈ Faithφ;

(b) (1) X/RF(X) ∈ Faithθ;

(2) X/RF(X) ∈ Genθ dacă şi numai dacă X ∈ Genθ.

Observaţia 2.2.16. Dacă M ∈ A şi X ∈ B atunci:

(i) SF(M) este cel mai mare subobiect φ-generat al lui M ;

(ii) RF(X) este cel mai mic subobiect al lui X astfel ı̂ncât X/RF(X) ∈ Faithθ.

Lema 2.2.17. Fie M ∈ A şi X ∈ B. Atunci:

(a) Dacă M ∈ Genφ, atunci M/SF(M) ∈ Genφ;

(b) Dacă X ∈ Faithθ, atunci RF(X) ∈ Faithθ.

2.3. Proprietăţi de ı̂nchidere ı̂n raport cu factorii θ-faithful.

Propoziţia 2.3.1. Fie Y un obiect F-adstatic. Atunci următoarele afirmaţii sunt

echivalente:

(a) Dacă Z este un factor θ-faithful al lui Y , atunci Z ∈ AdstatF;

(b) Dacă 0 → K
f−→ G(Y )

g−→ N → 0 este un şir exact ı̂n A cu K ∈ Genφ,

atunci F(g) este un epimorfism.
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Corolar 2.3.2. Fie Y un obiect F-adstatic care satisface condiţiile echivalente ale

rezultatului anterior. Dacă K ∈ Genφ este un subobiect al lui G(Y ) atunci G(Y )/K

este F-static.

Propoziţia 2.3.3. Fie F : A� B : G o echivalenţă ı̂ntre subcategoriile pline aditive

A şi B ale lui A şi B, respectiv. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(a) B este ı̂nchisă la factorii θ-faithful;

(b) (1) A este ı̂nchisă ı̂n raport cu factorii modulo subobiecte φ-generate;

(2) F este exact ı̂n raport cu şirurile exacte scurte 0→ K
f−→M

g−→ N → 0

cu M ∈ A şi K ∈ Genφ.

Teorema 2.3.4. Fie B0 o subcategorie plină aditivă a lui B constând ı̂n obiecte F-

adstatice şi fie A0 = G(B0). Fie B clasa tuturor factorilor θ-faithful ale obiectelor

din B0 şi fie A = {M/K | M ∈ A0, K ∈ Genφ}. Atunci următoarele afirmaţii sunt

echivalente:

(a) F : A� B : G este o echivalenţă şi clasa B este ı̂nchisă la factorii θ-faithful;

(b) B ⊆ AdstatF;

(c) Dacă 0 → K
f−→ M

g−→ N → 0 este un şir exact ı̂n A, cu M ∈ A0 şi

K ∈ Genφ, atunci F(g) este un epimorfism.

Aplicaţie. Cazul add(U).

Fie U ∈ StatF cu F(U) = V . Dacă setăm B0 = add(V ) avem, conform lemei 2.2.1, că

B0 ⊆ AdstatF şi A0 = add(U). Este uşor de verificat că B = gen(V ) ∩ Faithθ. Mai

mult, ı̂n aceste setări, putem vedea că A = {M/K |M ∈ add(U), K ∈ Genφ}.

Corolar 2.3.5. Fie U ∈ StatF cu F(U) = V . Fie B? = gen(V ) ∩ Faithθ şi fie A? =

{M/K |M ∈ add(U), K ∈ Genφ}. Atunci următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(a) F : A? � B? : G este o echivalenţă şi B? este ı̂nchisă la factorii θ-faithful;

(b) B? ⊆ AdstatF;

(c) Dacă 0 → K
f−→ M

g−→ N → 0 este un şir exact ı̂n A cu M ∈ add(U) şi

K ∈ Genφ, atunci F(g) este un epimorfism;

(d) Dacă 0→ K
f−→ Un g−→ N → 0 este un şir exact ı̂n A cu K ∈ Genφ, atunci

F(g) este un epimorfism.
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Corolar 2.3.6. Fie A şi B subcategorii pline aditive ale lui A şi B, respectiv. Fie

U ∈ A cu F(U) = V . Presupunem că V k ∈ B, pentru toţi ı̂ntregii pozitivi k. Fie

B? = gen(V ) ∩ Faithθ şi fie A? = {M/K | M ∈ add(U), K ∈ Genφ}. Dacă F : A�

B : G este o echivalenţă cu B ı̂nchisă la factorii θ-faithful, atunci F : A? � B? : G

este o echivalenţă cu B? ı̂nchisă la factorii θ-faithful.
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Universitatea ”Babeş-Bolyai”, Facultatea de Matematică şi Informatică, Str. Mi-
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