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Introducere

(03

Fie K: 1 2 tolba Kronecker gi £ un corp arbitrar. Algebra de drumuri kKK peste tolba
B

Kronecker este algebra Kronecker. Considerdam categoria modulelor drepte peste aceasta

algebra (categoria modulelor Kronecker), notatd cu mod-xK. Categoria mod-xK poate fi
identificata cu categoria reprezentérilor k-lineare finit dimensionale a tolbei Kronecker, notata
cu rep-xK . Problema clasificarii modulelor Kronecker simple a fost partial rezolvata de catre
Weierstraseﬂ Clasificarea a fost completata de catre Kroneckerﬂ in 1890, acest fapt explicand
denumirea tolbei, algebrei si a modulelor corespunzatoare.

Algebra Kronecker este un caz special de algebra ereditard blandd. Importanta ei este
dobandita prin faptul cd modeleaza ,comportamentul” tuturor algebrelor ereditare blande (a
se vedea [2], [I8]). Mai mult, std in stransa legaturd cu alte ramuri ale matematicii, cum ar
fi geometria, algebra lineara gi matematica aplicata (teoria controlului, cateva probleme in
inginerie, etc.). Pe de o parte categoria mod-<K are o interpretare geometrica, fiind de-
rivat echivalenta cu categoria Coh(P!(x)) a fasciculelor coerente peste dreapta proiectivi —
tolba Kronecker este de fapt tolba Beilinson pentru P! (a se vedea [4]). Pe de alti parte,
modulele Kronecker corespund fasciculelor de matrice din algebra lineara (detaliem aceastd
corespondentd in Sectiunea . Aceastd corespondentd permite tratarea problemelor legate
de fascicule de matrice din algebra lineara si din teoria controlului cu notiunile legate de mo-
dulele Kronecker, folosind rezultate si tehnici din algebra abstractd. Datorita utilitdtii sale,
categoria modulelor Kronecker a fost studiata si tolba Auslander-Reiten (care dezvéluie obiec-
tele indecompozabile gi aga-zisele morfisme ireductibile) e bine cunoscuti. Informatii generale
despre categoria mod-xK se pot regasi in multe lucrari clasice de teoria reprezentarilor (a se
vedea de exemplu [11, 2] [18]).

Teza de fatd are doua obiective majore. Pe de o parte intentioneaz s& imbogéteasca setul
de informatii disponibile privind categoria mod-x K, prin oferirea unor raspunsuri la intrebari
fundamentale, cum ar fi conditiile de existenta a scufundarilor, proiectiilor si a girurilor scurte
exacte intre module Kronecker decompozabile peste un corp arbitrar. Mentionam ca datorita
rezultatelor obtinute de Cs. Szant6 in domeniu, avem raspunsuri la problemele privind cazul
modulelor Kronecker indecompozabile peste un corp finit (a se vedea |22 21]). Generalizim

cateva dintre aceste rezultate in doud directii: prin trecerea de la corpul finit la un corp k

Y Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 — 1897), matematician german — ,parintele analizei matematice”.
2 Leopold Kronecker (1823 — 1891), matematician german — contributii in teoria numerelor si algebri.



INTRODUCERE

oarecare si prin generalizarea conditiilor (numerice) de existentd pentru module Kronecker
decompozabile. In consecintd, la baza rezultatelor noi obtinute in cadrul acestei teze stau
rezultatele din [22] si [2I], prin urmare prezenta tezd poate fi consideratd o continuare a
cercetarii lui Cs. Szanté in acest domeniu. De asemenea, rezultatele din aceastd teza aduc
contributii in aria modulelor Kronecker peste corpuri finite, pentru ca furnizeaza informatii
cu privire la produsul Ringel-Hall al diferitelor module Kronecker decompozabile. Pe de
alta parte, prin exploatarea conexiunii dintre modulele Kronecker si fasciculele de matrice,
ne propunem, in ultima parte a tezei, sd exemplificim importanta si utilitatea rezultatelor
obtinute (referitoare la scufundari, proiectii si siruri scurte exacte de module) printr-o aplicatie
imediata in solutionarea partiald a problemei subfasciculului de matrice, intr-un caz particular
important. Problema subfasciculului de matrice este o problem# deschisd importanta, cu
aplicatii in inginerie si fizica.

Teza este organizatd in trei capitole, fiecare capitol avind mai multe sectiuni.

Capitolul [1] este dedicat prezentarii terminologiei si unor rezultate bine cunoscute in
teoria modulelor Kronecker. Sectiunea contine definitii si informatii despre categoria
mod-xK si despre obiectele indecompozabile. Conform celor mentionate anterior, sursele
principale sunt [, 2, I8]. In Sectiunea extragem rezultatele relevante din [22] si [21] si le
prezentam intr-un mod concis. Teoremele din aceasti sectiune stau la baza lucrarii noastre.

Capitolul [2| contine majoritatea contributiilor noastre la teoria modulelor Kronecker. In
Sectiunea stabilim o serie de criterii numerice in functie de aga-numitii invarianti Krone-
cker (parametri intregi, care determina clasa de izomorfism a modulului Kronecker) pentru
existenta unui monomorfism intre module Kronecker preinjective (decompozabile) si in mod
dual, pentru existenta unui epimorfism intre module preproiective. Dupé caracterizarea ter-
menilor din mijloc din sirurile scurte exacte (Sectiunea , in Sectiunile si aratam
cd aceste conditii sunt independente de corpul de bazd x — ddm o demonstratie detaliata
pentru cazul modulelor preinjective si preproiective. Produsul monoidal de extensii intro-
dus de Reineke (a se vedea [17]) se dovedeste a fi un instrument foarte convenabil in studiul
sirurilor scurte exacte de module Kronecker in acest cadru independent de corpul de baza.
In consecinti, acest produs monoidal reprezintd subiectul principal in toate celelalte sectiuni
din Capitolul In Sectiunile si descriem complet acest produs in cazul modulelor
preinjective gi/sau preproiective, dezviluindu-i proprietétile combinatorice. In Sectiunea
transformam unele conditii implicite in conditii total explicite gi descriem astfel termenii din
mijloc din Ext!(Z, ") — unde I si I’ sunt preinjective — printr-un sistem de conditii numerice
usor de verificat. Ca urmare, obtinem un algoritm care decide in timp linear (in numé&rul
total al componentelor indecompozabile) dacd un modul dat poate fi sau nu poate fi termen
din mijloc intr-un sir scurt exact de module preinjective. Propunem si o metoda de generare
a tuturor termenilor din mijloc si dam o a doua demonstratie pentru teorema care stabileste
conditiile pentru existenta unei scufundari I’ < I. Toate aceste rezultate se pot aplica in
mod dual modulelor preproiective.

In Capitolul [3] exemplificim utilitatea rezultatelor obtinute prin aplicarea acestora pen-
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INTRODUCERE

tru o problema deschisd importanta, care provine din teoria controlului (a se vedea de exemplu
[14]). Pe baza cartii [10], facem o scurta introducere in teoria fasciculelor de matrice (Sectiu-
nea si , explicind pe scurt notiunile, si ingiruim rezultatele relevante, care sunt
necesare pentru intelegerea problemei subfasciculului de matrice, prezentata in Sectiunea (3.4}
Fasciculele de matrice sunt determinate (pana la o relatie de echivalenta stricta) de invariantii
Kronecker clasici, in mod analog invariantilor Kronecker care determind modulele Kronecker
pana la un izomorfism. Legatura dintre modulele Kronecker gi fasciculele de matrice este
detaliatd in Sectiunea In final, solutia noastra pentru problema subfasciculului (in caz
particular) este prezentatd in Sectiunea

Accentuam faptul ca toate rezultatele sunt valide in mod independent de corpul de bazi
iar conditiile numerice sunt usor de verificat. Practic ele sunt niste sisteme de inegalitati
care implicd doar numere intregi (invariantii Kronecker, respectiv invariantii Kronecker cla-
sici). Dacd doream s scriem un motto tezei, ar fi fost o alegere buna citatul ,, Dumnezeu
a creat numerele intregi, toate celelalte sunt opera oamenilor.” — atribuit chiar lui Leopold
Kronecker.[5]

Mentionam de asemenea, ca aceastd lucrare este descrierea unei cercetari in curs de des-
fagurare. Scopul eforturilor noastre continue este de a gési criterii explicite numerice pentru
existenta scufundarilor, proiectiilor si a sirurilor scurte exacte, care implicad modul Kronecker
arbitrare (preproiective, regulare si preinjectiv). Ca urmare, ne agteptdm sa putem rezolva
problema subfasciculului de matrice in cazul general, oferind un sistem de conditii numerice
explicite, ca si in cazul special tratat in ultimul capitol.

Teza de fatd este bazatd pe urmétoarele patru articole ale autorului: [25] 26] 27, 28] —
dintre care primele doud sunt scrise in colaborare cu Cs. Szanté. Rezultatele din Sectiunea
[2.6] si [3.0] sunt incd nepublicate. Principalele rezultate incluse aici au fost prezentate si in

cadrul urmatoarelor conferinte gtiintifice internationale:

1. 1. Szoll6si, Kronecker modules and matriz pencils, 13th Postgraduate Group Theory
Conference, University of Aberdeen, Aberdeen, Scotland, June 23-25, 2011.

2. Cs. Szanto, 1. Szoll6si, Short exact sequences of Kronecker modules (poster), New de-
velopments in noncommutative algebra and its applications (Workshop), Sabhal Mor
Ostaig, Isle of Skye, Scotland, Jun 26 - Jul 2, 2011.

3. 1. Szollssi, Computing the extensions of preinjective and preprojective Kronecker modu-
les, Groups and Semigroups: Interactions and Computations (Conference), University
of Lisbon, Lisbon, Portugal, July 25-29, 2011.

4. 1. Szollgsi, Computational methods in the theory of Kronecker modules, A3 Abstract
Algebra and Algorithms Conference, Eszterhazy Kéroly College, Eger, Hungary, August
14-17, 2011.

5. 1. Szoll6si, On short exact sequences of Kronecker modules, Algebraic Representation

Theory, Uppsala University, Uppsala, Sweden, September 1-3, 2011.
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Multumiri

As dori sd multumesc conducétorului meu de doctorat, domnului profesor Dr. Andrei Marcus
pentru sprijinul acordat de-a lungul anilor de studiu. Sunt extrem de recunoscator domnului
profesor Dr. Szanté Csaba — profesionalismul lui matematic, sfaturile constructive gi ajutorul
lui generos au fiacut posibila aceastd lucrare, in ciuda intervalului scurt de timp si conditiilor
solicitante de lucru. Adresez multumiri speciale domnului profesor Dr. Septimiu Crivei si
doamnei profesoare Dr. Gabriela Olteanu pentru includerea mea in echipele lor de cercetare.
Indrumarea si prietenia domnului profesor Dr. Septimiu Crivei incepand din anii studentiei
au fost printre factorii decisivi in alegerea vocatiei mele.

In mod natural, ii multumesc familiei mele si prietenilor mei.

Nu in ultimul rand ag dori s& imi exprim recunostinta fata de nenumaératii programatori de
soft liber si open source si pentru membri comunitatilor respective, care doneazi din timpul
lor i pun pentru folosul public abilitatile lor de programare gi/sau matematice pentru a crea
si a face disponibild in mod gratuit o intreagd gama de instrumente indispensabile in lucrul
academic, de la sisteme de operare (cum ar fi GNU Linux), sisteme de culegere si prelucrare
a documentelor si editori grafici (de exemplu IATEX, LyX, Inkscape, etc.) pana la sisteme de
algebrd computationald (cum ar fi GAP, Maxima, etc.). Contributia lor la progresul stiintei
si bunastarea sociala este enorma si mult apreciata.

Doresc sa multumesc pentru suportul financiar din Programul co-finantat de Programul
Operational Sectorial pentru Dezvoltarea Resurselor Umane 2007-2013, Contract POSDRU
6/ 1.5/S/3 — ,STUDII DOCTORALE: PRIN STIINTA SPRE SOCIETATE”.

Cuvinte cheie: algebrd Kronecker, modul Kronecker (preinjectiv gi/sau preproiectiv), sir
scurt exact, produs monoidal de extensii, fascicul de matrice, problema subfasciculului

de matrice.



Capitolul 1

Preliminari

1.1 Categoria modulelor Kronecker

Fie K tolba Kronecker, adica tolba care are doué varfuri si doua sageti paralele

si kK un corp arbitrar. Algebra de drumuri a tolbei Kronecker este algebra Kronecker
pe care o vom nota cu kK. Baza algebrei de drumuri kK este determinatd de multimea
tuturor drumurilor in K. Modulele la dreapta, finit dimensionale peste algebra Kronecker
sunt modulele Kronecker. Notam cu mod-xK categoria modulelor Kronecker.

O reprezentare k-lineara (finit dimensionald) a tolbei K este un cvadruplu M = (V1, Va; @a, ©8),
unde Vi, V5 sunt k-spatii vectoriale de dimensiuni finite (corespunzand varfurilor) si ¢a, g
Vo — Vi sunt functii x-lineare (corespunzand sagetilor). Prin urmare o reprezentare k-lineara
a tolbei K asociaza spatii vectoriale varfurilor gi functii lineare compatibile (sau, in mod echi-
valent, matrice) sigetilor. Notam cu rep-xK categoria reprezentarilor finit dimensionale a
tolbei Kronecker. Date fiind doud reprezentari M = (V1, Va; ¢, ¢p) st M' = (V{,V5; ¢l (pb),
un morfism in rep-xK intre M si M’ este o pereche de functii k-lineare f = (f1, f2), unde
f1: Vi = Vgl fo: Vo — VJ, asa incat urmitoarea diagrama este comutativa (fioa = ¢, f2

st fios = jfa):

Categoria modulelor Kronecker este echivalenta cu categoria reprezentarilor tolbei Krone-

cker, aceastd echivalentd fiind datd de functorii F' si G, definiti in felul urméator:
o F:mod-kK — rep-sK cu F(M) = (F(M)1, F(M)2; F(M)a, F(M)g) = (V1, V2;0a, 03),

9



CAPITOLUL 1. PRELIMINARII

unde Vi = Meq, Vo = Meg si @q,pp : Vo — Vi, asa incat pq(x) = za si pg(z) = 28
pentru oricare x € V. Daca f : M — M’ este un morfism de module Kronecker, atunci
F(f): F(M) — F(M'), F(f) = (f1, f2), unde f1 = flpn), st fa = flron.,-

e G :rep-k K — mod-kK cu G(M) = M; & My fiind un k-spatiu, cu structura de K-
modul la dreapta data de ze; = (z1 +x2)e1 = x1, zea = (21 +x2)ex = X2, T = @ (T2),

zf = ps(x2) i G(f) = L © fo.

Echivalenta categoriilor mod-xK si rep-xK fiind clard, de acum incolo vom identifica un

modul M € mod-kK cu reprezentarea r-linear corespunzitoare tolbei K si vom folosi notatia

Pa [Pal
M :Vi &= Vosau M : Vi & Vo, unde [pq] si [pg] sunt matricele functiilor lineare ¢, si ¢g
P8 5]
intr-o baza oarecare.
Categoria mod-xK a fost studiatd in profunzime, deoarece algebra Kronecker este un
exemplu foarte important de algebra ereditard blandd. Mai mult, categoria mod-xK are si
o interpretare geometricd, din moment ce este derivat echivalenta cu categoria fasciculelor

coerente peste dreapta proiectiva.

In cele ce urmeaza, facem o scurta compilatie de definitii si rezultate bine cunoscute despre
categoria modulelor Kronecker. Calculele, justificarile si demonstratiile prin care se ajunge la
aceste rezultate se pot regasi in diverse carti si articole de specialitate, de exemplu in [T}, [19,
2, [18]. Nu intentionam replicarea argumentelor aici, doar revizuirea scurtd a materialului pe

baza cirui se pot intelege rezultate noi obtinute in Capitolul 2] si [3]

Modulele Kronecker simple (pana la izomorfism) sunt
S1:kE0 s S9:0 & k.

In cazul unui modul Kronecker M notam cu dimM dimensiunea lui. Dimensiunea lui M este
un vector dimM = ((dim M), (dim M)2) = (mg, (M), mg,(M)), unde mg, (M) este numéarul
factorilor izomorfi cu modulul simplu S; in seria de compozitie a lui M, i = 1,2. Privita ca si

Pa
o reprezentare M : V) &= Vs, avem dimM = (dim, V7, dim, V3).
¥B

Un modul indecompozabil M € mod-xK e membru intr-una dintre urmaétoarele trei fa-

milii: preproiective, regulare si preinjective.

Modulele Kronecker indecompozabile preproiective sunt determinate pana la izo-
morfism de catre vectorul de dimensiuni. Pentru n € N vom nota cu P, un indecompozabil
preproiectiv de dimensiune (n+1,n). Deci Py si P; sunt indecompozabilele proiective (Py = S;

fiind simplu). Se stie, ca (pani la izomorfism) P, = (k"*1, k™; f, g), unde alegand baza cano-

nicd in £ si k7T, matricele functiilor f : K — k" si g : K — K™ sunt " |, respectiv
) O )

10
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n

0
( . Deci in acest caz avem:

unde F, este matricea identitate. Defectul unui modul indecompozabil preproiectiv este
0P, = —1.

Definim un modul Kronecker preproiectiv P ca fiind suma directd de indecompozabile
preproiective P = P, © Py, @ --- ® P,,, unde am folosit conventia a; < as <--- < q;.

Modulele Kronecker indecompozabile preinjective sunt si ele determinate pana la
izomorfism de catre vectorul de dimensiuni. Pentru n € N vom nota cu I, un indecompozabil
preproiectiv de dimensiune (n,n+1). Deci Iy si [; sunt indecompozabilele proiective (Ip = Sy
fiind simplu). Se stie, ci (pana la izomorfism) I,, = (k" &""1; f,g), unde alegand baza

canonicd in k"1 si k7, matricele functiilor f : K" = k" si g : K*TT = K” sunt <En O),

respectiv (O En>. Deci in acest caz avem:

(En 0)
n <—— /in—l—l
- ’

(0En)

I,: Kk

unde F, este matricea identitate. Defectul unui modul indecompozabil preproiectiv este
0P, = 1.

Definim un modul Kronecker preinjectiv P ca fiind sumé directd de indecompozabile
preproiective I = 1,, © I, @ --- ® I,;, unde am folosit conventia a1 > ag > --- > q;.

Modulele Kronecker indecompozabile regulare sunt modulele indecompozabile, care
nu sunt nici proiective, nici preinjective. Un indecompozabil regular este izomorf cu una
dintre urmatoarele reprezentari (unde fx este multiplicarea cu X, iar id este functia identica
sin>1):

o Ry(n) : w[X]/(6(X)™) i k[ X]/(6(X)™), unde ¢ este un polinom monic cu gradul

Ix
deg ¢ > 2, ireductibil in k;

e Ri(n): k[X]/(X —k)™) <i/<L[X]/((X —a)"), unde k € k (deci Ri(n) este doar o

-~

Ix
notatie pentru Ry_x(n)).

Aceasta este in conformitate cu cele spuse pana acum, deoarece avem urmétorul izomorfism

g de reprezentari, unde ¢ este un polinom monic arbitrar ireductibil, de grad deg¢ = d > 1:

11
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d id d
K™ K" ,

l Coxyn l
g g
id

R[X]/(0(X)") ; [X]/(6(X)")

unde g = 74— £[X]/(G(X)"), gk, K1, - Fnao) = Ko+ k1 X 4=+ Fpg 1 X" 4 (6(X)7)
pentru oricare (ko,ki,...,kng—1) € K™ i Cy(x)n este matricea de companie a polinomului
#(X)". Matricea de companie a unui polinom monic arbitrar A(X) = X9 + kg1 X9 ' +
o+ ko € K[X] cu grad d este Cy(x) € Mg(x), unde

00 --- 0 —ko
10 -+ 0 -k
00 1 —kgq
Avem gi izomorfismul
Jo(n)
K" K" ,

id
01
0o -
unde g : K" — K[ X]/(X™) este definit ca si inainte, cu Jén) = fiind matricea

nilpotenta de grad n.

Pentru simplificarea notatiilor si a terminologiei, introducem urmaétoarea multime:

P = {00} Uk U{d|¢ este un polinom monic cu grad deg¢ >2 ireductibil peste x}

si vom numi un element p € P un ,punct”. Notam cu d, gradul punctului p, unde

1 p € {0} Uk

d, = .
degp p€ P\ ({o0} Uk)

Folosim conventia R,(0) = 0, pentru oricare p € P.
In consecint, dimensiunea unui modul indecompozabil regular este dim R, (n) = (nd,, nd,),

iar defectul lui va fi OR,(n) = 0. Rezultd din structura tolbei Auslander-Reiten cd modulele

12



CAPITOLUL 1. PRELIMINARII

indecompozabile regulare fac parte din asa-zise tuburi (a se vedea [I8, 19]). Fiecare punct
p € P determina un tub (fiecare polinom monic ireductibil ¢ € k[X| determina un tub Ty, la
care se adauga tubul 7 al modulelor R (n).

Dacd k = R este algebric inchis, atunci toate polinoamele ireductibile au forma ¢(X) =

X —k si matricea de companie C(x_p)n este similard cu J,;, unde J,gn) este blocul Jordan de

k1
k. N
nxn, J,gn) = =kE,+ Jén). In acest caz P = {oo} Uk si indecompozabilele
o
k
regulare sunt
Ri(n): k"= K™ pentru k € k and Ry (n): K" = K™ .
0

Un modul R € mod-xK va fi numit modul Kronecker regular daci este suma directa
de indecompozabile regulare. Dacid A = (A1, A2, ..., \p) este o partitie, atunci folosim notatia
Rp(A) = Rp(A1) @ Rp(A1) @ -+ & Rp(Am).

Categoria mod-x K este o categorie Krull-Schmidt, deci avem urmatoarea teorema de

descompunere:

Teorema 1.1.1 (Krull-Schmidt). Fiecare modul in M € mod-cK se descompune in urmd-

toarea sumda directd
M=(Py@ - ®P,)® (BpepRpy(\?)) @ (I, @ - @ I,,)

pand la izomorfism, unde:

o (c1,...,¢pn) este un gir crescator de numere naturale;

o \P) = (A1,...,\) este o partitie nenuld pentru un numdr finit de puncte p € P;

o (dy,...,dn) este un gir descrescator de numere naturale.

Sirurile crescatoare (c1,...,¢p) si (di, ..., dy) Impreuna cu partitiile AP) corespunzitoare

fiecarui punct p € P sunt invariantii Kronecker ai modulului M. In concluzie, invariantii
Kronecker determinad modulul M € mod-xK péani la izomorfism.
Terminam aceasta sectiune cu urmétoarele leme bine cunoscute, in legiatura cu proprieta-

tile morfismelor, extensiilor gi ale girurilor scurte exacte in mod-xK:

Lema 1.1.2. Notind cu R, P si I un modul preproiectiv, reqular, respectiv preinjectiv, ur-

matoarele afirmatit sunt adevdirate (unde m,n,t, t1,to € N, p € P si d, este gradul punctului
p):
(a) Hom(R, P) = Hom(I, P) = Hom(I, R) = Ext!(P, R) = Ext'(P,I) = Ext}(R,I) = 0.

13



CAPITOLUL 1. PRELIMINARII

(b) Pentrun < m, avem dim, Hom(P,, P,) = m—n+1 si Ext'(P,, P,,) = 0; in caz contrar
Hom(P,, P,,) = 0 si dim, Ext'(P,, P,,) = n —m — 1. In particular End(P,) = k gi
Ext!(P,, P,) = 0.

(¢) Pentrun > m, avem dim, Hom(I,,I,,) = n—m+1 si Ext'(I,, I,,) = 0; in caz contrar
Hom(I,, I,,) = 0 si dim, Ext'(I,,I,,) = m —n — 1. In particular End(I,) = & si
Ext!(I,,I,) = 0.

(d) Daci p # p', atunci Hom(R,(t), Ry (t)) = Ext'(R,(t), Ry (t)) = 0.

(e) dim, Hom(P,, I,,) = n+ m si dim, Ext! (I, P,) = m +n + 2.

(f) dim, Hom(P,, Ry(t)) = dim, Hom(R,(t), I,,) = dpt sidim, Ext!(R,(t), P,) = dim, Ext! (I, R,(t)) =
dpt.

(g) dim, Hom(Ry(t1), Ry(t2)) = dim, Ext!(R,(t1), Rp(t2)) = dp min(ty,t2).

Lema 1.1.3. Daca existda un sir scurt exact 0 — M’ — M — M"” — 0 de module Kronecker,
atunct dimM = dimM’ + dimM" si OM = OM' + OM".

1.2 Algebre Ringel-Hall in cazul Kronecker

Fie k un corp finit (aceasta restrictie se aplica numai in cadrul acestei sectiuni). In cazul unui
modul X € mod-xK cu [X] notdm clasa de izomorfism a modulului si tM == M & ... & M
(de t ori).

Algebra Ringel-Hall H(xK,Q) asociata algebrei Kronecker kK este Q-spatiul liber,
care are o baza formata din clasele de izomorfism din mod-xK, cu structura de algebra data

de produsul definit in urmatorul fel (numit produsul Ringel-Hall):

[N1][No] = Fal , [M],
[(M]

unde constantele Flj\\f{M =|{M D U| U = Ny, M/U = Ni}| sunt numite numerele Ringel-
Hall. Prin urmare, H(kK, Q) este o algebra asociativd, de obicei necomutativa, avand ca si
element neutru clasa de izomorfism a modulului zero.
In general, pentru M, Ny, ..., N; € mod-£K definim
i v =M =My2> M D..2> M =0 Mj_y/M; = N;,¥1 < i<t}

Din asociativitate rezulta, ca

[N1) [N =D R (M.
[M]

In cele ce urmeaza prezentim cateva proprietiti ale algebrei Ringel-Hall asociate algebrei

Kronecker.

14
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Lema 1.2.1 (]22]). Pentru N1, Ny € mod-kK cu Ext!(Ny, Ny) = 0 si Hom(Ny, Ni) = 0
avem [N1][N2] = [N1 & No|.

Conform celor spuse in prima sectiune, clasa de izomorfism a modulului M € mod-kK este
de forma [M] = [P®R®1], unde P, R i I este preproiectiv, regular respectiv preinjectiv. Din
Lemal(l.1.2(a) si Lema|l.2.1|rezultd ca [P@®@R& I] = [P][R][I], deci pentru [M'] = [P’&R' &1']
avem

[M][M'] = [P[R][T][P'][R][I].

Asta inseamna, cd pentru a obtine toate numerele Ringel-Hall, trebuie descrise produsele

de forma

(1[I, (NP, [T[R), [RI[R), [RI[P], [PI[F).

Avem o lista de formule pentru produsul Ringel-Hall in cazul unor module specifice, da-
toritd lui Szanto (a se vedea de exemplu [22] si [21]).

Daca FJ]\\,/{__Nt # 0 atunci vom numi [M] un termen in [V;]...[N¢] si vom folosi nota-
tia [M] € {[N1]...[N¢]} ({[N1]...[N¢]} pentru multimea termenilor din [Ni]...[IV;]). Folosind

aceastd notatie gi asociativitatea produsului Ringel-Hall, urmatoarea lema rezulta usor:
Lema 1.2.2. Fie Ny, No, M, M’ € mod-xK. Urmétoarele afirmatii sunt adevirate:
(a) {[N1][N2]} = {[]\4]\};’]]\\,/{]\,2 # 0} = {[M]|3 sir scurt exact 0 — Ny — M — N; — 0}.

(b) M' — M < F¥,, # 0 pentru un X € mod-kK < 3 gir scurt ezact 0 — M’ — M —
X — 0 pentru un X € mod-cK < [M] € {[X][M']} pentru un X € mod-£K.

(c) M » M & FM. #0 pentru un X € mod-xK < 3 sir scurt ezact 0 - X — M —
M'" — 0 pentru un X € mod-cK < [M] € {[M'][X]} pentru un X € mod-xK.

In consetinta, pentru a verifica existenta unei scufundari, proiectii sau sir scurt exact, tot
ce avem de facut e sd vedem daca termenul corespunzitor din produsul Ringel-Hall este nul

sau nu. Ca si o consecintd a rezultatelor din [22] si [21I] deducem urmatorul corolar:

Corolar 1.2.3. Avem urmdtorii termeni in produsul Ringel-Hall al diferitelor module Kro-

necker:

(a) {[P][R][I]} = {[P®R®1]}, unde P,R,I € mod-cK sunt module preproiective, requlare,

respectiv preinjective;

(b) {[R][R]} = {[R][R]}, iar acesta multime contine numai module requlare (pentru R, R’ €

mod-kK module requlare arbitrare);

{lIi ® I;]} i—j>-1
{[Ij D Ii], [Ij_l b Ii+1]7 ey [Ij—[%] b I+[%]]} 1—7<—1

)

(e) L]} =
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{[P & P} i—j<—1

(d) {[R]P]} =
{[PJ () PZ], [-Pj-i-l ) -Pi—1]7 ceey [.PjJr[ifj} ¢ P. [z—]}]} 1—7>—1

(e) {[In—1=][Pi]} = Rn U{[Ps ® In—1-i]}, unde

Rp =A{[Rp,(t1) ® ... ® Ry, (ts)] | s € N*, p; # p; dacd i # j,tidp, + ... + tsdp, =n}

() {lIm]Rn} = {Rallm]} U{Rn-1[Im+1]} U ... U{[I;msn]}, cu [Imin] € {[Im][Rn]} pentru
oricare Ry, = Ry, (t1) @ ... ® Ry (ts) asa incdt p1,...ps € P sunt puncte diferite luate
douad cdte doud, sitidpy, + ... +tsd,, = n.

(8) ARn[Pm]} = {[Pn]Rn}U{[Prnt1|Rn—1]} V... U{[Prninl}, cu [Prgn] € {[Rn][Pn]} pentru
oricare Ry, = Ry, (t1) ® ... ® Rp,(ts) asa incdt p1,...ps € P puncte diferite luate doud
cite doua, si tidy, + ... +tsdp, = n.

Dupé cum vom vedea, generalizarea Corolarului are rol decisiv in studiul sirurilor
scurt exacte de module Kronecker (in Capitolul [2]) si in rezolvarea problemei subfasciculului
de matrice (in Capitolul . Desi in cadrul acestei sectiuni s-a pus o conditie de finitudine
pe corpul de bazd k, vom ardta in Sectiunea [2.3] cum putem depisi aceastd restrictie, cel
putin in cazul modulelor preproiective gi preinjective. Prin inlocuirea produsului Ringel-Hall
cu produsul monoidal de extensii al lui Reineke, ajungem la un set analog de reguli pentru
produse de diferite multimi de clase de izomorfism ale modulelor Kronecker, care ne permit

studiul sirurilor scurte exacte intr-un cadru independent de corpul de baza.
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Capitolul 2

Siruri scurte exacte de module

Kronecker

2.1 Monomorfisme intre preinjective si epimorfisme intre pre-

proiective

Scopul nostre este si dam criterii numerice in functie de invariantii Kronecker pentru I’ < I
(unde I', I sunt preinjective) si pentru P — P’ (unde P’, P sunt preproiective).
Incepem cu doud leme, care permit descompunerea modulelor ,mai mici” din sirul scurt

exact.

Lema 2.1.1 ([25]). Fie Ny, N2, My, My € mod-xK module Kronecker (unde k este un corp
arbitrar) asa incit Ext'(N1, No) = 0 si Hom(No, My) = 0. Atunci existd un sir ezact de
forma

0O—-N1&Ny—>M i dMy—Y —0

dacd st numai dacd existd un modul X cu urmdtoarele siruri exacte:

0—>N2—>M2—)X—)0

O=-N—->MapX—->Y —=0.
Dual avem:

Lema 2.1.2. Fie Ny, Ny, My, My € mod-sK asa incdt Ext'(Ny, Nao) = 0 si Hom(My, Ny) =

0. Atunci exista un gir exact de forma

0—=Y >M &My — N DdNy—0

17
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daca si numai dacd existd un modul X cu urmdatoarele siruri exacte:

0—-X—M — N, —0

0—-Y > XMy, — Ny— 0.

Urmatoarea lema stabileste conditiile pentru existenta unui monomorfism f: I,, = I,, &
---EBInp cun>ng >--->ny>0.

Lema 2.1.3. Consideram module preinjective tn mod-cK unde x este an corp arbitrar. Fie
n >mny > - > n, > 0 numere intregi asa incdt s = Zle n; > n. Atunci exista un
monomorfism f: Iy — Iy, @+ @ In,. Mai mult, cokerf = Ly, © ... I;m,_,, unde n > my >
e >my 1 > 0.

Pornind de la lemele precedente, putem da conditiile numerice pentru existenta unei scu-

fundari f : I’ — I intre modulele preinjective I si I'.

Teorema 2.1.4 ([25]). Fie numerele intregi dy > ... > dy, >0 si c1 > ... > ¢ > 0. Avem un
monomorfism

f: Id1 D ... @Idn ®dly — Icl D ... @Icm @ cly
daca si numai daca d <c sid; +...+d, < chgdi ¢j pentru i = 1,n (suma vida fiind 0).

Remarca 2.1.5. Folosind notatia I’ = (agly) @ ... ® (anly) & ..., I = (bolp) & ... D (bp1y) & ...

avem o scufundare f : I’ — I daci si numai daca

ag < by
ar < b
a1 +2a9 < b1+ 2by

a1 + 2a9 + ... + nan, b1 + 2by + ... + nby,

Deci precum se vede, un fel de relatie de ,dominanta” descrie conditia de existenta a

monomorfismului.
Teorema poate fi dualizata usor pentru cazul preproiectivelor:
Teorema 2.1.6 (|25]). Fie numerele intregi dy > ... > d,, > 0 si ¢y > ... > ¢y > 0. Euzista

un epimorfism
ficPh@ P, ®..0F, dPy® Py, ©...0 Py,

dacd st numai dacd d < c si d; + ... +dp < ch<di ¢j pentru i = 1,n (suma vida fiind 0).
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2.2 Cateva siruri scurte exacte particulare de preinjective si

preproiective

Aplicand Teoremele si descriem posibilii termeni din mijloc in citeva cazuri parti-
culare de giruri scurte exacte.

Proprietatea urmatoare este bine cunoscuta:

Teorema 2.2.1. Dacd I, 1" sunt preinjective si X este un termen din mijloc in Ext*(I’, I")
atunci i X este preinjectiv. Dual, daca P', P" sunt preproiective si Y este un termen din
mijloc in Ext'(P', P") atunci si Y este preproiectiv.

Corolar 2.2.2 (|25]). Fiedy > ... > dy, > 0, c1 > ... > ¢, > 0 §i a > 0 numere intregi.

Atunci:

(a) I, ® ... ® I,, ® cly este un termen din mijloc in Ext!(I,, I, ® ... © Iy, ® dlo) dacd si
numai daci m+c=n+d+1, 3" ci=a+37 1 dj, d<csidi+..+dn <3 4 ¢

pentru i = 1,n.

() I, ® ... ® I, @ cly este un termen din mijloc in Ext!(aly, Iy, © ... ® I, & dly) dacd si
numai daci m+c=n+d+a, Y 3i% ;=30 dj, d<csgidi+..+d < chgdi cj
pentru i = 1,n.

Dual, pentru preproiective:

Corolar 2.2.3 (|25]). Fiedy > ... > dy, > 0, ¢1 > ... > ¢, > 0 gi a > 0 numere intregi.

Atunci:

(a) cPy® P, @...® P, este un termen din mijloc in Ext*(dPy® Py, @ ...® Py,, P,) dacd si
numai dacim+c=n+d+1, 37" ci=a+3 7 dj, d<cgidit..+dn <3 4 ¢
pentru i = 1,n.

(b) cPy® P, ®...® P., este un termen din mijloc in Ext!(dPy @ Py, &...® Py,,aPy) daca
si numai dacim+c=n+d+a, YL c; =" dj, d<cgidi+..+dy < chgdi ¢j

pentru 1 = 1,n.

2.3 Independenta de corpul de baza a sirurilor scurte exacte
de module preinjective si preproiective

Demonstram ca termenii din mijloc in girurile scurte exacte de module Kronecker preinjec-

)

tive si preproiective nu depind de corpul de bazd k. Vom nota acum cu L(f preinjectivul

indecompozabil in mod-xK de dimensiune (n,n + 1). Enuntim urméitoarea teorema:

Teorema 2.3.1 ([25]). Fiedy > ...>dp >0, ¢1 > ... > ¢y >0 siep > ... > e, > 0 numere

intregi, k si k' corpuri arbitrare. Dacd existd un sir scurt exact in mod-xK
0510 0.0l 5 IPe. .ol 5 IWe..0If -0,
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atunci existd un sir scurt exact similar in mod-x'K :
(s") (") ! ! ! !
0=y e ely) I e eI I e eI 0.
In mod dual avem:

Teorema 2.3.2 ([25]). Fied; > ...>dp, >0,¢1 > ... > ¢y >0 sie1 > ... > e, > 0 numere
intregi, k st k' corpuri arbitrare. Dacd existd un sir scurt exact in mod-xK

05 PPo..oP 5 PPWo. oP® 5 PWe..ePM -0,

€p

atunci existd un sir scurt exact similar in mod-x'K :

Cm C1

0»PVe. . oP s PMe.. 0P » P e . oP 0.

2.4 Extensii de module Kronecker peste corpuri arbitrare

Pentru d € N? fie My = {[M]|M € mod-xK,dimM = d} multimea claselor de izomorfism ale
modulelor Kronecker de dimensiune d. Pornind de la notiunea introdusa de Reineke in [17]
pentru submultimi A C My, B C M., definim

AxB={[X] € Mg.|30— N — X — M — 0 exact pentru un [M] € A, [N] € B}.

Deci produsul A B este multimea claselor de izomorfism ale tuturor extensiilor modulelor M
cu [M] € A prin modulele N cu [N] € B. Aceste este de fapt produsul monoidal de extensii
al lui Reineke, cu clase de izomorfisme in loc de module. Este foarte important de stiut ci
acest produs este asociativ (a se vedea [17]), adica pentru pentru A C My, B C M, C C My
avem (A% B)*C = Ax(B*C). In mod natural {[0]} * A = A {[0]} = .A. Vom numi operatia

“x” produsul monoidal de extensii.

Remarca 2.4.1. Pentru M, N € mod-<K si « finit, {[M]}* {[N]} = {[M][N]}, adicd produsul
monoidal de extensii, rezulta chiar termenii din produsul Ringel-Hall (a se vedea Sectiunea
13).

In cadrul acestei sectiuni ne propunem sa descriem produsele de forma {[M]}+{[N]}, adici
sa descriem extensiile lui M prin N. Este important de mentionat ca printr-o ,extensie a lui
M prin N” intelegem un modul X, care este termen din mijloc in Ext!(M, N). Accentuim

ca toate rezultatele sunt valide in mod independent de corpul de baza.

Teorema 2.4.2. Avem urmdtoarele reguli pentru produsele monoidale de extensii in cazurile

urmatoare:

(a) {[P]} = {[R]} =x{[I]} = {[P® R&I]}, unde P,R,I € mod-cK sunt module arbitrare

preprotective, requlare respectiv preinjective;
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(b) {[R]}*{[R]} = {[R/]}*{[R]}, iar aceasta multime contine numai module requlare (pentru

R, R’ € mod-«K module requlare arbitrare);

{[L: & L;]} i—j>—1
L @ L] (L1 @ Livals s [ iy @ L ]} i— 5 < —1

2

(e) (L]} = {5} =

{[P & Pj]} i—j<—1
{[PJ @Pi]? [Pj+1 @Pi—l]a Sa) [Pj+['—j] @Pi_[%]]} 1—7>-1

i
2

(@) {[B]} «{[P5]} =

(e) {[In—1=]} *{[B]} = Rn U{[Ps ® In—1-]}, unde

Rp =A{[Rp,(t1) ® ... ® Ry, (ts)] | s € N*, p; # p; dacd i # j,tidp, + ... + tsdp, = n}.

() {Im]} * Rn =R * {[I;m]} U Rp—1 * {[Im1]} U ... U {[I;mn]}-

(&) R {[Pn]} = {[Pml} * Rn U{[Prsa]} * R U .. U{ [Pyl }-

2.5 Produsul monoidal de extensii al modulelor Kronecker pre-

injective (preproiective)

FielI' =1, @ @1, si I = I, ®--- &I, module Kronecker preinjective, unde a; > --- > a,
$iby > -+ > b,. Ne propunem si descriem multimea {[I']} x {[I]}, adica clasele de izomorfism
care apar in produsul monoidal de extensii al lui [I'] cu [I|. Toate aceste rezultate pot fi

enuntate in mod dual pentru cazul modulelor preproiective.

Lema 2.5.1 ([20]). Fiea; > --->an, >0, ¢1 > -+ > ¢, >0 §i b > 0 numere intregi. Atunci
ey @@ Icp] €{llo, ® - @ Lo, ]} * {[ L]}

daca si numai daca p=n+1,c1 =a1, ..., Ck—1 = Ak—1, Cht1 > Gk, -, Cnt1 > Gn PENLTU
unke€{l,....n+1} si S0 ai +b=>"e

Lema poate fi enuntata si in felul urmator:

Lema 2.5.2 ([20]). Fiea; > --->ap, >0, ¢1 > -+ > ¢, >0 §i b > 0 numere intregi. Atunci
ey @@ Icp] € {[lo, ® - @ Lo, ]} * {[L]}

daca st numat dacap=n—+1,cir=a1, ..., Ck_1 =Qp_1, Ck =b— Z?:k mi, Cht1 = Ak + Mg,

ey Cngl = Gp +my pentruun k € {1,....,.n+ 1} sim; >0, i = k,n.
Pornind de la aceasta lema, putem enunta teorema principald a acestei sectiuni:
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Teoremi 2.5.3 ([26]). Daci a; > ...ap > 0,0y > --->b, >0 si¢c; > -+ > ¢ >0 sunt
numere intregi, atunci [Ie, ® -+ @ Ie.] € {[Iay - D Ig,]} * {[Ip, D--- © I,]} daca si numai
dacar =n+p, 36 :{1,...,n} = {1,...,n+p}, Ja: {1,...,p} = {1,...,n+p} functii strict
crescatoare cu ImaNImpB = () si Elmz- >0,1<i<n,1<j<p,asaincitVl e {1,...,n+p}

bi — Y pi)<aly) My, undei=71(f) € ecImp
o = iSisp . 25.1)
a; + Yp(i)<a(j) M5, unde j=o~'(() £€Ima
1<i<n

Exemplu 2.5.4. In mod-xK avem
@l @ L@ I3 I3 L& L] € {[ls® I3 Ia® o)} *{[Ir © Is D L]}

Folosind notatia din enuntul teoremei avem p = 4, n = 3, r = 7 si functiile strict
crescatoare 5 : {1,2,3} — {1,...,7} cu B(1) =2, 8(2) =4, 83) =Tsi a: {1,...,4} —
{1,...,7} cu (1) = 1, a(2) = 3, a(3) = 5, a(4) = 6. Pentru valorile m;'-, 1 <i<mn,
1<j<p, avem mi =m3 =m3 =1si m; = 0 in toate celelalte cazuri. Deci exista un sir

scurt exact
Ol Il L lsplsdl1 &1 > IgsPpI3sd I 1y — 0,

ilustrat in felul urmator:

— 0

7 5 1 8 6 4 3 3 1 1 8 3 2 O

Deci, mai putin formal, Teorema spune ca [lo, © - @ I.,| € {[Io; © - D o]} *
{Ip, ®--® I, ]} dacd si numai daca girul ¢; > -+ > ¢, > 0 poate fi obtinut prin interclasarea
sirurilor a1 > --- > ap > 0si by > --- > b, > 0 prin aplicarea unei reguli, ilustrate in desenul
de mai sus. Aceastd reguld spune ca in termenul din mijloc un pétrat poate fi mutat numai de
la stanga spre dreapta si numai de pe coloanele negre (corespunzitoare elementelor din girul
by > -+ > b, > 0) pe coloanele albe (corespunzitoare elementelor din girul a; > -+ > ap > 0).
Valorile m§ din teorema reprezintd numarul de patrate mutate din coloana corespunzitoare

elementului b; in coloana corespunzatoare elementului a;.

22



CAPITOLUL 2. $SIRURI SCURTE EXACTE DE MODULE KRONECKER

Ca gi consecinte imediate, obtinem urmatoarele corolare:
Corolar 2.5.5. Fie I,I', 1" € mod-xK module Kronecker preinjective, unde I = I, &-- -1, ,
I'=1,, @ @1, sil" =1y, ®-- Iy, Atunci existd un sir scurt exact
O=Iy® Dy, > Iy Do, = Loy @ DIy, -0
daca g1 numai dacd existd un gir scurt exact

0_>Ib1+m@"'@lbn+m_>I01+m@"'@lcr+m—>Ia1+m®“‘@lap+m—>0

pentru, o anumitda valoare m € N.

Corolar 2.5.6. Pentruay > --->ay, >0, ¢ > --- > ¢, >0 51 b >0 numere intregi, avem

ey @ e916;;] e} *{[lo, @ -+ D 14, ]}

dacd st numai dacd p=n-+1, ¢ =a1 —my, ..., Cp_1 = Qp—1 — Mk_1, Ck = b+ Zf;ll ms,

Cht1l = Qfy « -+, Cnpl = Qy, pentru un anumit k € {1,...,n+ 1} sim; >0, 4 =k,n.
Teorema [2.5.3] poate fi dualizaté usor pentru module preproiective:

Teorema 2.5.7 (|26]). Daci a1 > ...ap > 0,0y > --->b, >0 si¢c1 > -+ > ¢ >0 sunt
numere intregi, atunci [Pe, @ --- @ Pe,] € {[Py, ® -+ @® Py, |} % {[Pa, ©- - D Pa,]} dacd si numai
dacar =n+p, 36 :{1,...,n} = {1,...,n+p}, Ja: {1,...,p} = {1,...,n+p} functii strict
crescitoare cu ImaNImpB = 0 si E|m§- >0,1<i<n,1<j<p,asaincitVl e {l,...,n+p}

bi = Xs(i)<a() My undei=pT1(E) €€ Imp

e = 1<5<p

aj + 2 _p(i)<a() m} unde j = a~t(¢) (€ Ima '

Am véazut cd Teorema [2.5.3] descrie proprietitile combinatorice ale produsului monoidal

de extensii a doud module preinjective. Demonstram un rezultat mai general in [28]:

Teorema 2.5.8 ([28]). Pentru ai,...,an,c1,...,¢c, € N, ¢ > -+ > ¢ >0, r,n > 2 avem
Lo, ® - & 1] € {[La)]} * - *{[La,]} daca si numai daca r = n, Jo € S,, 0 permutare si
Elm; > 0 numere intregi, 1 < j < i <n, asa incat V¢ € {1,...,n}

n o(f)—1

i a(l

c=agpt Y mhy— y mi,
i=a()+1 j=1

st urmdtoarele conditiile sunt indeplinite:
(i) mé >0 = o 1(i) < o7 1(j),
(ii) aj > a; = o7 1(i) > o7 1(j).
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Folosind aceastd teoremé putem (re)demonstra relativ ugor un corolar interesant, care a

fost observat pentru prima data in [23]:

Corolar 2.5.9. Fie 0 <aj < --- < ay numere intregi. Atunci [I,,®--- &1, ] € {[Lg]}*---*
{[Ia,]} daca st numai dacd c1 > -+ > ¢, >0, Y0 ¢ =D 0 a; 8 Ele ¢ < Zle (p—it1,

unde = (c1,¢2,...,¢) $t A= (an,ap_1,...,a1).

2.6 Produsul monoidal de extensii al unui modul Kronecker

preinjectiv cu un modul preproiectiv

In cele ce urmeaza enuntdm nigte rezultate care ne vor fi de folos in rezolvarea problemei

subfasciculului de matrice in Capitolul [3]

Lema 2.6.1. Fiedy > --->dy >0 sic1 > --- > ¢, > 0 numere intregi. Atunci I, @
I..) € {[Ia, - ® 1q,]} * {[Pn]} daca si numai dacir = q—1 si avem ¢ =dy +ma,...,c =

di+my, 41 =dpy2,...,cq—1 = dg pentru un anumitl € {1,...,q—1} cum; >0, i=1,1 gi
St mi=di+n+1.

Lemda 2.6.2. Fie dy > --- > dg > 0 gic1 > -+ > ¢cg-1 > 0 numere intregi. Atunci
Uey @@ 1oy y] € {[{a, @+ @ Ig,]} ¥ {[Pn]} dacd i numai dacd [Ig,4ni1 @ -+ @ Igq4ni1] €
{o]} * {Uer4nt1 @ -+ ® Loy 4ni]}-

Teorema 2.6.3. Fieq>n>0,dy >--->d;>0,¢c1>-->¢cpn>050<a; <---<a,
numere intregi. Atunci [Io, ©---® I, ] € {[lg, ®-- @ 1g,]} ¥{[Pay D ® Py,]} dacd i numai

daca [Ig, 14,419 '@qu+an+1] € {lap-a, D - Olay—an_ BLo]}¥{[Le; 4a,+1D - '@Icqfn'f'an"!‘l]}’
sau echivalent existd un sir scurt exact

0P, ® - BF, —=1,0 I

Cqg—n

—)IdlEB-~~EBqu —0
dacd st numai dacd existd un sir scurt exact
0 — ICl"l‘an“Fl@' : '@Icqfn"l‘an“!‘l - Id1+an+1@. ’ @qu+an+1 — Ian_al@. ’ '@Ian_an—l 69‘[0 - O

Corolar 2.6.4. Fieq>a >0,dy > --->dy >0 sicy > - > cg_pp > 0 numere intregi.
Atunci [Ie; @D 1e,_,] € {[Ia, ©---®1g ]} ¥ {[aPo]} dacd si numai dacd [I4,11©---®lg,11] €
{lado]} # {ey41 @ -+ - ® Ie,_,+1]}, sau echivalent existd un sir scurt evact

0—=aPy—1,® - DI

Cg—a

=1y @& ®Ig, =0
dacd st numai dacd existd un sir scurt exact
0=l ® Sl ot1 2 lagy1 @S- & Ig 41 — alp = 0.

24



CAPITOLUL 2. $SIRURI SCURTE EXACTE DE MODULE KRONECKER

2.7 Calculul produsului monoidal de extensii de module Kro-

necker preinjective si preproiective

Pentru o abordare computationald a teoremei de caracterizare (Teorema intr-un mod
cat mai eficient posibil, trebuie si eliminadm conditia implicitd de existentd a valorilor mz din
teoremi. In aceastd sectiune demonstrim o altd versiune a Teoremei , in care inlocuim
conditia de existenta a valorilor m; cu nigte inegalititi care se pot scrie numai in functie de
sirurile (ai,...,ap), (b1,...,bn) si (c1,...,¢p).

Urmatoarea teorema caracterizeaza extensiile modulelor Kronecker preinjective prin con-

ditii explicite, ugor de verificat:

Teorema 2.7.1 (|27]). Fiea; > ...ap >0, by > --- >0, >0, ¢c1 > --- > ¢, > 0 siruri de
numere intregi si fie B; = {l € {0,...,n}| 22:1 b, + Z{;:l ap > Zf;]l ck} pentru j = 1,p.
Atunci

U, @@L, ) €{lls, ® - D I,)} +{[Ip, ® - & L,]}

daca si numai daca v =p+mn, Y ;¢ =y 0 i+ y by, Bj #0, aj < co; $ib; > cg,

pentru j = 1,p sii = 1,n, unde

min By + 1 j=1
Oéj:
max{coj_1 +1,minBj+j} 1<j<p
$t
min{l € {1,..., 7} # «;,j = 1,p} i=1

g min{l € {Bi—1 +1,...,7}l # «j,j = 1,p} l<i<n

Teorema poate péarea greoaie la prima vedere, deci vom arata cum se poate folosi
pentru a obtine un algoritm care decide in timp linear dacd un modul Kronecker preinjectiv
dat poate fi sau nu extensia altor dous module Kronecker date.

Presupunem ca sunt date modulele I, & - @ I, Iy, ®- & Iy, si I, & - DI, g1 vrem sa
verificaim dacd [Io, ®--- @I, € {[Ia, ®- - @ Io,)} ¥ {[Ip, ®--- D 1p,]}. Evident, dacd r # p+n
sau Y p_ ¢ # Z?Zl aj + Y i b;, atunci raspunsul este negativ. Deci si presupunem ca
r=p+ng Yy 6 = Z?Zl aj + Y i, b; sunt adevarate, deci ne putem ocupa doar de
sirurile (a1,...,ap), (b1,...,by) si (c1,...,¢p).

Setam valorile initiale j = i = k = 1 pentru variabilele intregi folosite pentru indexarea
elementelor din girurile (ai,...,ap), (b1,...,by) respectiv (c1,...,¢p). Intr-o implementare

practica putem repeta pasii urmatori pentru valori succesive al lui k = 1, 7:

1. Daca j <psiaj <cpsi(ar+---+aj_1)+ (b1 +---+bi—1)+a; >c1+--+cj, atunci

incrementam j cu 1.

2. Altfel, dacd i <nsgib; >cpsi(ar+---+aj-1)+bi+--+b—1)+b>c1++cg,

atuncl incrementam ¢ cu 1.
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3. Daca niciunul dintre pasii anteriori nu se pot executa, atunci putem returna un raspuns
negativ, adica [Ie; @ -+ © le,] € {[lay © -+ ® Lo, |} *{[Ip, & -+ © Iy, ]}

In cele din urmai, daci unul dintre primii doi pasi se poate executa si pentru k = r, atunci
returnadm un raspuns pozitiv, adica [Io, © --- @ I.,] € {[lo, © -+ D Lo, ]} * {{lp, © -+ D I, ]}

Este trivial de observat ca acest algoritm este linear in numéarul componentelor indecom-
pozabile, adica in r = n+ p deoarece singurul ciclu ruleaza de cel mult r ori si sumele partiale
ay+---+aj, by +---+b; sicy +---+ ¢ pot fi calculate termen cu termen la fiecare iteratie.

Pentru a dezvolta un algoritm pentru generarea tuturor extensiilor X intr-un gir scurt
exact 0 - I’ - X — I — 0 am putea folosi desigur metoda ,fortd brutd”, prin generarea
tuturor modulelor posibile i verificarea fiecirui modul in parte cu algoritmul descris mai
inainte. Putem dezvolta insa metode si mai eficiente, de exemplu folosind metoda backtracking
(iterativ). In general, prin folosirea metodei de backtracking, putem gisi toate solutiile la
o problema computationala, prin construirea incrementald de solutii-candidat, abandonand
fiecare candidat partial imediat ce devine clar ca acesta nu are sanse sa devind o solutie
validd (a se vedea [I3]). In cazul nostru spatiul solutiilor-candidat este o submultime a
tuturor girurilor de numere intregi nenegative descrescitoare (c1,...,¢,) cu lungimea gi suma

elementelor fixats.

Remarcd 2.7.2. Numarul termenilor din mijloc poate fi foarte mare. In cel mai riu caz, cand
vrem si generim toti termenii din mijloc in Ext!(I,,, mIy), unde m > n, numirul termenilor
din mijloc este egal cu P(n), unde P(n) este numarul partitiilor numarului n. In practica
insd am gasit cd, folosind metoda de backtracking iterativ, putem genera aproape instantaneu

multimea termenilor din mijloc, in cazul cdnd numarul lor nu depasegte cateva sute de mii.
Exemplu 2.7.3. Folosind o implementare in GAP [31] a metodei, putem afirma urméatoarele:

1. Sunt 18 extensii posibile in Ext!(I4 ® Iz ® I ® Ip, Is ® I3 ® Is ® I, ® 1), si anume:
e Lo 3oL LOLOLOL O, 6 Lo L LOLOLOLOLOL], 50110130
LALe LB LB, [ LB IsP s, S B L], ;D 14D IsD BB LB [
Leh), [ LeoLeo Lo zdlhoholdl), [ Le Lo l3e oL L& 1], 140 14d
Lo L L LOLL), [P L3 L, LB L], [I4d 1O 1, TP B [H®
Loheh), LioLi®Isd 3@ 130 L@ Io®l1® 1], 4B Ii® 13D 3B I3 a1 &L ®11], [14@
LI Lo L LB, [P LS 3D, [r® [ o], [[4BIsBIsB 3D I3d
LeLeLel), 1o Lo LG se[3e oL L&), 1 [3S S 3 sd LS e & 1]
il LeoLoLdLodLdldl).

2. Numarul termenilor din mijloc in Eth(I1gEB115@IgEBI4€9Il DL, IsD LoD 10D IsD1y)
este 102501, generat in 2 secunde pe un laptop obisnuit.

3. Numarul termenilor din mijloc in Eth(Ilﬁ Sl lgd sl &1 & Iy, Iog P
Lo® L1is® 110D Is ® I3 ® Is @ 1) este 3322698, si toate cele 3322698 de module au fost

generate in aproximativ 2 minute pe un laptop obignuit.

26



Capitolul 3

Fascicule de matrice

3.1 Matrice polinomiale

O matrice polinomiala, zisd si o \-matrice, este o matrice A(A\) € M, »(k[A]) ale cérei

elemente sunt polinoame in variabila A:
AN = <aij()\)> = (aﬁ?)/\’ +ald A az(j-)) ,

unde in cazul fiecarui element a;;(\) € k[A], [ este cel mai mare grad al polinoamelor a;;(X),
i=1,msij=1n.

In aceastd sectiune reamintim cateva notiuni de baza in legiturs cu matricele polinomiale,
cum ar fi: echivalenta matricelor polinomiale, polinoamele invariante gi divizorii elementari.

Termindm cu urmatorul rezultat bine cunoscut:

Teorema 3.1.1 ([I0]). Doua matrice polinomiale aviand dimensiuni egale A(X) si B(X) sunt
echivalente dacd si numai dacd au aceleasi polinoame invariante sau, in mod echivalent, dacd

st numat dacd au acetast divizori elementart.

Pentru detalii in legdtura cu aceste notiuni, a se vedea [10].

3.2 Formele normale ale unei matrice

In aceastd sectiune facem o revizuire rapidd a formelor normale ale matricelor din M,, (k).
Orice matrice se poate scrie in urméatoarele forme normale: prima si a doua forma normala
(in cazul unui corp arbitrar ) si forma normald Jordan (in cazul unui corp & algebric inchis).
Acestea sunt forme bloc-diagonale, unde blocurile de pe diagonala principald sunt matricele
de companie ale polinoamelor invariante (in prima forma normald), matricele de companie ale
divizorilor elementari (in a doua forma normald) si bine cunoscutele blocuri Jordan (in forma

normald Jordan, in cazul cand & este algebric inchis).
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3.3 Fascicule lineare de matrice

In aceastd sectiune introducem notiunea centrald a acestui capitol, fasciculul (linear) de ma-
trice — un caz special de matrice polinomiala.

O matrice polinomiala de forma A+ AB € M,, ,,(k[\]) se numeste un fascicul linear de
matrice. In cele ce urmeazi, vom omite cuvantul ,linear” si vom spune ci A + A\B este un
fascicul de matrice.

Doua fascicule de matrice A+ AB, A’ + AB" € M, »(k[)\]) sunt echivalente strict daca
existd matricele (constante) nesingulare P € M, (k) si Q € M, (k) asa incat A’ + A\B' =
P(A+ AB)Q. Vom nota cu A’ + AB" ~ A + AB echivalenta stricta a fasciculelor de matrice.

Remarcdm urmatoarea echivalenta:
A"+ AB' = P(A+\B)Q <= A'=PAQsi B' = PBQ.

Fasciculele de matrice sunt determinate pana la relatia de echivalentd stricta de catre o
multime de parametri intregi, numiti invariantii Kronecker clasici. Invariantii Kronecker
clasici sunt de patru feluri: indicii minimali pentru coloane, indicii minimali pentru randuri,
divizorii elementari finiti si divizorii elementari infiniti. Urméatoarea teorema (sintetizatd
din [10]) stabileste relatia dintre invariantii Kronecker clasici si forma bloc-diagonald a unui

fascicul de matrice arbitrar:

Teorema 3.3.1. Un fascicul arbitrar de matrice A+ AB este echivalent strict cu un fascicul

bloc-diagonal, avand urmdtoarea forma:

A+ AB ~ diag(Opxg, Leyyys- ooy Ley, LY, o oo oy LY S By + AHyy o By + AHy,, J + AE),
unde
a) cele g coloane de zerouri si blocurile diagonale L. .., ..., L. corespund indicilor mini-
g+1 P
mali pentru coloane 0 =1 = -+ =¢4 < ggp1 < -+ < gy,
b) cele h randuri de zerouri si blocurile diagonale L}, .. ,..., L} corespund indicilor mini-
Nh+1 "q
mali pentru randuri 0 =n1 = - =np < Npyr < -0 <1,
c) blocurile diagonale Ey, + A H,,, ..., Ey, + AH,y, corespund divizorilor elementari infiniti
1 1 t t
IJ/ul""7/’LU/t’

(d) forma normala a ultimului bloc diagonal J + \E este determinatd de catre mulfimea

divizorilor elementari finiti.

Acest fascicul de matrice este forma canonicd a lui A + \B in cazul cel mai genemm,

!Bineinteles, depinzand de fasciculul A 4+ AB, pot lipsi unele dintre ,familiile” de blocuri diagonale.
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Fara a mai insista pe detalii, specificam numai forma blocurilor determinate de cétre
indicii minimali pentru coloane. Daca numarul intreg ¢ > 0 este un indice minimal pentru

coloane al fasciculului de matrice A + AB, atunci fasciculul are un bloc de forma

A1 0 0
0 X 1
L. =
0
0 0o x 1

pe diagonala principala, cind este scris in forma lui canonicd bloc-diagonala, unde L. €
Meey1(r[A]).

Dat fiind un fasciculul linear A + AB, exista diferite metode (implementate in cateva
sisteme de algebrd computationald) pentru a transforma acest fascicul in forma lui canonicd
si In consecintd pentru a extrage invariantii Kronecker clasici. Nu ne propunem descrierea

acestor metode in cadrul tezei, pentru detalii a se vedea [3] [0, [7, 16} 24].

3.4 Problema subfasciculului de matrice

Un fascicul A’ + AB’ este numit subfascicul in A + AB daca exista fasciculele de completare
A2 + ABi2, Aa1 + ABai, Aga + ABa, unde

A+ M\B A \B
A+)\B~< + 12 + 12>.

A1 + ABg1 Ao + AB2»

Vorbim despre completare prin coloane cand Aqs, Bio, Ags, Boo sunt zero si despre com-
pletare prin randuri cand As1, Ba1, Asg, B sunt zero.

Consideram urmatoarea problema deschisd in teoria fasciculelor de matrice, cu aplicatii
in teoria controlului (se pot formula cu ajutorul fasciculelor de matrice probleme in legatura
cu plasarea polului, feedback non-regular, feedback dinamic, etc. — pentru detalii a se vedea
[141):

Problema deschisa: Daca A+ AB, A’ + \B’ sunt fascicule de matrice peste C, sa gasim
conditiile necesare si suficiente in functie de invariantii Kronecker clasici pentru ca A" + AB’
s fie subfascicul in A + AB. S&a construim matricele de completare Ao + AB12, A21 + ABa1,
Ags + ABss. Intr-un caz particular al problemei ne putem limita la completiri prin coloane

sau la completari prin randuri.

3.5 Legatura dintre fasciculele de matrice si modulele Kronec-

ker

In cele ce urmeaza vom ,traduce” notiunile din Seci;iunea (din teoria fasciculelor de matrice)

in limbajul modulelor Kronecker (teoria reprezentarilor). Un fascicul de matrice A + AB €
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M n(C[A]) corespunde modulului Kronecker My g = (k™,K"; fa, fB), unde (alegand baza
canonicd in k" gi k™) A g¢i B sunt matricele functiilor lineare f4 : k™ — K™ respectiv
fB : K" — k™. Echivalenta strictda A + AB ~ A’ + AB’ inseamna izomorfismul de module
Ma.p = Mu p. Rezultd usor ca fasciculul de matrice A" + AB’ este subfascicul in A + AB
daca si numai daca My pr este subfactor al lui My g, insemnand ca exista un modul N agsa
incat Mg pr «= N — My p sau, in mod echivalent, existd un modul L asa incat M pr —
L « Ma p (a se vedea [I1]). Vom numi N si L module de legaturd. Pe baza rezultatelor

din [II] demonstram urméatoarea teorema:

Teorema 3.5.1. A"+ AB’' € M, »(C[\]) este subfascicul in A+ AB € My, ,(C[)\]) dacd si
numai daca m > m', n>n' si [Ma g| € {[(n —n/)Io]} * {{Mar g} * {[(m —m')Po]}.

In caz particular fasciculul A’ 4+ AB’ este subfascicul in A+ AB prin completare cu coloane
daca si numai daca My pr — My p avand factor izomorf cu tIp unde ¢t € N. In mod analog,
un fascicul A’ + AB’ este subfascicul in A+ AB prin completare cu randuri daca si numai daci
My g« My p avand nucleu izomorf cu P unde ¢t € N.

Un modul Kronecker preinjectiv Iy, @ ... ® I, corespunde fasciculului de matrice, care are

urmatorii invarianti Kronecker clasici:
e indici minimali pentru coloane: by, ..., by;
e nu are indici minimali pentru randuri, nu are divizori elementari finiti sau infiniti.

Un modul Kronecker preproiectiv P, @ ... © P, corespunde fasciculului de matrice, care are

urmatorii invarianti Kronecker clasici:
e indici minimali pentru randuri:bq, ..., by;
e nu are indici minimali pentru coloane, nu are divizori elementari finiti sau infiniti.

Un modul Kronecker regular @,ccyqoo} R,(v®) = Dpecuio) <Rp(u£p)) ©--- D Rp(ugj)»
(unde vP) este o partitie pentru fiecare punct p € C U {oo}) corespunde fasciculului de

matrice, care are urmatorii invarianti Kronecker clasici:
e pentru p = oo, partitia (%) descrie blocurile diagonale asociate divizorilor elementari
infiniti

e pentru fiecare p € C, partitia v®) descrie blocurile diagonale Jordan asociate valorilor

caracteristice p (determinate de divizorii elementari finiti).

3.6 Solutia problemei subfasciculului de matrice intr-un caz

particular

Ca si o aplicatie a rezultatelor noi in legaturd cu siruri scurte exacte de module Kronecker
obtinute in Capitolul [2|, vom ar&ta cum se poate rezolva problema subfasciculului de matrice

intr-un caz special.
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Fie fasciculele de matrice A + AB, A’ + AB’ peste C, cu restrictia ca fasciculele au doar
indici minimali pentru coloane printre invariantii Kronecker clasici. In acest caz, folosind
notatia din Sectiunea A+ AB ~ diag(Ley, ..., Le,) st A"+ AB" ~ diag(Les, ..., Ley),
unde 67 < - < g, gie] < -0 < 5; sunt indicii minimali pentru coloane. Conform celor
spuse in Sectiunea [3.5] putem identifica fasciculul de matrice A + AB cu modulul Kronecker
Map=1=1,® - ® I, € mod-CK si fasciculul A’ + AB’ cu modulul My g = I' =
Igfz O---® Igrl € mod-CK. Folosind aceastd identificare, rezulta ca A’ + AB’ este subfascicul
in A+ AB daca si numai daca I” este subfactor al lui I, adica daci si numai daca exista un

modul L € mod-CK asa incat I’ < L « I. Demonstram urméitoarea teorema:

Teoremi 3.6.1. Dacd I' = apl, ®--- D agly si I = c, 1, © - D coly sunt module Kronecker

preinjective, atunci I' este subfactor al lui I (adicad AL asa incat I' — L « I) dacd si numai

daca
by < % (ZZ:(Z + 1) — é(i + 1)[%’) st by > ao,

unde

Dimo(i+ 1 = 320, (i + 1)bs k=0

D i dai — Yoo ibi k=1

by = me (Zzlk iaﬁkzzl:kﬂibi? Z?:k(i+1)0¢;—’§?=k+l(i+1)b,‘)J 9<k<n

min(ay, ¢,) kE=n
In acest caz (valorile by, . .., by, fiind nenegative) un modul de legaturda este chiar L = b, I, ®
@ bolo.

Exemplu 3.6.2. Si consideram urmaétoarele fascicule de matrice, date in forma lor cano-
nica bloc-diagonald, si care au doar indici minimali pentru coloane in multimea invariantilor

Kronecker clasici:

A100
0OAX10
00AX1
A100
A+ A\B = 86‘%\(1) €M10,14(C[)\])
A100
0OAX10
00A1
Al
si
0X10000
0AX1000
, , 00AX100
A+ A\B = 8886‘}\(1) EM&Q(C[)\]).
A10
01l
Al

Indicii minimali pentru coloane ai fasciculului A+AB sunt 61 = €9 =e3 =3sgieq = 1. In cazul
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fasciculului A’ + AB’ acesti indici sunt €] = 0, ¢4, =5, ¢ = 251 €j = 1. Prin urmare, modulele
corespunzatoare sunt Mo p = I3 ® I3 I3 ® I si My g =I5 © Ia © I1 © Ip. Scrise in forma
multiplicativa folositd in Teorema aceste module sunt My g = @?:0 a;il; st Map =
EB?:O ¢il;, unde (ag,a1,...,a5) = (1,1,1,0,0,1) si (co,¢1,...,¢5) = (0,1,0,3,0,0). Folosim
formula recursiva din ultima teorema pentru a calcula sgirul (b, b1, ...,b5) = (2,1,2,1,0,0) si

verificim inegalitatile

5 5
1 . . .
61§2<§ (14 1)e; — E (z—l—l)bi) si bg > ag

i=1 =2

care sunt adevirate pentru aceste valori. Deci A’ + AB’ este subfascicul in A + AB sau, in
mod echivalent, M4/ g/ este subfactor al lui M4 g, adica IL asa incat My g — L «= My p.
Chiar mai mult, modulul L se poate lua ca find L = @) bl = 0 L® L e @ Ip® I
Am putea folosi in acest moment Teorema pentru a verifica existenta unei scufundari
My g — L si Corolarul @ pentru a verifica existenta unei proiectii L «- M4 p avand

nucleul egal cu 2F,. Fasciculul de matrice corespunzator modulului L este

0O0AX100

ox10

00A1

L1+ ALy = 6‘}\? EM&M(C[/\]).

A10

0A1l
Al

In cele ce urmeazi, vom construi fasciculele de completare Ajg + AB1a, Aoy + ABa1, Ags +

ABys, adica acele blocuri de matrice pentru care avem urmaétoarea echivalenta stricta:

A+ \B" A \B
A+)\B~< + 12+ 12>.

A1 + ABa1 Az + AB2»

Din moment ce avem o scufundare M4/ pr i) L, putem scrie f = (Fy, Fy), unde F; €
Mi412(C) si Fr € Mg(C) sunt matrice de rang maxim, care satisfac egalitatea (L1 +ALo)Fy =
Fy(A" + AB’). Similar, pentru proiectia M4 p 5 L, avem g = (G1,G2), unde G1 € M14(C)
si G2 € Mjpg(C) sunt matrice de rang maxim, care satisfac egalitatea (L1 + AL2)G; =

Go(A + AB). In urma calculelor gisim cd aceste matrice pot fi:

F = 1 si Fy> = Eg,
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unde Fg este matricea identitate de 8 x 8 si

Pentru cd F5 si G sunt matrice patratice de rang maxim, sunt si inversabile. In cazul nostru

F{l = Fysi Gfl = (. Matricele Glel si F{ng sunt si ele de rang maxim, prin urmare

E
existd matricele patratice nesingulare Cp, Co, D1 si Do aga incat Glel =Cy ( 52> Cy si

F2_1G2 =D (Eg 0) D5. In cazul nostru aceste matrice sunt

—1
-1 1
—1 1
3 1
Cl = —1 )
—1
—1
—1
-1
—1
—1
—1
—1
-1
—1
—1
CQ - ! 1 ;
—1
—1
—1
—1
—1
1
1
1
1
D, = Eg, $i Dy = Lood

Cu aceste matrice putem scrie:

A+ 2B = Fy'RB(A +AB) = F, (L + AL Fy
= Fy (L1 + M\L2)G1G{ Fy = Fy 'Ga(A + AB)G T Ry

FE
= Dy (Eg 0) D2(A+ )\B)Cl ( 52> Cs.
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Deci Dfl(A, + )\B/)Cgl = <E8 0) DQ(A + )\B)Cl (

A+ \B =

En) .
0 , sl prin urmare

a0 ()3

_ (E8 0) Dy(A + AB)C' <EOIQ> :

unde

Cl

Vedem cad A+ AB ~ Ds(A+ AB)C’, unde

0

[elelele) g
OO+
OOX>»+—O
O>»>—=OO
>—OOO
—OO0O0OOo

Dy(A+ AB)C' =

A

cu matricele de completare

1
Ao+ AB12 = M

o>

>
—=o

Al

—_

Agi 4+ ABa = (|

_ A+ \B’ Ao+ AByo
Aoy +ABa; Agy + ABa |’
LU )7 Ao+ ABa = (1] 1).

Remarca 3.6.3. Calculele au fost verificate cu sistemul de algebra computationalda Maxima

32].
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