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tip Korovkin, analiză wavelets, semnal, zgomot alb, regresia neparametrică, estima-
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Introducere

Deşi apărută destul de recent ı̂n matematica aplicată, analiza wavelets are un

impact remarcabil fiind utilizată ı̂ntr-o multitudine de situaţii. Definită ı̂n sens larg,

noţiunea de wavelets (small waves) ı̂nseamnă o funcţie de tip undă, construită astfel

ı̂ncât să posede anumite proprietăţi. Pornind de la o funcţie de bază numită wavelet

mamă, se generează o ı̂ntreagă mulţime de wavelets-uri utile ı̂n descrierea unor clase

extinse de funcţii. Analiza wavelets reprezintă de fapt o rafinare a analizei Fourier

care descrie un semnal (o funcţie) cu ajutorul componentelor de tip frecvenţă. Dacă

semnalul analizat prezintă schimbări rapide ı̂n timp, analiza Fourier este ineficientă

ı̂n surpriderea detaliilor, fiind necesară analiza semnalului cu o fereastră flexibilă

timp-frevenţă care să se ı̂ngusteze pentru frevenţe ı̂nalte şi să se lărgească pentru

frecvenţe joase. Acest studiu ı̂l va face cu succes analiza wavelets, localizarea timp-

frecvenţă fiind cel mai important avantaj pe care ı̂l au wavelets-urile comparativ

cu alte metode. De exemplu, ı̂n statistica matematică, estimarea funcţiilor ı̂n con-

textul regresiei prin metodele standard: aproximarea prin nuclee, metoda seriilor

ortogonale, metoda funcţiilor spline de netezire, necesită anumite cerinţe legate de

netezimea funcţiei care va fi estimată. Cu ajutorul analizei wavelets, aceste cerinţe

sunt reduse considerabil deoarece wavelets-urile posedă proprietatea de adaptabili-

tate spaţială, ceea ce permite o estimare eficientă a funcţiilor discontinue, a funcţiilor

cu discontinuităţi ale derivatelor sau a funcţiilor cu variaţii rapide, bruşte.

Wavelets-urile se află ı̂n strânsă legătură cu analiza multirezoluţie. Astfel, sem-

nalele pot fi examinate la diferite nivele de rezoluţie folosind tehnica zoom-in şi

zoom-out.

Wavelets-urile prezintă un puternic caracter interdisciplinar. Mulţi dintre fonda-

torii acestui concept aparţin unor domenii diferite de interes. Astfel Y. Meyer, J.

Morlet şi A. Grosmann au studiat analiza wavelets respectiv ı̂n contextul matema-

ticii, al geofizicii şi al fizicii teoretice.

Lucrarea de faţă a prezintă avantajele analizei wavelets ı̂n contextul statisticii

matematice, această abordare fiind susţinută de următoarele proprietăţi remarcabile
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ale wavelets-urilor: o bună localizare ı̂n domeniul timp-frecvenţă, algoritmi rapizi ı̂n

sensul că un număr mare de date poate fi reprezentat cu ajutorul unui număr redus

de coeficienţi wavelets precum şi simplitatea formei acestora. De asemenea, teza

include construcţia unor clase de operatori liniari şi pozitivi şi studiază proprietăţile

de aproximare statistică ale acestora.

Teza este structurată ı̂n trei capitole: Elemente de statistică şi analiză wavelets,

Regresia neparametrică şi Estimatori de tip wavelet, situându-se la graniţa mai mul-

tor domenii de cercetare, cum ar fi: analiza numerică, statistica, analiza funcţională,

modelarea matematică, algebra liniară, unitatea realizându-se prin intermediul

funcţiior wavelets ca instrument al regresiei neparametrice.

Primul capitol prezintă câteva aspecte generale legate de modelul matematic al

regresiei, de conceptul de convergenţă statistică şi de noţiunea de analiză wavelets,

fiind structurat ı̂n cinci paragrafe.

Primul paragraf al acestui capitol cuprinde noţiunile de bază şi spaţiile de funcţii

care vor fi folosite pe parcursul ı̂ntregii lucrări precum şi rezultate importante care

se presupun a fi cunoscute.

Al doilea paragraf prezintă modelul matematic al regresiei ı̂n contextul regresiei

parametrice. Aici se descrie, de asemenea, modelul liniar al regresiei precum şi eva-

luarea estimatorilor unui model liniar. Estimatorii sunt evaluaţi din punct de vedere

statistic atât prin prisma studierii calităţilor acestora, cât şi prin prisma inferenţelor

care se pot realiza asupra lor, ı̂n ipoteza că erorile sunt normale, de medie zero,

independente şi identic distribuite.

Următoarele două paragrafe introduc noţiunea de operator liniar şi pozitiv

prezentată ı̂n contextul aproximării funcţiilor, noţiunea de matrice de sumabilitate,

conceptul de convergenţă statistică şi teoreme de aproximare de tipul Bohman-

Korovkin ı̂n spaţiul C[a, b]. Scopul acestora este de a construi diferite clase de ope-

ratori liniari şi pozitivi, de tip discret sau integral şi de a studia proprietăţile lor de

aproximare statistică.

Ultimul paragraf al acestui capitol este dedicat ı̂n ı̂ntregime introducerii concep-

tului de analiză wavelets. Aici sunt descrise elementele esenţiale legate de noţiunea de

wavelets: baze wavelets ortonormate, analiză de rezoluţie multiplă, descompunerea

şi reconstrucţia wavelet, transformarea wavelet directă şi inversă.

Al doilea capitol tratează modelul regresiei utilizând tehnici ale regresiei nepara-

metrice bazate pe funcţii wavelets. Capitolul este ı̂mpărţit ı̂n cinci paragrafe, ultimele

patru având caracter aplicativ. Regresia neparametrică bazată pe metode wavelets

constitue o arie semnificativă a statisticii moderne fiind tratată ı̂n monografii remar-

cabile: Härdle (1992), Green şi Silverman (1993), Wand şi Jones (1994), Donoho şi
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Johnstone (1994), Fan (1996), Bowman şi Azzalini (1997), Eubank (1999), Wasser-

man (2005), Antoniadis (2007).

Primul paragraf descrie modelul matematic al unui semnal perturbat de zgomot

şi introduce câteva metode de eliminare a zgomotului prin intermediul estimato-

rilor wavelets neliniari. Aceste metode se bazează pe tehnica thresholding (analiza

pragurilor) şi pe metoda celor mai mici pătrate penalizate.

Paragraful Un studiu comparativ a două metode de ı̂nlăturare a zgomotului

prezintă o analiză comparativă axată pe două metode wavelets de ı̂nlăturare a zgo-

motului: metoda Minimax şi metoda VisuShrink. Metodele se aplică asupra unui

semnal reprezentat de umiditatea relativă şi se evaluează riscul ı̂n ficare caz consi-

derat.

In cadrul paragrafului Analiza unor metode de reconstrucţie bazate pe tehnica

wavelets se estimează o funcţie discontinuă, afectată de zgomot alb considerat la

nivele SNR = 4 şi SNR = 10 aplicând metoda celor mai mici pătrate penalizate,

metoda validării ı̂ncrucişate şi metoda SureShrink. De asemenea, se efectuează o

analiză comparativă ı̂n scopul evaluării erorii comise ı̂n cazul fiecărei reconstrucţii.

In paragraful Aplicaţie se prelucrează trei semnale reprezentate respectiv de: rit-

mul respirator, ritmul cardiac şi nivelul enzimelor antioxidante din sânge prin inter-

mediul a două transformări wavelet rapide de tip Haar. Semnalele analizate au fost

ı̂nregistrate ı̂n cadrul unui lot format din opt bovine expuse radiaţiei solare calorice.

Algoritmii corespunzători transformărilor wavelet utilizate au fost implementaţi ı̂n

Microsoft Excel folosind macrouri VBA.

In cadrul ultimului paragraf din acest capitol se implementează algoritmul core-

spunzător Transformării wavelet rapide de tip Daubechies ı̂n Microsoft Excel folosind

macrouri scrise ı̂n VBA, iar apoi, cu ajutorul acestora, se procesează un semnal real

reprezentat de temperatura atmosferică.

Ultimul capitol prezintă mai detaliat estimatorii de tip wavelets. Cu scopul de a

sublinia modul ı̂n care funcţiile wavelets intervin ca estimatori ı̂n regresia nepara-

metrică vom considera următoarele spaţii de funcţii: L2(R), Hölder Cδ, 0 < δ ≤ 1,

spaţiul Sobolev, dar şi spaţiul Besov şi Triebel. Acestea din urmă modelează noţiunea

de ”grade diferite de netezime” ı̂n locaţii diferite mai eficient decât clasele de funcţii

netede, având o importanţă statistică ridicată. Estimatorii wavelets neliniari stu-

diază regresia neparametrică din punct de vedere minimax având un caracter asimp-

totic optimal, ı̂n timp ce estimatorii liniari clasici sunt suboptimali ı̂n cazul es-

timărilor din spaţiile particulare Besov sau Triebel. Acest capitol este structurat

ı̂n cinci paragrafe. Primele trei paragrafe cuprind o abordare mai generală a ter-

menului denoising considerând aspectele: netezimea şi adaptabilitatea estimatorului
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reconstruit cu tehnica soft thresholding.

Cel de-al patrulea paragraf descrie un anumit tip de transformări wavelets ce

caracterizează netezimea din diferite spaţii de funcţii.

Ultimul paragraf al capitolului prezintă un tip de transformări wavelets neliniare

bazate pe scheme de subdiviziune. Aceste transformări sunt ı̂n strânsă legătură

cu construcţia funcţiilor wavelets prin intermediul analizei de rezoluţie multiplă.

In cadrul acestui paragraf se construieşte şi o nouă schemă de subdiviziune care

generează mulţimea polinoamelor quadratice.
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Capitolul 1

Elemente de statistică şi de

analiză wavelets

1.1 Preliminarii

Scopul acestei secţiuni este de a colecta informaţii despre spaţiile de funcţii uti-

lizate pe parcursul tezei.

1.1.1 Notaţii şi spaţii de funcţii utilizate

Această subsecţiune prezintă noţiunile, notaţiile şi rezultatele cunoscute ce se

folosesc ı̂n lucrarea de faţă astfel ı̂ncât să se realizeze o tratare unitară a tuturor

subiectelor ce constitue subiectul tezei.

1.2 Modelul matematic al regresiei

Analiza regresională ı̂şi are originile ı̂n diverse probleme practice care apar atunci

când dorim să ı̂nţelegem aspectul cauză-efect ı̂n studiul unor fenomene. Presupunem

că fiecare element al unei populaţii statistice posedă o caracteristică numerică X şi

o alta Y . Pentru a stabili modul ı̂n care valorile lui X afectează realizările variabilei

Y , este necesară studierea posibilei corelaţii existente ı̂ntre cele două variabile.

Vom considera, aşa cum se ı̂ntâmplă ı̂n practică, mai multe variabile cauză

(variabile exogene, predictori, regresori), X1, X2, . . .Xp, pentru variabila efect,

Y(variabilă endogenă). Modelul matematic al regresiei se va scrie atunci sub forma

Y = f (X1, X2, . . .Xp) + ε,
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unde ε reprezintă o variabilă aleatoare, care este de dorit să satisfacă următoarele

proprietăţi relativ la medie şi varianţă: E(ε) = 0 şi V ar(ε) mică.

1.2.1 Modelul liniar. Criterii de performanţă

Definiţia 1.2.1 Se numeşte model regresional liniar ı̂ntre variabila Y şi variabilele

X1, X2, . . .Xp, modelul

Y =

p
∑

k=1

αkXk + ε. (1.2.1)

Problema regresiei liniare constă ı̂n studiul comportării variabilei Y ı̂n raport cu

factorii X1, X2, . . . , Xp, ı̂n ipoteza (1.2.1).

In această lucrare vom considera modelul observaţional, yi = f(xi)+εi, i = 1, n,

unde, (xi, yi), i = 1, n, sunt datele de selecţie, n = 2J , J ı̂ntreg pozitiv, xi =
i

n
sunt puncte echidistante, f(xi) sunt valorile unei funcţii necunoscute f, iar ε =

(ε1, ε2, . . . , εn)
T este eroarea sau zgomotul alb. Presupunem că erorile sunt normale,

identic distribuite, de medie nulă şi independente. In contextul teoriei semnalelor,

f(xi) va fi semnalul considerat iar yi va reprezenta semnalul perturbat de zgomot.

Cu ajutorul tehnicii regresiei vom estima funcţia f . Estimatorul lui f se va nota cu

f̂ .

Dintre criteriile de performanţă cel mai des utilizate, vom aminti aici cele bazate

pe pierdere (loss), risc şi riscul previziunii.

Definiţia 1.2.2 Pierderea (loss) ı̂n estimarea lui f este pătratul distanţei euclidiene

ı̂ntre f şi f̂ ı̂nmulţit cu factorul n−1,

L(f̂ , f)l2(Z) = n−1
∥

∥

∥
f̂ − f

∥

∥

∥

2

l2(Z)
= n−1

n
∑

i=1

(

f̂(xi) − f(xi)
)2

. (1.2.2)

L(f̂ , f)L2(R) =
∥

∥

∥
f̂ − f

∥

∥

∥

2

L2(R)
=

∫ +∞

−∞

(

f̂(x) − f(x)
)2

dt. (1.2.3)

Definiţia 1.2.3 Se numeşte risc, valoarea medie a pierderii

R
(

f̂ , f
)

= E
(

L(f̂ , f)
)

. (1.2.4)

Definiţia 1.2.4 Se numeşte risc de previziune sau eroarea medie pătratică a pre-

viziunii,

P
(

f̂ , f
)

= n−1
n

∑

i=1

E (y∗i − f(xi)))
2 , (1.2.5)
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unde y∗ = (y∗1, . . . y
∗
n) sunt n observaţii noi, pe care intenţionăm să le facem, de

forma y∗ = f + ε∗, iar ε∗ este vectorul aleator al erorilor necorelate, de medie zero

şi varianţă comună σ2, care sunt de asemenea, necorelate cu erorile din ε.

1.2.2 Estimatori ai criteriilor de performanţă

Definiţia 1.2.5 Un estimator f̂ al funcţiei f se numeşte nedeplasat dacă

E
(

f̂
)

= f.

Definiţia 1.2.6 Se numeşte funcţie de validare ı̂ncrucişată CV a estimatorului f̂ ,

funcţia

CV (f) = n−1

n
∑

i=1

E
(

yi − f̂i(xi)
)2

, (1.2.6)

unde f̂i este estimatorul eşantionului de ordin i, i = 1, n, obţinut eliminând punctul

(xi, yi) din cadrul selecţiei.

Definiţia 1.2.7 Un estimator f̂ este consistent dacă

lim
n→∞

P
(
∣

∣

∣
f̂n − f

∣

∣

∣
< ε

)

= 1, ∀ε > 0, (1.2.7)

unde notaţia f̂n arată că estimatorul depinde de volumul selecţiei, n.

Definiţia 1.2.8 Un estimator f̂ ′ este minimax ı̂n raport cu riscul R(f̂ , f) dacă

atinge cel mai mic risc maxim dintre toţi estimatorii, adică

sup
f∈F

R(f̂ ′, f) = inf
f̂

sup
f∈F

R
(

f̂ , f
)

, ∀f ∈ F , (1.2.8)

unde F reprezintă o anumită clasă de funcţii. Riscul minimax se notează R (n,F) .

1.3 Convergenţa statistică

Conceptul de convergenţă statistică a fost introdus ı̂n strânsă legătură cu pro-

blema sumării seriilor. Ideea de bază a convergenţei statistice a unui şir (xn)n∈N este

că majoritatea elementelor sale converg. In acelaşi timp, se ştie că şirurile de valori

numerice provenite din viaţa reală, cum ar fi măsurătorile şi calculele, nu permit

testarea convergenţei clasice ı̂n sens strict matematic. Din această cauză, ı̂nlocuirea

conceptului de convergenţă clasică cu cel de convergenţă statistică prezintă avantaje
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ı̂n ceea ce priveşte modelarea şi tehnica de prelucrare a semnalelor ı̂n diferite spaţii

de funcţii.

Termenul de convergenţă statistică ı̂şi are originile ı̂n prima ediţie a monografiei

lui Zygmund [117]. Formal, conceptul a fost introdus independent de Steinhaus

[111] şi Fast [49], iar mai târziu reintrodus de Schöenberg [98]. De-a lungul anilor,

conceptul de convergenţă statistică a fost inclus şi aplicat ı̂n diverse arii de cercetare,

cum ar fi: teoria măsurii [82, 83], teroria numerelor [25], teoria aproximării [45], teoria

seriilor Fourier [117], teoria spaţiilor Banach [24]. De asemenea, această teorie a fost

investigată din punct de vedere al spaţiilor de şiruri şi pusă ı̂n legătură cu teoria

sumabilităţii [55].

In ceea ce priveşte şirurile de operatori liniari şi pozitivi, primele cercetări ale

convergenţei statistice au fost efectuate ı̂n 2002 de către matematicienii A.D. Gadjiev

şi C. Orhan [57]. In anii următori acest domeniu de cercetare a fost ı̂mbunătăţit

considerabil, dovedindu-se a fi foarte fertil. Urmând această direcţie de cercetare,

scopul nostru este de a obţine diferite clase de operatori liniari pozitivi, de tip discret

sau integral şi de a studia proprietăţile lor de aproximare statistică. Se ştie că orice

şir convergent este şi statistic convergent, dar reciproc nu este adevărat. Din acest

motiv, scopul este să construim şiruri de operatori care aproximează funcţiile ı̂n sens

statistic, dar nu ı̂n sens clasic.

1.3.1 Operatori liniari şi pozitivi

Fie X o mulţime nevidă. Considerăm spaţiul

B(X) := {f : X → R| f mărginită}

ı̂nzestrat cu norma

‖f‖ := sup
x∈X

|f(x)| , f ∈ B(X),

numită norma uniformă sau sup-norma.

Mulţimea B(X) este un subspaţiu liniar al spaţiului R
X .

Dacă X este un spaţiu topologic, considerăm spaţiul

C(X) := {f : X → R| f continuă pe X} .

Fie CB(X) := C(X) ∩ B(X).

Dacă X este un spaţiu topologic, atunci spaţiile B(X) şi CB(X) ı̂nzestrate cu

sup-norma definită anterior sunt spaţii Banach.

11



Dacă X este un spaţiu topologic compact, atunci C(X) = CB(X).

Definiţia 1.3.1 Fie X, Y două spaţii vectoriale de funcţii cu valori reale. O

aplicaţie L : X → Y se numeşte operator liniar dacă si numai dacă

L(αf + βg) = αL(f) + βL(g), ∀f, g ∈ X, şi α, β ∈ R.

Operatorul L se numeşte pozitiv dacă şi numai dacă ∀f ∈ X, f ≥ 0 rezultă Lf ≥ 0.

Observaţia 1.3.2 Mulţimea L := {L : X → Y | L este operator liniar} formează

un spaţiu liniar real.

Propoziţia 1.3.3 Fie L : X → Y un operator liniar şi pozitiv.

(i) dacă f, g ∈ X astfel ı̂ncât f ≤ g atunci Lf ≤ Lg;

(ii) ∀f ∈ X are loc |Lf | ≤ L |f | .

Următorul rezultat furnizează o condiţie necesară şi suficientă pentru convergenţa

unui şir de operatori liniari şi pozitivi spre operatorul identitate ı̂n spaţiul C([a, b]),

fiind stabilit şi demonstrat, ı̂n mod independent, de trei matematicieni, ı̂n trei ani

consecutivi: T. Popoviciu [94] ı̂n 1951, H. Bohman [18] ı̂n 1952 şi P.P. Korovkin [71]

ı̂n 1953. Acest rezultat clasic din teoria aproximării este cunoscut sub numele de

teorema lui Bohman-Korovkin deoarece contribuţia lui T. Popoviciu din lucrarea

[94] a rămas necunoscută o perioadă ı̂ndelungată.

Teorema 1.3.4 Fie n ∈ N şi Ln : C([a, b]) → C([a, b]) un şir de operatori liniari

şi pozitivi. Presupunem că şirul (Lnej)n≥1 converge uniform spre ej pentru j ∈
{0, 1, 2} , unde e0 = 1, e1(x) = x, e2(x) = x2, x ∈ [a, b]. Atunci şirul (Lnf)n≥1

converge uniform spre f pe intervalul [a, b], ∀f ∈ C([a, b]).

1.3.2 Metode de sumare

Definiţia 1.3.5 Fie A = (aj,n)j,n∈N
o matrice cu elemente reale. Şirul (xn)n∈N

este

A-sumabil spre valoarea s ∈ R dacă

10 ∀j ∈ N, seria
∞
∑

n=1

aj,nxn converge; fie sj limita sa;

20 lim
n→∞

sj = s.

Definiţia 1.3.6 O matrice A de sumabilitate este regulară dacă orice şir convergent

este A-sumabil spre limita sa.
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1.3.3 Noţiuni de bază ale convergenţei statistice

Definiţia 1.3.7 Spunem că şirul x := (xn)n∈N este statistic convergent spre limita

L dacă, pentru orice ε > 0,

δ ({n ∈ N : |xn − L| ≥ ε}) = 0,

unde

δ(S) := lim
N→∞

1

N

N
∑

k=1

χ
S

(k) ,

este densitatea mulţimii S ⊆ N, iar χ
S

este funcţia caracteristică asociată mulţimii

S.

Această limită se notează st− limn xn = L ([57]).

Observaţia 1.3.8 Orice şir convergent este statistic convergent. Reciproca nu este

adevărată, ceea ce este ilustrat prin exemplul următor.

Exemplul 1.3.9 Considerăm şirul (xn)n∈N,

xn =







i, pentru i = n3, n = 1, 2, 3 . . .
1

i2 + 1
, ı̂n rest.

Şirul (xn) este divergent, dar st − lim
n
xn = 0 deoarece δ(S) = 0, unde S =

{n3, n = 1, 2, 3, . . .} .

Definiţia 1.3.10 Fie A = (aj,n)j,n∈N
o matrice de sumabilitate, regulară, nenega-

tivă. Spunem că şirul de numere reale (xn)n∈N este A-statistic convergent spre limita

L dacă, pentru orice ε > 0,

lim
j→∞

∑

n:|xn−L|≥ε

aj,n = 0.

Această limită se notează stA − limn xn = L ([45]).

1.3.4 Teoreme de aproximare de tip Bohman-Korovkin

In acest paragraf enunţăm două teoreme de aproximare statistică de tipul

Bohman-Korovkin demonstrate ı̂n 2005 de A.D. Gadjiev şi C. Orhan [57].
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1.4 Studiul convergenţei statistice a unor clase de

operatori

Considerăm următorul şir de operatori liniari şi pozitivi definit ı̂n [93]

(Tnf)(x) =
un

Fn(x, t)

∞
∑

v=0

f

(

v

an(v)

)

C(n)
v (t)xv, f ∈ C[0, b], (1.4.1)

unde un ≥ 0 pentru orice n ∈ N şi

stA − lim
n
un = 1, (1.4.2)

x ∈ [0, b], t ∈ (−∞, 0] şi {Fn(x, t)} este o mulţime de funcţii generatoare pentru

şirul de funcţii {C(n)
v (t)}v∈N0

, de forma,

Fn(x, t) =

∞
∑

v=0

C(n)
v (t)xv, (1.4.3)

şi C
(n)
v (t) ≥ 0 pentru t ∈ (−∞, 0].

Presupunem, de asemenea, că sunt ı̂ndeplinite următoarele condiţii

(i)Fn+1(x, t) = p(x)Fn(x, t), p(x) < M <∞, x ∈ (0, 1), (1.4.4)

(ii)BtC
(n+1)
v−1 (t) = an(v)C

(n)
v−1(t) − vC

(n)
v (t), B ∈ [0, a], C

(n)
v (t) = 0 pentru v ∈

Z
− := {. . . ,−3,−2,−1},

(iii) max{v, n} ≤ an(v) ≤ an(v + 1).

Pe baza relaţiei (1.4.3) deducem

(Tne0)(x) = un cu e0(y) = 1. (1.4.5)

Vom studia convergenţa A-statistică a şirului de operatori liniari şi pozitivi

definit prin relaţia (1.4.1). Rezultatele obţinute au fost publicate ı̂n lucrarea R.

Sobolu [100].

Teorema 1.4.1 (R. Sobolu, [100]) Fie A = (aj,n)j,n∈N o matrice de sumabilitate,

regulară, nenegativă. Atunci are loc relaţia

stA − lim
n→∞

‖Tne1 − e1‖C[0,b] = 0, (1.4.6)
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unde operatorul Tn este definit ı̂n relaţia (1.4.1).

Teorema 1.4.2 (R. Sobolu, [100]) Fie A = (aj,n)j,n∈N o matrice de sumabilitate,

regulară, nenegativă. Atunci are loc relaţia

stA − lim
n→∞

‖Tne2 − e2‖C[0,b] = 0, (1.4.7)

unde operatorul Tn este definit ı̂n relaţia (1.4.1).

Apliĉınd Teorema 1.4.1 şi Teorema 1.4.2 deducem pentru şirul de operatori liniari

şi pozitivi (Tn)n∈N
definit prin relaţia (1.4.1) următoarea teoremă de aproximare A-

statistică.

Teorema 1.4.3 (R. Sobolu, [100]) Fie A = (aj,n)j,n∈N o matrice de sumabilitate,

regulară, nenegativă. Atunci pentru orice funcţie f ∈ C[0, b] avem

stA − lim
n

‖Tnf − f‖C[0,b] = 0. (1.4.8)

In continuare se prezintă o generalizare de tip integral a operatorului definit prin

relaţia (1.4.1). Relativ la acest tip de operator, vom enunţa şi vom demonstra o teo-

remă de aproximare A-statistică. Rezultatele obţinute sunt menţionate ı̂n lucrarea

R. Sobolu [101].

Introducem şirul de operatori liniari şi pozitivi, (T ∗
n)n∈N

astfel

(T ∗
nf)(x) =

un

Fn(x, t)

∞
∑

v=0

C(n)
v (t)xv

∫ v+cn,v

v

f

(

ξ

an(v)

)

dξ, n ∈ N, (1.4.9)

unde f este o funcţie integrabilă pe intervalul (0, 1) iar(cn,v)n,v∈N este un şir care

satisface condiţiile

0 < cn,v ≤ 1 (1.4.10)

pentru orice n, v ∈ N.

De asemenea, are loc un ≥ 0 pentru orice n ∈ N şi relaţia

stA − lim
n
un = 1. (1.4.11)

{Fn(x, t)} este o mulţime de funcţii generatoare pentru şirul de funcţii

{C(n)
v (t)}v∈N0

, de forma

Fn(x, t) =
∞

∑

v=0

C(n)
v (t)xv, (1.4.12)
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C
(n)
v (t) ≥ 0 pentru t ∈ (−∞, 0].

Presupunem că ne ı̂ncadrăm ı̂n condiţiile

(i)Fn+1(x, t) = p(x)Fn(x, t), p(x) < M <∞, x ∈ (0, 1), (1.4.13)

(ii)BtC
(n+1)
v−1 (t) = an(v)C

(n)
v−1(t) − vC

(n)
v (t), B ∈ [0, a], C

(n)
v (t) = 0 pentru v ∈

Z
− := {. . . ,−3,−2,−1},

(iii) max{v, n} ≤ an(v) ≤ an(v + 1).

Teorema 1.4.4 (R. Sobolu, [101]) Fie (T ∗
n)n∈N

şirul de operatori liniari şi pozitivi

definit ı̂n relaţia (1.4.9). Atunci, pentru fiecare x ∈ [0, b], t ∈ (−∞, 0] şi n ∈ N avem

‖T ∗
ne1 − e1‖C[0,b] ≤

un

2n
+ abM |t|un

n
+ b|un − 1|,

unde M este stabilit ı̂n (1.4.13).

Teorema 1.4.5 (R. Sobolu, [101]) Pentru fiecare x ∈ [0, b], t ∈ (−∞, 0] şi n ∈ N

avem

‖T ∗
ne2 − e2‖C[0,b] ≤

un

3n2
+ abM |t|un

n2
+
un

n
b(abM |t| + aM |t| + 2) + b2|un − 1|,

unde şirul (T ∗
n)n∈N

şi M sunt definite ı̂n Teorema 1.4.4.

Teorema 1.4.6 (R. Sobolu, [101]) Fie A = (aj,n)j,n∈N o matrice de sumabilitate

regulară, nenegativă. Atunci avem

stA − lim
n→∞

‖T ∗
ne1 − e1‖C[0,b] = 0,

unde operatorul T ∗
n este definit prin relaţia (1.4.9).

Teorema 1.4.7 (R. Sobolu, [101]) Fie A = (aj,n)j,n∈N o matrice de sumabilitate

regulară, nenegativă. Atunci avem

stA − lim
n

‖T ∗
ne2 − e2‖C[0,b] = 0,

unde operatorul T ∗
n este definit prin relaţia (1.4.9).

In continuare vom enunţa şi vom demonstra o teoremă de aproximare de tip

Korovkin pentru şirul de operatori (T ∗
n)n∈N definit ı̂n relaţia (1.4.9), cu ajutorul

conceptului de convergenţă A-statistică.
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Teorema 1.4.8 (R. Sobolu, [101]) Fie A = (aj,n)j,n∈N o matrice de sumabilitate

regulară, nenegativă. Atunci, pentru orice f ∈ C[0, b], avem

stA − lim
n

‖T ∗
nf − f‖C[0,b] = 0.

1.5 Introducere ı̂n analiza wavelets

Analiza wavelets descompune un semnal (un sunet, un cutremur seismic, vocea

umană, trepidaţiile unui motor, date financiare, etc...) ı̂n componente de tipul small

waves, de durată variabilă, numite wavelets. Wavelets-urile permit analiza locală

a unui semnal cu ajutorul unor regiuni (ferestre de dimensiune variabilă) de tipul

timp-frecvenţă. Ferestrele pot analiza intervale mai mari de timp de unde se pot

extrage informaţii exacte de frevenţă joasă cu caracteristici grosiere, care variază

lent, sau intervale de durată mai scurtă de unde obţinem informaţii de frecvenţă

ı̂naltă cu detalii care se schimbă foarte rapid.

Cuvântul wavelets este folosit ı̂n matematică pentru a descrie o categorie de baze

ortonormate din spaţiul L2(R), cu proprietăţi de aproximare remarcabile. Bazele

ortonormate din analiza Fourier sunt alcătuite din unde de tip sinusoidă, iar scopul

teoriei wavelets este de a construi baze ortonormate compuse din unde wavelets.

1.5.1 Sistemul Haar

Această subsecţiune prezintă cel mai simplu exemplu de funcţie wavelet ortogo-

nală, funcţia lui Haar.

1.5.2 Analiză de rezoluţie multiplă

Analiza de rezoluţie multiplă constituie nucleul analizei wavelets. Aceasta pre-

supune descompunerea unui semnal ı̂n subsemnale la diferite nivele de rezoluţie.

In prezentarea acestei secţiuni au fost folosite monografiile [6, pag. 65-76] şi [29,

I. Daubechies, pages 129-156].

Analiza wavelets se bazează pe descompunerea unei aproximante, constantă pe

porţiuni, a unei funcţii f ∈ L2(R) ı̂ntr-o aproximată grosieră şi o funcţie de detaliere.

La fiecare nivel j, aproximanta fj a funcţiei date f, f ∈ L2(R), se poate scrie ca o

sumă dintre o aproximantă grosieră fj−1 situată la următorul nivel de aproximare

şi funcţia de detaliere, gj−1, adică fj = fj−1 + gj−1. Fiecare funcţie de detaliere

se poate scrie ca o combinaţie liniară a funcţilor wavelet mamă ψj,k, ψj,k(x) =
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2j/2ψ(2jx − k), x ∈ R, unde j ∈ Z, reprezintă indicele de dilatare, iar k ∈ Z,

reprezintă indicele de translaţie. Când indicele j ia valori tot mai mari, aproximantele

corespunzătoare devin tot mai fine. Pentru fiecare nivel de rezoluţie j avem un spaţiu

de funcţii de bază, (ψj,k)k∈Z. Prin urmare, vom lucra cu mai multe spaţii la diferite

rezoluţii, aceasta ı̂nsemnând multirezoluţie. Conceptul de analiză multirezoluţie este

ı̂n strânsă legătură cu studiul semnalelor f la diferite nivele de rezoluţie, fiecare

dintre ele fiind o versiune mai fină a lui f.

Definim un şir (Vj)j∈Z de subspaţii ale lui L2(R) prin

Vj =
{

f ∈ L2(R) : f este constantă pe intervalele [k2−j, (k + 1)2−j], j ∈ Z
}

.

Acest şir de subspaţii posedă următoarele proprietăţi:

(P1) . . . ⊂ V−2 ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ;

(P2)
⋂

j∈Z

Vj = 0,
⋃

j∈Z

Vj = L2(R);

(P3) f ∈ Vj dacă şi numai dacă f(2 ·) ∈ Vj+1, unde j ∈ Z;

(P4) f ∈ V0 implică f(· − k) ∈ V0, oricare ar fi k ∈ Z;

(P5) Există o funcţie ϕ ∈ V0 astfel ı̂ncât mulţimea ϕ0,k = {ϕ(· − k) : k ∈ Z} să

constituie o bază ortonormată pentru V0.

De aici deducem că, dacă spaţiul central V0 este generat de o singură funcţie

ϕ ∈ V0, V0 = sp {ϕ0,k : k ∈ Z}, atunci fiecare subspaţiu Vj este generat de aceeaşi

funcţie ϕ, Vj = sp {ϕj,k : k ∈ Z}, j ∈ Z.

Funcţia ϕ care ı̂ndeplineşte condiţia (P5) se numeşte funcţie de scară sau wavelet

tată.

Situându-ne ı̂n V0, putem avea acces la orice spaţiu Vj urcând (j > 0) sau

coborând (j < 0) cu ajutorul scării ϕ. Pe fiecare nivel Vj , elementele acestuia pot fi

evaluate prin intermediul şirului (ϕj,k)k∈Z generat de ϕ şi definit astfel

ϕj,k(x) = 2j/2ϕ(2jx− k), x ∈ R, (j, k) ∈ Z × Z. (1.5.1)

Definiţia 1.5.1 Un şir de subspaţii ı̂nchise Vj, j ∈ Z, ale lui L2(R) care satisface

proprietăţile (P1), (P2), (P3), (P4), (P5) formează o analiză de rezoluţie multiplă

(MRA) a spaţiului L2(R) generată de funcţia ϕ.
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1.5.3 Funcţia wavelet mamă

Fie (Vj)j∈Z o analiză de rezoluţie multiplă a spaţiului L2(R). Deoarece Vj ⊂ Vj+1,

vom defini complementul ortogonal al lui Vj ı̂n Vj+1, deci

Vj+1 = Vj ⊕Wj , j ∈ Z. (1.5.2)

Definim

ψj,k = 2j/2ψ(2jx− k), x ∈ R, (j, k) ∈ Z × Z. (1.5.3)

Aşa cum funcţia wavelet tată ϕ generează baze ortonormate ı̂n subspaţiile Vj, j ∈ Z

şi funcţia wavelet mamă ψ generează baze ortonormate ı̂n Wj , j ∈ Z.

1.5.4 Descompunere şi reconstrucţie wavelet

Orice semnal f ∈ L2(R) se descompune ı̂n mod unic sub forma

f(x) =
∑

j∈Z

∑

k∈Z

(f, ψj,k)ψj,k(x), x ∈ R, (1.5.4)

unde (f, ψj,k) =

∫

R

f(x)ψj,k(x)dx.

1.5.5 Transformarea wavelet directă şi inversă

Fie f ∈ L2(R) şi (Vj)j∈Z o analiză de rezoluţie multiplă a spaţiului L2(R) ge-

nerată de funcţia ϕ, iar ψ funcţia wavelet mamă ce generează baze ortonormate

ı̂n subspaţiile Wj, unde j ∈ Z. Deoarece (ϕJ,k)k∈Z formează o bază ortonormată

pentru VJ , proiecţia ortogonală fJ a funcţiei f pe VJ se exprimă prin fJ(x) =
∑

k∈Z

αJ,kϕJ,k(x), x ∈ R, unde αJ,k = (f, ϕJ,k). Deoarece Vj ⊕ Wj = Vj+1 avem

Vj =
⊕

j<j′

Wj, deci pornind de la nivelul J şi continuând procesul de descompunere

până la un anumit nivel j′, are loc relaţia

fJ(x) =
∑

k∈Z

αj′,kϕj′,k(x) +

J−1
∑

j=j′

∑

k∈Z

wj,kψj,k(x), x ∈ R. (1.5.5)

Coeficienţii (αj′,k)k∈Z se numesc coeficienţii de aproximare, iar coeficienţii

(wj,k)(j,k)∈Z×Z se numesc coeficienţii wavelets.
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Capitolul 2

Regresia neparametrică

Regresia neparametrică va aproxima o funcţie de regresie fără a impune o formă

analitică particulară asupra acesteia. Se va presupune că funcţia f aparţine unei

anumite clase de funcţii şi că are anumite proprietăţi, cum ar fi netezimea.

2.1 Estimarea unui semnal perturbat de zgomot

Problema estimării unui semnal perturbat de zgomot constitue o problemă stan-

dard ı̂n statistică şi ı̂n teoria semnalelor. Termenul zgomot (noise) se referă la orice

schimbare nedorită care alterează valorile semnalului original. Modelul semnalului

perturbat de zgomot se scrie sub forma: semnal perturbat=semnal original+zgomot.

Considerăm modelul de regresie simplă, Y = f(X) + ε, respectiv modelul

observaţional corespunzător

yi = f(xi) + σεi, i = 1, n, (2.1.1)

cu ε = (ε1, ε2, . . . εn)T , unde εi sunt variabile aleatoare, independente, distribuite

după legea normală N(0, 1), iar σ este nivelul de zgomot care poate fi cunoscut sau

necunoscut. Presupunem, fără a pierde din generalitate că punctele xi sunt puncte

echidistante ı̂n intervalul [0, 1], de forma
i

n
, unde n = 2J este volumul selecţiei, J

ı̂ntreg pozitiv.

Scopul urmărit este să construim funcţia f pornind de la datele perturbate de

zgomot, y = (y1, y2, . . . yn)
T fără a presupune o formă parametrică particulară

pentru f .

Algoritmul regresiei neparametrice bazat pe transformări wavelets constă ı̂n

etapele:
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1. Calculul transformării wavelet a semnalului original perturbat de zgomot.

2. Modificarea coeficienţilor wavelet perturbaţi de zgomot ı̂n conformitate cu

anumite reguli.

3. Calculul transformării wavelet inverse folosind coeficienţii modificaţi.

Etapa a doua a acestui algoritm presupune două tipuri de tehnici: liniare şi

neliniare. Deşi simple şi ieftin de implementat, metodele liniare nu sunt modelate

pentru a trata funcţiile cu grad scăzut de netezime. Pentru asemenea clase de funcţii

sunt eficiente tehnicile neliniare de tip prag (thresholding) sau tehnicile neliniare

de contracţie (shrinkage). Prima abordare matematică riguroasă a acestor tehnici

aparţine lui Donoho şi colaboratorilor săi (1994, 1995, 1998, [35], [36], [37]). Aceştia

au analizat metodele de tip thresholding şi shrinkage ı̂n contextul estimării minimax

şi au arătat că aceste metode generează estimări asimptotic optimale pentru datele

perturbate de zgomot, care depăşesc ca şi performanţă orice estimator liniar.

Matematic, coeficienţii wavelets sunt estimaţi cu ajutorul unor reguli de

tip thresholding (prag), care modifică valorile w la valorile ŵ, prin ı̂nlăturarea

coeficienţilor wj,k cu valoare absolută mică, consideraţi a reprezenta zgomotul respec-

tiv prin păstrarea coeficienţilor wj,k cu valoare absolută mare, acestia fiind utilizaţi

pentru reconstrucţia estimatorului f̂ . Valoarea care stabileşte coeficienţii cu valoare

absolută mare se numeşte prag (threshold). Alegerea valorii de prag reprezintă o

problemă fundamentală. Donoho şi Johnstone [36], [37], [38], Nason şi Silverman [85],

[86] au stabilit o multitudine de metode de tip prag. Acestea se divid ı̂n două categorii

principale: metode de tip prag globale care se aplică tuturor coeficienţilor wavelets

empirici şi metode de tip prag care depind de nivelul de rezoluţie. A doua categorie

propune pentru fiecare nivel de rezoluţie j valoarea de prag corespunzătoare λj.

2.1.1 Analiza pragurilor

Fie w coeficienţii wavelets corespunzători valorii de prag λ. Atunci funcţia hard

thresholding se defineşte astfel

ηhard(w;λ) = wI(|w| > λ), (2.1.2)

iar funcţia soft thresholding se exprimă prin relaţia

ηsoft(w;λ) = sign(w)(|w| − λ)I(|w| > λ) (2.1.3)
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=











w + λ , w < −λ,
0 , |w| ≤ λ,

w − λ, w > λ .

Tehnica firm thresholding se bazează pe o funcţie continuă de forma

ηF (w;λ1, λ2) =















0 , |w| < λ1,

sign(w)
λ2(|w| − λ1)

λ2 − λ1
, λ1 < w ≤ λ2,

w, |w| > λ2.

Tehnica SCAD thresholding include o funcţie segmentar liniară de forma

ηSCAD(w;λ) =















sign(w) max(0, |w| − λ) , |w| < 2λ,
(a− 1)w − aλsign(w)

a− 2
, 2λ < w ≤ aλ,

w, |w| > aλ.

2.1.2 Metode de selecţie a pragului

Donoho şi Johnstone au stabilit ı̂n [36] pragul universal. Acesta constituie un

prag global, iar valoarea sa este stabilită la

λ = σ̂
√

2 logn,

unde n este volumul selecţiei, iar σ̂ este un estimator al nivelului de zgomot σ.

Determinarea valorii estimatorului σ̂ se bazează pe coeficienţii wavelets empirici co-

respunzători nivelului de rezoluţie J − 1 deoarece aceştia ı̂nglobează cea mai mare

parte a zgomotului. Cazul particular λ =
√

2 logn corespunde procedurii VisuShrink.

Pragul minimax reprezintă o altă metodă globală stabilită de Donoho ı̂n [36].

Considerând modelul observaţional

wi = θi + εzi, i = 1, . . . n, (2.1.4)

unde zi ∼ N(0, 1), ε > 0, iar w = (wi), i = 1, . . . n, reprezintă şirul observaţiilor.

Se urmăreşte estimarea riscului

R(θ̂, θ) = E
∥

∥

∥
θ̂ − θ

∥

∥

∥

2

l2(Z)
. (2.1.5)

Fie ηS(w, λ) funcţia soft thresholding definită ı̂n (2.1.3). Presupunem că avem o
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singură observaţie y ∼ N(0, 1), ε > 0. Definim funcţia

ρS(λ, µ) = E {ηS(y, µ)− µ}2 (2.1.6)

şi expresiile de tipul minimax

Λ∗
n ≡ inf

λ
sup

µ

ρS(λ, µ)

n−1 +min(µ2, 1)
, (2.1.7)

λ∗n fiind cea mai mare valoare a lui λ din expresia de mai sus.

Teorema 2.1.1 Presupunem că ne ı̂ncadrăm ı̂n modelele (2.1.4) şi (2.1.5). Pragul

minimax λ∗n definit prin relaţiile (2.1.7) generează estimatorul

θ̂∗ = ηS(wi, λ
∗
nε), i = 1, . . . . . . , n,

care satisface relaţia

E
∥

∥

∥
θ̂∗ − θ

∥

∥

∥

2

l2
≤ Λ∗

n

{

ε2 +
n

∑

i−1

min
(

θ2
i , ε

2
)

}

,

pentru orice θ ∈ R
n, unde

Λ∗
n ≤ 2 logn+ 1 şi lim

n→∞
Λ∗

n = 2 logn,

λ∗n ≤
√

2 logn şi lim
n→∞

λ∗n =
√

2 logn.

Comparativ cu pragul universal, pragul minimax este mai conservator şi mai

potrivit ı̂n cazul ı̂n care detaliile funcţiei f sunt răspândite ı̂n zona afectată de

zgomot.

Tehnica SureShrink alege valoarea de prag λj corespunzătoare fiecărui nivel de

rezoluţie j prin minimizarea erorii aleatoare (Stein Unbiased Error) [36], [38].

2.1.3 Estimatori wavelets de cele mai mici pătrate penali-

zate

Când estimăm un semnal perturbat de zgomot prin metode wavelets, problema

clasică a netezirii datelor poate fi formulată ı̂n domeniul wavelet prin aflarea mini-
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mului θ a funcţionalei de penalitate l(θ) definită astfel

l(θ) = ‖Wy − θ‖2
n + 2λ

∑

i>i0

p(|θi|), (2.1.8)

unde θ este vectorul coeficienţilor wavelets ai funcţiei de regresie necunoscută f , iar

p este o funcţie de penalitate dată. Valoarea i0 reprezintă un număr ı̂ntreg dat, co-

respunzător coeficienţilor wavelets penalizaţi situaţi deasupra unui nivel de rezoluţie

j0 dat.

Performanţa estimatorului wavelet rezultat depinde de funcţia de penalitate şi

de parametrul de netezire λ.

2.2 Un studiu comparativ a două metode de

ı̂nlăturare a zgomotului

In acest paragraf vom analiza un semnal perturbat de zgomot alb utilizând

tehnica Minimax şi tehnica VisuShrink. Semnalul este reprezentat de umiditatea

relativă şi are lungimea n = 256. Datele au fost obţinute de la staţia meteorologică

Adcon Telemetry a Facultăţii de Horticultură din cadrul USAMV Cluj-Napoca şi

au fost prelucrate cu mediul Matlab folosind toolbox-ul WaveLab850. Rezultatele

acestui studiu au fost publicate ı̂n lucrarea Sobolu R. [108].

Pentru a compara eficienţa celor două tehnici aplicate am calculat ı̂n ambele

situaţii riscul, urmărind ca acesta să aibă cea mai mică valoare posibilă.

In prelucrarea semnalului cu ajutorul celor două tehnici am parcurs etapele:

1. Aplicarea unei transformări wavelet de tip Daubechies, N = 8, semnalului

iniţial.

2. Dintre coeficienţii wavelets perturbaţi de zgomot obţinuţi ı̂n etapa precedentă

au fost selectaţi aceia care depăşesc valoarea de prag λ∗n respectiv aceia care depă

şesc pragul λV =
√

2 logn.

3. Pornind de la coeficienţii wavelets determinaţi ı̂n etapa a doua s-a reconstruit

semnalul iniţial cu ajutorul transformării wavelet inverse.

Pragul ales Riscul

Pragul λ∗n 0.0119

Pragul λV =
√

2 logn 0.0040

Pragul λV furnizează şi o calitate vizuală mai bună a semnalului reconstruit

decât procedura bazată pe tehnica Minimax (vezi Figura 2.3 şi Figura 2.4).
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Figura 2.1: Semnalul original

Figura 2.2: Semnalul perturbat de zgomot alb

Figura 2.3: Semnalul reconstruit cu tehnica Minimax
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Figura 2.4: Semnalul reconstruit cu tehnica VisuShrink

2.3 Analiza unor metode de reconstrucţie bazate

pe tehnica wavelets

In această secţiune vom ilustra performanţa următoarelor metode de ı̂nlăturare

a zgomotului: metoda celor mai mici pătrate penalizate, metoda validării ı̂ncrucişate

(varianta hard şi soft) şi metoda SureShrink, prin intermediul unei mulţimi de date

simulate constituită din funcţia test

f : [0, 1] → R, f(x) = x+ exp(−39(x− 0.5)2) − I(x ≥ 0.5).

Această funcţie prezintă o discontinuitate ı̂n punctul x = 0.5. Semnalul a fost per-

turbat de zgomot Gaussian, considerându-se două nivele de zgomot, corespunzătoare

valorii SNR = 4 respectiv SNR = 10. Pentru fiecare simulare s-a utilizat o selecţie

de 512 valori din intervalul [0, 1], astfel ı̂ncât datele perturbate de zgomot se pot

reprezenta sub forma

yi = f(ti) + εi, i = 1, 2, 3, . . . , 512,

unde ti =
i

512
, iar εi sunt erorile distribuite după legea normală N(0, 1).

Procesările au fost efectuate cu ajutorul unor funcţii implementate ı̂n mediul

Matlab.

Figura 2.5 arată performanţa tehnicilor aplicate. Tabelul următor afişează

eroarea medie pătratică evaluată pentru fiecare metodă şi pentru setarea SNR co-

respunzătoare.
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a) b)

c) d)

e) f)
Figura 2.5: Metode de tip thresholding aplicate funcţiei f(x) = x + exp(−39(x −
0.5)2) − I(x ≥ 0.5) perturbată de zgomot alb
a) Funcţia iniţială
b) Funcţia perturbată de zgomot alb, SNR = 4
c) Reconstrucţie bazată pe metoda celor mai mici pătrate penalizate
d) Reconstrucţie prin metoda validării ı̂ncrucişate (hard)
e) Reconstrucţie prin metoda validării ı̂ncrucişate (soft)
f) Reconstrucţie prin metoda SureShrink (soft).
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Metoda SNR = 4 SNR = 10

Metoda celor mai mici pătrate penalizate 0.9512 0.9049

Metoda validării ı̂ncrucişate (hard thresholding) 0.9200 0.8900

Metoda validării ı̂ncrucişate (soft thresholding) 0.9306 0.8955

Metoda SureShrink (soft thresholding) 0.9562 0.8855

2.4 Aplicaţie

Acest paragraf include rezultate practice proprii publicate ı̂n lucrările Sobolu R.

[104], Sobolu R. [105], Sobolu R. [110]. Vom prezenta un studiu ı̂n cadrul căruia

analizăm variaţia ritmului respirator, a ritmului cardiac şi nivelul enzimelor care

caracterizează sistemele antioxidante ale organismului (SOD, catalaza şi peroxidaza)

ı̂n cadrul unui lot format din 8 bovine expuse radiţiei solare calorice. Studiul se

realizează comparativ pe lotul expus radiaţiei solare calorice respectiv pe acelaşi lot

menţinut la adăpost, ı̂n perioada mai-octombrie, 2006.

Datele ı̂nregistrate (semnalele) au fost procesate cu ajutorul unor transformări

de tip wavelet: Transformarea wavelet rapidă Haar de tipul I (The Ordered Fast

Haar Wavelet Transform - OFHWT) şi Transformarea wavelet rapidă Haar de tipul

II (The In Place Fast Haar Wavelet Transform - PFHWT) [89]. Algoritmii cores-

punzători acestor tipuri de transformări au fost implementaţi ı̂n Microsoft Excel cu

ajutorul macrourilor scrise ı̂n VBA.

Pentru analiza semnalului reprezentat de ritmul respirator dispunem de 32 = 25

valori numerice. Aceste date iniţiale sunt incluse ı̂n şirul s(5 − 0) iar rezultatele

obţinute ı̂n urma procesării semnalului cu ajutorul transformarii wavelet rapide Haar

de tipul II, adică coeficienţii wavelets se afişează ı̂n cadrul şirului s(5−5) din Figura

2.6.

Figura 2.6 a) afişează coeficienţii wavelets obţinuţi ı̂n cazul menţinerii lotului

analizat sub acţiunea radiaţiei solare. Primul coeficient, 49.776 reprezintă valoarea

medie a ritmului respirator pe ı̂ntreaga perioadă considerată. Al doilea coeficient,

−5.969 arată variaţia globală a ritmului respirator ı̂n perioada mai-octombrie, adică

o creştere cu (−5.969) ∗ (−2) = 11.938 ≈ 12 bătăi/minut din luna mai ı̂n luna

octombrie. Următorii doi coeficienţi, −11.021 şi 10.416 exprimă o creştere medie cu

aproximativ (−11.021) · (−2) = 22.0142 ≈ 22 bătăi/minut din luna mai ı̂n luna iulie

(prima jumătate a perioadei considerate) respectiv o scădere medie cu aproximativ

10.416 · (−2) = −20.832 ≈ 21 bătăi/minut din luna august ı̂n luna octombrie (a

doua jumătate a perioadei considerate).

In concluzie, procesarea semnalului asociat ritmului respirator cu transformarea
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wavelet rapidă Haar de tipul II ı̂n lucrarea Sobolu R. [105] pune ı̂n evidenţă, ı̂n cadrul

lotului expus radiaţiei solare, o creştere a ritmului respirator cu 22 batăi/minut

ı̂n perioada mai-iulie, respectiv o scădere a ritmului respirator cu aproximativ 21

bătăi/minut ı̂n perioada august-octombrie.

In mod analog se analizează coeficienţii wavelets rezultaţi la procesarea semnalu-

lui reprezentat de ritmul respirator ı̂n cazul menţinerii lotului de bovine ı̂n adăpost

şi se constată că nu există variaţii semnificative ale ritmului respirator ı̂n această

situaţie.

a) b)

Figura 2.6:

a) Coeficienţii wavelets obţinuţi aplicând Transformarea wavelet rapidă Haar de
tipul II ritmului respirator ı̂n cazul menţinerii lotului sub acţiunea radiaţiei solare
b) Coeficienţii wavelets obţinuţi aplicând Transformarea wavelet rapidă Haar de
tipul II ritmului respirator ı̂n cazul menţinerii lotului ı̂n adăpost

Folosind metode similare s-au efectuat studii comparative ale semnalelor
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reprezentate de ritmul cardiac şi de nivelul enzimelor antioxidante din sânge ı̂n cazul

expunerii lotului de bovine la radiaţii solare calorice şi ı̂n cazul menţinerii acestuia ı̂n

adăpost. In zilele recoltării valorilor ce caracterizează parametrii ce vor fi analizaţi:

ritmul cardiac, respiraţia şi nivelul enzimelor s-au ı̂nregistrat şi principalii indicatori

meteorologici ce influenţează acest studiu: temperatura aerului, umiditatea relativă,

intensitatea radiaţiei solare şi s-a determinat indicele temperatură-umiditate, ITU.

Rezultatele procesărilor arată că, ı̂n zilele călduroase de vară, când indicele tem-

peratură-umiditate depăşeşte valorea superioară de prag 72 apare o creştere sem-

nificativă a principalilor indici fiziologici, ı̂n special a ritmului respirator şi cardiac,

urmată de modificări la nivel sanguin şi tisular, ceea ce demonstrează că stresul

caloric indus de radiaţiile solare calorice determină transformări profunde ale stării

de sănătate la vacile de lapte. Aceste modificări se reflectă atât ı̂n scăderea producţiei

de lapte cât şi ı̂n modificarea calitativă a acesteia (scăderea proteinelor şi a lactozei).

Concluziile studiilor efectuate scot ı̂n evidenţă modificările semnificative ce apar

la vacile de lapte expuse acţiunii directe a radiaţiilor solare calorice pe timpul verii,

iar din punct de vedere practic stabilesc măsurile ce trebuie luate ı̂n scopul prevenirii

efectelor nocive ale acestor radiaţii ı̂n vederea asigurării bunăstării taurinelor.

2.5 Implementarea algoritmului corespunzător

Transformării wavelet rapide de tip

Daubechies folosind VBA ı̂n Microsoft Excel

Această aplicaţie descrie implementarea algoritmului corespunzător Trans-

formării wavelet rapide de tip Daubechies ı̂n mediul VBA din cadrul Microsoft Excel

folosind macrouri precum şi prelucrarea unui semnal cu ajutorul macroului scris ı̂n

VBA. Rezultatele aferente acestei aplicaţii sunt publicate ı̂n lucrarea Sobolu R. [106].

Algoritmul corespunzător transformării wavelet a fost implementat ı̂n Microsoft

Excel folosind macrouri scrise ı̂n VBA. Cu ajutorul macroului s-a procesat un semnal

reprezentat de valorile temperaturii ı̂nregistrate ı̂n perioada februarie 2008 - martie

2008 la staţia meteorologică a USAMV Cluj-Napoca. Sirul s conţine datele iniţiale,

iar şirurile a-Step0, respectiv c-Step0, c-Step1, c-Step2, c-Step3,c-Step4 afişează

rezultatele, adică coeficienţii wavelets de tip Daubechies, Figura 2.7.

In cele ce urmează descriem semnificaţia practică a coeficienţilor wavelets

obţinuţi. Coeficientul a − Step0 = a
(n−5)
0 = 7.9930C reprezintă temperatura me-

die pe ı̂ntreaga perioadă considerată.
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Coeficientul c − Step0 = c
(n−5)
0 = 1.105 semnifică o creştere a temperaturii cu

1.105 · 2 = 2.2100C din februarie ı̂n martie.

Coeficientul c−Step1 = c
(n−4)
0 = 1.214 corespunde unei schimbări cu 1.214 · 2 =

2.4280C, adică o creştere cu aproximativ 2.4280C din prima decadă a lunii februarie

până ı̂n a doua decadă a lunii februarie. Coeficientul c
(n−4)
1 = −1.045 arată o scădere

a temperaturii cu aproximativ (−1.045) · 2 = −2.090C din prima decadă a lunii

martie spre a doua decadă lunii martie.

Fiecare din următorii patru coeficienţi, 0.538,−0.057,−3.546,−2.874 semnifică

variaţii ale temperaturii la fiecare două săptămâni. Astfel, −0.057 arată o scădere

a temperaturii cu aproximativ (−0.057) · 2 = −0.1140C din a treia săptămână lunii

februarie ı̂n a patra săptămână a lunii februarie.

Următorii opt coeficienţi, −1.201,−1.598,−1.455,−2.400,−2.043,

0.751, 1.359, 3.205 exprimă variaţii săptămânale ale temperaturii. De exemplu,

coeficientul 0.751 semnifică o creştere a temperaturii cu 0.751 · 2 = 1.5020C pe

parcursul celei de-a doua săptămâni a lunii martie.

Figura 2.7: Coeficienţii wavelets ai transformării de tip Daubechies
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Capitolul 3

Estimatori de tip wavelets

3.1 Rezultate preliminare

Estimatorii wavelets neliniari studiază regresia neparametrică din punct de

vedere minimax utilizând clase de funcţii neconsiderate ı̂n studiul estimatorilor

liniari: spaţii Hölder sau Sobolev, dar şi spaţii de funcţii neregulate sau cu variaţie

mărginită. Matematic, aceste clase de funcţii pot fi sintetizate ı̂n termeni de spaţii

Besov sau spaţii Triebel. Meyer [80] a dezvoltat ideea de analiză de rezoluţie multiplă

şi aplicarea ei ı̂n studiul unor spaţii de funcţii şi al unor operatori de tip integral.

Cercetările lui I. Daubechies [30], Mallat [78] şi monografia lui Frazier, Jawerth şi

Weiss [50], [51] furnizează o conexiune ı̂ntre bazele wavelet ortonormate şi estimarea

de tipul minimax ı̂n spaţiile Besov.

3.2 Un model abstract de ı̂nlăturare a zgomotului

Conceptul denoising are drept scop optimizarea erorii medii pătratice

n−1E
∥

∥

∥
f̂ − f

∥

∥

∥

2

l2
= n−1

n−1
∑

i=0

E

(

f̂

(

i

n

)

− f

(

i

n

))2

(3.2.1)

cu respectarea condiţiei că estimatorul f̂ al funcţiei f este, cu probabilitate suficient

de mare, cel puţin la fel de neted ca şi funcţia f. Această cerinţă păstrează un echili-

bru ı̂ntre eroarea de măsurare şi varianţă, menţinând aceste valori ı̂n jurul aceleiaşi

magnitudini. Estimatorii optimali din punct de vedere al erorii medii pătratice

prezintă structuri oscilatorii, afectate intens de zgomot. Metodele de reconstrucţie

sunt gândite astfel ı̂ncât să elimine aceste oscilaţii false, cerând, ı̂n acelaşi timp ca
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estimatorul reconstruit să nu oscileze semnificativ mai mult decât funcţia f.

In acest scop, Donoho şi Johnstone [36] au propus o procedură de tip thresholding,

(prag) pentru reconstruţia funcţiei f . Această procedură consideră aspectele:

1.[Netezimea] Estimatorul f̂ ∗
n este cel puţin la fel de neted ca şi funcţia f , cu

o probabilitate suficient de mare, netezimea măsurându-se ı̂ntr-o varietate largă de

spaţii de funcţii.

2.[Adaptabilitatea] Estimatorul f̂ ∗
n deţine eroarea medie pătratică de tipul mini-

max ı̂ntr-o varietate mare de clase de funcţii unde estimatorii liniari tradiţionali nu

ating această rată.

Teoria statistică se axează pe următorul model abstract de eliminare a zgomo-

tului

yI = θI + ε · zI , I ∈ In, (3.2.2)

unde zi ∼ N(0, 1) reprezintă zgomotul alb, ε este nivelul de zgomot iar I este o

mulţime de indici, |In| = n.

3.2.1 Tehnica Soft Thresholding şi reconstrucţia optimală

Considerăm un model, ı̂n care zgomotul are caracter deterministic, sub forma

yI = θI + δ · uI , I ∈ I, iar I este o mulţime de indici. (3.2.3)

In acest caz δ > 0 reprezintă un nivel cunoscut de zgomot, iar (uI) este un termen

perturbat de zgomot care satisface |uI | ≤ 1, ∀I ∈ I. Presupunem că zgomotul este

minimal şi generează cele mai mici oscilaţii posibile. Vom evalua performanţa

Eδ(θ̂, θ) = sup
|uI |≤1

∥

∥

∥
θ̂(y) − θ

∥

∥

∥

2

l2
. (3.2.4)

Se urmăreşte ca eroarea din formula (3.2.4) să fie cât mai mică posibil şi să se

ı̂ndeplinească condiţia de contracţie uniformă

∣

∣

∣
θ̂I

∣

∣

∣
≤ |θI | , I ∈ I. (3.2.5)

Se consideră o formulă de reconstrucţie bazată pe tehnica neliniară soft thresholding

ηλ(y) = sgn(y)(|y| − t)+. (3.2.6)
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Se alege pragul λ = δ şi se defineşte estimatorul

θ̂(δ) = ηλ(yI), I ∈ I. (3.2.7)

Teorema 3.2.1 ([35, Theorem 3.1]) Estimatorul de tip soft thresholding satisface

condiţia de contracţie (3.2.5).

3.3 Tehnica Soft thresholding şi estimarea statistică

Fie (zI) zgomotul alb, i.i.d., corespunzător modelului abstract (3.2.2). Atunci

πn ≡ P
{

‖(zI)‖l∞ ≤
√

2 logn
}

→ 1, n→ ∞. (3.3.1)

Relaţia de mai sus ne motivează să privim modelul (3.2.2) drept o instanţă a mo-

delului deterministic (3.2.3), cu nivelul de zgomot δn =
√

2 logn · ε.

3.3.1 Eroarea medie pătratică aproape optimală

Teorema de mărginire de mai jos pune ı̂n evidenţă faptul că estimarea statistică

la acelaşi nivel de zgomot ε nu este mai eficientă decât reconstrucţia optimală la

nivelul de zgomot δn.

Teorema 3.3.1 ([35, Theorem 4.2]) Fie Θ solid şi ortosimetric. Atunci estimatorul

θ̂(n) este aproape minimax şi satisface relaţia

Mn

(

θ̂(n), θ
)

≤ n(2 log(n) + 1)(ε2 + 2.22M∗
n(Θ)), θ ∈ Θ, (3.3.2)

adică θ̂(n) este uniform ı̂n factorul 4.44 log(n) din cadrul abordării minimax, pentru

orice solid ortosimetric.

3.3.2 Contracţia aproape minimală

Fie Y o variabilă aleatoare cu distribuţia normală N(µ, 1). Considerăm Uα

clasa funcţionalelor neliniare, monotone şi impare, u(y) care satisfac proprietatea

de contracţie probabilistică, cu probabilitatea cel puţin 1 − α.

P {|u(Y )| ≤ |µ| ≥ 1 − α} , ∀µ ∈ R.
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Funcţia soft thresholding ηλ(α) aparţine acestei clase, valoarea de prag fiind λ(α) =

Φ−1
(

1 − α

2

)

, unde Φ(y) este distribuţia normală standard. Vectorul estimat θ̂ =

(u(yI))I , u ∈ Uα, satisface condiţia

P
{

∣

∣

∣
θ̂I

∣

∣

∣
≤ |θI | , ∀I ∈ In

}

≥ 1 − (1 − α)n.

3.4 Transformări wavelets de interpolare

In această secţiune vom descrie un anumit tip de transformări wavelets ce ca-

racterizează netezimea din diferite spaţii de funcţii, iar apoi, cu ajutorul lor vom

reinterpreta transformările wavelets empirice aplicând algoritmul piramidal de fil-

trare a unei selecţii constituită din funcţii.

3.4.1 Metoda transformărilor empirice

Coeficienţii wavelets empirici care provin exclusiv din aplicarea operatorilor de

filtrare, reprezintă, ı̂ntr-adevăr primii n coeficienţi teoretici ai unei transformări din

spaţiul funcţiilor continue. Această interpretare ne arată, că, ı̂n cazul coeficienţilor

wavelets empirici ai unei funcţii suficient de netede, aceştia se supun aceluiaşi tip

de estimare ca şi coeficienţii wavelets ai transformărior ortogonale teoretice. De

asemenea, procedeul de contracţie, shrinking, spre zero al coeficienţilor wavelets

empirici acţionează ca un operator de netezire ı̂ntr-o mare varietate de clase de

netezime, iar un procedeu de selecţie urmat de o interpolare corespunzătoare a valo-

rilor de selecţie are aceeaşi calitate de operator de netezire. Prin urmare, coeficienţii

wavelets teoretici sunt ı̂n strânsă legătură cu coeficienţii wavelets empirici. Acest

fapt prezintă o importanţă deosebită ı̂n studiul unor metode neliniare de netezire,

ı̂n studiul tehnicii de ı̂nlăturare a zgomotului aplicată unor tipuri diferite de date de

selecţie.

3.4.2 Date de selecţie, interpolare şi netezire

Presupunem că avem datele de selecţie (2−j1f(k/2j1))k∈Z. Doar cu ajutorul aces-

tor date vom obţine coeficienţii wavelets de interpolare ai funcţiei f la toate nivelele,

inclusiv j1 − 1.

Dacă funcţia wavelet de interpolare este o funcţie spline fundamentală, atunci

se generează o interpolare de tip spline, iar dacă funcţia wavelet de interpolare este

o funcţie fundamentală Deslauriers-Dubuc, atunci se obţine o interpolare de tipul
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Deslauriers-Dubuc.

3.5 Scheme de subdiviziune

In sens larg, subdiviziunea este o metodă de prelucrare a datelor disponibile la o

scară grosieră prin generarea recursivă a acestor date, mai netezite, la rezoluţii tot

mai fine. Această metodă este utilă ı̂n generarea curbelor şi suprafeţelor, dar este

şi ı̂n strânsă legătură cu construcţia funcţiilor wavelets prin intermediul analizei de

rezoluţie multiplă.

3.5.1 Transformări neliniare bazate pe scheme de diviziune

Schemele uniforme de subdiviziune sunt definite drept operatori ce acţionează

pe axa numerelor ı̂ntregi, multidimensională. In anumite condiţii, o schema uni-

formă de subdiviziune, defineşte o funcţie rafinabilă, care poate fi exprimată ca

o sumă de dilatări şi translaţii ale ei ı̂nsăşi. O asemenea schemă constă ı̂n apli-

carea repetată a unui operator de rafinare unei mulţimi date de puncte de control,

P 0 = {P0, P1, P3 . . . }. Fie S acest operator. Punctele de control determină forma

curbei limită. Fiecare punct de control al curbei este calculat considerând o sumă

ponderată a unui anumit număr de puncte de control, ı̂n conformitate cu anumite

reguli de diviziune. Mulţimea ponderilor constituie masca schemei de subdiviziune.

Punctele de control la nivelul k se calculează cu ajutorul regulii de subdiviziune,

P k
i = (SP k−1)i = (SkP 0)i =

∑

j∈Z

a
(k)
i−2jP

k−1
j , i ∈ Z, k = 1, 2, 3, . . .

Mulţimea coeficienţilor a(k) = {a(k)
i | i ∈ Z} se numeşte masca schemei de diviziune

la nivelul k. Presupunem că masca schemei este ı̂ntotdeauna de suport finit, deci

mulţimea {i ∈ Z : a
(k)
i 6= 0}, este finită pentru fiecare k = 1, 2, . . .. Punctele de

control situate la anumite nivele de rafinare converg spre curba limită. Dacă regula

de rafinare este aceeaşi pentru toate nivelele, atunci schema este staţionară.

3.5.2 O schemă nouă ı̂n studiu

Vom construi o nouă schemă de subdiviziune prezentată ı̂n lucrarea Sobolu R.

[109]. Schema s-a obţinut prin combinarea schemei ternare interpolatoare descrisă

ı̂n [63], cazul b =
2

9
, cu schema lui Chaikin [68], [69].
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Scopul nostru este de a defini operatorul S : l(Z) → l(Z) care generează mulţimea

tuturor polinoamelor quadratice, π2(R).

Conform rezultatelor stabilite de Levin ı̂n [74], este suficient să arătăm că pentru

operatorul Q : π2(R) → l(Z), avem SQ = Qσ, şi apoi să determinăm operatorul S

corespunzător.

Considerăm Q : π2(R) → l(Z), ∀ f ∈ π2(R), ∀ i ∈ Z, astfel,

Qf(i) =







f(i), i ≤ 0,

f

(

i− 1

2

)

− 1

8
f ′′

(

i− 1

2

)

, i > 0,
(3.5.1)

şi apoi rezolvăm ecuaţia SQ = Qσ.

Pentru P ∈ l(Z) dat, definim operatorul de subdiviziune conform schemei lui

Chaikin, adică

(SP )2i =
Pi + 3Pi−1

4
şi (SP )2i+1 =

3Pi + Pi−1

4
, pentru i = 2, 3, 4, . . . , (3.5.2)

şi conform schemei ternare interpolatoare descrisă prin relaţia

(Sp)i+1
j =

∑

k

a3k−jp
i
k , pentru i = 0,−2,−3,−4, . . . , (3.5.3)

unde a = (aj) este masca schemei iar P i = (pi
j) este mulţimea punctelor punctelor

de control după pasul i al subdiviziunii.

Avem SQf(i) = Qσf(i), ∀f ∈ π2(R), i ∈ Zr{−1, 1}. Este necesar să definim

SP (−1), SP (1), pentru un P arbitrar, astfel ı̂ncât S să satisfacă relaţia SQ = Qσ

pentru f ∈ π2(R). Deci vom căuta operatorul S care să satisfacă condiţiile

SP (−1) = a0P (−2) + a1P (−1) + a2P (0),

SP (1) = b0P (−1) + b1P (0) + b2P (1).
(3.5.4)

Parametrii a0, a1, a2 se calculează conform relaţiei SQf(−1) = Qσf(−1), ∀ f ∈
π2(R). Fie f(x) = xk, k ∈ {0, 1, 2}. Rezultă sistemul

SQ1 = Q1 =⇒ a0 + a1 + a2 = 1,

SQx =
1

2
Qx =⇒ −2a0 − a1 =

1

2
,

SQx2 =
1

4
Qx2 =⇒ 4a0 + a1 =

1

4
.
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Similar, din condiţia SQf(1) = Qσf(1) pentru orice f ∈ π2(R), obţinem

SQ1 = Q1 =⇒ b0 + b1 + b2 = 1,

SQx =
1

2
Qx =⇒ −b0 +

1

2
b2 =

1

4
,

SQx2 =
1

4
Qx2 =⇒ b0 + b2 = 0.

Sistemele de ecuaţii descrise anterior au soluţia unică,

a =

(

3

8
,−5

4
,
15

8

)

şi b =

(

−1

6
, 1,

1

6

)

.

Regulile stabilite ı̂n relaţiile (3.5.1) şi (3.5.4) definesc noua shemă S.

Operatorul de subdiviziune de subdiviziune Q definit anterior poate fi extins la

un operator local şi mărginit definit pe C(R) cu valori ı̂n l(Zs) astfel

Q : C(R) → l(Z), ∀ f ∈ C(R), ∀ i ∈ Z,

Qf(i) =







f(i), i ≤ 0,

f(i) − f(i+ 1) − f(i)

2
, i > 0.

(3.5.5)

Exemple numerice

Vom testa această nouă schemă prin intermediul funcţiilor f1, f2 : R → R,

f1(x) = cosx, f2(x) = x
x2+1

, măsurând eroarea ‖σ−nS∞Qσnf(x) − f(x)‖∞.
Erorile maximale obţinute sunt evidenţiate ı̂n continuare

n eroarea maximală pentru f1 eroarea maximală pentru f2

0 0.47 0.05

1 0.38 0.19996 · 10−7

2 0.09 0.799679 · 10−8
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ity, Preprint, (2009).
[20] Clausel, M., Nicolay, S., A wavelet characterization for the upper global Hölder index,
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