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2.2 Alte rezultate de existenţ¼a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3 Sisteme semiliniare de incluziuni diferenţiale 12
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Introducere

Prezenta lucrare este structurat¼a pe trei p¼aŗti dup¼a cum urmeaz¼a.

Partea I se ocup¼a cu probleme de evoluţie abstracte în spa̧tii înzestrate cu norme vecto-
riale. Avantajul folosirii unor norme vectoriale în studiul sistemelor de ecuaţii este evidenţiat

în lucrarea Precup [58], unde se arat¼a c¼a într-un cadru vectorial se pot formula condi̧tii de mai

generale pentru termenii neliniari ai ecuaţiilor decât atunci când se foloseşte o norm¼a scalar¼a

de�nit¼a pe spaţiul produs cartezian. Astfel de studii au fost ini̧tiate de c¼atre Perov [56] în leg¼a-

tur¼a cu principiul contraçtiilor, iar în lucrarea citat¼a [58] se arat¼a c¼a utilitatea tehnicilor bazate

pe norme vectoriale nu se restrânge la principiul contraçtiilor, ele putând � aplicate cu succes

şi în cazul principiului lui Schauder, Leray-Schauder sau a teoremelor de tip Krasnosleskii în

conuri.

Prima problem¼a studiat¼a (Capitolul 2) este sistemul semiliniar de ecuaţii de evoluţie8>>>>><>>>>>:

du1
dt
(t) +A1u1(t) = F1(t; u1(t); u2(t))

du2
dt
(t) +A2u2(t) = F2(t; u1(t); u2(t))

u1(0) = u01; u2(0) = u02;

pentru care se demonstreaz¼a mai întâi existenţa, unicitatea şi depdendenţa continu¼a de date a

soluţiilor (Teoremele 12 şi 13) în ipoteze unor condi̧tii de tipul

jjFi(t; u)� Fi(t; v)jjXi � ai1(t)jju1 � v1jjX1 + ai2(t)jju2 � v2jjX2

asupra termenilor neliniari. Demostraţiile se bazeaz¼a pe teorema lui Perov şi pe o form¼a partic-

ular¼a a lemei Gronwall abstracte date de I. A. Rus [66]. Condi̧tiile de creştere impuse termenilor

neliniari pot � relaxate în cazul în care partea liniar¼a a sistemului are un efect regularizant, sau,

altfel spus, dac¼a operatorii �Ai generez¼a semigrupuri compacte. Teoremele 15 şi 16 demon-
streaz¼a acest fapt. Mare parte din contrubuţiile originale ale Capitoului 2 fac obiectul lucr¼arii

[60] realizate în colaborare cu Rof. R. Precup.

În Capitoul 2 se extind ideile Capitoului 1 la un cadru multivoc, studiindu-se sistemul
semiliniar de incluziuni diferenţiale8>>>>><>>>>>:

du1
dt
(t) +A1u1(t) 2 F1(u1(t); u2(t))

du2
dt
(t) +A2u2(t) 2 F2(u1(t); u2(t))

u1(0) = u01; u2(0) = u02:

Abordarea noastr¼a se bazeaz¼a pe observaţia c¼a operatorul solutie corespunz¼ator sistemului de
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incluziuni diferenţiale de mai sus poate � scris ca şi compunerea dintre un operator univoc

(ce corespunde p¼aaŗtii liniare a sistemului) şi un operator multivoc (ataşat termenului neliniar

F = (F1; F2)). În acest fel se clari�c¼a modul în care propriet¼aţile lui F se transmit operatorului

soluţie

Prinicpalele rezultate originale ale Capitoului 3 sunt: o versiune vectorial¼a a teoremei de
punct �x a lui Nadler (Teorema 18) şi Teoremele de existenţ¼a 19, 20 şi 21 ce fac parte
din R. Precup şi A. Viorel [61].

Ultimul capitol al primei p¼aŗti (Capitolul 4) se ocup¼a cu problema de evoluţie cu condi̧tie
nelocal¼a 8><>:

du

dt
(t) +Au(t) = F (t; u(t))

u(0) =
R 1
0 u(t)d�(t):

Studiul unor astfel de probleme a fost ini̧tiat de L. Byszewski [18], înlocuirea condi̧tiei ini̧tiale

cu o condi̧tie nelocal¼a �ind motivat¼a de faptul c¼a astfel de condi̧tii nestandard pot � m¼asurate

mai exact în aplicaţii �zice decât condi̧tiile ini̧tiale clasice.

Ideea original¼a a acestui capitol este legat¼a de tratarea formei integrale a problemei de

evoluţie 8><>:
u(t) = S(t)u0 +

R t
0 S(t� �)F (� ; u(�))d� ; 0 < t < 1

u0 =
R 1
0 u(t)d�(t):

ca un sistem de dou¼a ecuaţii cuplate, necunoscutele �ind atât traiectoria sistemului u 2 C ([0; 1] ; X)
cât şi starea ini̧tial¼a u0 2 X. Având în vedere acest fapt, o abordare bazat¼a pe norme vectoriale
se dovedeşte foarte potrivit¼a. În Sectiunea 4.1 se demonstreaz¼a o serie de versiuni vectoriale ale

teoremei lui Krasnoselskii pentru suma a doi operatori, mai apoi, aceste rezultate �ind aplicate

pentru a demonstra Teoremele de existenţ¼a 26, 27 şi 28. Toate aceste rezultate fac parte
din lucrarea [76] a autorului.

Partea a II-a a lucr¼arii se concentreaz¼a asupra urm¼atorului model din teoria elasticit¼aţii

utt = �1 (uxx � px)� �2 (uxx � qx) + "utxx + � (ux)x
�21pxx + p = ux

�22qxx + q = ux

propus de c¼atre X. Ren şi L. Truskinovsky (Journal of Elasticity, 2000). Scopul acestei p¼aŗti este

realizarea unei analize riguroase a acestui model, precum şi clari�carea leg¼aturilor dintre acest

model şi alte modele din teoria elasticit¼aţii. Aceast¼a direçtie de studiu, impreun¼a cu modelul

în sine, au fost sugerate autorului de c¼atre Prof. Christian Rohde, si au constituit preocuparea

principal¼a a unui stagiu de cercetarea la Institutul de Analiz¼a Aplicat¼a si Simulare Numeric¼a a

Universit¼aţii din Stuttgart.

Se poate observa c¼a nu toţi parametrii �1; �2; 1; 2 şi " ai modelului sunt esenţiali, iar de
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aceea ne vom limita doar la urm¼atoarele cazuri particulare1

(Ak)
utt = k (ux � p)x + uxxt + � (ux)x

� 1
kpxx + p = ux

(Bk)
utt = (ux � p)x + uxxt + � (ux)x

� 1
kpxx + p = ux:

Argumente bazate pe expresia energiei totale a celor dou¼a sisteme sugereaz¼a ca (Ak) aproximeaz¼a

modelul de ordin superior

(A) utt = �uxxxx + uxxt + � (ux)x ;

respectiv (Bk) aproximeaz¼a modelul viscoelastic

(B) utt = utxx + � (ux)x :

Elementul cheie în înţelegerea regimurilor limit¼a k !1 ale (Ak) şi (Bk) îl constituie obser-

vaţia c¼a variabila auxiliar¼a p este de�nit¼a prin intermediul unei ecuaţii de tip resolvent¼a. Acest

lucru explic¼a propriet¼aţile de aproximare ale modelului lui Ren şi Truskinovsky, şi totodat¼a

motiveaz¼a un studiu bazat pe teoria semigrupurilor.

În Capitolele 6 şi 7 ale luc¼arii se demonstreaz¼a pe de-o parte existenţa unor soluţii clasice
globale în timp pentru (Ak) şi (Bk) - Teoremele 30 respectiv 36. Pentru ca mai apoi în

Teoremele 33 şi 37 s¼a se justi�ce în mod riguros limitele

(Ak) ! (A)

(Bk) ! (B)

pentru k !1.

În Partea a III-a a lucr¼arii idei similare cu cele din Partea a II-a sunt folosite în contextului
unui model complet diferit, şi anume a ecuaţiei Allen-Cahn

ut = "uxx � u3 + u:

Aceasta este o ecuaţie de tip Ginzburg-Landau ce descrie evoluţia unui parametru de ordine în

timpul tranzitiilor de faz¼a în aliaje binare. De la momentul introducerii sale de c¼atre S. Allen şi

J. W. Cahn [4], modelul a atras mult interes datorit¼a propriet¼aţilor sale dinamice remarcabile,

cum ar � persistenţa unor con�guraţii (st¼ari) metastabile (a se vedea Chen [23] de exemplu).

În Capitolul 9 propunem urm¼atoarea versiune nelocal¼a a ecuaţiei Allen-Cahn

ut = "pxx � u3 + u
�"pxx + p = u

în care termenul de difuzie a fost înlocuit cu aproximanta sa Yosida, prin introducerea unei

1Am ales �1 = k; �2 = 0; 21 =
1
k
; " = 1 pentru (Ak) respectiv �1 = 1; �2 = 0; 

2
1 =

1
k
; " = 1 pentru (Bk)
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variabile arti�ciale, la fel ca şi în modelul lui Ren şi Truskinovsky. Dac¼a ordinul aproximatei

este ales astfel încât s¼a �e egal cu inversul coe�cientului de difuzie ecuaţia de mai sus poate �

rescris¼a în forma echivalent¼a
ut = �u3 + p
�"pxx + p = u

(1)

�ind o perturbaţie regular¼a a

ut = �u3 + u:

Datorit¼a faptului c¼a nu conţine explicit derivate spaţiale (1) permite o implementare numeric¼a

avantajoas¼a.

Mai trebuie remarcat şi fatul c¼a p poate � reprezentat¼a folosind funçtia Green a problemei

eliptice

p (t; x) =

Z
G (x; y)u (t; y) dy;

de unde şi denumirea de model nelocal. În leg¼atur¼a cu astfel de modele ce conţin termeni nelocali

de difuzie exist¼a o vast¼a literatur¼a din care remarc¼am de exmplu lucr¼arile lui Fife [36], Bates et.

al. [11] sau Cortazar et. al. [25].

Rezultatele originale ale P¼aŗtii a III-a fac parte din lucrarea [77] a autorului şi sunt legate

de analiza modelului nelocal descris mai sus. Ele se refer¼a la: existenţa global¼a a soluţiilor

clasice (Teorema 38), m¼arginirea a priori a soluţiilor clasice (Teorema 39) şi comportamentul
asimptotic al soluţiilor pentru t!1 (Teorema 40).

Recunştiinţa autorului se îndreapt¼a în primul rând spre domnul profesor Radu Precup, sub

a c¼arui îndrumare am avut privilegiul de a m¼a forma.

De asemenea, pe parcursul a dou¼a stagii de cercetare, autorul a avut şansa de a-i cunoaşte pe

domnii profesori C. Rohde (Stuttgart) şi W. Desch (Graz) c¼arora le muļtumeşte pentru întreg

sprijinul lor.

Capitolul 1

Preliminarii

1.1 Semigrupuri şi ecua̧tii de evolu̧tie

În aceast¼a seçtiune amintim câteva rezultate de baz¼a din teoria semigrupurilor. Sursele bibli-

ogra�ce folosite sunt [22], [33], [37], [44], [54], [78] şi [84].

1.2 Teoreme de punct �x

Vom prezenta o serie de teoreme de punct �x utlizate de-a lungul lucr¼arii. Sursele bibliogra�ce

folosite sunt [1], [29],[38], [53] şi [68].

Teorema 1 (Krasnoselskii) Fie X un spaţiu Banach, C o submulţime închis¼a m¼arginit¼a si

convex¼a a sa iar N : C ! C astfel încât:
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(i) N = N1 +N2 cu N1 : C ! C complet continuu şi N2 : C ! C contracţie,

(ii) N1(x) +N2(y) 2 C pentru orice x; y 2 C:

Atunci N are cel puţin un punct �x în C.

Teorema 2 (Granas [38]) Fie U o submulţime nevid¼a a unei mulţimi închise şi convexe K

din spaţiul Banach X şi �e H : U � [0; 1]! K compact¼a. Dac¼a

(A) H(x; �) 6= x 8x 2 @U � 2 [0; 1];

(B) H(�; 0) este esenţial în mulţimea MC a tuturor aplicaţiilor compacte de la U la K.

Atunci oricare ar � � 2 [0; 1] exist¼a un punct �x al lui H(�; �) în U , şi mai mult, H(�; �) este
esenţial în MC pentru orice � 2 [0; 1].

Vom încheia aceast¼a seçtiune amintind dou¼a teoreme de punct �x pentru aplicaţii multivoce

(a se vedea Deimling [29])

Teorema 3 (Bohnenblust-Karlin) Fie X un spaţiu Banach, D � X închis¼a m¼arginit¼a si

convex¼a şi N : D ! 2X semicontinuu superior, cu N (x) închis¼a m¼arginit¼a si convex¼a pentru

orice x 2 D: Dac¼a N (D) � D şi N (D) este relativ compact¼a, atunci N are cel puţin un punct

�x.

Teorema 4 Fie X un spaţiu Banach, U � X deschis¼a m¼arginit¼a şi N : U ! 2X upper semicon-

tinuous with N (x) semicontinuu superior, cu N (x) închis¼a m¼arginit¼a si convex¼a pentru orice

x 2 U: Dac¼a N
�
U
�
este relativ compact¼a şi x0 + � (x� x0) =2 N (x) în @U pentru orice � > 1;

atunci N are cel puţin un punct �x.

1.3 Matrici convergente la zero

Conceptele de norm¼a vectorial¼a şi de matrice convergent¼a la zero introduse în aceast¼a seçtiune

vor juca un rol deosebit de important în Partea I. Aceste idei î̧si au originea în lucr¼arile lui Perov

[56].

De�ni̧tia 5 Fie X o mulţime nevid¼a. O aplicaţie d : X �X ! Rn+ ce satisface axiomele

(i) d(u; v) � 0 oricare ar � u; v 2 X iar dac¼a d(u; v) = 0 atunci u = v;

(ii) d(u; v) = d(v; u) oricare ar � u; v 2 X;

(iii) d(u; v) � d(u;w) + d(w; v) oricare ar � u; v; w 2 X

în raport cu relaţia natural¼a de ordine din Rn, se numeşte metric¼a vectorial¼a.

Noţiunea de completitudine se de�neşte în cazul spaţiilor înzestrate cu o metric¼a vectorial¼a

similar cu cazul clasic.
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De�ni̧tia 6 O matrice p¼atratic¼a cu elemnte nenegativeM 2Mn�n (Rn) se numeşte convergent¼a
la zero dac¼a

Mk ! 0 când k !1:

Matricile convergente la zero pot � caracterizate în felul urm¼ator (a se vedea [51], [57], [63]).

Lema 7 Fie M o matrice p¼atratic¼a cu elemnte nenegative. Urm¼atoarele a�rmaţii sunt echiva-

lente:

(a) M converge la zero;

(b) I �M este nesingular¼a şi (I �M)�1 = I +M +M2 + : : :;

(c) valorile proprii ale lui M se g¼asesc în interiorul discului unitate din planul complex;

(d) I �M este nesingular¼a iar (I �M)�1 are elemente nennegative.

De�ni̧tia 8 Un operator N : X ! X se numeşte contractiv (în raport cu o metric¼a vectorial¼a

d) dac¼a exist¼a o matrice convergent¼a la zero M astfel încât

d(N(u); N(v)) �Md(u; v) pentru orice u; v 2 X:

Teorema 9 (Perov) Fie (X; d) un spaţiu metric generalizat complet şi N : X ! X un operator

contractiv. Atunci N are un unic punct �x u� şi pentru orice u 2 X avem

d(Nk(u); u�) �Mk(I �M)�1d(u;N(u)) oricare ar � k 2 N:

Mai mult, I �N este bijectiv¼a iar (I �N)�1 este continu¼a.

La fel ca şi în cazul metricilor vectoriale putem introduce no̧tiunea de norm¼a vectoril¼a.

De�ni̧tia 10 Fie X un spaţiu linear. Aplicaţia k�k : X ! Rn se numeşte norm¼a vectorial¼a
dac¼a

(i) kxk � 0 oricare ar � x 2 X, iar dac¼a kxk = 0 atunci x = 0;

(ii) k�xk = j�j kxk oricare ar � x 2 X şi � 2 R;

(iii) kx+ yk � kxk+ kyk foricare ar � x; y 2 X:

De�ni̧tia 11 Un spaţiu liniar înzestrat cu o norm¼a vectoril¼a care este complet în raport cu
norma vectoril¼a se numeşte spaţiuBanach generalizat.

9



I. SISTEME DE ECUAŢII DE EVOLUŢIE

Capitolul 2

Sisteme semiliniare de ecua̧tii de evolu̧tie

Pornind de la lucrarea Precup [58], în care se studiz¼a sisteme operatoriale (staţionare) prin

metode bazate pe norme vectorile şi matrici convergente la zero, vom aplica aceleaţi metode

problemei Cauchy abstracte8>>>>><>>>>>:

du1
dt
(t) +A1u1(t) = F1(t; u1(t); u2(t))

du2
dt
(t) +A2u2(t) = F2(t; u1(t); u2(t))

u1(0) = u01; u2(0) = u02:

(2.1)

Aici, operatorii Ai : D(Ai) � Xi ! Xi au domeniile de de�ni̧tie dense în spaţiile Banach Xi şi

generez¼a semigrupurile de contraçtii fSi(t); t � 0g :
C¼aut¼am soluţii integrale ale problemei Cauchy de mai sus, adic¼a perechi (u1; u2) 2 C([0; T ]; X1)�

C([0; T ]; X2) ce satisfac

ui(t) = Si(t)u
0
i +

Z t

0
Si(t� �)Fi(� ; u1(�); u2(�))d� (2.2)

oricare ar � t 2 [0; T ]; i = 1; 2: Vom nota operatorul neliniar din membrul drept al (2.2) cu

Ni(u).

2.1 Rezultate bzate pe teorema lui Perov

Primul nostru rezultat este obţinut în ipoteza unei condi̧tii de tip Lipschitz pentru termenii

neliniari Fi:

Teorema 12 (existenţ¼a şi unicitate) Presupunând c¼a Fi : [0; T ]�X1 �X2 ! Xi satisfac

jjFi(t; u)� Fi(t; v)jjXi � ai1(t)jju1 � v1jjX1 + ai2(t)jju2 � v2jjX2 (2.3)

oricare ar � u = (u1; u2); v = (v1; v2) 2 X1 �X2; t 2 [0; T ]; unde aij 2 Lp([0; T ];R+). Atunci
pentru orice (u01; u

0
2) 2 X1 �X2 problema Cauchy (2.1) are o unic¼a soluţie în sensul lui (2.2).

Putem ar¼ata şi faptul c¼a aceast¼a soluţie depinde în mod continuu de datele ini̧tiale.

Teorema 13 (dependenţa de date) În ipotezele Teoremei 12, dac¼a u şi v sunt dou¼a soluţii
ale (2.1) corespunz¼atoare datelor iniţiale u0 respectiv v0, atunci pentru orice t 2 [0; T ] are loc 

jju1(t)� v1(t)jjX1
jju2(t)� v2(t)jjX2

!
� U(t)

 
jju01 � v01jjX1
jju02 � v02jjX2

!
:
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Unde prin U(t) s-a notat o matrice fundamental¼a de soluţii a sistemului de ecuaţii diferenţiale

ordinare 8>><>>:
dx1
dt
(t) = a11(t)x1(t) + a12(t)x2(t)

dx2
dt
(t) = a21(t)x1(t) + a22(t)x2(t):

(2.4)

Demonstraţia acestui rezultat se bazeaz¼a pe lema Gronwall abstract¼a introdus¼a de c¼atre I.

A. Rus în lucrarea [66]

Teorema 14 Fie aij 2 Lp([0; T ];R+); p � 1 şi bi > 0; i; j = 1; 2: Dac¼a xi 2 C [0; T ] ; sunt dou¼a
funcţii continue astfel încât pentru orice t 2 [0; T ]

 
x1(t)

x2(t)

!
�

0BB@ b1 +

Z t

0
(a11(�)x1(�) + a12(�)x2(�)) d�

b2 +

Z t

0
(a21(�)x1(�) + a22(�)x2(�)) d�

1CCA ; (2.5)

atunci are loc (x1 (t) ; x2 (t))
T � U (t) (b1; b2)

T , U (t) �ind o matrice fundamental¼a de soluţii a

(2.4).

2.2 Alte rezultate de existeņt¼a

Presupunând c¼a operatorul N este complet continuu putem sl¼abi condi̧tia (2.3). O condi̧tie

su�cient¼a pentru ca N s¼a �e complet continuu este ca semigrupurile Si (�), i = 1; 2; s¼a �e ambele
compacte. Un exemplu tipic de semigrupuri compacte îl reprezint¼a semigrupurile analitice al

c¼aror domeniu se scufund¼a compact în spaţiul st¼arilor, aşa cum se întâmpl¼a în cazul Laplacianului

cu condi̧tii Dirichlet pe frontier¼a.

Teorema 15 Dac¼a operatorul N este complet continuu şi Fi satisface

jjFi(t; u)jjXi � ai1(t)jju1jjX1 + ai2(t)jju2jjX2 + bi(t) (2.6)

foricare ar � u = (u1; u2) 2 X1 �X2; cu aij 2 Lp([0; T ];R+) şi bi 2 L1([0; T ];R+); i; j = 1; 2;
atunci problema (2.1) are cel puţin o soluţie.

În cazul spaţiilor Hilbert avem urm¼atorul rezultat ce se bazeaz¼a pe aplicarea principiului

Leray-Schauder.

Teorema 16 Fie (Xi; h:; :iXi); i = 1; 2 un spaţiu Hilbert, şi dac¼a toate soluţiile ecuaţiei ui =

�Ni(u); � 2 (0; 1) sunt soluţii clasice, operatorul neliniar N este complet continuu şi Fi satisface

hFi(t; u); uiiXi � ai1(t)jju1jj2X1 + ai2(t)jju2jj
2
X2 + bi(t) (2.7)

oricare ar � u 2 X1 �X2; cu aij 2 Lp([0; T ];R+) şi bi 2 L1([0; T ];R+); i; j = 1; 2; atunci (2.1)
are cel puţin o soluţie.
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Capitolul 3

Sisteme semiliniare de incluziuni difereņtiale

Scopul acestui capitol este de-a extinde rezultatele din capitolul anterior la cazul multivoc. În

continuare ne vom ocupa cu sistemul de incluziuni diferenţiale8>>>>><>>>>>:

du1
dt
(t) +A1u1(t) 2 F1(u1(t); u2(t))

du2
dt
(t) +A2u2(t) 2 F2(u1(t); u2(t))

u1(0) = u01; u2(0) = u02:

(3.1)

Folosind aceleaşi notaţii ca şi pân¼a acum, noţiunea de soluţie a (3.1) care ne intereseaz¼a este

tot de tip integral

ui(t) = Si(t)u
0
i +

Z t

0
Si(t� �)wi(�)d� t 2 [0; T ]; (3.2)

unde wi 2 L1 ([0; T ] ; Xi) ; i = 1; 2 este o seleçtie pentru aplicaţia multivoc¼a t 7! Fi (u (t)), adic¼a

wi(t) 2 Fi (u (t)) a.p.t. t 2 [0; T ] : (3.3)

3.1 Observa̧tii preliminare

Fie (X; d) un spaţiu metric şi A;B � X dou¼a muļtimi nevide. Vom folosi urm¼atoarele notaţii

d (x;A) = inf fd (x; a) : a 2 Ag ;

H (A;B) = max

�
sup
a2A

d (a;B) : sup
b2B

d (b; A)

�
;

� (A;B) = sup fd (a; b) : a 2 A; b 2 Bg :

Funçtionala H este o metric¼a (metrica Hausdor¤-Pompeiu) pe muļtimea p¼aŗtilor nevide, închise

şi m¼argininte ale lui (X; d) : Vom folosi urm¼atoare proprietate a metricii Hausdor¤-Pompeiu

pentru a demonstra o versiune vectorial¼a a teoremei lui Nadler (pentru rezultatul clasic facem

referire la Granas [38, page 28]).

Observa̧tia 17 Fie (X; d) un spaţiu metric, A;B � X mulţimi inchise m¼arginite şi nevide iar

q > 1: Atunci pentru orice a 2 A exist¼a b 2 B astfel încât d (a; b) � qH (A;B) :

Teorema 18 Fie (X1; d1) ; (X2; d2) spaţii metrice complete şi N : X1 �X2 ! 2X1�X2 un oper-

ator multivoc cu N (x) nevide, m¼arginite şi închise pentru orice x 2 X1 �X2: Presupunem c¼a

exist¼a o matrice convergent¼a la zero M astfel încât 
H1 (N1 (u) ; N1 (v))

H2 (N2 (u) ; N2 (v))

!
�M

 
d1 (u1; v1)

d2 (u2; v2)

!
(3.4)

pentru orice u = (u1; u2) ; v = (v1; v2) 2 X1 �X2;, N1 : X1 �X2 ! 2X1 şi N2 : X1 �X2 ! 2X2

a�ind cele dou¼a componente ale lui N iar H1;H2 metricile Hausdor¤-Pompeiu asociate lui d1
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respectiv d2. Atunci N are un punct �x.

3.2 Rezultate de existeņt¼a

Putem observa c¼a operatorul neliniar multivocN : C ([0; T ] ; X1)�C ([0; T ] ; X2)! 2C([0;T ];X1�X2)

de�nit în (3.2) se obţine prin compunerea unui operator univoc N cu un operator multivoc W

N = N�W;

de�ni̧ti dup¼a cum urmeaz¼a

N = (N1;N2)
Ni (f) (t) = Si(t)u

0
i +

R t
0 Si(t� �)fi(�)d�

W = (W1;W2)

Wi (u) =
�
wi 2 L1 ([0; T ] ; Xi) : wi(t) 2 Fi (u (t)) a.e. t 2 [0; T ]

	
:

În acest fel devine clar modul în care propriet¼aţile lui F se transmit lui N:

Primul nostru rezultat se bazeaz¼a pe versiunea vectorial¼a a teoremei lui Nadler din seçtiunea

precedent¼a.

Teorema 19 Fie Fi : X1 � X2 ! 2Xi şi Fi (x) nevide, închise şi m¼arginite pentru orice x 2
X1 �X2: Dac¼a exist¼a aij � 0; i; j = 1; 2 constante reale astfel încât

�Xi (Fi (u) ; Fi (v)) � ai1 ku1 � v1kX1 + ai2 ku2 � v2kX2 (3.5)

pentru orice u = (u1; u2); v = (v1; v2) 2 X1 �X2; i = 1; 2; atunci problema (3.1) are o soluţie..

Urm¼atorul rezultat de existenţ¼a se bazeaz¼a pe Teorema Bohnenblust-Karlin şi permite for-

mularea unor condi̧tii mai generale pentru termenii neliniari Fi.

Teorema 20 Fie Fi : X1�X2 ! 2Xi semicontinuu superior cu Fi (x) nevide, închise şi m¼argi-

nite pentru orice x 2 X1 � X2; şi N complet continuu. Dac¼a exist¼a aij � 0; bi � 0, astfel

încât

kwkXi � ai1 ku1kX1 + ai2 ku2kX2 + bi (3.6)

oricare ar � u = (u1; u2) 2 X1 �X2, w 2 Fi (u), i = 1; 2, atunci problema (3.1) are cel putin o
soluţie.

În cazul spaţiilor Hilbert avem urm¼atorul rezultat.

Teorema 21 Fie (Xi; h:; :iXi); i = 1; 2 spaţii Hilbert. Presupunem c¼a sistemul8>>>>><>>>>>:

du1
dt
(t) +A1u1 (t) 2 �F1 (u (t))

du2
dt
(t) +A2u2 (t) 2 �F2 (u (t))

u1 (0) = �u01; u2 (0) = �u02

(3.7)
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are o soluţie clasica pentru orice � 2 (0; 1) şi c¼a operatorul N este complet continuu. Dac¼a

exist¼a aij � 0; bi � 0 astfel încât

sup
wi2Fi(u)

hwi; uiiXi � ai1 ku1k2X1 + ai2 ku2k
2
X2
+ bi (3.8)

pentru orice u 2 X1 �X2; i = 1; 2; atunci problema (3.1) are cel puţin o soluţie.

Capitolul 4

Ecua̧tii semiliniare de evolu̧tie cu condi̧tii nelocale

Acest capitol se ocup¼a cu problema de evoluţie cu condi̧tie nelocal¼a8><>:
du

dt
(t) +Au(t) = F (t; u(t)); 0 < t < 1

u(0) =
R 1
0 u(t)d�(t):

(4.1)

Studiul unor astfel de probleme a fost ini̧tiat de L. Byszewski [18], înlocuirea condi̧tiei ini̧tiale

cu o condi̧tie nelocal¼a �ind motivat¼a de faptul c¼a astfel de condi̧tii nestandard corespund unor

m¼asur¼atori mai exacte în aplicaţii �zice.

Ideea original¼a a acestui capitol este legat¼a de tratarea formei integrale a problemei de

evoluţie 8><>:
u(t) = S(t)u0 +

R t
0 S(t� �)F (� ; u(�))d�

u0 =
R 1
0 u(t)d�(t):

(4.2)

ca un sistem de dou¼a ecuaţii cuplate, necunoscutele �ind atât traiectoria sistemului u 2 C ([0; 1] ; X)
cât şi starea ini̧tial¼a u0 2 X:

Notaţiile folosite în continuare sunt similare cu cele din capitolele precedente.

4.1 Versiuni vectoriale ale teoremei lui Krasnoselskii pentru suma a doi op-
eratori

Scopul acestei seçtiuni este de a prezenta versiuni vectoriale ale teoremei lui Krasnoselskii pentru

suma a doi operatori. Pentru varianta clasic¼a a teoremei lui Krasnosleskii facem referire la [1],

[7], [17] sau [52].

Teorema 22 Fie (X; k�k) un spaţiu Banach generalizat, C o submulţime închis¼a m¼arginit¼a si

convex¼a a sa iar N : C ! C astfel încât:

(i) N = N1 + N2 cu N1 : C ! C complet continuu şi N2 : C ! C contractiv, adic¼a exist¼a

o matrice convergent¼a la zero M astfel încât kN2(u)�N2(v)k � M ku� vk pentru orice
u; v 2 C;

(ii) N1(x) +N2(y) 2 C pentru orice x; y 2 C:
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Atunci N are cel puţin un punct �x în C.

Precedntul rezultat are ca şi conseciinţ¼a urm¼atoarea teorem¼a de punct �x pentru un operator

vectorial ale c¼arui componente sunt una complet continu¼a iar cea de-a doua contractiv¼a.

Teorema 23 Fie (X; j � jX) şi (Y; j � jY ) spaţii Banach, iar C;D dou¼a submulţimi nevide, m¼argi-

nite, închise şi convexe ale X respectiv Y respectively, şi �e N : C �D ! C �D,

N =

 
P

Q

!
:

Dac¼a P : C �D ! C este complet continuu, iar pentru Q : C �D ! D exist¼a L1 � 0 şi L2 < 1
astfel încât

jQ(x1; y1)�Q(x2; y2)jY � L1jx1 � x2jX + L2jy1 � y2jY (4.3)

fpentru orice (x1; y1) ; (x2; y2) 2 C �D, atunci N are cel puţin un punct �x.

Folosind principiul transversalit¼aţii topologice în locul teoremei lui Schauder putem demon-

stra urm¼atoarea teorem¼a vectoril¼a de tip Krasnosleskii.

Teorema 24 Fie (X; k�k) un spaţiu Banach generalizat,

U =
�
x 2 X : kxk < u; u 2 Rn+

	
� X

şi N : U ! X; N = N1 +N2 unde N1 este complet continuu iar N2 icontractiv. Dac¼a

x 6= �N(x) pentru orice x 2 @U; � 2 (0; 1); (4.4)

atunci N are cel puţin un punct �x în U .

Rezultatul precedent se aplic¼a operatorilor vectoriali, cu dou¼a componente, în felul urm¼ator.

Teorema 25 Fie X;Y spaţii Banach, B1 := fx 2 X : jxjX � R1g, B2 := fy 2 Y : jyjY � R2g
dou¼a bile închise în X; respectiv Y şi operatorul N : B1 �B2 ! X � Y

N =

 
P

Q

!
:

Dac¼a P : B1 �B2 ! X este complet continuu, Q : B1 �B2 ! Y satisface

jQ(x1; y1)�Q(x2; y2)jX � L1jx1 � x2jX + L2jy1 � y2jY : (4.5)

oricare ar � (x1; y1) ; (x2; y2) 2 B1 �B2, cu L1 � 0, L2 2 (0; 1) iar pentru toate soluţiile 
x

y

!
= �N

 
x

y

!
; � 2 (0; 1); avem

jxjX < R1

jyjY < R2
(4.6)

atunci N are cel puţin un punct �x.
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4.2 Aplica̧tii la probleme cu condi̧tii nelocale

În aceast¼a seçtiune vom aplica rezultatele obţinute în seçtiunea precedent¼a problemei de evoluţie

cu condi̧tie nelocal¼a (4.2). Prima noastr¼a teorem¼a se bazeaz¼a pe principiul de punct �x al lui

Perov.

Fie (X; j � jX) un spaţiu Banach.

Teorema 26 Dac¼a neliniaritatea F satisface condiţia Lipschitz

jF (t; u)� F (t; v)jX � a(t)ju� vjX (4.7)

pentru orice u; v 2 X, t 2 [0; 1], cu a 2 Lp([0; 1];R+), şi dac¼a exist¼a k � 0 astfel încât

kakLp
(qk)1=q

< (1� ekV�) (4.8)

pentru 1=p+ 1=q = 1 şi V� = j�(1)� �(0)j, atunci problema (4.1) are o unic¼a soluţie.

Aplicând Teorema 23 putem sl¼abi condi̧tia de creştere impus¼a lui F .

Teorema 27 Fie fS(t); t � 0g un semigrup compact, şi F astfel încât are loc

jF (t; u)jX � a(t)jujX + b(t) (4.9)

oricare ar � u 2 X, t 2 [0; 1], cu a 2 Lp([0; 1];R+), b 2 L1([0; 1];R+). Dac¼a exist¼a k � 0 astfel
încât (4.8) are loc, şi

ekV� < 1;

Atunci problema (4.1) are o unic¼a soluţie.

Urm¼atorul rezultat are loc în spaţii Hilbert.

Teorema 28 Fie (X; h:; :iX); un spaţiu Hilbert şi fS(t); t � 0g un semigrup compact. Dac¼a8><>:
du

dt
(t) +Au(t) = �F (t; u(t))

u(0) = �u0

; � 2 (0; 1);

are soluţii clasice şi F satisface

hF (t; u); uiX � a(t)juj2X + b(t) (4.10)

oricare ar � u 2 X, cu a 2 Lp([0; T ];R+) şi b 2 L1([0; T ];R+).iar

ekV� < 1 şi
2 kakLp
(2qk)1=q

� (1� e2kV 2� ); (4.11)

atunci (4.1) are cel puţin o soluţie.
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II. TRANZIŢII DE FAZ¼A DINAMICE ÎN SOLIDE

Capitolul 5

Modele dinamice pentru materiale cu mai multe faze

5.1 Modelul lui Ericksen

O întrebare fundamental¼a în studiul materialelor active este:

Cum putem descrie un material în care coexist¼a daou¼a sau mai multe faze folosind cadrul

general oferit de mecanica mediilor continue?

Un prim pas spre g¼asirea unui r¼aspuns la aceast¼a întrebare a fost f¼acut de c¼atre J. Ericksen

[32] în anul 1975. Ideea sa are la baz¼a presupunerea c¼a energia potenţial¼a a sistemului are dou¼a

minime, �ecare minim coresupunzând uneia dintre faze.

Modelul propus de Ericksen are este descris prin ecuaţia neliniar¼a

utt = � (ux)x (5.1)

unde

� : R! R; � (w) =W 0 (w)

iar W este o funçtie cu dou¼a minime, de exemplu W (w) = 1
4

�
w2 � 1

�2 şi � (w) = w3 � w:

2 2

1

2

w

W

2 2

1

1

w

W'

Figura 1. W (w) = 1
4

�
w2 � 1

�2 şi � (w) = w3 � w =W 0 (w)

5.2 Efecte regularizante

Pentru a explica fenomene ce nu sunt descrise de modelul lui Ericksen s-au inclus ulterior în

model

A. Efecte disipative prin termenul de tip vâscos utxx, modelul devenie astfel

utt = "utxx + � (ux)x : (5.2)
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B. Efecte legate de tensiunile de suprafa̧t¼a la interfȩtele ce despart faze vecine
(efecte de capilaritate) prin intermediul termenului de ordin superior uxxxx (a se vedea [41]),
ecuaţia devenie astfel

utt = ��uxxxx + "utxx + � (ux)x : (5.3)

5.3 Modelul lui Ren şi Truskinovsky

În anul 2000 Ren şi Truskinovsky [62] propun un nou model, ce spre deosebire de modelele

mai vechi descrie mai bine interfȩtele extrem de înguste (de dimensiuni atomice) observate

experimental. Ingredientul principal al modelului îl constituie înlocuirea termenului de ordin

superior uxxxx (de capilaritate) cu termeni ce corespund unor aşa numite interaçtiuni nelocale.

Mai precis, ecuaţia propus¼a de autorii aminti̧ti este

utt = �1 (uxx � px)� �2 (uxx � qx) + "utxx + � (ux)x (5.4)

cuplat¼a cu dou¼a ecuaţii eliptice pentru variabilele suplimentare p şi q

�21pxx + p = ux

�22qxx + q = ux:

Termeni de acest tip au fost introduşi pentru prima dat¼a de c¼atre Rogers şi Truskinovsky [64].

Capitolul 6

Modelul lui Ren şi Truskinovsky - regimul limit¼a de visco-capilaritate

6.1 Un model de visco-capilaritate

În cele ce urmeaz¼a ne vom ocupa de un caz particular al modelului lui Ren şi Truskinovsky (5.4)

ce corespunde parametrilor

�1 = k; �2 = 0; 21 =
1

k
; " = 1:

Ecuaţiile modelului sunt deci

utt = uxxt + k (ux � p)x + � (ux)x
� 1
kpxx + p = ux:

(Pk)

O analiz¼a a energiei totale a acestui sistem indic¼a faptul c¼a regimul limit¼a k ! 1 corespunde

ecuaţiei

utt = �uxxxx + uxxt + � (ux)x (P)

studiate printre aļtii de Andrews şi Ball [6].

Observaţia esenţial¼a este legat¼a de faptul c¼a variabila auxiliar¼a p este de�nit¼a prin intermediul
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unei ecuaţii de tip resolvent¼a, ceea ce explic¼a propriet¼aţile de aproximare ale modelului în limita

k !1

6.2 Existeņta solu̧tiilor clasice

Observa̧tia 29 Pentru orice soluţie clasica a problemei (Pk) energia total¼a

E [u (t) ; v (t)] =
1

2
kv (t)k2L2(0;1) +

1

2
(px (t) ; uxx (t))L2(0;1) +

Z 1

0
W (ux (t)) dx

este descresc¼atoare în timp şi m¼arginit¼a superior de energia st¼arii iniţiale E [u (t) ; v (t)] �
E [u0; v0] : Pe de alt¼a parte

E [u (t) ; v (t)]� E [u0; v0] = �
Z t

0
kvx (s)k2L2(0;1) ds:

Teorema 30 (soluţii clasice globale) Problema cu valori pe frontier¼a asociat¼a (Pk) cu k 2 N
�xat, are o unic¼a soluţie clasic¼a de�nit¼a pe orice interval [0; T ] cu T > 0;

u 2 C
�
[0; T ] ;H2 (0; 1) \H1

0 (0; 1)
�

ut 2 C
�
[0; T ] ; L2

�
oricare ar � u0 2 H2 (0; 1) \H1

0 (0; 1) şi v0 2 H2 (0; 1) \H1
0 (0; 1) :

6.3 Regimul limit¼a

Pentru a studia regimul limit¼a k !1 avem nevoie de estim¼ari independente de k pentru soluţiile

clasice ale (Pk). Astfel de estim¼ari fac obiectul urm¼atoarei leme.

Lema 31 (estim¼ari uniforme în raport cu k) Fie
�
uk; vk

�
soluţia clasic¼a a (Pk) pentru k =

1; 2; : : : Pentru orice 8t � 0 au loc urm¼atoarele estim¼ari uniforme în raport cu k

1

2

vk (t)2
L2(0;1)

+
1

2

�
pkx (t) ; u

k
xx (t)

�
L2(0;1)

+

Z 1

0
W
�
ukx (t)

�
dx � E0 (6.1)

Z T

0

vkx (t)2
L2(0;1)

dt � E0 (6.2)

unde E0 := 1
2 kv0k

2
L2(0;1) +

1
2 ku0xxk

2
L2(0;1) +

R 1
0 W (u0x) dx:

Folosind Lema lui Aubin împreun¼a cu alte rezultate clasice de analiz¼a funçtional¼a putem

demonstra urm¼atoarea teorem¼a ce priveşte limita k !1 a soluţiilor problemei (Pk).

Teorema 32 (convergenţa slab¼a) Fie
�
uk; vk

�
k2N soluţiile familiei de probleme (Pk) toate

corespunzând aceloraşi condiţii iniţiale u0 2 H2 (0; 1) \H1
0 (0; 1) and v0 2 H2 (0; 1) \H1

0 (0; 1).

Exist¼a un subşir al
�
uk; vk

�
k2N şi o pereche (w; v)

T 2 L2
�
0; T ;L2 (0; 1)

�
� L2

�
0; T ;H1

0 (0; 1)
�

astfel încât

19



(i) au loc
ukx ! w in L2

�
0; T ;L2 (0; 1)

�
vk ! v in L2

�
0; T ;H1

0 (0; 1)
�

�
�
ukx
�
! � (w) in L2

�
0; T ;L2 (0; 1)

�
şi w 2 L1 ([0; T ]� [0; 1]) :

(ii) (w; v)T este o soluţie slab¼a a problemei (P) în sensul c¼aZ T

0

Z 1

0
w t � v xdxdt = 0 (6.3)

Z T

0

Z 1

0
v t � v xx � w xxx + � (w) xdxdt = 0 (6.4)

oricare ar �  2 C1c ([0; T ]� [0; 1]).

Rezultatul obţinut în Teorema 32 poate � îmbun¼at¼aşit dac¼a folosim tehnici bazate pe teoria

semigrupurilor.

Teorema 33 Fie
�
uk; vk

�
şi (u; v) soluţiile clasice ale problemlor (Pk) respectiv (P) cu date

iniţiale identice

u0 2 H2 (0; 1) \H1
0 (0; 1) ; v0 2 H2 (0; 1) \H1

0 (0; 1) :

Atunci pentru orice t 2 [0; T ] cu T � 0 are loc�
uk (t) ; vk (t)

�
! (u (t) ; v (t)) pentru k !1

în topologia normei spaţiului X =
�
H2 (0; 1) \H1

0 (0; 1)
�
� L2 (0; 1) :

Capitolul 7

Modelul lui Ren şi Truskinovsky - regimul limit¼a viscoelastic

7.1 Un model elasitc neliniar

Un alt regim limit¼a a modelului lui Ren şi Truskinovsky este cel descris de

utt = utxx + � (ux)x : (7.1)

Acesta este obţinut pornind de la alegerea parametrilor în felul urm¼ator

�1 = 1; �2 = 0; 21 =
1

k
; " = 1:
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Ecuaţiile modelului Ren-Truskinovsky corspunz¼atoare sunt

utt = uxx � px + utxx + � (ux)x
� 1
kpxx + p = ux;

(7.2)

sau folosind notaţia �k (ux)x = 3u
2
xuxx � px

utt = utxx + �
k (ux)x : (7.3)

Observa̧tia 34 Dotorit¼a propriet¼aţilor ecuaţiei eliptice ce leag¼a variabilele p şi u; pentru orice
u 2 H2 (0; 1)

pkx ! uxx când k !1;

şi ca urmare

�k (ux)x ! � (ux)x când k !1:

7.2 Existeņta solu̧tiilor clasice

Ecuaţia (7.1) a fost studiat¼a printre aļtii de G. Andrews şi J. Ball. În dou¼a articole ([5] şi

[6]) autorii menţionaţi studiaz¼a existenţa, unicitatea şi comportamentul asimptotic al soluţiilor

ecuaţiei (7.1). În cele ce urmeaz¼a vom ar¼ata c¼a pentru date ini̧tiale su�cient de netede (7.1)

admite o soluţie clasic¼a. Acest rezultat extinde rezultatul lui Andrews şi reprezint¼a o versiune

neliniar¼a a Corolarului VI.3.4 din [33].

Teorema 35 Problema cu valori pe frontier¼a asociat¼a ecuaţiei

utt = utxx + � (ux)x

are o unic¼a soluţie global¼a

u 2 C
�
[0;1) ;H2 (0; 1) \H1

0 (0; 1)
�

ut 2 C
�
[0;1) ; L2 (0; 1)

�
pentru orice condiţii iniţiale

u0 2 H2 (0; 1) \H1
0 (0; 1) ; v0 2 H2 (0; 1) \H1

0 (0; 1) :

În mod similar poate � tratat şi cazul particular (7.3) al modelului Ren - Truskinovsky.

Teorema 36 Problema cu valori pe frontier¼a asociat¼a ecuaţiei

utt = utxx + �
k (ux)x

cu �k (ux)x = 3u
2
xuxx � px; are o unic¼a soluţie global¼a

u 2 C
�
[0;1) ;H2 (0; 1) \H1

0 (0; 1)
�

ut 2 C
�
[0;1) ; L2 (0; 1)

�
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pentru orice condiţii iniţiale

u0 2 H2 (0; 1) \H1
0 (0; 1) ; v0 2 H2 (0; 1) \H1

0 (0; 1) :

7.3 Regimul limit¼a

În aceast¼a seçtiune studiem regimul limit¼a k ! 1 al soluţiilor problemei (7.3). Dup¼a cum am

a�rmat anterior, ne aştept¼am ca modelul limit¼a s¼a �e (7.1).

Principalul rezultat al acestei seçtiuni se bazeaz¼a pe estim¼ari uniforme în raport cu k.

Teorema 37 Fie
�
uk; vk

�
şi (u; v) soluţiile clasice ale problemlor (7.3) respectiv (7.1) cu date

iniţiale identice

u0 2 H2 (0; 1) \H1
0 (0; 1) ; v0 2 H2 (0; 1) \H1

0 (0; 1) :

Atunci pentru orice t 2 [0; T ] cu T � 0 are loc

(uk (t) ; vk (t))! (u (t) ; v (t)) pentru k !1

în topologia normei spaţiului X =
�
H2 (0; 1) \H1

0 (0; 1)
�
� L2 (0; 1) :

III. O VERSIUNE NELOCAL¼A A ECUAŢIEI ALLEN-CAHN

Capitolul 8

Ecua̧tia Allen-Cahn

Acest capitol cu cpnstituie o trecere în revist¼a a propriet¼aţilor ecuaţiei Allen-Cahn

ut = "uxx � f (u) ; (8.1)

cu f (u) = u3� u: Acest model a fost introdus de J. W. Cahn şi S. M. Allen [4] pentru a descrie
evoluţia unui parametru de ordine în tranzi̧tiile de faz¼a ale aliajelor binare. O discuţie am¼a-

nunţit¼a a comportamentului dinamic al modelului, în care un rol central îl joac¼a con�gura̧tiile

(st¼arile) metastabile, este realizat¼a de X. Chen în lucrarea sa recent¼a [23]. Pe de alt¼a parte,

folosind metode din teoria semigrupurilor, S. Zheng [84] arat¼a c¼a:

� problema cu valori pe frontier¼a ataşat¼a (8.1) are o unic¼a soluţie clasic¼a global¼a în timp;

� aceast¼a soluţie este m¼arginit¼a în L1 de c¼atre datele ini̧tiale;

� în regimul asimptotic t!1 are loc ut ! 0 şi u converge c¼atre o soluţie sta̧tionar¼a.
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În capitolul urm¼ator vom stabili propiet¼aţi similare pentru o versiune nelocal¼a special¼a a

ecuaţiei Allen-Cahn.

Capitolul 9

O versiune nelocal¼a special¼a a ecua̧tiei Allen-Cahn

În acest capitol vom prezenta o alternativ¼a nelocal¼a la ecuaţia Allen-Cahn ce se bazeaz¼a pe

înlocuirea termenului disipativ uxx cu aproximanta sa Yosida de ordin

n =
1

"
:

Mdelu obţinut prin aceast¼a modi�care este

ut = "pxx � u3 + u
�"pxx + p = u

(9.1)

şi poate � simpli�cat ajungându-se la forma echivalent¼a

ut = "pxx � u3 + u
�"pxx + p = u

(9.2)

ce are urm¼atoarele propriet¼aţi remarcabile ce justi�c¼a investigaţia noastr¼a:

(i) este o perturba̧tie regular¼a a

ut = �u3 + u;

spre deosebire de ecuaţia Allen-Cahn care este o perturbaţie singular¼a;

(ii) ecuaţia de evoluţie nu conţine explicit derivate spa̧tiale (spre deosebire de (9.1));

(iii) " nu apare explicit în ecuaţia de evoluţie.

Datorit¼a acestor propriet¼aţi, în comparaţie cu (8.1), (9.2) are avantajul de a putea �simulat¼a

numeric cu un timp de calcul mult mai redus.

9.1 Analiza calitativ¼a a modelului nelocal

În aceast¼a seçtiune ar¼at¼am c¼a versiunea nelocal¼a a ecuaţiei Allen-Cahn propus¼a anterior are

aceleaşi propriet¼aţi ca si modelul Allen-Cahn de la care s-a pornit.

Teorema 38 (existenţa soluţiilor clasice) Pentru orice stare iniţial¼a u0 2 D (A) � H2 (0; 1) ;

unde D (A) =
�
u 2 H2 (0; 1) : ux (0) = ux (1) = 0

	
, problema (9.1) admite o unic¼a soluţie cla-

sic¼a u 2 C1
�
[0;1) ; L2 (0; 1)

�
\ C

�
[0;1) ;H1 (0; 1)

�
:

Soluţiile clasice sunt şi m¼arginite în L1.
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Teorema 39 (m¼arginire a priori) Fie u (t; x) soluţia clasic¼a a (9.1) de�nit¼a pe [0; T ]� [0; 1].
Dac¼a u0 = u (0; �) 2 L1 (0; 1) atunci

ku (t; �)kL1(0;1) � ku0kL1(0;1)

oricare ar � t 2 [0; T ] :

Şi comportamentul asimptotic al (9.1) este similar cu cel al (8.1).

Teorema 40 (comportament asimptotic) Fie u soluţia clasic¼a a (9.1), atunci

kut (t)kL2(0;1) ! 0 când t!1:

9.2 O compara̧tie cantitativ¼a a celor dou¼a modele

Dac¼a pornim cu date ini̧tiale identice, diferenţa dintre soluţiile celor dou¼a modele poate � esti-

mat¼a prin intermediul parametrului ", şi avem

Teorema 41 Fie u şi un soluţiile modelelor locale respectiv nelocale cu date iniţiale identice

u0 2 H2 (0; 1) ; ku0kL1(0;1) � 1:

Pentru un interval de timp de ordinul

t � "
��lnp"��

avem

ku (t)� un (t)kL2(0;1) �
�

1

jln
p
"j + 1

�p
":

Studiile lui X. Chen [23] şi M. Alfaro, D. Hilhorst and H. Matano [3] au pus în evidenţ¼a faptul

c¼a comportamentul dinamic al soluţiilor ecuaţiei Allen-Cahn cunoaşte mai multe regimuri ale

c¼aror durate depind în mod esenţial de ". Acest lucru justi�c¼a şi faptul c¼a estim¼arile din teorema

precedent¼a sunt valabile doar pentu un interval de timp ce depinde de ":

Concluzii şi posibile dezvolt¼ari ulterioare

Concluzii

Partea I. Metode bazate pe norme vectoriale şi matrici convergente la zero au fost aplicate cu
succes pentru a obţine rezultate de existenţ¼a pentru sisteme de ecuaţii de evoluţie.

Partea a II-a. Un studiu riguros al modelului propus de X. Ren şi L. Truskinovsky în anul
2000 a demonstrat existenţa soluţiilor clasice, şi a permis evidenţierea a dou¼a regimuri limit¼a în

care are loc convergenţa soluţiilor c¼atre
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(A) soluţia unui model de visco-capilaritate; respectiv

(B) soluţia unui model visco-elastic neliniar.

Partea a III-a. Idei similare celor propuse de Ren şi Truskinovsky au fost aplicate şi în

cazul unui model diferit, ecuaţiei Allen-Cahn. Prin înlocuirea termenului disipativ al ecuaţiei

cu aproximanta sa Yosida s-a obţinut un model nelocal ce are aceleaşi propriet¼aţi ca şi modelul

original, dar poate � simulat numeric cu un timp de calcul mult mai scurt.

Posibile dezvolt¼ari ulterioare

Posibile aplicaţii ale rezultatelor abstracte din Partea I le constituie sisteme de ecuaţii visco-
elastice cum ar � cele studiate recent de M. Mustafa [50, Nonlinear Analysis 2012]

utt ��u+
Z t

0
g1 (t� �)�u (�) d� + f1 (u; v) = 0

vtt ��v +
Z t

0
g2 (t� �)�v (�) d� + f2 (u; v) = 0;

sau sisteme de tipul

ut ��u = f1 (u; v)

vtt ��v = f2 (u; v)

în care sunt cuplate o ecuaţia parabolic¼a cu una hiperbolic¼a.

O posibil¼a continuare a analizei din Partea a II-a este legat¼a de regimul limit¼a în care şi

coe�cientul termenului vâscos, " tinde la zero. Aceast¼a limit¼a singular¼a ridic¼a mari probleme

deoarece pentru � nemonoton¼a, pe domeniul în care � este descresc¼atoare, ecuaţia limit¼a

utt = � (ux)x

nu este bine pus¼a.

O alt¼a problem¼a de interes în leg¼atur¼a cu modelul Ren-Truskinovsky este controlabilitatea

sistemului, mai precis, controlabilitatea prin intermediul valorilor de pe frontier¼a a con�guraţiei

domeniilor ocupate de cele dou¼a faze.
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