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Introducere

Prezenta lucrare este structurata pe trei parti dupa cum urmeaza.

Partea I se ocupa cu probleme de evolutie abstracte in spatii inzestrate cu norme vecto-
riale. Avantajul folosirii unor norme vectoriale in studiul sistemelor de ecuatii este evidentiat
in lucrarea Precup [58], unde se aratd cd intr-un cadru vectorial se pot formula conditii de mai
generale pentru termenii neliniari ai ecuatiilor decat atunci cand se foloseste o norma scalara
definitd pe spatiul produs cartezian. Astfel de studii au fost initiate de citre Perov [56] in lega-
turd cu principiul contractiilor, iar in lucrarea citatd [58] se aratd cd utilitatea tehnicilor bazate
pe norme vectoriale nu se restrange la principiul contractiilor, ele putdnd fi aplicate cu succes
si in cazul principiului lui Schauder, Leray-Schauder sau a teoremelor de tip Krasnosleskii in
conuri.

Prima problema studiata (Capitolul 2) este sistemul semiliniar de ecuatii de evolutie

%(t) + Ayuy (t) = Fy(tua (£), ua(t)
%(t) + Agup(t) = Fa(t, ua(t), ua(t))

ur(0) = uf,  uz(0) = uj,

pentru care se demonstreaza mai intai existenta, unicitatea si depdendenta continua de date a

solutiilor (Teoremele 12 si 13) in ipoteze unor conditii de tipul

|1F3(t,u) — Fi(t,0)||x;, < an(t)|lur —villx, + aie(t)|[ue — val|x,

asupra termenilor neliniari. Demostratiile se bazeaza pe teorema lui Perov si pe o formé& partic-
ulard a lemei Gronwall abstracte date de I. A. Rus [66]. Conditiile de cregtere impuse termenilor
neliniari pot fi relaxate in cazul in care partea liniara a sistemului are un efect regularizant, sau,
altfel spus, dacd operatorii —A; generezd semigrupuri compacte. Teoremele 15 si 16 demon-
streaza acest fapt. Mare parte din contrubutiile originale ale Capitoului 2 fac obiectul lucrarii
[60] realizate in colaborare cu Rof. R. Precup.

In Capitoul 2 se extind ideile Capitoului 1 la un cadru multivoc, studiindu-se sistemul
semiliniar de incluziuni diferentiale

duq

ﬂ(t) + Aruq(t) € Fi(ui(t), ua(t))

%(t) + AQUg(t) € Fy (ul(t)7 U2 (t))

u1(0) =ud,  uz(0) = ug.

Abordarea noastra se bazeaza pe observatia ca operatorul solutie corespunzator sistemului de



incluziuni diferentiale de mai sus poate fi scris ca si compunerea dintre un operator univoc
(ce corespunde paartii liniare a sistemului) si un operator multivoc (atagat termenului neliniar
F = (Fy,F)). In acest fel se clarifici modul in care proprietitile lui F se transmit operatorului
solutie

Prinicpalele rezultate originale ale Capitoului 3 sunt: o versiune vectoriald a teoremei de
punct fix a lui Nadler (Teorema 18) si Teoremele de existentd 19, 20 si 21 ce fac parte
din R. Precup si A. Viorel [61].

Ultimul capitol al primei parti (Capitolul 4) se ocupa cu problema de evolutie cu conditie
nelocala

du

= (0 + Au(t) = F(t, u(t))

w(0) = [ u(t)da(t).

Studiul unor astfel de probleme a fost initiat de L. Byszewski [18], inlocuirea conditiei initiale
cu o conditie nelocala fiind motivata de faptul ca astfel de conditii nestandard pot fi masurate
mai exact in aplicatii fizice decat conditiile initiale clasice.
Ideea originald a acestui capitol este legatd de tratarea formei integrale a problemei de
evolutie
u(t) = S(tyuo + [ S(t — 7)F(r,u(r))dr, 0<t<1

up = [y u(t)da(t).

ca un sistem de doud ecuatii cuplate, necunoscutele fiind atét traiectoria sistemului v € C ([0, 1], X)
cat gi starea initiald ug € X. Avand in vedere acest fapt, o abordare bazata pe norme vectoriale
se dovedeste foarte potrivits. In Sectiunea 4.1 se demonstreazi o serie de versiuni vectoriale ale
teoremei lui Krasnoselskii pentru suma a doi operatori, mai apoi, aceste rezultate fiind aplicate
pentru a demonstra Teoremele de existenta 26, 27 si 28. Toate aceste rezultate fac parte

din lucrarea [76] a autorului.
Partea a II-a a lucrarii se concentreaza asupra urmatorului model din teoria elasticitatii

Ut = 51 (Umz _px) - 52 (u:mc - Qz) + EUtgn + O (ux)x
_’Y%parar +p=1ug
_’Y%Q:m: +q=uy

propus de citre X. Ren gi L. Truskinovsky (Journal of Elasticity, 2000). Scopul acestei parti este
realizarea unei analize riguroase a acestui model, precum si clarificarea legaturilor dintre acest
model si alte modele din teoria elasticitatii. Aceastd directie de studiu, impreuns cu modelul
in sine, au fost sugerate autorului de catre Prof. Christian Rohde, si au constituit preocuparea
principald a unui stagiu de cercetarea la Institutul de Analiza Aplicata si Simulare Numericd a
Universitatii din Stuttgart.

Se poate observa ca nu toti parametrii d1,d2,71, 72 si € al modelului sunt esentiali, iar de



aceea ne vom limita doar la urmstoarele cazuri particulare!

A uy =k (ug _p)x‘i‘umrt“‘a(ur)x
( k) 1

— %Pz P = Ug
U = (Ug — Py + Ugat + 0 (Ug),
(Bk) 1
—%Dzz + D = Ug.
Argumente bazate pe expresia energiei totale a celor doud sisteme sugereaza ca (Ay) aproximeaza

modelul de ordin superior
(A) up = —Uszee + Uger + 0 (Uz),,
respectiv (By) aproximeaza modelul viscoelastic
(B)  wit = Utge + 0 (ug), -

Elementul cheie in intelegerea regimurilor limita k — oo ale (Ag) si (Bg) il constituie obser-
vatia c& variabila auxiliard p este definitd prin intermediul unei ecuatii de tip resolventa. Acest
lucru explicd proprietitile de aproximare ale modelului lui Ren gi Truskinovsky, si totodata
motiveaza un studiu bazat pe teoria semigrupurilor.

In Capitolele 6 si 7 ale lucirii se demonstreazi pe de-o parte existenta unor solutii clasice
globale in timp pentru (Ag) si (Bx) - Teoremele 30 respectiv 36. Pentru ca mai apoi in

Teoremele 33 si 37 si se justifice in mod riguros limitele

pentru k — oc.

In Partea a ITI-a a lucririi idei similare cu cele din Partea a II-a sunt folosite in contextului

unui model complet diferit, si anume a ecuatiei Allen-Cahn
— 3
Ut = EUgy — U° + U.

Aceasta este o ecuatie de tip Ginzburg-Landau ce descrie evolutia unui parametru de ordine in
timpul tranzitiilor de faza in aliaje binare. De la momentul introducerii sale de cétre S. Allen si
J. W. Cahn [4], modelul a atras mult interes datoritd proprietatilor sale dinamice remarcabile,
cum ar fi persistenta unor configuratii (stdri) metastabile (a se vedea Chen [23] de exemplu).

In Capitolul 9 propunem urmitoarea versiune nelocals a ecuatiei Allen-Cahn

utzepm—u?’—l—u

—EPgz +P=1U

in care termenul de difuzie a fost inlocuit cu aproximanta sa Yosida, prin introducerea unei

'Am ales 61 = k,d2 = 0, 'yf = %,E =1 pentru (Ay) respectiv 61 = 1,62 = 0,7? = %,8 =1 pentru (By)



variabile artificiale, la fel ca gi in modelul lui Ren si Truskinovsky. Daca ordinul aproximatei
este ales astfel incat si fie egal cu inversul coeficientului de difuzie ecuatia de mai sus poate fi

rescrisa in forma echivalenta

U = —u? + D (1)
—EPzz TP =U

fiind o perturbatie regulara a
up = —u® 4 u.

Datorita faptului c& nu contine explicit derivate spatiale (1) permite o implementare numerica
avantajoasa.
Mai trebuie remarcat si fatul cd p poate fi reprezentata folosind functia Green a problemei

eliptice

p(tz) = /G<x,y>u<t,y> dy,

de unde si denumirea de model nelocal. In legiturs cu astfel de modele ce contin termeni nelocali
de difuzie existd o vasta literaturd din care remarcam de exmplu lucrdrile lui Fife [36], Bates et.
al. [11] sau Cortazar et. al. [25].

Rezultatele originale ale Partii a IIl-a fac parte din lucrarea [77] a autorului si sunt legate
de analiza modelului nelocal descris mai sus. Ele se referd la: existenta globald a solutiilor
clasice (Teorema 38), marginirea a priori a solutiilor clasice (Teorema 39) si comportamentul

asimptotic al solutiilor pentru ¢ — oo (Teorema 40).

Recunstiinta autorului se indreapté in primul rand spre domnul profesor Radu Precup, sub
a carui indrumare am avut privilegiul de a ma forma.

De asemenea, pe parcursul a doua stagii de cercetare, autorul a avut sansa de a-i cunoagte pe
domnii profesori C. Rohde (Stuttgart) si W. Desch (Graz) carora le multumeste pentru intreg

sprijinul lor.

Capitolul 1

Preliminarii

1.1 Semigrupuri si ecuatii de evolutie

In aceastd sectiune amintim cateva rezultate de bazi din teoria semigrupurilor. Sursele bibli-
ografice folosite sunt [22], [33], [37], [44], [54], [78] si [84].

1.2 Teoreme de punct fix

Vom prezenta o serie de teoreme de punct fix utlizate de-a lungul lucrarii. Sursele bibliografice
folosite sunt [1], [29],[38], [53] si [68].

Teorema 1 (Krasnoselskii) Fie X un spatiuv Banach, C' o submultime inchisa marginita si

convexd a sa iar N : C' — C astfel incdt:



(1)) N = N1+ N2 cu Ny : C — C complet continuu si Ny : C — C contractie,
(13) Ni(z) + Na(y) € C pentru orice z,y € C.
Atunci N are cel putin un punct fix in C.

Teorema 2 (Granas [38]) Fie U o submultime nevida a unei multimi inchise si convexe K
din spatiul Banach X si fie H : U x [0,1] — K compactd. Daca

(A) H(z,\) #x VYxedU Xe]l0,1],

(B) H(-,0) este esential in multimea Mc a tuturor aplicatiilor compacte de la U la K.

Atunci oricare ar fi A € [0, 1] existd un punct fiz al lui H(-,A) in U, gi mai mult, H(-, \) este
esential in M¢ pentru orice X € [0, 1].

Vom incheia aceastéa sectiune amintind doua teoreme de punct fix pentru aplicatii multivoce

(a se vedea Deimling [29])

Teorema 3 (Bohnenblust-Karlin) Fie X un spativ Banach, D C X inchisa marginiti si
convexd si N : D — 2% semicontinuu superior, cu N (x) inchisd marginita si converd pentru
orice x € D. Daca N (D) C D gi N (D) este relativ compacta, atunci N are cel putin un punct
fiz.

Teorema 4 Fie X un spativ Banach, U C X deschisid méarginitd si N : U — 2% upper semicon-
tinuous with N (z) semicontinuu superior, cu N (x) inchisa marginita si converd pentru orice
z € U. Daci N (U) este relativ compacti si zo + A (x — z9) ¢ N (x) in OU pentru orice X > 1,

atunci N are cel putin un punct fiz.

1.3 Matrici convergente la zero

Conceptele de normé vectoriald si de matrice convergenta la zero introduse in aceastd sectiune

vor juca un rol deosebit de important in Partea I. Aceste idei isi au originea in lucréarile lui Perov

[56].
Definitia 5 Fie X o multime nevida. O aplicatie d : X x X — R} ce satisface axiomele
(1) d(u,v) >0 oricare ar fi u,v € X iar daca d(u,v) =0 atunci u = v;
(77) d(u,v) =d(v,u) oricare ar fi u,v € X;
(i71) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) oricare ar fi u,v,w € X
in raport cu relatia naturala de ordine din R™, se numeste metrica vectoriala.

Notiunea de completitudine se defineste in cazul spatiilor inzestrate cu o metrica vectoriald

similar cu cazul clasic.



Definitia 6 O matrice patratica cu elemnte nenegative M € My, x,, (R™) se numeste convergenta
la zero daca

MF —0 cind k — oo.
Matricile convergente la zero pot fi caracterizate in felul urmétor (a se vedea [51], [57], [63]).

Lema 7 Fie M o matrice patratici cu elemnte nenegative. Urmdatoarele afirmatii sunt echiva-

lente:

(a) M converge la zero;
(b) I — M este nesingulard gi (I — M) =T+ M+ M?+ .. .;
(¢) walorile proprii ale lui M se gasesc in interiorul discului unitate din planul complex;

(d) I — M este nesingulard iar (I — M)~' are elemente nennegative.

Definitia 8 Un operator N : X — X se numegte contractiv (in raport cu o metrica vectoriala

d) daca existi o matrice convergenta la zero M astfel incdt
d(N(u),N(v)) < Md(u,v) pentru orice u,v e X.

Teorema 9 (Perov) Fie (X, d) un spatiu metric generalizat complet si N : X — X un operator

contractiv. Atunci N are un unic punct fix u* si pentru orice u € X avem
d(N*(u),u*) < M*(I — M)™Ld(u, N(u)) oricare ar fi ke N.
Mai mult, I — N este bijectiva iar (I — N)_1 este continud.

La fel ca gi in cazul metricilor vectoriale putem introduce notiunea de norma vectorila.

Definitia 10 Fie X un spatiu linear. Aplicatia ||-|| : X — R™ se numesgte norma vectoriala
daca
(2) ||z]| > 0 oricare ar fi x € X, iar dacd ||z|| = 0 atunci z = 0;

(13) [[Az| = || ||z| oricare ar fix € X gi X € R;
(i73) ||z +yll < ||z + |yl foricare ar fi z,y € X.

Definitia 11 Un spatiu liniar inzestrat cu o norma vectorild care este complet in raport cu

norma vectorila se numeste spatiuBanach generalizat.



I. SISTEME DE ECUATII DE EVOLUTIE

Capitolul 2

Sisteme semiliniare de ecuatii de evolutie

Pornind de la lucrarea Precup [58], in care se studizd sisteme operatoriale (stationare) prin
metode bazate pe norme vectorile si matrici convergente la zero, vom aplica aceleati metode

problemei Cauchy abstracte

%(t) + A1U1(t) = Fl(t, U1(t), Ug(t))
%(t) + Agua(t) = Fo(t,ui(t), uz(t)) (2.1)

ur(0) =uf, u2(0) =ul.

Aici, operatorii 4; : D(A;) C X; — X; au domeniile de definitie dense in spatiile Banach X; si
genereza semigrupurile de contractii {S;(¢),t > 0} .

Cautdm solutii integrale ale problemei Cauchy de mai sus, adica perechi (u1,u2) € C([0,T], X1) X
C([0,T7], X2) ce satisfac

t
ui(t) = Si(t)u? +/0 Si(t — 1) Fy(1,u1(7),u2(7))dr (2.2)

oricare ar fi ¢ € [0,7],¢ = 1,2. Vom nota operatorul neliniar din membrul drept al (2.2) cu

2.1 Rezultate bzate pe teorema lui Perov

Primul nostru rezultat este obtinut in ipoteza unei conditii de tip Lipschitz pentru termenii

neliniari F;.
Teorema 12 (existentd si unicitate) Presupundnd ca F;:[0,T] x X1 x Xo — X; satisfac
[1Fi(t, u) = Fi(t, 0)l[x; < an(t)|lur — v1llx, + aia(t)[[uz — v2lx, (2.3)

oricare ar fi u = (u1,ug), v = (v1,v2) € X1 X Xo, t € [0,T], unde a;; € LP([0,T],Ry). Atunci

pentru orice (ud,uy) € X1 x Xo problema Cauchy (2.1) are o unicd solutie in sensul lui (2.2).
Putem ardta si faptul ca aceasta solutie depinde in mod continuu de datele initiale.

Teorema 13 (dependenta de date) In ipotezele Teoremei 12, daci u si v sunt doud solutii

ale (2.1) corespunzatoare datelor initiale u® respectiv v°, atunci pentru orice t € [0, T are loc
s )=o)l | _ iy (I = ot
lug(t) —v2()llx, ) ||ug — 08| x,

10



Unde prin U(t) s-a notat o matrice fundamentala de solutii a sistemului de ecuatii diferentiale

ordinare
@(f) = a1 (t)r1(t) + arz(t)z2(t)
ddt (2.4)
=2 (8) = an()a1(t) + azn()ra(b).

Demonstratia acestui rezultat se bazeaza pe lema Gronwall abstracta introdusa de céatre I.

A. Rus in lucrarea [66]

Teorema 14 Fie a;; € LP([0,T],R4), p>1gib; >0, 4,5 =1,2. Dacd x; € C'[0,T], sunt doua

functii continue astfel incat pentru orice t € [0, T

( 21 (t) > . by +/O (a11(7)21(7) + a12(7)22(7)) dr 05

t
w2(t) by + / (a21(T)x1(T) + age(T)x2(T)) dr
0
atunci are loc (x1 (t), 2 (t))T < U (t) (b1,b2)T, U () fiind o matrice fundamentald de solutii a
(2.4).

2.2 Alte rezultate de existenta

Presupunand cid operatorul N este complet continuu putem slabi conditia (2.3). O conditie
suficientd pentru ca N si fie complet continuu este ca semigrupurile S; (+), ¢ = 1,2, sa fie ambele
compacte. Un exemplu tipic de semigrupuri compacte il reprezinta semigrupurile analitice al
caror domeniu se scufundd compact in spatiul stéarilor, aga cum se intAmpla in cazul Laplacianului

cu conditii Dirichlet pe frontiera.

Teorema 15 Daca operatorul N este complet continuu si F; satisface
1E5 (¢, w)lx, < an(@)||wallx, + ai(t)]|uz]lx, + bi(t) (2.6)

foricare ar fi u = (u1,uz) € X1 x X2, cu a;; € LP([0,T),Ry) si b; € LY([0,T),Ry), i,j = 1,2,

atunci problema (2.1) are cel putin o solutie.

In cazul spatiilor Hilbert avem urmitorul rezultat ce se bazeazi pe aplicarea principiului

Leray-Schauder.

Teorema 16 Fie (X;,(.,.)y,), i = 1,2 un spatiu Hilbert, si daca toate solutiile ecuatiei u; =

AN;(u), A € (0,1) sunt solutii clasice, operatorul neliniar N este complet continuu i F; satisface
(Fit,u), i) x, < an(®)]|wlk, + ai(t)]|ual %, + bi(t) (2.7)

oricare ar fiu € X1 x Xo, cu a;; € LP([0,T],Ry) si b; € L*([0,T],R4), 4,5 = 1,2, atunci (2.1)

are cel putin o solutie.

11



Capitolul 3

Sisteme semiliniare de incluziuni diferentiale

Scopul acestui capitol este de-a extinde rezultatele din capitolul anterior la cazul multivoc. In

continuare ne vom ocupa cu sistemul de incluziuni diferentiale

%(t) + Ajui(t) € Fi(ui(t), usa(t))

%(t) + AQUQ(t) € Fy (ul(t)7 U2 (t))

u1(0) =ud,  uz(0) = u.

(3.1)

Folosind aceleagi notatii ca gi pAna acum, notiunea de solutie a (3.1) care ne intereseaza este

tot de tip integral
t
ws(t) = Si(t)ul + / Syt — ywi(r)dr € (0,7, (3.2)
0

unde w; € L' ([0,T], X;), i = 1,2 este o selectie pentru aplicatia multivocd ¢ — F; (u (t)), adici
w;(t) € F; (u(t)) a.p.t. te|0,T]. (3.3)

3.1 Observatii preliminare

Fie (X, d) un spatiu metric si A, B C X doud multimi nevide. Vom folosi urméatoarele notatii

d(x,A) = inf{d(z,a):a€ A};

H(A,B) = max {supd (a, B) : supd (b, A)} ;
acA beB

0(A,B) = sup{d(a,b):ac A bec B}.

Functionala H este o metrica (metrica Hausdorff-Pompeiu) pe multimea partilor nevide, inchise
si margininte ale lui (X,d). Vom folosi urméatoare proprietate a metricii Hausdorff-Pompeiu
pentru a demonstra o versiune vectoriald a teoremei lui Nadler (pentru rezultatul clasic facem

referire la Granas [38, page 28]).

Observatia 17 Fie (X, d) un spatiu metric, A, B C X multimi inchise marginite si nevide iar
q > 1. Atunci pentru orice a € A exista b € B astfel incat d (a,b) < qH (A, B).

Teorema 18 Fie (X1,dy),(Xo,ds) spatii metrice complete si N : X1 x Xo — 2X1XX2 yn oper-
ator multivoc cu N () nevide, marginite i inchise pentru orice x € X1 X Xo. Presupunem ca

existd o matrice convergenta la zero M astfel incdt

( Hy (N (u), Ny (v)) ) v ( di (u1,v1) ) 5.4)
Hy (N2 (u), N2 (v)) ) — ds (ug,v2) '

pentru orice u = (u1,uz),v = (v1,v2) € X1 x Xa,, N1 : X1 x Xo — 251 51 Ny : X1 x Xo — 2%2

afiind cele doud componente ale lui N iar Hy, Hy metricile Hausdorff-Pompeiu asociate lui dy
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respectiv do. Atunci N are un punct fiz.

3.2 Rezultate de existenta

Putem observa ci operatorul neliniar multivoc N : C ([0, T], X1)xC ([0, T], X3) — 26{0.T],X1xXz)

definit in (3.2) se obtine prin compunerea unui operator univoc N’ cu un operator multivoc W

N = NoW,
definiti dupd cum urmeaza
N = (N, Na)
Ni (f) (8) = Si(t)uf + [g Sit —7) fi(r)dr
W = (W, Ws)

Wi (u) = {w; € L ([0,T], X;) : wi(t) € F; (u(t)) ae. t€[0,T]}.

In acest fel devine clar modul in care proprietatile lui F' se transmit lui V.
Primul nostru rezultat se bazeaza pe versiunea vectoriald a teoremei lui Nadler din sectiunea

precedenta.

Teorema 19 Fie F; : X1 x Xy — 2%i si F; (z) nevide, inchise si marginite pentru orice x €
X1 X Xo. Daca exista a;; > 0, ¢,7 = 1,2 constante reale astfel incat

Oy, (B (u), Fi (v) < ait flur —villx, + aiz luz — 2|y, (3.5)

3

pentru orice u = (uy,uz), v = (v1,v2) € X1 X Xo, ¢ = 1,2, atunci problema (3.1) are o solutie..

Urmatorul rezultat de existentd se bazeaza pe Teorema Bohnenblust-Karlin si permite for-

mularea unor conditii mai generale pentru termenii neliniari Fj.

Teorema 20 Fie F; : X; x Xo — 2% semicontinuu superior cu Fj (z) nevide, inchise gi margi-
nite pentru orice v € X1 X Xo, si N complet continuu. Daca exista a;; > 0, b; > 0, astfel
incat

[wllx, < ailluillyx, + aizlluzllx, + bi (3.6)

oricare ar fi u = (ug,u2) € X1 X X9, w € F; (u), i = 1,2, atunci problema (3.1) are cel putin o

solutie.
In cazul spatiilor Hilbert avem urméitorul rezultat.

Teorema 21 Fie (X;,(.,.)y. ), ¢ = 1,2 spatii Hilbert. Presupunem ca sistemul

i

% (t) + Arua (t) € AFy (u (1))
% (1) + Agus (£) € AFy (u (1))

up (0) = M, g (0) = \uf

(3.7)
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are o solutie clasica pentru orice X € (0,1) §i ca operatorul N este complet continuu. Daca

existd a;; > 0, b; > 0 astfel incdt

sup  (wi, ug)y, < aq lurll, + a2 llually, + bi (3.8)
w; EF;(u)

pentru orice u € X1 X Xo, i = 1,2, atunci problema (3.1) are cel putin o solutie.

Capitolul 4

Ecuatii semiliniare de evolutie cu conditii nelocale

Acest capitol se ocupé cu problema de evolutie cu conditie nelocala

dﬁ(t) + Au(t) = F(t,u(t)), 0<t<1
dt (4.1)

u(0) = [ u(t)da(t).

Studiul unor astfel de probleme a fost initiat de L. Byszewski [18], inlocuirea conditiei initiale
cu o conditie nelocala fiind motivata de faptul ca astfel de conditii nestandard corespund unor
masuratori mai exacte in aplicatii fizice.

Ideea originald a acestui capitol este legatd de tratarea formei integrale a problemei de
evolutie

u(t) = S(tyuo + [y S(t — 7)F (1, u(r))dr

up = [ u(t)da(t).

ca un sistem de doud ecuatii cuplate, necunoscutele fiind atét traiectoria sistemului v € C ([0, 1], X)

(4.2)

cat gi starea initiala ug € X.
Notatiile folosite in continuare sunt similare cu cele din capitolele precedente.

4.1 Versiuni vectoriale ale teoremei lui Krasnoselskii pentru suma a doi op-

eratori

Scopul acestei sectiuni este de a prezenta versiuni vectoriale ale teoremei lui Krasnoselskii pentru
suma a doi operatori. Pentru varianta clasicd a teoremei lui Krasnosleskii facem referire la [1],
[7], [17] sau [52].

Teorema 22 Fie (X, ||-||) un spatiu Banach generalizat, C o submultime inchisa marginita si

convezxa a sa iar N : C — C astfel incit:

(1)) N =Ny + Ny cu N1 : C — C complet continuu §i Ny : C — C contractiv, adica exista
o matrice convergentd la zero M astfel incdt ||[No(u) — Na(v)|| < M ||u — v|| pentru orice
u,v € C;

(13) Ni(z)+ Na(y) € C pentru orice z,y € C.
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Atunci N are cel putin un punct fiz in C.

Precedntul rezultat are ca si conseciintd urmaétoarea teoreméa de punct fix pentru un operator

vectorial ale carui componente sunt una complet continua iar cea de-a doua contractiva.

Teorema 23 Fie (X,|-|x) si (Y,| |y) spatii Banach, iar C, D doud submultimi nevide, margi-

nite, inchise si convexe ale X respectiv’Y respectively, si fie N : C' x D — C x D,

“(2)

Daca P : C x D — C este complet continuu, tar pentru Q : C' x D — D existd L1 >0 gt Ly < 1
astfel incdt
1Q(z1,y1) — Q(x2,y2)|ly < Li|z1 — x2|x + Lalyr — 32y (4.3)

foentru orice (x1,y1) , (x2,y2) € C X D, atunci N are cel putin un punct fix.

Folosind principiul transversalitéatii topologice in locul teoremei lui Schauder putem demon-

stra urméatoarea teorema vectorild de tip Krasnosleskii.
Teorema 24 Fie (X, ||-||) un spativ Banach generalizat,
U={zeX:|z]|<u,ueR}}CX
si N:U — X, N =N; + Ny unde Ni este complet continuu iar Ny icontractiv. Dacd
x # AN(z) pentru orice x € oU, X € (0,1), (4.4)
atunct N are cel putin un punct fix in U.

Rezultatul precedent se aplica operatorilor vectoriali, cu doud componente, in felul urmator.

Teorema 25 Fie X,Y spatii Banach, By = {x € X : |z|x < R1}, By := {y €Y : |yly < R}

doud bile inchise in X, respectivY i operatorul N : By x By — X x Y
P
N = .
Q
Daci P : By x By — X este complet continuu, Q : By x By — Y satisface

1Q(z1,y1) — Q(z2,92)|x < Lilz1 — m2|x + Lalyr — y2ly- (4.5)

oricare ar fi (x1,y1), (x2,y2) € B1 X Ba, cu L1 >0, Ly € (0,1) iar pentru toate solutiile

<m>:)\N<x>, A€ (0,1), avem [zl < By (4.6)

Y Yy lyly < R

atunci N are cel putin un punct fiz.
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4.2 Aplicatii la probleme cu conditii nelocale

In aceastd sectiune vom aplica rezultatele obtinute in sectiunea precedents problemei de evolutie
cu conditie nelocald (4.2). Prima noastrd teoremi se bazeazi pe principiul de punct fix al lui
Perov.

Fie (X,| - |x) un spatiu Banach.
Teorema 26 Daca neliniaritatea F satisface conditia Lipschitz
|F(t,u) — F(t,v)|x < a(t)|u—v|x (4.7)

pentru orice u,v € X, t € [0,1], cu a € LP([0,1],Ry), si daca exista k > 0 astfel incat

(|(|;lb€|)|5q < (1-éVy) (4.8)

pentru 1/p+1/q =1 gi V, = |a(1) — «(0)|, atunci problema (4.1) are o unica solutie.
Aplicand Teorema 23 putem slibi conditia de crestere impusa lui F.
Teorema 27 Fie {S(t),t > 0} un semigrup compact, si F' astfel incat are loc
[F(t,u)|x < alt)|ulx +b(t) (4.9)

oricare ar fiu € X, t € [0,1], cu a € LP([0,1],Ry), b € L*([0,1],R,). Daci existia k > 0 astfel
incat (4.8) are loc, si
ekVa < 1,

Atunci problema (4.1) are o unica solutie.
Urmatorul rezultat are loc in spatii Hilbert.

Teorema 28 Fie (X, (.,.)y), un spatiuv Hilbert si {S(t),t > 0} un semigrup compact. Dacd

d—u(t) + Au(t) = AF(t,u(t))
at . Ae ),
u(0) = Aug
are solutii clasice g1 F' satisface
(F(t,u),u)y < a(t)|ulk +b(2) (4.10)

oricare ar fiu € X, cua € LP([0,T],Ry) si b € L*([0,T],Ry).iar

2|lall e
2Jallr (1—e*Vv?), (4.11)

k .
e'Vo<1l g (2qk:)1/‘1_

atunci (4.1) are cel putin o solutie.
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II. TRANZITII DE FAZA DINAMICE IN SOLIDE

Capitolul 5

Modele dinamice pentru materiale cu mai multe faze

5.1 Modelul lui Ericksen

O intrebare fundamentald in studiul materialelor active este:

Cum putem descrie un material in care coexistd daoud sau mai multe faze folosind cadrul

general oferit de mecanica mediilor continue?

Un prim pas spre gdsirea unui raspuns la aceastd intrebare a fost facut de catre J. Ericksen
[32] in anul 1975. Ideea sa are la bazd presupunerea ci energia potentiald a sistemului are doud
minime, fiecare minim coresupunzand uneia dintre faze.

Modelul propus de Ericksen are este descris prin ecuatia neliniara

uy =0 (ug), (5.1)

unde
c:R—-R, o (w) =W (w)

iar W este o functie cu doud minime, de exemplu W (w) = 1 (w? — 1)2 sio(w) =w®—w.
w, A w A
1__
= Ha—
-2 2
w
I H—
-2 2
\W 1-

Figura 1. W (w) = 3 (w? — 1)2 sio(w)=w—w=W (w)

5.2 Efecte regularizante

Pentru a explica fenomene ce nu sunt descrise de modelul lui Ericksen s-au inclus ulterior in
model

A. Efecte disipative prin termenul de tip viscos us;;, modelul devenie astfel
Ut = EUtgy + 0 (Ug),, - (5.2)
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B. Efecte legate de tensiunile de suprafata la interfetele ce despart faze vecine
(efecte de capilaritate) prin intermediul termenului de ordin superior u,., (a se vedea [41]),
ecuatia devenie astfel

Uy = —O0Ugzpg + EUze + 0 (Ug),, - (5.3)

5.3 Modelul lui Ren si Truskinovsky

In anul 2000 Ren si Truskinovsky [62] propun un nou model, ce spre deosebire de modelele
mai vechi descrie mai bine interfetele extrem de inguste (de dimensiuni atomice) observate
experimental. Ingredientul principal al modelului il constituie inlocuirea termenului de ordin
superior Uy, (de capilaritate) cu termeni ce corespund unor aga numite interactiuni nelocale.

Mai precis, ecuatia propusa de autorii amintiti este

Ut = 51 (uxw - p:v) - 62 (ua:;v - Q$> + EUtgy + O (ux)x (54)

cuplata cu doua ecuatii eliptice pentru variabilele suplimentare p si ¢

_7%]7:1339 +p = Uy
_V%Qxx‘kq = Ug.

Termeni de acest tip au fost introdusgi pentru prima datd de cdtre Rogers si Truskinovsky [64].

Capitolul 6

Modelul lui Ren si Truskinovsky - regimul limita de visco-capilaritate

6.1 Un model de visco-capilaritate

In cele ce urmeazi ne vom ocupa de un caz particular al modelului lui Ren si Truskinovsky (5.4)

ce corespunde parametrilor

1
S1=Fk 6,=0, ﬁ:E, e=1.

Ecuatiile modelului sunt deci

Ut = Uggt T k (u:v - p)x +o (’U;x)x

(Pr)
_%paca: TP = Ug.

O analizd a energiei totale a acestui sistem indica faptul ca regimul limitd & — oo corespunde
ecuatiei

Ut = —Uggge T Uggt + O (Um)x (P)

studiate printre altii de Andrews si Ball [6].

Observatia esentiald este legata de faptul ca variabila auxiliara p este definita prin intermediul

18



unei ecuatii de tip resolventa, ceea ce explica proprietéitile de aproximare ale modelului in limita

k — oo
6.2 Existenta solutiilor clasice

Observatia 29 Pentru orice solutie clasica a problemei (Py) energia totala

1 9 1 !
Blu )0 (0] = 5 10O + 5 (e (0 Doy + | W e (1) d

este descrescatoare in timp i marginita superior de energia starii initiale E [u(t),v (t)] <

E [ug,v] . Pe de alta parte

t
mwwwm]Ewwmzéw%@ﬁm@m

Teorema 30 (solutii clasice globale) Problema cu valori pe frontierda asociata (Py) cuk € N

fizat, are o unica solutie clasica definita pe orice interval [0,T] cu T > 0,

u € C(0,7],H*(0,1)NH(0,1))
w € C([0,1],L?)

oricare ar fi ug € H? (0,1) N H} (0,1) sivo € H2(0,1) N HE (0,1).

6.3 Regimul limita

Pentru a studia regimul limita £ — oo avem nevoie de estimari independente de k£ pentru solutiile

clasice ale (Pg). Astfel de estimari fac obiectul urmatoarei leme.

Lema 31 (estimari uniforme in raport cu k) Fie (uk,vk) solutia clasica a (Py) pentru k =

1,2,... Pentru orice YVt > 0 au loc urmatoarele estimari uniforme in raport cu k
1Hk(t)‘2 R CORA0) +/1W(k(t)>d <F (6.1)
211" £2(0,1) 2 Pa \t)> Uoa 20,1 Jo Yo =0 '
T i 9
t ) dt < E 6.2
L k@], < B (62)

unde E() = % ||’U(]H%2(071) + % ||u0x:v||%2(071) + fol w (UOJE) de.

Folosind Lema Iui Aubin impreunda cu alte rezultate clasice de analiza functionald putem

demonstra urmatoarea teorema ce priveste limita k& — oo a solutiilor problemei (Py).

Teorema 32 (convergenta slaba) Flie (uk,vk) solutiile familiei de probleme (Py) toate

keN
corespunzand acelorasi conditii initiale up € H? (0,1) N H} (0,1) and vo € H? (0,1) N HL (0,1).
Ezxista un subsir al (uk,vk)keN §i o pereche (@,E)T e L? (O,T; L? (0, 1)) x L? (O,T; H{} (0, 1))

astfel incdt
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(i) au loc
ub — W in L* (0,7 L*(0,1))

ot - in L* (0,7 Hy (0,1))
o(uf) — o(w) in L? (0,T;L?(0,1))
giw e L*®([0,T] x [0,1]).

(ii) (w,v)" este o solutie slabd a problemei (P) in sensul ci
T 1
/ / W, — T, dedt = 0 (6.3)
o Jo

T 1
/ / Ty — Tihag — Wiy + 0 (1) ydidt = 0 (6.4)
0 0

oricare ar fi ¢ € C° ([0,T] x [0,1]).
Rezultatul obtinut in Teorema 32 poate fi imbuné&tasit daca folosim tehnici bazate pe teoria
semigrupurilor.

Teorema 33 Fie (u*,v*) si (u,v) solutiile clasice ale problemlor (Py) respectiv (P) cu date
nitiale identice

up € H2(0,1) N H{ (0,1), vo € H2(0,1) N H} (0,1).
Atunci pentru orice t € [0,T] cu T > 0 are loc
(uk (t),o" (t)) — (u(t),v(t)) pentru k — oo

in topologia normei spatiului X = (H?(0,1) N H§ (0,1)) x L*(0,1).

Capitolul 7

Modelul lui Ren si Truskinovsky - regimul limita viscoelastic

7.1 Un model elasitc neliniar

Un alt regim limita a modelului lui Ren si Truskinovsky este cel descris de

Upt = Upge + 0 (Ug),, - (7.1)

Acesta este obtinut pornind de la alegerea parametrilor in felul urmétor
51:1, 52:0, ’7%27, e=1.
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Ecuatiile modelului Ren-Truskinovsky corspunzatoare sunt

Ut = Uggy — Py + Utgx + O (Um)x

(7.2)
_%pm: + P = Uy,
sau folosind notatia o* (ug), = 3ulugy — P
Ut = Uty T Uk (ux)x . (73)

Observatia 34 Dotorita proprietatilor ecuatiei eliptice ce leagd variabilele p si u, pentru orice
u € H%(0,1)

k o
Dy — Uzy cand k — oo,

§t ca urmare

of (ug), — o (uz), cand k — oo.

7.2 Existenta solutiilor clasice

Ecuatia (7.1) a fost studiat# printre altii de G. Andrews si J. Ball. In dou# articole ([5] si
[6]) autorii mentionati studiaza existenta, unicitatea si comportamentul asimptotic al solutiilor
ecuatiei (7.1). In cele ce urmeazi vom arita ci pentru date initiale suficient de netede (7.1)
admite o solutie clasicd. Acest rezultat extinde rezultatul lui Andrews si reprezints o versiune

neliniard a Corolarului VI.3.4 din [33].

Teorema 35 Problema cu valori pe frontierda asociatd ecuatiei
Utt = Utz + O (um)x
are o unicd solutie globala

u € C([0,00),H*(0,1)NH;(0,1))
wu € C ([0, 00) , L2 (0, 1))

ug € H*(0,1) N HJ (0,1),  wo € H?(0,1)N Hy (0,1).

In mod similar poate fi tratat si cazul particular (7.3) al modelului Ren - Truskinovsky.

Teorema 36 Problema cu valori pe frontierd asociatd ecuatiei
_ k
Ut = Utz + O (u:r)m
cu oF (Uz), = 3ulug, — ps, are o unicd solutie globald

u € C([0,00),H*(0,1) N H{ (0,1))
u € C([0,00),L*(0,1))
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ug € H?(0,1) N Hy (0,1), vo € H?(0,1) N H} (0,1).

7.3 Regimul limita

In aceastd sectiune studiem regimul limitd k& — oo al solutiilor problemei (7.3). Dup# cum am
afirmat anterior, ne agteptam ca modelul limita sa fie (7.1).

Principalul rezultat al acestei sectiuni se bazeaza pe estimari uniforme in raport cu k.

Teorema 37 Fie (uf,v*) si (u,v) solutiile clasice ale problemlor (7.3) respectiv (7.1) cu date

nitiale identice
up € H2(0,1) N H{ (0,1), vo € H2(0,1) N H} (0,1).
Atunci pentru orice t € [0,T] cu T > 0 are loc
(u® (), 0% () = (u(t),v(t) pentru k — oo

in topologia normei spativlui X = (H2 (0,1) N H (0, 1)) x L2(0,1).

III. O VERSIUNE NELOCALA A ECUATIEI ALLEN-CAHN

Capitolul 8
Ecuatia Allen-Cahn

Acest capitol cu cpnstituie o trecere in revista a proprietatilor ecuatiei Allen-Cahn
Up = EUgy — f(u), (8.1)

cu f (u) = u® — u. Acest model a fost introdus de J. W. Cahn si S. M. Allen [4] pentru a descrie
evolutia unui parametru de ordine in tranzitiile de faza ale aliajelor binare. O discutie ama-
nuntitd a comportamentului dinamic al modelului, in care un rol central il joacd configuratiile
(starile) metastabile, este realizatd de X. Chen in lucrarea sa recentd [23]. Pe de altd parte,

folosind metode din teoria semigrupurilor, S. Zheng [84] arati cé:

e problema cu valori pe frontiera atagatd (8.1) are o unica solutie clasica globald in timp;
e aceastd solutie este marginita in L* de catre datele initiale;

e in regimul asimptotic ¢ — oo are loc us — 0 si u converge catre o solutie stationara.
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In capitolul urméator vom stabili propietati similare pentru o versiune nelocald speciala a

ecuatiei Allen-Cahn.

Capitolul 9

O versiune nelocala speciala a ecuatiei Allen-Cahn

In acest capitol vom prezenta o alternativi nelocald la ecuatia Allen-Cahn ce se bazeazi pe

inlocuirea termenului disipativ u,, cu aproximanta sa Yosida de ordin

Mdelu obtinut prin aceastd modificare este

ut:eipm—u3+u

(9.1)
—EPzz TP =1U
si poate fi simplificat ajungandu-se la forma echivalenta
3
= EPgy — U° +
Ut Prz — U U (92)

—EPzz TP =1U
ce are urmatoarele proprietati remarcabile ce justificd investigatia noastra:

(1) este o perturbatie regulara a

Up = —u? 4 u;
spre deosebire de ecuatia Allen-Cahn care este o perturbatie singulari;
(73) ecuatia de evolutie nu contine explicit derivate spatiale (spre deosebire de (9.1));

(i4i) € nu apare explicit in ecuatia de evolutie.

Datorita acestor proprietdti, in comparatie cu (8.1), (9.2) are avantajul de a putea fi simulata
numeric cu un timp de calcul mult mai redus.
9.1 Analiza calitativa a modelului nelocal
In aceastii sectiune arfitdm ci versiunea nelocald a ecuatiei Allen-Cahn propusd anterior are

aceleagi proprietati ca si modelul Allen-Cahn de la care s-a pornit.

Teorema 38 (existenta solutiilor clasice) Pentru orice stare initiald ug € D (A) C H?(0,1),
unde D (A) = {u € H?(0,1) : uy (0) = u, (1) = 0}, problema (9.1) admite o unica solutie cla-
sica u € C* ([0,00),L2(0,1)) N C ([0,00) , H' (0,1)) .

Solutiile clasice sunt gi marginite in L*°.
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Teorema 39 (marginire a priori) Fie u(t,z) solutia clasici a (9.1) definita pe [0,T] x [0, 1].
Daca ug = u(0,-) € L*(0,1) atunci

llw ()l oo 0,1y < Nwoll oo 0,1y
oricare ar fit € [0,T].
Si comportamentul asimptotic al (9.1) este similar cu cel al (8.1).
Teorema 40 (comportament asimptotic) Fie u solutia clasicd a (9.1), atunci

”ut (t)HL2(0,1) —0 cdnd t — oo.

9.2 O comparatie cantitativa a celor doua modele
Daca pornim cu date initiale identice, diferenta dintre solutiile celor doua modele poate fi esti-

mata prin intermediul parametrului €, si avem

Teorema 41 Fie u §i u, solutiile modelelor locale respectiv nelocale cu date initiale identice
ug € H? (07 1) ) ||u0||L°°(0,1) <1
Pentru un interval de timp de ordinul

t ~e|ny/e]|

avem

o (8) =t ()l 201y < (Hnlﬂ ¥ 1) NG

Studiile lui X. Chen [23] si M. Alfaro, D. Hilhorst and H. Matano [3] au pus in evidenta faptul
cd comportamentul dinamic al solutiilor ecuatiei Allen-Cahn cunoagte mai multe regimuri ale
caror durate depind in mod esential de €. Acest lucru justifica gi faptul ca estimarile din teorema

precedenta sunt valabile doar pentu un interval de timp ce depinde de €.

Concluzii si posibile dezvoltari ulterioare

Concluzii

Partea I. Metode bazate pe norme vectoriale si matrici convergente la zero au fost aplicate cu
succes pentru a obtine rezultate de existenta pentru sisteme de ecuatii de evolutie.

Partea a II-a. Un studiu riguros al modelului propus de X. Ren si L. Truskinovsky in anul
2000 a demonstrat existenta solutiilor clasice, si a permis evidentierea a doua regimuri limitd in

care are loc convergenta solutiilor citre
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(A) solutia unui model de visco-capilaritate; respectiv
(B) solutia unui model visco-elastic neliniar.

Partea a III-a. Idei similare celor propuse de Ren si Truskinovsky au fost aplicate gi in
cazul unui model diferit, ecuatiei Allen-Cahn. Prin inlocuirea termenului disipativ al ecuatiei
cu aproximanta sa Yosida s-a obtinut un model nelocal ce are aceleasi proprietati ca gi modelul

original, dar poate fi simulat numeric cu un timp de calcul mult mai scurt.
Posibile dezvoltari ulterioare

Posibile aplicatii ale rezultatelor abstracte din Partea I le constituie sisteme de ecuatii visco-

elastice cum ar fi cele studiate recent de M. Mustafa [50, Nonlinear Analysis 2012]

t
utt—Au+/ g (t—7)Au(r)dr + f1(u,v) = 0
0
t
i —Av~|—/ g2 (t —7)Av (1) dr + f2 (u,v) = 0,
0
sau sisteme de tipul

u—Au = fi(u,v)
v — Av = fQ(Uﬂ))

in care sunt cuplate o ecuatia parabolicd cu una hiperbolica.

O posibila continuare a analizei din Partea a Il-a este legatd de regimul limitd in care si
coeficientul termenului vascos, € tinde la zero. Aceastd limita singulard ridicad mari probleme

deoarece pentru ¢ nemonotona, pe domeniul in care o este descrescatoare, ecuatia limita
Ut = T (uz)x

nu este bine pusa.
O alta problemé de interes in legatura cu modelul Ren-Truskinovsky este controlabilitatea
sistemului, mai precis, controlabilitatea prin intermediul valorilor de pe frontiera a configuratiei

domeniilor ocupate de cele doud faze.
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