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Introducere

Teoria punctului fix este un instrument important atat in studiul ecuatiilor in-
tegrale, a ecuatiilor diferentiale, a ecuatiilor cu derivate partiale si a problemelor
asociate acestora, cat si pentru incluziunile integrale si diferentiale si a problemelor
asociate. Abordarea In acest caz este urmatoarea: pe baza unor ipoteze core-
spunzatoare, se poate transforma o problema asociata unei ecuatii diferentiale sau
integrale sau unei ecuatii cu derivate partiale (respectiv unei incluziuni diferentiale
sau integrale), intr-o ecuatie de punct fix (respectiv incluziune) de forma z = t(x)
(respectiv & € T'(z)). Folosind teoreme de punct fix abstracte se pot obtine rezultate
de existenta, unicitate si alte proprietati calitative ale multimii de solutii (cum ar fi
dependenta de date, corect-punerea problemei, stabilitate, proprietatea de umbrire

la limita, etc.).

Primul scop al acestei teze este acela de a prezenta o teorie a punctului fix pen-
tru clasa p-contractiilor univoce si multivoce intr-un spatiu metric complet. O
(p-contractie reprezinta o extensie netriviala a conceptului clasic de contractie. Mai
exact, daca (X, d) este un spatiu metric iar ¢ : Ry — Ry o functie, atunci spunem

ca operatorul multivoc T': X — P, 4(X) este o p-contractie multivoca daca:
(i) ¢ este o functie de comparatie stricta (adicd, ¢ este crescatoare si
oo
> Q" (t) < +oo, ¥t > 0);
n=0

(ii) H(T'(z),T(y)) < ¢(d(x,y)), Vz,y € X (unde prin H am notat metrica
Pompeiu-Hausdorff pe P, ;(X).

De remarcat este faptul ca, daca ¢(t) = kt (k € [0,1]), atunci obtinem notiunea



clasica de k-contractie multivoca in sensul lui Nadler. Reamintim faptul ca prima
teorema de punct fix in cazul -contractiilor univoce in spatii metrice complete
au fost date in 1975 de J. Matkowski si I.A. Rus, in timp ce cazul (-contractiilor
multivoce In spatii metrice complete a fost studiat pentru prima data in 1982 de
R. Wegrzyk. De atunci, rezultate referitoare la @-contractiilor multivoce au fost
date de I.A. Rus, J.S. Bae, A. Sintamarian, B.E. Rhoades, A. Petrusel, A. Muntean,
X.Y.-Z. Yuan, etc. In cel de-al doilea capitol al tezei, vom discuta cateva proprietati
(cum ar fi existenta, unicitatea, dependenta de date, aproximarea, stabilitate Ulam-
Hyers, proprietatea de corect-punere, umbrire la limita) ale incluziunii de punct fix
x € T(x) sau ale ecuatiei de punct fix strict {z} = T(x), unde T : X — P.y(X)
este o p-contractie multivoca. Este prezentata de asemenea o teorie a punctului fix

pentru operatori definitii pe spatii inzestrate cu doua metrici.

Al doilea scop al tezei este acela de a aplica rezultatele abstracte mentionate mai
sus unor probleme generate de ecuatii si incluziuni cu derivate partiale si de ecuatii si
incluziuni integrale. Acestea sunt prezentate in ultimele dou& paragrafe ale capitolu-
lui 2. Astfel se obtin rezultate de existenta, unicitate, aproximare, dependenta de
date si stabilitate Ulam-Hyers atat pentru problema Dirichlet asociata unei ecuatii
cu derivate partiale neliniare care implica operatorul Laplace, cat si pentru incluzi-
uni integrale de tip Fredholm si Volterra si pentru problema Darboux asociata unei
incluziuni diferentiale de ordinul doi. Rezultatele obtinute extind si completeaza
rezultate recente din literatura de specialitate date de I.A. Rus, G. Teodoru, A.
Cernea, Castro si Ramos, S.-M. Jung, N. Lungu, C. Craciun si N. Lungu, S. Reich
si A.J. Zaslavski, M. Xu.

Al treilea scop al tezei este acela de a prezenta cateva rezultate privitoare la
problema evaluarii optiunilor in cazul modelului cu volatilitate stohastica dat de
S.L. Heston in 1993. Modelarea volatilitatii seriilor de timp financiare prin inter-
mediul modelelor de volatilitate stohastica a primit o mare atentie in literatura de
specialitate. Exista doua tipuri de astfel de modele: modele cu volatilitate sto-
hastica in timp continuu, cum ar fi: modelul Hull si White (1987), Wiggins(1987),
Stein si Stein(1991), Heston(1993), Bates(1996) si modele stohastice discrete de
tip GARCH (” Generalized AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity”): Tay-



lor(1986), Amin si Ng(1993), Heston si Nandi(1993), etc.

In celebra lor lucrare [15], in 1973, Black si Scholes au redus problema evaluarii
unei optiuni la rezolvarea unei ecuatii parabolice cu derivate partiale supusa unei
conditii finale. De atunci, multe din modele de stabilire a pretului conduc la ecuatii
cu derivate partiale, care de obicei sunt liniare gi parabolice. In cel de-al treilea
capitol al lucrarii ne vom ocupa de ecuatia cu derivate partiale corespunzatoare
modelului lui Heston. Astfel vom da o solutie analitica In cazul optiunilor digitale
si vom folosi metode numerice pentru a rezolva aceasta ecuatie In cazul optiunilor

put europene.
Teza este structurata in felul urmator:

Primul capitol, intitulat Preliminarii, contine cele mai importante notatii,

notiuni si rezultate folosite pe parcursul acestei teze.

Cel de-al doilea capitol, denumit Metode de punct fix pentru ecuatii cu
derivate partiale, prezintad o teorie a punctului fix pentru operatori multivoci
care satisfac la o conditie de tip contractie neliniara cu o functie de comparatie

QDZR_F—)R_;'_.

In prima sectiune a acestui capitol, vom dezbate teoria teoremei metrice de punct
fix a lui R. Wegrzyk [144], din urmatoarele perspective: existenta punctelor fixe
(stricte), unicitatea punctului fix si a punctului fix strict, dependenta de date a
multimii punctului fix, sirul operatorilor multivoci si puncte fixe, stabilitatea Ulam-
Hyers a incluziunii de puncte fixe multivoce, corect-punerea problemei de punct fix,
ecuatii operatoriale de multime cu ¢-contractii multivoce, puncte fixe pentru oper-
atorul fractal generat de un operator multivoc. In partea a doua sunt demonstrate
cateva rezultate de punct fix pentru operatori multivoci ce nu invariaza domeniul de
definitie pe multimi Inzestrate cu doua metrici. In ultima parte a acestui paragraf,
vom da rezultate de punct fix pentru operatori ce satisfac conditii de compactitate
de tip Mdnch, conditii introduse, Intr-un alt context, de D. O’Regan si R. Precup in
[93]. In ultimele dou sectiuni ale acestui capitol, vom aplica o parte din rezultatele
anterioare in studiul existentei si stabilitatii Ulam-Hyers a unor ecuatii si incluziuni

integrale, diferentiale si cu derivate partiale.



Urmatoarele rezultate apartin autorului:

e In paragraful 2.1.1: Teorema 2.1.3 — Teorema 2.1.10. Aceste rezultate gen-
eralizeaza cateva teoreme recente date de A. Petrugel si I.A. Rus (vezi lu-
crarea A. Petrusel si [.A. Rus: The theory of a metric fixed point theorem for
multivalued operators, Proc. Ninth International Conference on Fixed Point
Theory and its Applications, Changhua, Taiwan, July 16-22, 2009, 161-175,
2010) si au fost publicate in V.L. Lazar, Fixed point theory for multivalued
p-contractions, Fixed Point Theory and Applications, 2011(2011), 12 pag.,
doi:10.1186/1687-1812-2011-50;

e 1n paragraful 2.1.2: Teorema 2.1.13 — Teorema 2.1.16, rezultate ce completeaza
si extind teoreme cunoscute in literatura de specialitate date de A. Petrusel,
LLA. Rus [101], T.A. Lazar, A. Petrusel, N. Shahzad [67], A. Chig-Novac, R.
Precup, I.A. Rus [25], M. Frigon, A. Granas [34]. Aceste rezultate sunt pub-
licate in T.A. Lazar, V.L. Lazar, Fixed points for non-self multivalued op-
erators on a set with two metrics, JP Journal of Fixed Point Theory and

Applications, 4(2009), Nr. 3, 183-191;

e in paragraful 2.1.3: Teorema 2.1.19 gi Teorema 2.1.20. Aceste rezultate extind,
la functii ce satisfac anumite conditii de compactitate introduse de D. O’Regan
si R. Precup [93], cateva rezultate date de R.P. Agarwal si D. O’Regan [1] cu
privire la functii esentiale in sens Monch. Acestea au fost publicate in V.L.
Lazar, On the essentiality of the Mdnch type maps, Seminar on Fixed Point

Theory, 1(2000), 59-62;

e in sectiunea 2.2: Teorema 2.2.2 gi Teorema 2.2.3. Teoremele trateaza rezultate
de existenta si stabilitate Ulam-Hyers pentru problema Dirichlet asociata unor
ecuatii cu derivate partiale eliptice neliniare. Abordarea noastrd se bazeazi
pe tehnica operatorilor slab Picard. Aceste rezultate au fost prezentate la a
7-a Conferinta Internationala de Matematici Aplicate, Baia Mare, Septembrie
01-04, 2010 si vor fi publicate in V.L. Lazar, Ulam-Hyers stability results

for partial differential inclusions, acceptata spre publicare in Creative Math.



Inform., 20(2011), Nr.3. Proprietatea de stabilitate Ulam (Ulam-Hyers, Ulam-
Hyers-Rassias, Ulam-Hyers-Bourgin,...) pentru diverse ecuatii functionale a
fost investigata de numerosi autori (vezi [18, 22, 29, 35, 50, 51, 56, 94, 109,
110]). Exista de asemenea unele rezultate pentru ecuatii diferentiale ([57, 59,
60, 84, 122]), ecuatii integrale ([58, 121]), ecuatii cu derivate partiale ([79],
[80], [129], [130]) si pentru ecuatii cu diferente [19, 106, 107]).

e in sectiunea 2.3: Teorema 2.3.2-Teorema 2.3.4, rezultate ce au fost prezentate
la ICNODEA (International Conference on Nonlinear Operators and Differen-
tial Equations), Cluj-Napoca, Tulie 5-8, 2011 si au fost trimise spre publicare la
Electronic Journal of Qualitative Theory of Differential Equations, vezi V.L.
Lazar [75]. Folosind tehnica operatorilor multivoci slab Picard, teoremele de
mai sus prezinta rezultate de existenta si stabilitate Ulam-Hyers pentru incluz-
iuni integrale de tip Fredholm si Volterra si pentru unele incluziuni cu derivate

partiale.

Capitolul trei, intitulat Modelul lui Heston, prezinta cateva rezultate priv-
itoare la problema evaluarii optiunilor cu volatilitate stohastica, volatilitate ce

urmeaza modelul propus de Heston (vezi [44], 1993).

Scopul primei sectiuni a acestui capitol este acela de a analiza problema evaluarii
unei optiuni digitale in cazul modelului cu volatilitate stohastica al lui Heston. In
acest model ecuatia de dinamica a volatilitatii este data de un proces de tip square
root, proces stohastic introdus in literatura economica de catre Cox, Ingersoll gi Ross
in 1985 (vezi [26]). Vom prezenta o solutie analitica pentru acest tip de optiuni,

bazandu-ne pe lucrarea originala a lui S. Heston, [44] .

In ultima sectiune a acestui capitol folosim metodele diferentelor si a elementului
finit pentru a rezolva numeric ecuatia de evaluare a optiunilor put de tip european
in cazul modelului lui Heston, rezolvarea ecuatiilor cu derivate partiale prin aceste
metode numerice clasice fiind posibila pentru o varietate mare de modele de optiuni

(vezi [31, 55, 63, 64, 147, 148]).

Contributiile autorului sunt:



e 1n sectiunea 3.1: Teorema 3.1.1 gi Teorema 3.1.2, rezultate ce au fost publicate
in L.V. Lazar, Pricing Digital Call Option in the Heston stochastic volatility
model, Studia Univ. Babeg-Bolyai, Mathematica, vol. XLVIII, nr.3, 2003, 83-
92. Aceste teoreme dau o solutie de tip “closed-form” pentru optiunile digitale

cu volatilitate stohastica in cazul modelului lui Heston;

e in sectiunea 3.2: Teorema 3.2.1. Se considera cazul unei optiuni put eu-
ropene cu volatilitate stohastica pentru a arita cum pot fi folosite metoda
diferentelor finite si metoda elementului finit. Ecuatia cu derivate partiale
de evaluare a optiunii pentru modelul lui Heston este o ecuatie de tip
convectie—difuzie in care termenul de difuzie este liniar in v. Mai multe de-
spre ecuatiile de tip convectie—difuzie si despre metodele numerice, vezi in
[3, 63, 64, 86, 108, 115, 139, 147, 148].Rezultatele autorului au fost prezentate
la ICNODEA (International Conference on Nonlinear Operators and Differen-
tial Equations), August 24-27, 2004, Cluj-Napoca si au fost publicate in V.L.
Lazar, Finite difference and element methods for pricing options with stochas-
tic volatility, Int. Journal of Pure and Applied Mathematics, vol. 28(2006),
Nr.3, 339-354.

In final, doresc s& aduc calde multumiri conducatorului meu stiintific, prof. univ.
dr. Adrian Petrusel, pentru indrumarea atenta, sfaturile gi incurajarea permanenta

de care m-am bucurat pe parcursul stagiului de doctorat.

As dori samultumesc membrilor Catedrei de Ecuatii Diferentiale, precum si tu-
turor colaboratorilor seminarului de cercetare al Catedrei de Ecuatii Diferentiale,
pentru ajutorul si colaborarea pe care mi le-au oferit. Multumiri speciale 1i adresez
domnului prof.univ.dr. Radu Precup pentru ajutorul constant pe care mi l-a oferit
pe perioada acestor ani. De la toti in ansamblu si de la fiecare in parte am invatat
foarte mult. Formarea mea ca profesor si cercetator s-a facut la Facultatea de
Matematica si Informatica din Universitatea ” Babeg-Bolyai” Cluj-Napoca. Tuturor

dascalilor mei le multumesc inca o data.

De asemenea, doresc sa multumesc prof.dr. Ralf Korn, de la Universitatea din

Kaiserslautern pentru sfaturile si comentariile competente legate de cercetarea cu
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privire la teoria evaluarii optiunilor. Multe multumiri sunt adresate Fraunhofer-
Institute for Industrial Mathematics (ITWM) din Kaiserslautern, Germania pentru
oferirea bursei de studiu in perioada in care am studiat la Universitatea din Kaiser-

slautern.

In cele din urma, ag dori sa le multumesc parintilor mei pentru ca au facut din
educatia mea o prioritate, sotiei Tania pentru ca a fost tot timpul alaturi de mine
si celor doi copii Razvan si Tudor pentru rabdarea lor. Fara iubirea si sprijinul lor

constant, mi-ar fi fost imposibil s& scriu aceasta teza.

Cluj-Napoca, Septembrie 2011 Drd. Vasile Lucian Lazar
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Capitolul 1

Preliminarii

Vom aminti in acest capitol unele notiuni si rezultate de baza necesare in
prezentarea capitolelor urmatoare ale acestei teze de doctorat. Astfel, in prima
parte vom reaminti concepte si teoreme din analiza neliniara, in timp ce in ultimele

doua paragrafe vom da notiuni si rezultate din teoria optiunilor.

1.1 Notiuni si rezultate din Analiza Neliniara

Pe parcursul acestei teze vom folosi notatii si notiuni clasice din Analiza Neliniara,

vezi [8, 9, 13, 38, 39, 40, 47, 62, 97, 100, 125, 126, 140, 153).

1.2 Notiuni fundamentale din Teoria Optiunilor

1.3 Modele cu volatilitate stohastica

In ultimele dous paragrafe sunt reamintite cateva notiuni i rezultate specifice teoriei

pretului optiunii din [2, 4, 12, 15, 26, 44, 45, 49, 63, 64, 72, 77, 137, 146, 147, 145].

13
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Capitolul 2

Metode de punct fix pentru

ecuatii cu derivate partiale

Scopul acestui capitol este de a prezenta o teorie a punctului fix pentru opera-
tori multivoci care satisfac la o conditie de tip contractie neliniara cu o functie de
comparatie ¢ : Ry — Ry. In prima sectiune a acestui capitol, vom dezbate teoria
teoremei metrice de punct fix a lui R. Wegrzyk [144], din urmatoarele perspective:
existenta punctelor fixe (stricte), unicitatea punctului fix si a punctului fix strict,
dependenta de date a multimii punctului fix, girul operatorilor multivoci si puncte
fixe, stabilitatea Ulam-Hyers a incluziunii de puncte fixe multivoce, corect-punerea
problemei de punct fix, ecuatii operatoriale de multime cu ¢-contractii multivoce,
puncte fixe pentru operatorul fractal generat de un operator multivoc. In partea a
doua sunt demonstrate cateva rezultate de punct fix pentru operatori multivoci ce
nu invariaza domeniul de definitie pe multimi inzestrate cu doua metrici. In ultima
parte a acestui paragraf, vom da rezultate de punct fix pentru operatori ce satisfac
conditii de compactitate de tip Monch, conditii introduse, intr-un alt context, de D.
O’Regan si R. Precup in [93]. In ultimele dous sectiuni ale acestui capitol, vom aplica
o parte din rezultatele anterioare in studiul existentei si stabilitatii Ulam-Hyers a

unor ecuatii si incluziuni integrale, diferentiale si cu derivate partiale.

15



16 Metode de punct fix pentru ecuatii cu derivate partiale

2.1 Teoreme de punct fix

2.1.1 Teoria punctului fix pentru p-contractii multivoce

Rezultatele obtinute generalizeaza céateva teoreme recente date de A. Petrugel
si I.A. Rus (The theory of a metric fixed point theorem for multivalued operators,
Proc. Ninth International Conference on Fixed Point Theory and its Applications,
Changhua, Taiwan, July 16-22, 2009, 161-175, 2010). Pentru cazul univoc vezi L.A.
Rus [120] si [116].

Fie T : X — P(X) un operator multivoc. Atunci, operatorul 7' : P(X) —
P(X) definit prin

T(Y):= ] T(x), forY e P(X)
zeY

se numeste operator fractal generat de 7.

Este cunoscut faptul ca daca (X,d) este un spatiu metric si 7' : X — Ppp(X),

atunci au loc urmatoarele:

(a) daca T este semicontinuu superior, atunci T'(Y') € P.,(X), pentru orice

Y € Pp(X);
(b) continuitatea lui 7' implici continuitatea Iui 7" : Puy(X) — Pep(X).

Daca T : X — P(X), atunci 7° := 1x, T :=T,..., 7" ' =T oT" n € N

reprezinta iteratele operatorului 7'

Prin definitie, un punct periodic pentru operatorul multivoc 7' : X — P.,(X)
este un element p € X astfel Incat p € Fpm, pentru un numar intreg m > 1, i.e.,

p € T™({p}) pentru un numar intreg m > 1.

Reamintim mai departe notiunea de operator multivoc 1)—slab Picard (vezi [131]).

Definitia 2.1.1 Fie (X,d) un spativ metric i T : X — P(X) un operator
MWP. Atunci, definim operatorul multivoc T : Graph(T) — P(Fr) prin for-
mula T (z,y) = { z € Fr | existd un sir de aproximatii succesive pentru operatorul

T care porneste din (x,y) si converge catre z }.
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Definitia 2.1.2 Fie (X,d) un spatiu metric si fie v : Ry — Ry o functie
crescatoare, continud in 0 si cu ¥(0) = 0. Atunci T : X — P(X) se numeste
operator multivoc -slab Picard daca este operator multivoc slab Picard si dacd ex-

ista o selectie t° : Graph(T) — Fix(T) a lui T astfel incat
d(z,t™(z,y)) < P(d(z,y)), Y(z,y) € Graph(T).

Daca exista ¢ > 0 astfel incat ¥(t) = ct, pentru orice t € Ry, atunci T se numeste

operator multivoc c-slab Picard.

Exemplul 2.1.1 Fie (X,d) un spatiu metric complet i T : X — Py(X) o a-

contractie multivocd. Atunci T este un operator c-MWP, unde ¢ = (1 —a)™!.

Urmatorul rezultat este cunoscut 1n literatura ca teorema Matkowski-Rus.

Teorema 2.1.1 (J. Matkowski [82], I. A. Rus [125]) Fie (X,d) un spatiu metric
complet si f : X — X o p-contractie, i.e., ¢ : Ry — Ry este o functie de comparatie
5t

d(f(x), f(y)) < pld(z,y)) Va,y € X.

Atunci f este un operator Picard, adica f are un punct fir unic z* € X si

limy, 400 [ (z) = 2%, Vo € X.

Varianta multivoca a rezultatului anterior este data de R. Wegrzyk, (vezi [144]):

Teorema 2.1.2 Fie (X,d) un spatiuv metric complet si T : X — Py(X) o ¢-
contractie multivocd, unde ¢ : Ry — Ry este o functie de comparatie stricta. Atunci
Fr este nevida st pentru orice xg € X exista un sir al aproximatiilor succesive pentru

operatorul T ce porneste din xy si converge la un punct fiz a lui T.

Primul nostru rezultat se refera la cazul ¢-contractiilor multivoce.

Teorema 2.1.3 (V.L. Lazar, [73]) Fie (X,d) un spatiu metric complet siT : X —

P, (X) o p-contractie multivoca. Atunci avem:



18 Metode de punct fix pentru ecuatii cu derivate partiale

(i) (existenta i aprozimarea punctului fixr) T este un operator MWP (vezi R.

Wegrzyk [144]);

(ii) Daca in plus p(qt) < qp(t), Vt € Ry (unde g > 1) sit =0 este un punct
de convergentd uniformd al seriei ZOO . ©"(t), atunci T este un operator -MWP,
n—=

cup(t) ==t +s(t), Yt € Ry (unde s(t) =Y ¢"(t));

n=1

(i1i) (Dependenta de date a multimii punctului fixr) Fie S : X — Py(X) o ¢-

contractie multivoca i fie n > 0 astfel incat H(S(x), T(z)) <n, pentru orice x € X.

Presupunem ca p(qt) < qp(t) pentru orice t € Ry (unde ¢ > 1) sit = 0 este un
punct de convergentd uniforma al seriei Zzozl ©"(t). Atunci, H(Fg, Fr) <(n);

() (sirul operatorilor) Fie T, T, : X — P,(X),n € N o p-contractie multivoca
astfel incat T,,(z) 2 T(x) daca n — 400, pentru fiecare x € X. Atunci, Fr, ELQy on

cand n — 400.
Daca in plus T(x) € Pop(X), Vo € X, atunci au loc gi urmatoarele:

(v) (stabilitatea Ulam—Hyers generalizatd a incluziunii x € T(x)) Fie € > 0
si fiex € X astfel incit D(x,T(x)) < €. Atunci exista ©* € Fp astfel incat d(x,z*) <

Ple);

(vi) T este semicontinuu superior, T : (Pep(X), H) = (Pep(X), H), T(Y) :=

U y T(x) este o p-contractie de multime si atunci Fy = {A%};
€T
(vii) T™(x) ® A%, cand n — 400, pentru orice x € X ;
(viti) Fr C A% si Fr este compactd;

(ix) Ak = U . T"(x), pentru orice x € Fr.
n *

Observatia 2.1.1 Pentru alte rezultate legate de (vi) i (vii)-(ix) vezi si Andres-
Gdrniewicz [7] si Chifu si Petrugel [24].

Al doilea rezultat pentru (-contractii multivoce este urmétoarea teorema:

Teorema 2.1.4 (V.L.Lazar, [73]) Fie (X,d) un spatiuv metric complet si fie T :

X — P4(X) o p-contractie multivoca cu SFp # ().  Atunci, avem urmdatoarele
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relatii:
(r) Fr = SFr = {x*} (vezi A. Sintamarian [135]);

(zi) Daca in plus T(x) este compact pentru fiecare x € X, atunci Fpn =

SFpn = {x*} pentru n € N*;

Iz

(zii) Dacd in plus T(x) este compact pentru fiecare v € X, atunci T"(x)

{z*} cand n — +oo, pentru fiecare x € X ;

(ziii) Fie S : X — Py(X) un operator multivoc si fie n > 0 astfel incdit Fs # ()
si H(S(z),T(x)) < mn, pentru fiecare x € X. Atunci, H(Fs,Fr) < B(n), unde
B : Ry — Ry este data de 5(n) :=sup{t € Ry| t — p(t) < n};

(ziv) Fie T, : X — Py(X),n € N un gir de operatori multivoci astfel incat
Fr, # 0 pentru fiecare n € N gi T, () RS T(x) cand n — +o0, pentru fiecare x € X.

Atunci, Fr, E) Fr cand n — +o0.

(zv) (Problema de punct fix este corect pusa in raport cu D) Dacd (n)neN
este un gir din X astfel incit D(xy, T (x,)) — 0 cand n — oo, atunci x, 4 % cind

n — 00,

(zvi) (Problema de punct fix este corect pusa in raport cu H) Dacd (xn)nen
este un sir din X astfel incat H(xy,, T (x,)) — 0 cand n — oo, atunci xy, 4 2% cind

n — 0o;

(zvii) (Proprietatea de umbrire la limitd a operatorului multivoc) Presupunem
in plus ca ¢ este o functie subaditiva. Dacd (yn)nen este un sir din X astfel incat
D(yn+1,T(yn)) — 0 cand n — oo, atunci existd un gir de aprorimatii succesive

pentru operatorul T' (xy)nen C X, astfel incat d(zy, yn) — 0 cand n — oo.
Tot un rezultat pentru @-contractii multivoce este si urmatoarea teorema:

Teorema 2.1.5 (V.L. Lazar, [73]) Fie (X,d) un spativ metric complet siT : X —
P.p(X) o0 p-contractie multivoca astfel incat T (Fr) = Fr. Atunci au loc:

(zviii) T™(x) B Fr cindn — +o0, pentru fiecare x € X;

(ziz) T (x) = Fr, pentru fiecare x € Fp;
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(xx) Dacd (zp)neny C X este un sir astfel incat x, = Fr cind n — oo,

atunci T'(zy,) B Br cind n — +oc.

In cazul spatiilor metrice compacte, avem urmatorul rezultat:

Teorema 2.1.6 (V.L. Lazar, [73]) Fie (X,d) un spatiu metric compact $i T : X —

P, (X) o p-contractie multivoca. Atunci avem:

(xzxi) (Problema de punct fix este corect pusa in raport cu D in sens generalizat)
Daca (zn)nen este un gir din X astfel incat D(zp,T(xy)) — 0 cand n — oo, atunci

L . . . . d N
exista un subgir (zp,)ien al sirului (xp)nen a.i. Tp, — x* € Fp cand i — 00.

Observatia 2.1.2 Pentru cazul particular ¢(t) = at (cu a € [0,1]), pentru fiecare
t € Ry wvezi Petrugel si Rus [102].

Vom reaminti un alt concept important al teoriei punctelor fixe stricte pentru

operatorii multivoci.

Definitia 2.1.3 (Petrusel-Rus [103], [102]) Fie (X,d) un spatiu metric. Atunci

T: X — P(X) se numeste operator Picard multivoc daca:
(i) (SF)r = Fr = {z*};

(i) T™(x) e {z*} cand n — oo, oricare ar fix € X.

Problema este sa dam conditii suficiente pentru ca un operator 1" sa fie un oper-

ator Picard multivoc.

Teorema 2.1.7 (V.L. Lazar) Fie (X,d) un spatiu metric complet si fie T : X —

P.,(X) o p-contractie multivoca pentru care (SF)p # 0. Atunci au loc relatiile:
(i) Fr = (SF)r = {«*};

ii) T"(x) g {z*} cand n — 400, pentru fiecare x € X,

adica, T este un operator Picard multivoc.
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Un alt rezultat de acest tip este urmatoarea teorema, teorema ce foloseste asa

numitele (9, ¢)-contractii multivoce.

Definitia 2.1.4 Fie (X, d) un spatiu metric. Atunci, prin definitie, T : X — Py(X)
se numegte (9, ¢)-contractie tare multivoca daca ¢ : Ry — Ry este o functie de
comparatie St

I(T(Y)) <p(0(Y)), pentru fiecare Y € Py(X),

Y fiind o multime formata din cel pufin doud elemente.

Teorema 2.1.8 (V.L. Lazar) Fie (X, d) un spatiu metric complet siT : X — P(X)
o (0, p)-contractie tare multivoca astfel incat T(X) € Py(X). Atunci T este un

operator Picard multivoc.

Reamintim ca un operator multivoc ce invariaza domeniul de definitie T': X —
P.(X) pe un spatiu metric (X, d) se numeste (¢, ¢)-contractie daca e > 0, ¢ : Ry —

R, este o functie de comparatie stricta si

z,y€ X cuzx #ysid(x,y) <eimplica H(T(x),T(y)) < ¢(d(x,y)).
In cazul puctelor periodice avem urmatoarele rezultate:

Teorema 2.1.9 (V.L. Lazar, [13]) Fie (X,d) un spatiu metric st T : X — Pp(X)

o (€, p)-contractie continua. Atunci, avem urmdatoarele relatii:
(i) ™ . Pop(X) — Pep(X) este o (e, p)-contractie continud, pentru fiecare
m € N*;

(i) dacd in plus, existi A € P.,(X) astfel incdt un subsir (1™ (A))en+ al
sirului (T™(A))men converge in (Pep(X), H) la un X* € Pep(X), atunci existd un

punct periodic x* € X* pentru T'.

Ca o consecinta, obtinem urmaéatoarea teorema de existenta pentru punctele pe-

riodice ale unui operator multivoc:
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Teorema 2.1.10 (V.L. Lazar, [73]) Fie (X,d) un spatiu metric compact si T :
X — Pp(X) o (€,¢)-contractie continua. Atunci, existd un punct periodic x* € X

al operatorului T .

Observatia 2.1.3 In lucrdrile [111, 112] gasim rezultate de acest tip pentru oper-

atori multivoci de tip Reich.

2.1.2 Teoreme de punct fix pentru operatori multivoci ce nu in-
variaza domeniul de definitie pe multimi inzestrate cu doua

metrici

Fie (X,d) un spatiu metric, g € X si » > 0. Notam cu B(xg;r) := {z €
X|d(zo,z) < r} bila deschisi cu centru zg si razi r si prin B(zo;r) = {z €
X|d(zg, ) < r} bila inchisd cu centru zg si raz r. Vom nota cu B%(zg,r) inchiderea

bilei B(xzg,r) in spatiul (X,d).

De asemenea, vom nota cu I(f) :={Y C X|f(Y) C Y} multimea submultimilor
invariante pentru operatorul f, prin I,(f) := {Y € I(f)|Y este marginita}
multimea submultimilor invariante marginite pentru f si prin I 4(f) = {Y €

Iy(f)| Y este inchisa}.

Spunem ca operatorul f : Y C X — X este o a-contractie daca a € [0,1] si

d(f(z), f(y)) < ad(z,y), Y,y € Y.

Urmatorul rezultat local de punct fix se obtine ca gi consecinta a principiului de

punct fix a lui Banach-Caccioppoli.

Teorema 2.1.11 (Granas-Dugundji, [40]) Fie (X,d) un spaliu metric complet,
x0 € X sir > 0. Daca f : B(xo;r) = X este o a-contractie si d(zo, f(xo)) <
(1 —a)r, atunci f are un punct fiz unic.

In conditiile in care f : B(wg;r) — X este o a-contractie astfel incat
d(zo, f(z0)) < (1 — a)r, atunci B(zo;r) € I oi(f) si rezulta din nou concluzia:

f are un punct fix unic in bila inchisa B(zo; 7).
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Fie E un spatiu Banach i Y C E. Fiind dat un operator f : Y — FE, operatorul
g : Y — E definit prin relatia g(x) := = — f(z) se numeste camp asociat cu functia
f- Un operator f : Y — E se numeste deschis daca pentru orice submultime U in

Y multimea f(U) este de asemenea deschisa in E.

Ca o consecinta a teoremei anterioare, avem principiul de invarianta a domeniului

de definitie pentru campuri de tip contractii.

Teorema 2.1.12 (Granas-Dugundji, [40]) Fie E wun spatiuv Banach $i Y o
submultime deschisa a lut E. Consideram f: U — E o a-contractie. Fieg:U — E,

g(x) :=x — f(x), campul asociat. Atunci:

(a) g: U — E este un operator deschis;

(b) g : U — g(U) este omeomorfism. In particular, dacd f : E — E, atunci
campul asociat g este un omeomorfism de la mulfimea E la ea insasi.

In continuare reamintim doud rezultate importante:

Lema 2.1.1 Fie (X,d) un spatiu metric. Atunci operatorul Dy(-,Y) : (X,d) — Ry,

x+— Dg(z,Y), (unde Y € P(X)) este neexpansiv si deci continuu.

Lema 2.1.2 Fie X un spatiu normat. Atunci, pentru orice x,y € X $i A € Py(X)
avem: D(x, A+y) = D(y,z — A).

Reamintim de asemenea faptul ca, daca Y este o submultime in spatiului metric
X si € > 0, atunci vom nota cu VO(Y;¢) e-vecinitatea deschisa a Iui Y, adica,

VOYie)={r € X| D(z,Y) < ¢}.

Urmatorul rezultat este o teorema locala de tip Wegrzyk pe o multime

Inzestrata cu doua metrici.

Teorema 2.1.13 (T.A. Lazar, V.L. Lazdir, [68]) Fie X # 0 si d,d" doud metrici

definite pe X. Fie xqg € X, si v > 0. Presupunem cd au loc urmdatoarele condifii:

(i) (X,d) este un spatiu metric complet;
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(1)) 3 ¢>0 a.i dlz,y) <cd(z,y) ,Vz,yeX;

(iii) ¢ : Ry — Ry este o functie de comparatie stricta a.i. functia

PRy — Ry, ¥(t) :=t — @(t) este strict crescatoare gi continud cu
oo
D" W(r) < ().
n=0

Fie T : B4(x0;7) = Pu(X) o ¢-contractie multivocd in raport cu d' a.i.
Dy (o, T (w0)) <1 —(r).

Presupunem ca operatorul T : B% (zg;r) — P((X,d)) este inchis.

Atunci Fr # ).
Ca gi consecinta avem urmatorul rezultat pe o bila deschisa.

Teorema 2.1.14 (T.A. Lazar, V.L. Lazar, [68]) Fie X # 0 si d,d’ doud metrici pe

X, xg € X, r > 0. Presupunem ca

(i) (X,d) spatiu metric complet;
(it) 3¢ >0 a.i d(z,y) <cd(x,y) , Vo,y € X;

(iii) ¢ : Ry — Ry o functie de comparatie strictd a.i. functia

PRy = Ry, ¥(t) :=t — @(t) este strict crescatoare gi continud in r, cu
o0
D" (W(s) < pls) Vs €)0,7[.
n=0

Fie T : By(zo;7) = Py(X) o @-contractie multivoca in raport cu metrica d' a.i.

Dy (zg, T(x0)) <1 —@(r).

Atunci Fr # ().

Folosind acesta teorema, putem obtine un principiu pentru operatori deschisi

definiti pe spatii Banach.
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Teorema 2.1.15 (T.A. Lazar, V.L. Lazdr, [68]) Fie X un spatiu liniar si ||-|| , ||-||’
doud norme definite pe X. Notim cu d,d metricile induse de normele |-||,|]|".
Presupunem ca spatiul (X, d) este complet. Fie U o multime deschisd in raport cu

norma ||-||" si fie T : U — Py(X) un operator multivoc.

Presupunem ca:

(1) exista ¢ > 0 astfel incat d(x,y) < cd'(x,y), oricare ar fix,y € X;
(i) T : U — P,y(X) este o p-contractie in raport cu norma ||H/, adica

Hy (T (x1),T(x2)) < @(d (21, 22)) V 21,79 € U

(iii) ¢ : Ry — Ry este o functie de comparatie strictd, astfel incat functia v :

Ry — Ry, ¥(t) :=t — p(t) este strict crescatoare si continua pe Ry si existd

ro >0 ai Y @"(¥(s)) < p(s), Vs €]0,7q].
n=1

Atunci, campul multivoc G : U — P(X),G(x) = x — T(x) este un operator deschis

in topologia indusd de norma ||-||'.

Vom stabili in cele ce urmeaza, un rezultat de punct fix pentru operatori mul-

tivoci de tip Caristi, definiti pe o bila inzestrata cu doud metrici..

Teorema 2.1.16 (T.A. Lazar, V.L. Lazar, [68]) Fie X o multime nevidd, si d,d’
doud metrici definite pe X, xg € X sir > 0. Presupunem ca:
(i) (X,d) este un spatiu metric complet;

(1) 3 ¢>0 a.i dlz,y) <cd(z,y) ,Vz,yeX;

Fie ¢ : X — R4 o functie ce satisface relatia o(xg) < r.
Consideram T : B3 (x0;7) — Pu(X) un operator multivoc ce satisface conditia:

V x € Bl (zo;r) , Jy € T(2) ai. d(z,y) < o) —o(y).

Daca T este un operator inchis in raport cu metrica d (adica, Graph(T) este

o multime inchisa in raport cu topologia produs pe X x X generat de d), atunci

Fr #0.
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2.1.3 Asupra esentialitatii operatorilor de tip Monch

In acest paragraf, sunt extinse cateva rezultate date de R.P. Agarwal si D. O’Regan
[1], cu privire la operatori esentiali in sens Monch, la operatori ce satisfac anumite

conditii de compactitate introduse de D. O’Regan si R. Precup [93].

Pentru inceput prezentam teorema de punct fix a lui Monch [87], teorema ce
este deosebit de utila in demonstrarea existentei unor solutii pentru problemele la

limita neliniare in spatii Banach [42].

Teorema 2.1.17 Fie X un spatiu Banach , D o submulfime inchisd si converd a
lui X sixg € D. Fie f: D — D un operator continuu ce satisface proprietatea:

C c D,C — numarabila

C =co({xo} U f(C))

atunci f are un punct fiz.

= C este compactd (2.1.1)

Urmatorul rezultat este o teorema de tip Leray-Schauder:

Teorema 2.1.18 Fie X un spatiu Banach, U o submultime deschisa a lui X si

29 €U. Fie f: U — X un operator continuu ce satisface proprietatea:

C c U,C — numdrabild

C =eo({zo} U f(C))
Daca x # (1 — Nxo + Af(x), pentru fiecare x € OU si X € (0,1), atunci f are un

= C este compactd (2.1.2)

punct fix in U.

Observatia 2.1.4 Conditiile 2.1.1 si 2.1.2 pot fi inlocuite cu urmdtoarele conditii
mai generale:
McD
M = co({zo} U f(M)) = M este compactd (2.1.3)
M =C,C Cc M,C — numarabild
$1 respectiv
McU
M = co({zo} U f(M)) = M este compactd | . (2.1.4)
M =C,C c M,C — numarabild
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Conditiile (2.1.3) si (2.1.4) sunt utile pentru a generaliza teorema de punct fix

a lui Ménch in cazul operatorilor multivoci (see[93]).

Definitia 2.1.5 Notim cu M(U,X) multimea tuturor operatorilor continui f :

U — X, care satisfac conditia 2.1.4 cu xg = 0.

Definitia 2.1.6 Spunem cd f € Myy (U, X) dacd f € M(U, X) si x # f(x) pentru
x € IU.

Definitia 2.1.7 Un operator f € Myy (U, X) este esential dacd pentru orice g €
Mayy(U,X) cu g/ouv = f/ov evisti x € U cu x = g(z).

Aceste definitii, corespunzatoare conditiilor 2.1.2, au fost date de R.P. Agarwal si

D.O’Regan [1].
Primul rezultat aratd ci operatorul nul este esentiald in My (U, X):

Teorema 2.1.19 (V.L. Lazar, [69]) Fie X un spatiu Banach si fie U o submultime

deschisd a lui X cu 0 € U. Atunci operatorul nul este esential in May (U, X).

Urmatorul rezultat este o alternativa neliniara a teoremei de tip Leray-

Schauder pentru operatorii de tip Monch.

Teorema 2.1.20 (V.L. Lazar, [69]) Fie X un spatiu Banach si fie U o submultime
deschisd a lui X cu O € U. Presupunem cd operatorul f € M(U,X) satisface
x # Mf(x) pentru fiecare x € OU si A € (0,1]. Atunci f este esential in May (U, X).

In particular f are un punct fix in U.

2.2 Rezultate de stabilitate Ulam-Hyers pentru ecuatii

cu derivate partiale

Vom prezenta la inceput cateva notiuni si rezultate din teoria operatorilor slab

Picard (vezi [118]; [126], pp. 119-126).
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Fie (X, d) un spatiu metric gi f: X — X un operator. Notam prin Fy := {z €
X | f(z) = 2}, multimea punctelor fixe a lui f. Prin definitie, f este un operator
slab Picard daca sirul aproximatiilor succesive, f™(z), converge pentru fiecare x € X

si limita lui este un punct fix a lui f.

Daca f este un operator slab Picard atunci definim operatorul f> : X — X prin

formula f>°(x) := li_}m f™(x). Este evident faptul ca f>(X) = F}.

Daca f este un operator slab Picard gi Fy = {*}, atunci, prin definitie, f este

un operator Picard. In acest caz f> este constant, fex)=x"VrelX.

Definitia 2.2.1 Fie (X,d) un spatiu metric si fie v : Ry — Ry o functie
crescatoare, continuda in 0 gi ¥(0) = 0. Atunci spunem ca f : X — X este un

operator -slab Picard daca este slab Picard i
d(z, f*(x)) <¥(d(z, f(x))), oricare ar fix € X.

In cazul in care Y(t) =ct cuc >0, spunem ca [ este c-slab Picard.

Prin analogie cu notiunea de stabilitate Ulam-Hyers din teoria ecuatiilor
functionale (vezi [51, 56, 22, 18, 29, 35, 41, 46, 50, 94, 109, 110]), urméatorul concept
a fost introdus de I.A. Rus in [124].

Definitia 2.2.2 Fie (X,d) un spatiu metric i f : X — X un operator. Spunem
ca, ecuatia de punct fix

z = f(z) (2.2.1)
este stabila Ulam-Hyers in sens generalizat daca exista ¢ : Ry — R4 crescatoare,
continud in 0 gi ¥(0) = 0 astfel incat pentru orice € > 0 si pentru fiecare solutie y*
a inecuatiel

d(y, f(y)) <e (2.2.2)

exista o solutie =™ a ecuatiei (2.2.1) astfel incdt

d(y*, ") < 1(e).

Daca, in particular, exista ¢ > 0 astfel incit (t) := ct, pentru fiecare t € R,

ecuatia (2.2.1) se numegte Ulam-Hyers stabila.
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Amintim In continuare doua leme pe care le vom utiliza in demonstratia rezul-

tatelor urmatoare:

Lema 2.2.1 (ILA. Rus [124]) Daca f este un operator 1-slab Picard, atunci ecualia

de punct fix (2.2.1) este stabila Ulam-Hyers in sens generalizat.

Lema 2.2.2 (LLA. Rus [124]) Fie (X,d) un spatiu metric, f : X — X un operator

51 X = UXZ' o partitie a lui X astfel incat f(X;) C X;, Vi € I. Daca ecuatia
el

(2.2.1) este Ulam-Hyers stabila in fiecare (X;,d), i € I, atunci este Ulam-Hyers

stabila in (X, d).

Vom considera pentru inceput cazul problemei Dirichlet asociata unei ecuatii
eliptice neliniare. Fie ) un domeniu méarginit din R™ cu frontiera 92 suficient de

neteda. Consideram urmaéatoarea problema:

Au = f(z,u(x)) (2.2.3)
ujpn =0

unde f este o functie continui pe Q x R.

Lema 2.2.3 In conditiile de mai sus, problema Dirichlet 2.2.3 este echivalenta cu

urmatoarea ecuatie integrala:
u(w) == [ Gla.s)(s,uls)is, (2.2.4)
Q

unde am notat cu G functia Green corespunzatoare operatorulus lui Laplace.
Reamintim in cele ce urmeaza teorema de punct fix Matkowski-Rus:

Teorema 2.2.1 (J. Matkowski [82], I. A. Rus [125]) Fie (X,d) un spatiu metric
complet si f : X — X o p-contractie. Atunci Fy = {z*} si f"(xo) — x* cdand

n — oo, oricare ar fi xg € X, adica, f este un operator Picard.

Observatia 2.2.1 Dacd in teorema de mai sus, in plus, consideram ca functia
Ry — Ry, o(t) :=t—(t) este strict crescatoare $i surjectivda, atunci operatorul

f este ¥-slab Picard.
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Primul nostru rezultat este urmatoarea teorema de existenta, unicitate si stabil-

itate pentru problema Dirichlet 2.2.3.

Teorema 2.2.2 (V.L.Lazar, [7}]) Fie Q C R™ mdrginit astfel incat frontiera sa 05

este suficient de neteda. Presupunem ca:

(i) f € C(Q x R,R);

(ii) erista p € C(Q,Ry) pentru care sup/G(a:,s)p(s)ds < 1 gi o functie de
zeQ
Q

comparatie ¢ : Ry — R, astfel incat pentru fiecare s € Q si fiecare u,v € R avem

[ (s,u) = f(s,0)] < p(s)e(lu —]);

Atunci, problema Dirichlet 2.2.3 are o solutie unicd u* € C(Q,R). Mai mult, dacd
functia ¥ : Ry — Ry, ¥(t) :=t — p(t) este strict crecatoare i surjectiva, atunci
problema Dirichlet 2.2.3 este Ulam-Hyers stabild in sens generalizat cu functia =1,
adica, pentru fiecare € > 0 si pentru fiecare e-solutie y* a problemei Dirichlet 2.2.8
avem cd

|u*(x) — y*(z)| < ¢~ (e), pentru fiecare x € Q.

Observatia 2.2.2 Teorema 2.2.2 generalizeazd unele rezultate cunoscute in liter-

atura de specialitate, cum ar fi Teorema 16.2.1 din I.A. Rus [117].

In continuare vom lua cazul unei probleme Dirichlet pentru ecuatii cu derivate

partiale cu argument modificat.

Consideram problema:

Au = f(z,u(g(z)))

UlpQ = O)

(2.2.5)

unde f este o functie continud pe  x R iar g € C(£, Q).

Teorema 2.2.3 (V.L.Lazar, [7}]) Fie Q C R™ marginit astfel incat frontiera sa 052

este suficient de metedd. Presupunem ca:

(i) f € C(QAxR,R) sige C(Q,Q);
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(ii) erista p € C(Q,Ry) pentru care sup/G(a:,s)p(s)ds < 1 gi o functie de
zeQ
Q

comparatie ¢ : Ry — R, astfel incat pentru fiecare s € Q si fiecare u,v € R avem

9%

£ (s,u) = f(s,0)] < pls)p(ju—vl);

Atunci, problema Dirichlet 2.2.5 are o solutie unicd u* € C(,R). Mai mult, dacd
functia ¥ : Ry — Ry, () :==t — @(t) este strict crescatoare si surjectivd, atunci
problema Dirichlet 2.2.5 este Ulam-Hyers stabild in sens generalizat cu functia 41,
adica, pentru fiecare € > 0 si pentru orice e-solufie y* a problemei Dirichlet 2.2.5
avem

lu*(x) — y*(z)| < ¥~ 1(e), oricare ar fi x € Q.

2.3 Rezultate de stabilitate Ulam-Hyers pentru incluz-

iuni cu derivate partiale

Folosind tehnica operatorilor slab Picard, vom prezenta rezultate de existenta
si stabilitate Ulam-Hyers pentru incluziuni integrale, incluziuni de tip Fredholm si

Volterra si pentru unele probleme asociate incluziunilor cu derivate partiale.

Pentru inceput prezentam cateva concepte de stabilitate Ulam-Hyers pentru

problemele de punct fix asociate operatorilor multivoci.
Definitia 2.3.1 (I.A. Rus, [124]) Fie (X,d) un spatiu metric st T : X — P(X) un
operator multivoc. Spunem cd incluziunea de punct fix

reT(x), xeX (2.3.1)

este stabila Ulam-Hyers in sens generalizat dacd si numai dacd exista funclia 1 :
Ry — Ry crescatoare, continua in 0 si 1(0) = 0 astfel incat pentru fiecare € > 0 i

pentru orice solutie y* € X a inecuatier

Da(y,T(y)) < ¢ (2.3.2)
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existd o solutie x* a incluziunii de punct fiz (2.3.1) astfel incat

d(y", z%) < (e).

Daca exista ¢ > 0 astfel incdt ¥ (t) = ct, oricare ar fi t € Ry, atunci spunem ca

incluziunea de punct fix (2.8.1) este stabila Ulam-Hyers.

Urmatoarea teorema este un rezultat abstract referitor la stabilitatea Ulam-Hyers

a incluziunii de punct fix (2.3.1) pentru operatori multivoci cu valori compacte.

Teorema 2.3.1 (I.A. Rus, [124]) Fie (X,d) un spatiu metric i T : X — Pp(X)
un operator multivoc 1-slab Picard. Atunci, incluziunea de punct fix (2.3.1) este

stabila Ulam-Hyers in sens generalizat.

Consideram pentru inceput urmatoarea incluziune integrala de tip Fredholm:

b
() € /K(t,s,x(s))ds—i—g(t), t e [a,b). (2.3.3)

Rezultatul principal privind stabilitatea incluziunii integrale Fredholm (2.3.3)

este urmatoarea teorema.

Teorema 2.3.2 (V.L. Lazar, [75]) Fie K : [a,b] X [a,b] X R" — Py .,(R") si g :

[a,b] — R™ astfel incat:

(i) exista o functie integrabila M : [a,b] — Ry astfel incat pentru fiecare t €

[a,b] siueR™ are loc K(t,s,u) C M(s)B(0;1), a.p.t. s € [a,b];

(1) pentru fiecare u € R": K(-,-,u) : [a,b] X [a,b] = Py ,(R™) este masurabila

global;

(ii1) pentru fiecare (s,u) € [a,b] x R": K(-,s,u) : [a,b] = Py c(R") este
semicontinuu inferior;
(iv) existd o functie continua p : |a,b] X [a,b] — R4 pentru care
b
sup /p(t, s)ds < 1 gi o functie de comparatie stricta ¢ : Ry — Ry astfel incat

te(a,b)
a
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pentru fiecare (t,s) € [a,b] X [a,b] si fiecare u,v € R"™ avem:
H(K(t,s,u), K(t,s,v)) < p(t,s) - o(ju—1v|); (2.3.4)
(v) g este continuu.

Atunci avem urmdatoarele relatii:

(a) incluziunea integrald (2.3.3) are cel putin o solutie, adicd existd x* €

C([a,b],R™) care satisface (2.3.3), pentru fiecare t € |a,b].

(b) Daca in plus o(qt) < qp(t) Vt € Ry (unde g > 1) it = 0 este un punct

de convergentd uniformda al seriei i ©"(t), atunci incluziunea integrala (2.3.3) este
stabila Ulam-Hyers in sens genergl:i;at cu functia ¢ (unde ¥(t) ==t + s(t), pentru
fiecare t € Ry si s(t) = iap"(t)), i.e., pentru fiecare € > 0 gi pentru orice e-
solutie y a incluziunii (23n§)1, adica orice y € C([a,b],R™) pentru care existd u €
C([a,b], R™) astfel incat
b
ut) € [ K(t.s.y)ds + (o), t€ lab

st
lu(t) —y(t)| <e, pentru fiecare t € |a,b]),

existd o solutie x* a incluziunii integrale (2.3.3) astfel incat
ly(t) — ()| < ¥(e), pentru fiecare t € [a,b].
Mai mult, in acest caz are loc dependenta continud de date a mulfimii solutiilor

incluziundi integrale (2.3.4).

Al doilea rezultat se refera la incluziunea integrala de tip Volterra:

t
o(t) € /K(t,s,x(s))ds—i—g(t), tefa,b] (2.3.5)
Teorema 2.3.3 (V.L.Lazar, [75]) Fie K : [a,b] X [a,b] x R" — Py o (R") si g :

[a,b] — R™ astfel incat:
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(i) exista o functie integrabila M : [a,b] — Ry astfel incdt oricare ar fit € [a, b

siu € R"™ avem K(t,s,u) C M(s)B(0;1), a.p.t. s € [a,b];

(it) pentru fiecare u € R": K(-,-,u) : [a,b] X [a,b] = Py, (R™) este masurabila

global;

(ii1) pentru fiecare (s,u) € [a,b] x R": K(-,s,u) : [a,b] = Py (R") este

semicontinuu inferior;

(iv) exista o functie continud p : [a,b] — R% si o functie de comparatie stricta
o Ry — Ry cu p(At) < Ap(t), Vt € Ry si A > 1, astfel incdt pentru fiecare
(t,s) € [a,b] X [a,b] si fiecare u,v € R™ avem:
H(K(tv‘S?u)aK(t?Sav)) Sp(s)-«p(|u—v!); (236)
(v) g este continuu.

Atunci au loc relatiile:

(a) incluziunea integrald (2.3.5) are cel putin o solutie, adicd, existq x* €

C([a,b],R™) care satisface (2.53.5) oricare ar fi t € [a,b];

(b) Daca in plus p(qt) < qp(t) oricare ar fit € Ry (unde ¢ > 1) sit =0 este
o0

un punct de convergentd uniformd a seriei E ©"(t), atunci incluziunea integrald

n—=

1
(2.3.3) este stabila Ulam-Hyers in sens generalizat cu functia ¢ (unde (t) :=t +
o
s(t), pentru fiecare t € Ry gi s(t) := ngn(t)), i.e., oricare ar fi e > 0 si pentru
n=1

orice e-solutie y a incluziunii (2.3.5), adica, orice y € C([a,b],R™) pentru care existd

u € C([a,b],R™) astfel incat
¢

ult) € / K(t,5,y(s))ds + g(t), ¢ € [a,}]

a
st
lu(t) —y(t)| < e, oricare ar fi t € [a,b]),
existd o solutie x* a incluziunii integrale (2.3.5) astfel incat

ly(t) — x*(t)| < (ce), oricare ar fit € [a,b] si pentru ¢ > 0.

Mai mult, in acest caz are loc dependenta continua de date a mulfimai solutitlor

incluziundi integrale (2.3.6).
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Consideram in continuare urmatoarea problema Darboux pentru o incluziune

diferentiala de ordinul doi:

0%u
€ F(x,y,u(x,
geay € F@ v u(@y) (2.3.7)

u(x,0) = X(z,0), u(0,y) = A(0,y),
unde F : I} x I x R™ — P,(R™) (unde I; = [0,T;], i € {1,2}) si A(z,y) =
a(z) 4+ B(y) — a(0) (cu «, B functii continue pe I; respectiv pe Iz si a(0) = 5(0)).

Notéam cu II = I; x I si fie a > 0. Prin L' vom nota spatiul Banach al functiilor

masurabile Lebesgue n : IT — R™, inzestrat cu norma
Il = [ [ et dedy,
I

Fie C spatiul Banach al functiilor continue u : I — R™, inzestrat cu norma |jul|c =

sup |u(z,y)| si fie C subspatiul liniar a lui C format din toate A € C astfel incat
égyéi?ste functiile continue o € C(I;,R™) si € C(I3,R™) cu a(0) = B(0) care
satisfac A(z,y) = a(z) 4+ B(y) — «(0), oricare ar fi z,y € I} x I,. Evident, C cu

norma definita pe C' este un spatiu Banach separabil.

Prin definitie, problema Darboux (2.3.7) este Ulam-Hyers stabild daca pentru
fiecare ¢ > 0 si pentru orice e-solute w a problemei (2.3.7), exista o solutie u* a

(2.3.7) astfel incat

lw(z,y) —u*(x,y)| < ce, oricare ar fi (x,y) € II si pentru ¢ > 0.
Urmatoarea teorema este un rezultat de existenta si stabilitate Ulam-Hyers.

Teorema 2.3.4 (V.L. Lazar, [75]) Consideram problema Darboux (2.3.7) si pre-
supunem ca sunt indeplinite conditiile de mai sus. In plus, presupunem cd au loc §i

urmdtoarele relatii:
(i) pentru fiecare u € R™, F(-,-,u) este masurabild;

(ii) exista k > 0 astfel incat a.p.t. (z,y) € Iy x Iy multifunctia F(x,y,-) este
k-Lipschitz;



36 Metode de punct fix pentru ecuatii cu derivate partiale
(iii) a > Vk.

Atunci, problema Darbouz (2.3.7) are cel putin o solutie si este Ulam-Hyers sta-

bila.



Capitolul 3

Modelul 1ui Heston

Scopul acestui capitol este acela de a prezenta cateva rezultate privitoare la
problema evaluarii optiunilor in cazul modelului cu volatilitate stohastica dat de

S.L. Heston in 1993 (vezi [44]).

3.1 O solutie “closed-form” pentru optiunile call digi-

tale In modelul lui Heston

Scopul primei sectiuni a acestui capitol este acela de a analiza problema evaluarii
unei optiuni digitale in cazul modelului cu volatilitate stohastica al lui Heston. In
acest model ecuatia de dinamica a volatilitatii este data de un proces de tip mean
reverting square root, proces stohastic introdus in literatura economica de catre Cox,
Ingersoll si Ross in 1985 (vezi [26]). Vom prezenta o solutie analitica pentru acest

tip de optiuni, bazandu-ne pe lucrarea originala a lui S. Heston, [44] .

In cazul modelului cu volatilitate stohastica propus de Heston se presupune
ca ecuatiile de dinamica a cursului activului suport si a volatilitatii acestuia sunt

date de:
dS(t) = S(t)[rdt + /v (t)dWi(t)] (3.1.1)

unde cu S notam pretul activului suport, ¢ momentul curent (la emiterea optiunii

t=0), r driftul (rata de rentabilitate a activului), Wj(t) este un proces Wiener iar v

37
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reprezinta volatilitatea activului suport, volatilitate ce urmeaza procesul:

du(t) = k(0 — v(t))dt + £/o()dWa(t), (3.1.2)

unde ¢ reprezinta volatilitatea volatilitatii iar Wa(¢) este un al doilea proces Wiener,

proces ce este corelat cu Wi (t):
Cov[dWi(t),dWs(t)] = pdt. (3.1.3)
Pe de alta parte, pretul de piata al riscului este dat de relatia:
A(S,v,t) = Av (3.1.4)
Problema evaluarii unei optiuni, in cazul modelului lui Heston(3.1.1)-(3.1.3),

se reduce la rezolvarea urmatoarei ecuatii cu derivate partiale:

ov 1 o*V 0%V 1 o*V

En + 21}5 552 +p§vSasav + 25 v8112 (3.1.5)
oV oV
+TS$+[I<?(0—U)—)\U]%—TV—O.

In cele ce urmeaza vom rezolva ecutia de evaluare a optiunii (3.1.5) la care
atagam conditia finala corespunzatoare unei optiuni call digitale, adica functia de

payoff care este de fapt functia Heaviside:

1 daca S > K
DC(S,v,T)=H(S—K) = (3.1.6)
0 daca S< K

Reamintim faptul ca, pentru optiunile call digitale, solutia ecuatiei Black-Scholes de

evaluare a optiunilor, in cazul volatilitatii constante este:
DC(S,t) = e "M N(dy) (3.1.7)

unde
_ log(S/K) + (r — 3v?) (T —t)

vVT —t

iar N(z) este probabilitatea cumulata pentru distributia normala standard.

ds (3.1.8)

Facand schimbarea de variabila x = In[S] (U(x,v,t) = V (S, v,t)), ecuatia (3.1.5)

se transforma in:

8—U+1§2082—U+ §v82U+}va2—U+ r—lv ou
ot 2 a2 PV Bz T 2 oz

2
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—i—[k(ﬂ—v)—v/\]%—rU:O. (3.1.9)

Presupunem ca solutia acestei ecuatii este asemanatoare cu cea a ecuatiei

Black-Scholes, adica de forma (3.1.7):
DC(S, v, t) = e "TP (3.1.10)

unde probabilitatea P, corespunzatoare lui N(dz) din cazul volatilitatii constante,
este ceea ce trebuie sa determinam. Defapt, P este probabilitatea conditionata ca

optiunea sa fie “in-the-money” la maturitate (see [44]):
P(z,v,T;In[K]) = Pr[z(T) > In[K] / z(t) = z,v(t) = v]. (3.1.11)

Daca inlocuim valoarea presupusa pentrur DC(S, v, t) In ecuatia de evaluare (3.1.9)

obtinem:
67P+1§2 827P+582P+1827P+ fl 8j
ot 25 "oz TP az00 T 20 022 I
P
+ [k (0 — v) — v} ((?91) =0 (3.1.12)
la care atagam conditia finala:
P(LL‘, v, T; ln[K]) = 1{x > In[K]} - (3113)

Rezultatul urmator ne arata ca functia caracteristica asociata probabilitatii P

verifica acelasi ecuatie cu derivate partiale difereniale (3.1.12).

Propozitia 3.1.1 (S. Heston, [}4]) Presupunem cd avem date urmatoarele doud

procese:
do(t) = (r - ;v(t)> dt + /olt) dWi (1) (3.1.14)
dv(t) = [k (0 — v(t) — Ao@)] dt + & \/u(t) dWa(t) (3.1.15)

cov[dWi(t), dWa(t)] = p dt (3.1.16)

st 0 functie de doud ori diferentiabila

flx(t), v(t), t) = Elg(z(T), v(T)) / z(t) = x, v(t) = v]. (3.1.17)
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Atunci functia [ satisface ecuatia cu derivate partiale:

S T

2§ v 902 + p&v 9200 + 5 3 + (3.1.18)
L)Y R R A

<r—2v> 8x+[k(0 v) v)\]av—l—at—().

Observatia 3.1.1 (S. Heston, [44]) Atasam ecuatiei (3.1.17) conditia finala
fl@, v, T) = g(z, v) (3.1.19)
ipx

st alegand g(xz , v) = €"°* solutia este functia caracteristicad.

Pentru a rezolva ecuatia cu derivate partiale (3.1.18) cu conditia de mai sus,

inversam variabila timp: 7 = T — t, ceea ce ne conduce la ecuatia:
1, O%*f 0% f 1 0*f
2580 TP e T2V 0 T
1 of of of
(r—2v> 8x+[(9—v)—v)\]av—at—0 (3.1.20)

cu urmatoarea conditie initiala:

f(z, v, 0) = €¥® (3.1.21)

Teorema 3.1.1 (L.V.Lazar, [70]) Problema formata din ecuatia (3.1.20) si conditia

initialda (3.1.21) are urmdatoarea solutie:

fla, v, ) = )+ DM vtio (3.1.22)
unde
gedT
C(r )—mgm'Jr 52 (k+XA+d— p§cpz)721n< T )] (3.1.23)
§t
_k+ A +d—-pEyi 1 — e
D(r) = e T (3.1.24)
cu
d=VpEopi —k — N2 — (¢ — iy (3.1.25)
g=PEPL-k-A-d (3.1.26)

p&eoi —k — X+ d
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Teorema urmatoare ne da solutia “closed-form”, pentru optiunile call digitale

n cazul modelului lui Heston:

Teorema 3.1.2 (V.L. Lazar, [70]) Consideram o optiune call digitala in modelul
lui Heston, cu pretul de exercitiv K si perioada pand la scadentd egald cu 7. Atunci

valoarea curentd a opliunii este data de formula:

DC(S,v,t) =e"TP

unde functia de probabilitate, P este:

oo
1 1 —ipln K
P(‘T7 v, t) an) = - + = Re € f(x’ v, 7, 80) dQO
2
T ) 1@
iar functia caracteristica:
f(a, v, 7) = OO+ D) v g

unde C(1) si D(T) sunt date de (3.1.23) respectiv (3.1.24).

3.2 Metode numerice pentru optiuni put europene

In aceastd sectiune folosim metodele diferentelor finite gi a elementului finit
pentru a rezolva numeric ecuatia de evaluare a optiunilor put de tip european pe

valuta In cazul modelului lui Heston.

In cazul optiunilor pe valuta driftul r este egal cu diferenta dintre rata dobanzii
interne si rata dobanzii externe rq —ry. J. Hakala si U. Wystup [43] au aratat ca in
cazul optiunilor pe valuta, valoarea optiunii V', pentru modelul lui Heston, satisface

urmatoarea ecuatie cu derivate partiale:

oV 1, 0%V 2V 1, 0V
ov ov

+ (T‘d—Tf)Sﬁ + [k — v) —)\v]—v —rgV =0.
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O optiune put de tip european cu pretul de exercitiu K si scadenta T satisface
ecuatia (3.2.1) si urmatoarele conditii pe frontiera:

V(S,v,T) = max(0, K — S)

V(O v,t) = Ke 747

96 (00,0, 1) =0 (3.2.2)

(ra —r7)SZ%(S,0,t) + k0S%(S,0,t) + Z7(S,0,t) — raV (S,0,) = 0

V(S,00,t) = Ke "

unde 7 = T — ¢ reprezinta perioada pana la scadenta.

La fel ca in sectiunea anterioara, facem substiuttia x = ln% si deci V(S,v,t) =

w(ln%, v, t).

Cu aceastd noud variabila ecuatia (3.2.1) devine:

8w+1§2 0w 0 4 ot 0w +1 O*w
ot 0xdv " 2" 0a?
1
+[k(9—v)—)\v]g—zj—l—(rd—rf— fv)g—w —rqw =0, (3.2.3)

oricare ar fi (z,v,t) € Qoo X [0,T) cu Qoo = (—00,00) X [0, 00),
iar conditia finala este

w(z,v,T) = g(Ke"), (3.2.4)
unde g(Ke”) reprezinta functia payoff a optiunii.

Putem rearanja coeficientii ecuatiei cu derivate partiale (3.2.3) intr-un mod

convenabil pentru a obtine urmatoarea reprezentare matriceala:

Ozzqf—i—VAVw—bVw—rdw, (3.2.5)

unde
1| & »¢
2 p& 1
si
—k(® —v) + v + §&
~(ra —rg) + 30+ 5&p
Aceasta este o ecuatie de convectie—difuzie, unde matricea A se numeste matricea
de difuzie iar b este vectorul convectie. Mai multe despre ecuatiile de tip convectie—

difuzie si despre metodele numerice, vezi in [3, 63, 64, 86, 108, 115, 139, 147, 148].
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3.2.1 Metoda diferentelor finite
Consideram ecuatia cu derivate partiale a lui Heston (3.2.1) si vom descrie modul
in care poate fi utilizata metoda diferentelor finite.

In primul rand vom discretiza variabilele, ceea ce conduce la rezolvarea problemei

pe o retea tridimensionala cu:
S=1i6S, v=j4ovsi t=T—-két i=0,....1, j=0,...,J,
valoarea optiunii putand fi scrisa in felul urmator:

V(S,v,t) :VZ’;

Conditia finala pentru optiunile put de tip european este:
0 .
Vi = max(K —i65,0), (3.2.6)
conditie de la care porneste defapt schema diferentelor finite.
Pe langa aceasta conditie finala mai avem conditiile pe frontiera date de (3.2.2).
Metoda explicita

Definitia derivatei partiale de ordinul intai in raport cu t este:

ov . V(S v, t+6t) = V(S,v,t)
— = lim ,
ot 5t—0 ot

deci putem aproxima aceasta derivata prin relatia:

Vk _ ijl-l
‘LV(S,M) SR

5 +O(5t) (3.2.7)

Aceeasi idee poate fi folosita pentru aproximarea derivatelor partiale de ordinul
intai in raport cu S gi v. Dar in aceste cazuri putem alege Intre: diferente progresive,
diferente regresive sau diferente centrale. Diferentele centrale dau eroarea O(5S5?)
in timp ce erorile pentru diferentele progresive si cele regresive sunt mult mai mari,

0(dS), deci pentru aceste derivate avem:

oV ‘/ilfi—l,j - Vz’k—l,j 2
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s i
ov vk i+l — Vi1

_ ~ 2
(S 0,t) ~ S+ 0(?). (3.2.9)

Din descompunerea in serie Taylor obtinem urmatoarele aproximari pentru

derivatele partiale de ordinul doi in raport cu activul suport si volatiliatea:

2 VE L, —2VE+VE
respectiv:
2 VE -2V + VR
S~ e oo, aan

Derivata partiala de ordinul doi in raport cu S si v poate fi aproximata prin:

9(%2) _ Ge(S+3S,0,t) = F(S - 35,0, 1)
53 265 '

Pe de alta parte avem

ov V;lj-l,j-i-l Vz+1j 1
aU(S+6S’ ) )N 260 )

deci o discretizare convenabila ar putea fi

k k k k
Vilgn Vit Vit Vit ok yk o yk Lk
26v 25v _ _iAlgl i+1,5—1 i—1,j+1 i—1,j—1

208 4656v

(3.2.12)

Folosind aproximarile de mai sus (3.2.7-3.2.12) in ecuatia evaluarii optiunii (3.2.3)

obtinem schema diferentelor finite explicita:

k k+1
Vij_v;j _{_10_2‘7.51}]@(‘/1]4_1 2V +V] 1>+
2

ot 51}2

vk o —VE L —VE oy VE
s k(ssk i+1,74+1 i+1,7—1 1—1,54+1 i—1,7—1
tp a0y ( 15500

ko vk
-2V + Vit
552

-
+ %i2j5vk (65%)? ( RSy

. Vi, — Vi
—

VE L -V
+ k(0 — jovk) — Ajou*] (7”12 T 1)

[

+rqVE = 0(5t,65%, 60). (3.2.13)
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Metoda explicita, pe langa avantajul de a fi ugor de programat, are dezavantaje
legate de stabilitate gi viteza. Mai multe despre convergenta si stabilitatea metodei
diferentelor finite pentru ecuatia cu derivate partiale in cazul modelului lui Heston

pot fi gasite in T. Kluge [63].

3.2.2 Metoda elementului finit

G. Winkler, T. Apel si U. Wystup au demonstrat in [148] existenta unei solutii
pentru optiunile call europene in cazul modelului cu volatilitate stohastica a lui
Heston, solutie care a fost determinata numeric folosind metoda elementului finit. In
acest paragraf vom rezolva ecuatia (3.2.1) satisfacand conditiile pe frontiera (3.2.2),

folosind metoda elementului finit.

Pentru a aplica aceastda metoda vom limita domeniul 2., la un domeniu marginit
Q:
Q = (xmin 3 xmam) X (Umin 5 vmax)
0N =TT uly, Inly = @.
Din formula lui Black-Scholes, in cazul unei optiuni put, determinam conditia de

marginire pentru vy §i Vmaz:

Ty v = vmin : Wt Vmin, T) =K e a(T=1) @(—dg)—Kex_’”f(T_t)q)(—dl)

Ty 0 = Unaz © Wt Umag,z) = K e T

Pentru x,in $i Tmaee avem urmatoarele conditii:

T'. : 2 = ZTymin : % w(t, v, Tmin) = AVw-1 = — % v K errs(T=1)
Fd T = Tmax - ’UJ(t,’U,$max) = )\w(tavmazaxmaz) + (1_>\) w(tavmin7$max),
>\ — UV — YUmin
" Vmaz — Umin

Cele trei muchii I'y UT', UT'y = I'y formeaza conditii pe frontiera de tip Dirichlet ce
trebuie sa dea aceeasi limita in colturile domeniului, atunci cand se deplaseaza intr-
un colt din doua puncte distincte. Pentru a garanta existenta unei solutii continue
pe intreg domeniul 2 vom face urmatoarea presupunere: pe I'y vom interpola liniar

intre valorile din dreapta si din stanga frontierei.
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In continuare, alegem o semidiscretizare in timp, ceea ce ne duce la o serie de
probleme la limita bidimensionale:

w(tF v, x) — w(th, v, )

D w(t* v, z) =
-

(3.2.14)
unde 7 = thtl — ¥ este constant oricare ar fi k.

Algoritmul fiind regresiv in timp, putem presupune ca, la fiecare moment
t* cunoastem valoarea w(t**1), problema reducandu-se la rezolvarea ecuatiei cu

derivate partiale de forma:
Lw(tf v, z) = f(t*, 0, 2) (3.2.15)
unde
Lw(t,v,z) = —oV - AVw + ob- Vw + (org + %)w (3.2.16)
si

Fltv,) = (1 — 0)V - AVw — (1 — 0)b - Vaw — <(1 i i) w o (3.217)

Urmaétorul pas este alegerea unor spatii adecvate. Folosind faptul ca matricea A
este pozitiv definita, G. Winkler, T. Apel si U. Wystup [148], au definit urmatoarele

spatii:

Definitia 3.2.1 Fie Q C RY un domeniu deschis si marginit si u, w doud functii.
Fie matricea patratica de ordinul d, A(x) simetrica si pozitiv definita pentru fiecare

x € Q gi fie ¢ 0 constanta pozitiva. Atunci definim:

(u,w)a = /AVu~Vw+/éuw, (3.2.18)
Q Q
Julfh = (ww)a = [ AVu-Var [ e (3.2.19)
Q Q

Observatia 3.2.1 1. Constanta ¢ va lua valoarea ¢ — %V -b

2. Dacd ¢ =¢— £V - b folosim simbolul (-, ) 5.

Lema 3.2.1 (G. Winkler, T. Apel si U. Wystup [148]) Forma bilineard (u,w) de-
fineste un produs scalar si satisface inegalitatea Cauchy-Schwarz, deci ||-||a defineste

0 normda.



Metode numerice 47
Definitia 3.2.2 Definim spatiile

Vi=A{¢/ [P]la < oo},
Voi={€V/=0onl}, (3.2.20)
Vi = {4y € V/ 9 satisface conditiile pe frontiera T'1}.

Pentru a rezolva ecuatia (3.2.15) o multiplicim cu o functie test ¢ din spatiul V}
si o integram pe domeniul €2 :

/wa_ /fw. (3.2.21)
Q

Q

Din (3.2.21), obtinem urmatoarea formulare slaba: Trebuie sa cautam, pentru

k

fiecare k, o functie w* = w(t, v, z) € V, astfel incat oricare ar fi ¢y € Vj s& avem:

a(w® , ) = (F,¢). (3.2.22)
unde

a(w® ¥) = /AVwk - Vip + % /(b -V — whb - Vi)
Q

Q

+/(c— %v -b)whep

Q
+ ;/ [;U—(Td—rf)+;§p] whap, (3.2.23)
e
k _ p(pkt1, k|0
(FP 0) = fE5e) + [ AVer - | (3.2.24)
Iy Y—me—~——

92

f(tk+1; ¢> _ /Avwk+1 . vw - /(b . Vwk+1)w _ /(5 _ %V . b)wk+1¢'
Q Q

Q
Teorema 3.2.1 (V.L. Lazar, [71]) Ecuatia
a(w, ) =(F, ¢), Vi € W, (3.2.25)

unde functionala biliniara a si functionala liniara F' sunt date de (3.2.23) respectiv

(3.2.24) are o solutie unica w € Vi, dacd

. 1 1
mn {2’0 — (T’d — 'f’f) + 55[) , UVE [Umin7 Uma:c]} > =2 (3226)
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st

1 1 1
A__ - = 'b - 7_7k A .
¢=(c 2V )=rTq+ 2( +A)>0

Heston model

(3.2.27)
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