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Chapter 1

Introducere

Este bine stiut faptul ca functiile nenetede, multimile cu frontiere nenetede si multifunctiile
apar natural gi destul de frecvent in diferite arii ale matematicii si in aplicatii, in special
in cele legate de optimizare, stabilitate, sisteme variationale gi sisteme de control. De
fapt, studiul comportamentului local al obiectelor nediferentiabile se realizeaza in cadrul
analizei nenetede, a carei origini le gasim la inceputul anilor 1960, atunci cand teoreti-
cienii programarii neliniare au incercat sa stabileasca conditii necesare de optim pentru
probleme cu date nediferentiabile (iatd de exemplu problema minimizarii maximului mai
multor functii diferentiabile). De atunci, analiza neneteda a inceput sa joace un rol impor-
tant in analiza functionala, in optimizare, mecanica si plasticitate, ecuatii diferentiale (in
teoria solutiilor vascozitate), teoria controlului etc, devenind o arie activa si roditoare a
matematicii. Asa cum Penot spunea foarte frumos, in timp ce sunt cateva motive pentru
care ar putea sa ne fi teama de analiza neneteda, precum abundenta conceptelor, incerti-
tudinea in terminologie, lipsa de coerenta in notatii gi sentimentul de nesiguranta, sunt de
asemenea alte motive pentru care putem fi sedusi de aceasta faimoasa arie a matematicii,
de vreme ce orice tip de functie poate fi tratata, operatiile noi precum considerarea infi-
mumului sau a supremumului ne sunt acum la indeména si nu in ultimul rand faptul ca
trecerea de la functii la multimi gi mai departe la multifunctii aduc o unificare matematicii.

Un mare interes l-au capatat astfel incercarile de generalizare ale derivatei, in scopul
optimizarii. Acestea au condus la definirea multor gradienti generalizati, subgradienti dar
si a altor obiecte sub diverse nume. Ei au fost introdusi mai intai in teoria functiilor reale
si In teoria distributiilor (a se vedea de exemplu Bruckner [29], Saks [134], Schwartz [135]
and Sobolev [137]). Si toatd aceasta munca cu scopul de a rezolva probleme de optimizare
in care ipotezele clasice de diferentiabilitate nu mai sunt adecvate. Una dintre cele mai
folosite subdiferentiale (multime de subgradienti), potrivite pentru aplicatiile din cadrul
optimizarii este cea care a aparut pentru prima data pentru functii convexe, in contextul
analizei convexe (pentru mai multe detalii a se vedea [100, 127, 130] si referintele de
acolo). Ea gi-a gasit semnificative utilizari teoretice si practice in optimizare, economie (a
se vedea [10]), mecanica, dovedindu-se a fi o constructie matematica foarte interesanta.
Dar incercarea de a extinde acest succes la functii ce nu mai sunt convexe s-a dovedit a fi
foarte dificila.
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Mentionam aici doua importante abordari. Prima foloseste un oarecare tip de derivatd
directionald generalizatd fO a functiei f : X — R U {400} si apoi defineste tangential
o subdiferentiald convexd prin intermediul urmatoarei formule 9f(z) = {2* € X* :
¥ < fa(x, )}. Ca si exemplu, subdiferentiala Clarke, care in fapt foloseste o derivata
directionala pozitiv omogena, a fost primul concept de subdiferentiala definit pentru o
functie neconvexa in anul 1973 de catre Clarke (a se vedea [34, 35]), cel care a inven-
tat in 1970 acest termen de analizd nenetedd (nonsmooth analysis) si a facut o adevarata
lucrare de pionierat in campul analizei nenetede, raspandite mult dincolo de aria de aplica-
bilitate a convexitatii. Din pacate insa, aga cum se poate vedea in [16], in anumite puncte
anormale a unor functii nenetede fie ele si Lipschitz, subdiferentiala Clarke poate cuprinde
subgradienti straini. Mai mult decat atat, conul normal Clarke se intampla adesea sa fie un
subspatiu liniar sau chiar spatiul intreg (de exemplu, N (graph f; (0,0)) = R? in cazul in
care f(z) = |z|, x € R). Si aceasta din cauza ca, in general, o multime convexa furnizeaza
adesea o subdiferentiala care este prea mare pentru multe probleme de optimizare.

A doua abordare este aceea de a defini subdiferentiale care sa verifice reguli bune de
calcul prin considerarea unor limite diferite de constructii subdiferentiale mai primitive
care nu poseda astfel de reguli. Este important de gtiut ca aceste constructii limita depind
nu doar de obiectele primitive alese cat si de caracterul limitei: topologic sau secvential.

Abordarea topologica permite dezvoltarea unor subdiferentiale utile in spatii infinit di-
mensionale generale, avand insa marele neajuns de a furniza constructii destul de mari gi in
general cu o structura intrinseca destul de complicata ce urmeaza de obicei o procedura in
trei pagi. i anume, definirea subdiferentialei 0 f mai intai pentru o functie Lipschitz ce im-
pune considerarea de restrictii la subspatii finit dimensionale (sau separabile) cu intersectii
dupa colectia unor astfel de subspatii, apoi definirea conului normal la multimea C' intr-un
punct dat x ca fiind conul generat de subdiferentiala functiei distanta la multimea C' si
in final definirea subdiferentialei Jf pentru o functie arbitrara inferior semicontinua, prin
intermediul conului normal la epigraficul lui f. In aceastd linie de dezvoltare o serie de
extensii infinit dimensionale pentru constructiile neconvexe din [89, 90] au fost introduse si
puternic dezvoltate de catre Ioffe intr-o serie de publicatii incepand cu anul 1981 (pentru
bibliografie gi comentariile dinduntru a se vedea [65, 66, 67]) avand la baza limite topo-
logice de e-subdiferentiale Dini-Hadamard. Astfel de constructii, numite i subdiferentiale
aproximative (approximate subdifferentials), sunt bine definite in spatii generale, insa toate
(inclusiv nucleul lor) pot fi mai mari chiar si decat extensia Kruger-Mordukhovich pentru
functii Lipschitz in spatii Banach ce admit renormari Fréchet diferentiabile.

Abordarea secventiala conduce de obicei la gasirea unor obiecte mai convenabile, dar
acest demers cere spatiilor de lucru proprietati geometrice speciale (a se vedea [18]).
Astfel, Intrucat convexitatea nu mai este inerentd in cadrul procedurii, putem defini
subdiferentiale mai mici si astfel sa excludem unele elemente din multimea punctelor
stationare. Primele constructii subdiferentiale secventiale neconvexe in spatii Banach au
fost introduse pentru prima data de Kruger si Mordukhovich [77, 78] prin intermediul
limitelor secventiale de conuri normale gi subdiferentiale e-Fréchet. Un astfel de con nor-
mal si o astfel de subdiferentiala au aparut ca extensii infinit dimensionale la cele core-
spunzatoare din spatiul finit dimensional introduse in Mordukhovich [89, 90] si au fost
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motivate de aplicatiile din optimizare i control. Proprietati folositoare pentru astfel de
constructii au loc cu precadere in spatii Banach ce admit renormari Fréchet diferentiabile.

Dar, bineinteles, multi autori lucreaza cu un concept abstract de subdiferentiala (a se
vedea [67, 70, 114] si referintele de acolo), ce verifica o lista cuprinzatoare de axiome.

In final subliniem faptul ca in vreme ce teoria subdiferentialelor a fost bine dezvoltata in
spatiile finit dimensionale, exista inca multe probleme deschise in cele infinit dimensionale.

In cele ce urmeazi prezentam o descriere a cuprinsului tezei, subliniind cele mai im-
portante rezulate.

In Capitolul 2 ne incepem expunerea cu cateva notiuni si rezultate preliminare,
referindu-ne la cele mai importante subdiferentiale ce au fost folosite pe o scarad larga
in ultimele decade, si anume subdiferentiala Fréchet, subdiferentiala Dini-Hadamard,
subdiferentiala proximala, cateva subdiferentiale asociate unor bornologii, subdiferentialele
limita, subdiferentiala Mordukhovich si subdiferentialele aproximative ale lui loffe, gradi-
entul generalizat al lui Clarke, subdiferentiala Michel-Penot, iar in final detaliem o metoda
de introducere a unei subdiferentiale abstracte.

Capitolul 3 se ocupa cu un studiu detaliat al subdiferentialei Dini-Hadamard si al
constructiilor aferente. De fapt aratam ca aceste constructii se bucura de o varietate de
proprietati frumoase in cadrul general al spatiilor Banach. Majoritatea acestor proprietati
(incluzand cateva reprezentari eficiente, descrieri variationale, cateva proprietati de disi-
pativitate si de diferentiabilitate etc.) sunt stranse in acest capitol. Dupa prezentarea
catorva concepte de multimi mici, reamintim mai apoi asa-zisa notiune de multime spon-
gioasa (sponge) introdua de Treiman [140] in 1986, ilustrand legatura acesteia cu cla-
sicele vecinatati si raspunzand la intrebarea cat de departe putem merge in inlocuirea
unei vecinatati cu o multime spongioasa in definitia lui Treiman. O legatura utila din-
tre girurile convergente directional si multimile spongioase este furnizatd in continuare,
in fapt, unul din ingredientele cheie ce joaca un rol proeminent in diverse descrieri ale
subdiferentialei Dini-Hadamard si constructiile aferente. Introducem mai apoi chiar o
notiune de limita inferioara directionala ce induce in mod natural un concept de semicon-
tinuitate directionala inferioara. Cateva notiuni de continuitate spongioasa sunt studiate
mai apoi in Subsectiunea 3.1.4, in vreme ce intentia este aceea de a generaliza continu-
itatea Lipschitz clasica prin introducerea unor notiuni de continuitate spongioasa, ce isi
gasesc utilitatea cu precadere in capitolul al patrulea. In partea finala a acestei subsectiuni
completam tabloul acestor notiuni prin ilustrarea cu ajutorul a catorva exemple relatiile
dintre constructiile noi si cele vechi. Cateva clase favorabile de functii nenetede sunt mai
departe descrise. Printre ele amintim clasa functiilor aproape convexe, cea a functiilor
aproape stelare si clasa functiilor directional aproape stelare introduse de Penot [108].
Marea noutate vine aici din caracterizarea functiilor directional aproape stelare cu aju-
torul multinilor spongioase. In Subsectiunea 3.1.6 propunem diverse tipuri de notiuni
topologice pentru operatori in scopul derivarii unor formule exacte de diferenta pentru
subdiferentiala Dini-Hadamard. O sectiune intreaga este dedicata studiului derivatelor de
tip Dini-Hadamard. Dupa reamintirea definitiei si a celor mai importante proprietati ale
derivatei directionale Dini-Hadamard, descriem o modalitate naturala de a introduce o
noua derivata directionala cu ajutorul sirurilor convergente directional. In fapt, cea din
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urma constructie ne permite sa imbunatatim subdiferentiala Dini-Hadamard prin intro-
ducerea subdiferentialei Dini-Hadamard-like, in vreme ce motivatia secreta a fost simplul
fapt ca ea prezinta proprietiti similare cu cele ale subdiferentialei Fréchet dar in termeni de
multimi spongioase. In Subsectiunea 3.3.2 subliniem rolul cheie al proprietatii de calmare
(linigtire) in descrierea subgradientilor Dini-Hadamard si corectam o afirmatie simpla fara
demonstratie, facuta de Treiman [140]. In partea finald a acestei subsectiuni furnizim
cateva exemple menite sa ilustreze eroarea si aratam cum poate sa arate o vecinatate care
nu este multime spongioasa, avand in minte importanta cruciala a unui astfel de exemplu
in furnizarea diferitelor legaturi dintre notiunile cheie. Rezultatul esential al teoriei dez-
voltate in teza se dovegte a fi o descriere variationald a subdiferentialei Dini-Hadamard,
prezentatd In Subsectiunea 3.3.3. De asemenea valabila gi pentru subdiferentiala Dini-
Hadamard-like, o asemenea proprietate faciliteaza aproape toate demonstratiile ce implica
astfel de constructii. Cu toate ca este destul de generala, notiunea de multime spongioasa
prezinta de asemenea un mare minus. i anume, produsul cartezian a doua multimi spon-
gioase nu mai este spongioasa, aga cum eram obignuiti in cazul vecinatatilor. Acesta este gi
motivul pentru care se impune introducerea in spatii produs a unei constructii decuplate
Dini-Hadamard. In Subsectiunea 3.3.5 obtinem o descriere variationala neteda ce va fi
folosita pe deplin in Subsectiunea 4.2.5. Apoi facem cateva legaturi intre subgradientii
studiati in acest capitol si conurile normale corespondente. Furnizam chiar o descriere al-
ternativa pentru conul normal contingent, distingand intre feluritele constructii analitice si
geometrice. Principalul scop in Subsectiunea 3.3.7 este acela de a sublinia cateva legaturi
dintre subdiferentiala Dini-Hadamard si alte subdiferentiale binecunoscute din literatura,
in vreme ce in Subsectiunea 3.3.8 dam o descriere cheie pentru functiile directional aproape
stelare cu ajutorul subgradientilor Dini-Hadamard. La sfarsitul acestui capitol intro-
ducem un nou obiect de tip derivatd pentru multifunctii cu ajutorul subdiferentialei
decuplate Dini-Hadamard a functiei indicator la graficul multifunctiei. Mai definim de
asemenea cateva notiuni de diferentiabilitate, ilustrand legatura dintre coderivata Dini-
Hadamard-like decuplata a multifunctiilor Lipschitz spongios continue si subdiferentiala
Dini-Hadamard a functiei de scalarizare.

Capitolul 4 este devotat unui studiu aprofundat al regulilor de calcul valabile pentru
subdiferentiala Dini-Hadamard in spatii Banach. Dupa discutarea unor modalitati de
dezvoltare a unui set de instrumente de baza in analiza subdiferentiala, prezentam cele
mai importante tipuri de reguli de calcul de care o subdiferentiala poate asculta. O regula
fuzzy slaba de suma pentru subdiferentiala Dini-Hadamard (a se vedea Ioffe [59]) dar de
asemenea si reguli de calcul fuzzy slabe pentru coderivata Dini-Hadamard (a se vedea [74])
sunt mai apoi furnizate, amintind de calculul sarac valabil pentru astfel de constructii. In
a doua parte a capitolului ne indreptam atentia in gasirea unor reguli de calcul exacte
pentru subdiferentiala Dini-Hadamard si constructiile aferente, in spatii Banach. Astfel,
dupa prezentarea unor reguli de suma si de diferenta pentru functii netede, furnizam in
Subsectiunea 4.2.3 o regula exactd pentru diferenta a doua functii directional aproape
stelare. Merita sa subliniem aici faptul ca acest ultim tip de rezultat valabil pentru e-
subdiferentiala Dini-Hadamard a fost primul de acest gen care a aparut in literatura.
Putin mai tarziu, Penot [119] a dat si el o formula similara insa folosind oarecare ipoteze
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de disipativitate. De fapt, principala idee a fost aceea de a extinde cateva afirmatii facute
de Penot [1] pentru functii aproape stelare si cu ajutorul subdiferentialei Fréchet, motivati
fiind de faptul ca exista functii directional aproape stelare pentru care rezultatele de acolo
nu se pot aplica. Cu toate ca subdiferentiala Dini-Hadamard gi e-extinderea ei sunt bine
cunoscute 1n analiza variationala si diferentierea generalizata, ele nu sunt folosite pe o
scara larga din pricina lipsei formulelor de calcul. Totusi, esentiala formula de diferenta
are loc pentru aceasta subdiferentiala, in conditii naturale. Pe de alta parte, se intampla
ca formula exacta de diferenta pentru coderivata Dini-Hadamard obtinuta in Subsectiunea
4.2.4 alaturi de relatia dintre coderivata unei functii date si subdiferentiala functiei sale
de scalarizare sa fie esentiala in dezvoltarea formulelor exacte de calcul pentru diverse
tipuri de compuneri. Astfel, rezultatele din Subsectiunea 4.2.5 urmeaza oarecum celor
obtinute de Mordukhovich [96] in termeni de subgradienti Fréchet. Practic, metoda cheie
consta In furnizarea mai intai a unor astfel de reguli de calcul pentru subdiferentiala Dini-
Hadamard-like si abia apoi pentru subdiferentiala Dini-Hadamard si Fréchet. Observam
de asemenea ca estimarile noastre obtinute pentru subdiferentiala Fréchet, cu ajutorul insa
si a subdiferentialei Dini-Hadamard-like a functiei de scalarizare raman adevarate si pentru
acele functii care sunt doar spongios Lipschitz continue si tare spongios continue (spongios
continue in sens tare). In final prezentdm cateva cazuri particulare ale acestor reguli,
printre care mentionam cateva reguli de produs si impartire, subliniind rolul esential al
subgradientilor superiori Dini-Hadamard-like. Astfel, extindem cateva rezultate obtinute
de Mordukhovich pentru functii Lipschitz continue si prin intermediul subdiferentialei
Fréchet la clasa functiilor spongios Lipschitz continue gi aproape stelare.

In Capitolul 5 ne intoarcem atentia la formularea, prin intermediul subdiferentialei
Dini-Hadamard, a conditiilor de optim pentru urmatoarea problema generala de opti-
mizare

(P) inf f(z)

A={zeC:k(z) € -K}

cu restrictiile exprimate cu ajutorul unei multimi convexe inchise si avand drept functie
obiectiv diferenta a doua functii. Cadrul general in care lucram este urmatorul: X si Z
sunt doua spatii Banach, C este o submutime convexa si inchisa a lui X, K C Z este
un con convex inchis si nevid, k : X — Z este o functie K-convexa si K-epi inchisa,
iar g,h : X — R U {400} sunt in asa fel incat domg C dom h, iar f := g — h. Practic,
extindem un rezultat obtinut de Amahroq, Penot si Syam [1] in cazul particular K = {0} si
k(x) = 0 pentru orice x € X, prin intermediul subdiferentialei Fréchet, subliniind faptul ca
desi autorii fac apel la o formula exacta pentru subdiferentiala limita, totusi ei furnizeaza
o argumentatie incorectd, de vreme ce aceasta are loc doar in spatii Asplund. Cu toate
acestea, rezultatul obtinut in [1, Propozitia 6] este de asemenea adevarat in spatii Banach,
iar demonstratia poate fi facuta in liniile demonstratiei teoremei noastre.

Contributiile originale ale autoarei sunt urmatoarele:
In Capitolul 3: Observatia 3.1.7, Lema 3.1.8, Observatia 3.1.9, Exemplul 3.1.10, Ex-
emplul 3.1.11, Exemplul 3.1.12, Exemplul 3.1.13, Observatia 3.1.14, Observatia 3.1.16,
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Observatia 3.1.17, Observatia 3.1.18, Propozitia 3.1.19, Propozitia 3.1.20, Exemplul 3.1.21,
Propozitia 3.1.28, Lema 3.2.1, Lema 3.3.1, Observatia 3.3.2, Observatia 3.3.3, Lema 3.3.8,
Lema 3.3.9, Observatia 3.3.10, Exemplul 3.3.11, Exemplul 3.3.12, Exemplul 3.3.14, Teo-
rema 3.3.15, Observatia 3.3.16, Teorema 3.3.17, Observatia 3.3.18, Propozitia 3.3.19,
Corolarul 3.3.20, Propozitia 3.3.21, Observatia 3.3.24, Teorema 3.3.25, Teorema 3.3.26,
Propozitia 3.3.27, Propozitia 3.3.28, Corolarul 3.3.29, Corolarul 3.3.30, Corolarul 3.3.31,
Observatia 3.3.32, Propozitia 3.3.33, Propozitia 3.3.34, Propozitia 3.3.35, Propozitia 3.3.36,
Propozitia 3.4.1, Propozitia 3.4.2, Observatia 3.4.3, Propozitia 3.4.4.

Mentionam de asemenea faptul ca tot aici au fost introduse urmatoarele notiuni: limita
directionald inferioara, limita directionala superioard, functie Lipschitz spongioasd, functie
spongios continud in sens tare, operator spongios pseudo-disipativ (Definitia 3.1.23), op-
erator spongios gap-continuu, derivata directionald Dini-Hadamard-like, e-subdiferentiala
Dini-Hadamard-like, subdiferentiala decuplatd Dini-Hadamard-like, diferentiabilitate Dini-
Hadamard-like (Definitia 3.3.22), diferentiabilitate decuplatd Dini-Hadamard-like (Definitia
3.3.23), punct de minim local spongios, punct de minim local spongios decuplat, coderiva-
tiva decuplata Dini-Hadamard-like si conul normal decuplat Dini-Hadamard.

In Capitolul 4: Propozitia 4.2.1, Propozitia 4.2.2, Propozitia 4.2.3, Observatia 4.2.4,
Teorema 4.2.5, Observatia 4.2.6, Teorema 4.2.7, Observatia 4.2.8, Teorema 4.2.9, Corolarul
4.2.10, Corolarul 4.2.11, Corolarul 4.2.12, Corolarul 4.2.13, Teorema 4.2.14, Corolarul
4.2.15, Observatia 4.2.16, Corolarul 4.2.17, Corolarul 4.2.18, Corolarul 4.2.19, Teorema
4.2.20, Corolarul 4.2.21, Corolarul 4.2.22, Teorema 4.2.23, Corolarul 4.2.24, Corolarul
4.2.25, Teorema 4.2.26, Corolarul 4.2.27.

In Capitolul 5: Observatia 5.1.2, Propozitia 5.1.3, Teorema 5.1.4, Observatia 5.1.5,
Observatia 5.1.6. Am introdus de asemenea in acest capitol notiunea de punct de minim
local e-blunt spongios (Definitia 5.1.1).

Sunt de asemenea si alte discutii si detalii originale prezentate in aceasta teza, insa
nenumerotate.

At the end of this short Introduction we specify that the results in this paper are
partially included in the following papers: A. Baias and D.-M. Nechita [10], A. Baias and
D.-M. Nechita [9], R.I. Bot and D.-M. Nechita [28], D.-M. Nechita [101], D.-M. Nechita
[102], D.-M. Nechita [103] and D.-M. Nechita [104].

Cuvinte cheie: e-subdiferentiala Dini-Hadamard, constructii Dini-Hadamard-like,
e-subdiferentiala Fréchet, multime poroas, multime spongioas, functii aproape convexe,
functii aproape stelare, functii directional aproape stelare, siruri directional convergente,
descriere variationala, operator disipativ, gap-continuitate spongioasa, functie Lipschitz
spongioas, functie spongios continua n sens tare, coderivate, calcul subdiferential, conditii
de optim, probleme de optimizare cu restrictii, punct de minim local e-blunt spongios
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Chapter 2

Subdiferentiale: o scurta trecere
In revista

In general, regulile de calcul pentru cele trei mari clase de obiecte ale analizei nenetede,
si anume subdiferentiale, conuri normale §i coderivate, sunt strans legate si fiecare rezul-
tat pentru fiecare dintre ele poate, in principiu, sa fie obtinut din regulile de calcul al
oricarui alt obiect. Astfel, alegerea unei secvente in care rezultatele sunt demonstrate
sau prezentate este adesea o chestiune de gust sau alegere personald. Scopul nostru in
aceasta sectiune este acela de a prezenta o abordare axiomatica, dar si cele mai importante
constructii subdiferentiale din spatiile Banach, alaturi de proprietatile cheie, in vreme ce

importanta lor se va putea vedea de-a lungul intregii lucrari.

2.1 Exemple de subdiferentiale

Mai intai de toate prezentam in Subsectiunea 2.1.1 cele mai importante subdiferentiale ce
se pot obtine prin intermediul diverselor derivate directionale. Si anume, subdiferentiala
clasica din analiza convexa, subdiferentiala Dini-Hadamard, subdiferentialele Clarke si
Clarke-Rockafellar, subdiferentiala Michel-Penot. Apoi ne reamintim in Subsectiunea 2.1.2
de subdiferentiala Fréchet (varianta analitica gi cea geometrica) si de subdiferentiala Mor-
dukhovich, evidentiind legatura stransa dintre ele. Subdiferentiala proximala este mai apoi
prezentata in Subsectiunea 2.1.3, in vreme ce constructiile topologice ale lui Ioffe sunt def-
inite In Subsectiunea 2.1.4. Cateva subdiferentiale bornologice sunt mai departe detaliate
in Subsectiunea 2.1.5. In Subsectiunea 2.1.6 prezentam o modalitate simpla de derivare
a subdiferentialelor limitd, iar in Subsectiunea 2.1.7 ne referim la céteva constructii de
ordinul doi.

2.2 O abordare axiomatica

In incheierea acestui capitol prezentam o modalitate abstractd de introducere a unei
subdiferentiale, alaturi de conul normal si de constructia coderivata ce se pot asocia intr-un

mod natural.

12



Chapter 3

Subdiferentiala Dini-Hadamard si
constructiile aferente

Fenomenele nenetede sunt bine cunoscute de mult timp in matematica si stiintele aplicate.
Pentru a face fata functiilor nenetede, multimilor cu frontiere nenetede gi multifunctiilor,
diverse tipuri de derivate generalizate au fost introduse in teoria clasica a functiilor reale si
in teoria distributiei. Intentia noastra din acest capitol este aceea de a ilustra principalele
instrumente de lucru cu subdiferentiala Dini-Hadamard, generata cu ajutorul unei derivate
directionale interesante ce i-a fascinat pe matematicieni inca din anii 1970. Ingredientul
cheie din aproape toate demonstrtiile ce implica astfel de subgradienti se va dovedi a fi
o descriere variationald cu ajutorul multimilor spongioase, similara celei existente pentru
subdiferentiala Fréchet. O versiune decuplata este de asemenea introdué pe spatiul produs,
in vreme ce importanta ei va fi vazuta in Capitolul 4. Cateva clase speciale de functii
nenetede sunt mai apoi amintite cu scopul de a furniza mai tarziu cateva reguli exacte
de calcul. In final, merita sa subliniem faptul c& prin furnizarea de exemple de multimi
spongioase care nu sunt vecinatati putem mai departe construi frumoasa teorie ce se invarte
in jurul acestei dragute constructii subdiferentiale.

Rezulatele prezentate in acest capitol se bazeaza in principal pe urmatoarele articole
[9, 28, 101, 102, 103].

3.1 Notiuni si rezultate prelimiare

3.1.1 Multimi mici

Mai intai de toate mentionam ca sunt multe concepte de micime (smallness) (a se vedea
[14, 150]) ce apar frecvent in analiza, §i anume masura teoretica (multimi nule de diferite
tipuri), topologica (multimi Baire de categoria Intai), metrica (multimi o-poroase sau
directional o-poroase), analitica (uniuni numarabile de multimi ce se pot scrie ca submultimi
a graficelor unor anumite clase de functii Lipschitz).

In aceasti subsectiune prezentam cateva din conceptele de mai sus ce joaca un rol
semnificativ in descrierea comportamentului tipic al derivatei directionale Dini-Hadamard

13



14 Reguli de calcul pentru subdiferentiala Dini-Hadamard in spatii Banach
si al subdiferentialei corespunzatoare in spatii Banach.

3.1.2 Multimi spongioase versus vecinatati

Notiunea de multime spongioasd a fost introdusa de céatre Treiman [140] si, dupa cum
vom vedea mai jos, se dovedeste a fi foarte utila in caracterizarea subdiferentialei Dini-
Hadamard. Practic, ideea acestui concept a reprezentat-o faptul ca o vecinatate nu este
suficient de vasta pentru a caracteriza astfel de constructii subdiferentiale.

Definitia 3.1.5 (cf. [140, Definition 2.2]) O multime S C X se spune cd este o multime
spongioasa (sponge) in jurul lui T € X daca pentru orice h € X \ {0} exista A > 0 si
d > 0 astfel incat T+ [0,A] - B(h,0) C S.

Se poate observa aici faptul ca, daca pentru h € Sx aceeagi afirmatie de mai sus
ramane adevarata, atunci obtinem o notiune echivalenta.

Exemplul 3.1.6 (cf. [140, Exemplul 2.3]) Fie f : X — R o functie local Lipschitz si
Gateaux diferentiabilda in punctul T € X, iar * € X* derivata Gateaux In acest punct.
Atunci pentru orice € > 0 multimile

Si={reX: f(2)- f@ > ("0~ 7) — el — 7]}

si
Spi={reX: f(2) - [(@) < (o", 2~ ) +el|e — 2|}

sunt spongioase in jurul lui 7.

De fapt, dupa cum putem vedea usor in definitia de mai sus, singurul punct O este
ignorat. Subliniem de asemenea faptul ca multimile spongioase se bucura de o frumoasa
legatura cu multimile con-poroase reamintite in subsectiunea anterioara. intr—adevér, asa
cum remarca Cobzag in [38, Proposition 1], daca S este o multime spongioasa in jurul lui
T atunci multimea complementara C(S) U {Z} este con-poroasa in orice directie v € Sx si
astfel este o multime poroasi. Reamintim de asemenea faptul ca orice vecinatate a unui
punct T € X este o multime spongioasa in jurul lui Z, insa invers nu (a se vedea Exemplul
3.3.11 de mai jos). Totusi, daca S este convexa sau X este un spatiu finit dimensional (aici
putem folosi faptul ca sfera unitate este compacta), atunci S este de asemenea vecinatate
alui 7.

Observatia 3.1.7 Incercand sa raspundem la intrebarea cat de departe putem merge in
inlocuirea vecinatatii cu o multime spongioasa, prezentam cateva proprietati de care o
multime spongioasa se poate bucura cu succes:

(A) : pentru orice h € X \ {0} existda A > 0 si o multime spongioasa S" in jurul lui A
astfel incat pentru fiecare u € §', T+ [0, A -u C S.

(B) : pentru orice h € X \ {0} si orice d € X \ {0} exista § > 0 astfel incat

pentru fiecare u € B(h,d) N (h+[0,0] - B(d,9)), T+ [0,9] -u C S.



Subdiferentiala Dini-Hadamard si constructiile aferente 15

Mai mult decat atat, fiecare multime S ce verifica una din proprietatile de mai sus este
spongioasa in jurul lui Z.

Practic, frumoasa echivalenta dintre proprietatile de mai sus ne arata ca prin inlocuirea
in definitia unei multimi spongioase vecinatatea cu o multime spongioasa nu obtinem o
notiune diferita.

3.1.3 Relatii intre siruri directional convergente
si multimi spongioase

Inspirati de definitia introdusa in [115] spunem ca un sir (x,) al lui X converge la T
in directia d € X \ {0} (si scriem (z,,) 75) daca exista girurile (¢,) — 0, ¢, > 0 si
(d,) — d astfel incat x,, = T + t,d, pentru fiecare n € N. Mai departe, spunem ca
un sir (zy,) converge directional catre T daca exista d € X \ {0} astfel incat (z,,) ?E.
Notiunea noastra, usor diferita de cea propusa de Penot [115], ne permite de asemenea sa
consideram gi girurile constante printre cele convergente directional. Motivati de aceasta
observatie, numim limita inferioard drectionald a lui f In punctul T dupa directia d €
X \ {0} urmatoarea limita

liminf f(z) := su inf T).
ITE f( ) 5>18 xEB(E,zS)ﬂ(EJr[O,&]-B(d,é))f< )

Similar putem defini limita superioard directionald a lui f in punctul T dupéa directia
d € X\ {0}, de vreme ce proprietatile limitei inferioare le induc simetric pe cele superioare

limsup f(z) := —liminf(—f)(z) = inf sup f(x).
T T T 6>0 2eB(z,6)N(Z+[0,6]-B(d,5))

Mai mult, putem observa ca

liminf f(z) < liminf f(z) < limsup f(z) < limsup f(z) for all d € X \ {0}. (3.1)

T—T fo T —T T—T
d

De fapt, aga cum Penot a observat mai intai (a se vedea [115, Lema 2.1]), conceptul
de sir convergent directional este in mod evident legat de multimile spongioase introduse

mai sus. Asadar, sa ilustram in final aceasta fructuoasa relatie.

Lema 3.1.8 O submultime S a lui X este spongioasa in jurul lui T dacd si numai dacd
pentru orice gir (xy,) convergent directional catre T existd ng € N astfel incdt pentru fiecare
neN, n>ng, z, €85.

O consecinta directa a acestui rezultat este aceea ca cele doua notiuni de limita infe-
rioard prezentate mai sus coincid in spatii finit dimensionale.
3.1.4 Notiuni de continuitate spongioasa

In scopul Sectiunii 4.2, generalizam 1n aceasa subsectiune bine-cunoscuta continuitate
Lipschitz pentru functii, in fapt foarte importanta in analiza variationala si aplicatiile ei.
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Si anume, spunem ca f : X — Y este Lipschitz spongioasd In punctul T € X daca exista
K > 0 si o multime spongioasa S in jurul lui T astfel incit pentru orice z € S urméatoarea
inegalitate

1/ () = (@) < Klz — =]

este adevaratd. Este limpede ca daca f este Lipschitz in punctul T atunci este si Lipschitz
spongioasa in Z, dar nu si viceversa (a se vedea Exemplul 3.1.11 de mai jos). Totusi,
cele doua notiuni coincid in cazul in care dim X < +o0o. Bineinteles, f se numeste local
Lipschitz spongioasa in jurul lui Z daca urmatoarea inegalitate || f(x) — f(y)|| < K|z —y||
este verificata pentru fiecare z,y € S.

Mai departe, spunem ca f este tare spongios continud in punctul T € X daca pentru
orice multime spongioasa S in jurul lui f(T) exista o multime spongioasa Sp in jurul lui Z
astfel incat f(S1) C Se. De fapt, aceasta speciala continuitate este o versiune mai puternica
decat urmatoarea, mentionata de Penot in [115]. Si anume, f este spongios continud in
punctul T daca pentru fiecare vecinatate V' a lui f(7) exista o multime spongioasa S a lui
T astfel incat f(S) C V, adica dacd f este directional continug in T in sensul urmator:
pentru orice d € X \ {0} si orice sir convergent directional (zy,) 7? avem (f(x,)) — f(T).
Totusi, atunci cand Y este finit dimensional, cele doud notiuni coincid. Mentiondm de
asemenea gi faptul ca nu putem stabili nici o legatura precisa intre continuitatea clasica
$i continuitatea tare spongioasa. Cu toate acestea, orice functie care este fie continua, fie
tare spongios continua in punctul T este in mod evident continua in .

Observatia 3.1.9 Putem observa de asemenea cé, In contrast cu continuitatea Lipschitz,
care practic ascunde In spate continuitatea clasica a functiei in cauza, simplul fapt ca
f este Lipschitz spongioasa in punctul T nu implicd in mod necesar ca f sa fie gi tare
spongios continua in Z, exceptand cazul In care Y este finit dimensional.

Urmatoarele exemple intentioneaza sa completeze tabloul celor patru continuitati stu-
diate mai sus.

Exemplul 3.1.10 Fie X un spatiu Banach infinit dimensional i .S o multime spongioasa
in jurul punctului Ox care nu este vecinatate a lui Ox (a se vedea Exemplul 3.3.11 de mai
jos). Mai departe definim functia f : X — X dupa cum urmeaza

Ox, ifrxes,
f(z) _{ I altfel.

[EIIR

Atunci f este Lipschitz spongioasa si tare spongios continua in punctul Ox, dar nu este
Lipschitz si nici macar continua in Ox.

Urmatorul exemplu descrie o situatie similard pentru cazul in care al doilea spatiu in
cauza este finit dimensional.
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Exemplul 3.1.11 Fie S o multime spongioasa in jurul punctului T € X care nu este
vecinatate a lui T gi definim functia f : X — R in felul urmator

0, ifxels,
f@) = { —1, altfel.

Atunci f este Lipschitz spongioasa gi tare spongios continua in punctul Z, dar nu este
Lipschitz si nici macar continua in .

Am vazut mai sus ca in cazul spatiilor infinit dimensionale reugim sa gasim functii
care sunt tare spongios continue, dar nu sunt continue. Acum este timpul sa construim o
functie continua care nu este spongios continué.

Exemplul 3.1.12 Fie X un spatiu Banach si S o multime spongioasa in jurul lui 7 € X
care nu este vecinatate a lui . Aceasta Inseamna cd pentru orice numar natural n € N*
putem gési cel putin un element z,, (fixim unul) astfel incat z,, € B(Z, %) \S. Mai departe,
definim o functie f : X — X dupa cum urmeaza

" if Bz Y)Y\ B(z. L *
f(]?): Tn+1, e (.’L',n)\ (.’B, n+1)7n€N
T, altfel,

Atunci f este Lipschitz continud si Lipschitz spongioasa in punctul Z, dar nu este tare
spongios continua in .

Urmand ideea de mai sus putem furniza un exemplu similar pentru cazul in care doar
cel de-al doilea spatiu este infinit dimensional.

Exemplul 3.1.13 Fie X un spatiu Banach gi .S o multime spongioasa in jurul punctului
Ox € X care nu este vecinatate a lui Oy. Atunci pentru orice numar natural n € N* putem
gasi cel putin un element x,, (fixdm unul) astfel incat z, € B(0x,+)\ S. Mai departe,
definim functia f: R — X in felul urmator

f(.f(}): Tn+1, ifx e [_%’_%H)U<%H7%} 7n€N*
Ox, altfel.

Atunci f este Lipschitz continua gi Lipschitz spongioasa in punctul 0, dar nu este tare
spongios continua in 0.

Astfel, notiunea de continuitate spongioasa pare a fi mai generald decat cea de conti-
nuitate in cazul in care X este infinit dimensional, iar Y este finit dimensional, In vreme ce
situatia se inverseaza atunci cand X este finit dimensional, iar Y este infinit dimensional.
Dar, bineinteles, cele doua notiuni coincid in spatii finit dimensionale. In final, urmétoarea
observatie intentioneaza sa surprinda toate aspectele prezentate mai sus.

Observatia 3.1.14 Pentru fiecare functie f : X — Y finita in punctul T au loc urmatoarele:

(a) Daca X 1Y sunt ambele infinit dimensionale atunci



18 Reguli de calcul pentru subdiferentiala Dini-Hadamard in spatii Banach

(Ex. 3.1.10)

7{&
=
(Ex. 3.1.12)

¥ ¥ Y (Er. 3.1.12)
(Br. 3.1.10)

#=

—

(def.)

f continua in T f tare spongios continua in T

f Lipschitz in = f Lipschitz spongioasa in

(b) Daca X §i'Y sunt ambele finit dimensionale atunci

f continua in T <= f tare spongios continua in T

¥ 1 T ¥

f Lipschitz in T <= f Lipschitz spongioasa in T

(¢) Daca X este finit dimensional, iar Y este infinit dimensional atunci

(def.)
f continua in T z f tare spongios continua in T
(Ex. 3.1.13)
¥ (Ex. 3.1.13) ¢ ¥
f Lipschitz in = — f Lipschitz spongioasa in T
(def.)
(d) Daca X este infinit dimensional, iar'Y este finit dimensional atunci
(Ex. 3.1.11)
f continua in T Z f tare spongios continua in T
(def.)
¥ 1 (Rem. 3.1.9) 1+ ¥
(Ex. 3.1.11)
f Lipschitz in T i f Lipschitz spongioasa in T
(def.)

3.1.5 Clase favorabile de functii nenetede

Incepem aceasta subsectiune cu amintirea catorva notiuni de convexitate generalizata pen-
tru functii, in vreme ce importanta si influenta lor esentiala o vom descoperi in cele ce
urmeaza.

Definitia 3.1.15 Fie f: X — RU {400} o functie data si T € dom f. Atunci f este
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(i) aproape convexa in punctul T daca pentru orice € > 0 exista § > 0 astfel incat
pentru fiecare x,y € B(T,0) si fiecare t € [0,1] avem

f(A =ty +tx) <A =8)f(y) +tf(z) +et(1 = t)]z —y. (3-2)

(7i) aproape stelara in punctul T dacda pentru orice ¢ > 0 exista 6 > 0 astfel incat
pentru fiecare x € B(T,0) st fiecare t € [0,1] avem

=tz +tx) <A —-t)f(@) +tf(x) +et(l —t)|[|z—7Z|. (3.3)

(i4i) directional aproape stelara in punctul T daca pentru orice € > 0 si orice u € Sx
exista § > 0 astfel incat pentru fiecare s € (0,6), fiecare v € B(u,d) si fiecare t € [0,1], cu
X =T+ sv, avem

F(Q =0T +ta) < (1 -1 f(@) +tf(2) +et(1 — )|z — 7). (3.4)

Functiile aproape convexe au fost introduse in [106] (a se vedea si [8, 107]), in vreme ce
functiile aproape stelare si directional aproape stelare au fost obiect de studiu in [108].

Observatia 3.1.16 Multimea functiilor aproape convexe intr-un punct dat T € X este
un con convex ce contine functiile strict diferentiabile in Z, fiind stabile In raport cu consi-
derarea supremumului unui numar finit de functii si in plus, majoritatea subdiferentialelor
cunoscute coincid pe astfel de functii, impartind cateva proprietati ale subdiferentialei
convexe (a se vedea [106]). Un exemplu de functie aproape convexa in orice punct z € R,
care nu este convexa este z > |x| — 2.

Observatia 3.1.17 Putem observa usor ca daca f este aproape convexa in punctul 7,
atunci este si aproape stelara In T. Cu toate acestea, implicatia inversd nu are loc.
Urmatorul exemplu in acest sens a fost inspirat de [108, Exemplul 6.10]. Definim f :
R — R dupd cum urmeazi: f(0) =0, f(z) = 1/(2n + 1)(z — 1/(2n)) + 1/(4n?), pentru
x€[1/(2n+1),1/(2n)], n > 1, f(x) = 1/(2n)x, pentru = € [1/(2n),1/(2n — 1)), n > 1,
f(z) = 400, pentru z > 1, in vreme ce pentru z < 0 consideram f(x) = f(—=z). Atunci f
este aproape stelara in punctul 0, dar nu este aproape convexa in 0.

Observatia 3.1.18 In urma unui calcul direct putem arata ca daca f este aproape stelara
in punctul T, atunci este de asemenea si directional aproape stelara in z. Pentru a furniza
insa un exemplu 1n care implicatia inversa esueaza trebuie sa caracterizam mai intai clasa
functiilor directional aproape stelare prin intermediul multimilor spongioase. O consecinta
directa a Propozitiei 3.1.19 va fi aceea ca, in spatii finit dimensionale, cele doua clase de
functii coincid

Propozitia 3.1.19 Fie f : X — RU {400} o functie data i T € dom f. Atunci f este
directional aproape stelard in punctul T daca si numai dacd pentru orice € > 0 existd o
multime spongioasd S in jurul lui T astfel incat pentru fiecare x € S gi fiecare t € [0,1]
avem

F(A=0T +t2) < (1 -1 f(@) +tf(2) + et — )]z — 7. (3.5)
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Merita subliniat aici faptul ca avand in vedere Observatia 3.1.7, caracterizarea de mai
sus cu ajutorul multimilor spongioase este de asemenea echivalenta cu urmatoarea.

Propozitia 3.1.20 Fie f : X — R U {400} o functie data si T € dom f. Atunci f
este directional aproape stelara in punctul T daca si numai daca pentru orice € > 0,
h € X\ {0} si orice d € X \ {0} exista 6 > 0 astfel incdt pentru fiecare s € (0,9),
v e B(h,d)N(h+10,6] - B(d,0)) si fiecare t € [0,1], cu x := T + sv, relatia (3.5) de mai

sus ramane adevaratd.

Am ajuns acum la exemplul anuntat al unei functii directional aproape stelare intr-un
punct care esueaza sa fie aproape stelara in acel punct.

Exemplul 3.1.21 Fie7 € X, S C X o multime spongioasa in jurul punctului =, care nu
este o vecinatate a lui T (a se vedea Exemplul 3.3.11) si functia cu valori reale f : X — R,

0, daca x € S,
-

—|lz — =[], altfel.

Atunci f este directional aproape stelara in punctul Z dar nu este aproape stelara in T.

3.1.6 Asupra unor diverse tipuri de proprietati disipative
pentru operatori

Notiunile prezentate in aceasta subsectiune joaca un rol special in derivarea formulelor e-
xacte de diferenta pentru dubdiferentialele Dini-Hadamard si Dini-Hadamard-like. Practic
propunem diverse tipuri de notiuni topologice pentru operatori, aratand reltiile dintre ele
si cele introduse de Penot in [119)].

Rezultatele din aceasta subsectiune se bazeaza mai cu seama pe articolele [9] and [28].

Definitia 3.1.22 (cf. [119, Definition 1]) O multifunctie F : X = X* se spune ca este
aproape pseudo-disipativa in punctul T € X dacd pentru orice € > 0 gasim un d > 0 astfel
incat
Vr € B(z,0), 3z* € F(x), Iz € F(z) (" -7, 0 —7) <¢llz —7|.
Descriem in cele ce urmeaza doua modalitati de extindere a proprietatii de aproape

pseudo-disipativitate. Observam de asemenea ca prima proprietate de mai jos se obtine
prin inclouirea in Definitia 3.1.22 a vecinatatilor cu multimi spongioase.

Definitia 3.1.23 O multifunctie F : X = X* se spune ca este spongios pseudo-disipativa
in punctul T € X dacd pentru orice € > 0 existd a multime spongioasd S in jurul lui T
astfel incat pentru fiecare x € S gasim z* € F(x) i T € F(T) astfel incat

(t" — 70— 7) < |z — 7|

sau, echivalent, dacd pentru orice € > 0 gi orice uw € Sx exista § > 0 astfel incdt pentru
fiecare t € (0,0) si v € B(u,d) gasim z* € F(x) §i T € F(T) astfel incat

(x* =7, v) <elv].
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Definitia 3.1.24 (cf. [119, Definition 1]) O multifunctie F : X = X* se spune ca este
directional aproape pseudo-disipativa in punctul T € X dacd pentru orice u € Sx i orice
e > 0 gasim un § > 0 astfel incat

Vv € B(u,d), Vt € (0,9) Ja* € F(x 4+ tv), Iz € F(T) (2" —7T",v) <e.

De vreme ce ultima inegalitate se poate scrie (z* —7*, 2 —7) < €|z —T|| cu x := T+ tv,
¢ fiind arbitrar, vedem ca F' este directional aproape pseudo-disipativa in punctul T ori de
cate ori este aproape pseudo-disipativa in . Mai mult, in virtutea unui simplu argument
de acoperire ele coincid atunci cand X este finit dimensional.

In fapt aceste ultime conditii nu sunt foarte restrictive, de vreme ce urmatoarea conti-
nuitate inferioara (introdusa in [1]) asigura proprietatea de aproape pseudo-disipativitate
si de asemenea pe cea de gap-continuitate spongioasa studiata in [28]. S& formuldm acum
acest concept.

Definitia 3.1.25 (cf. [1, Definition 2]) O multifunctie F : X =Y intre un spatiu topo-
logic X si un spatiu metric Y se spune ca este gap-continua in punctul T € X daca pentru
orice € > 0 gasim un § > 0 astfel incat pentru fiecare x € B(T,0)

gap(F(T), F(z)) <e,
unde pentru doud submulfimi A st B ale lui Y
gap(A, B) := inf{d(a,b) : a € A,b € B},
cu conventia ca dacd una dintre ele este vida, atunci gap(A, B) 1= +oo.

Pentru a defini o multifunctie spongios gap-continua trebuie doar s& inlocuim in definitia
de mai sus vecinatatea B(Z,d) a punctului Z cu o multime spongioasd S in jurul lui .
De aceea, orice multifunctie gap-continua intr-un punct este spongios gap-continua si pe
deasupra spongios pseudo-disipativa si de asemenea directional aproape pseudo-disipativa
in acel punct. Mai mult decat atat, orice multifunctie care este fie Hausdorff superior
semicontinua fie inferior semicontinua intr-un punct este de asemenea gap-continua in acel
punct (see [118]). Astfel, gap-continuitatea este un fel de semicontinuitate ce se verifica
in multe situatii in care nici o alta notiune de semicontinuitate nu este adevarata. In mod
evident, atunci cand X este finit dimensional notiunea de gap-continuitate coincide cu cea
de gap-continuitate spongioasa.

Merita s subliniem de asemenea aici faptul ca o multifunctie F' : X = Y este spongios
gap-continua in punctul Z dacd si numai dacd pentru orice u € X \ {0}, gap(F (T +
tv), F(Z)) — 0, atunci cand (t,v) — (04, u), adica notiunea de gap-continuitate spongioasa
definita in [28] este echivalenta cu cea de gap-continuitate directionald introdusa mai tarziu
de Penot [119]. De fapt, cu toate ca notiunea de multime spongioasa nu este mentionata in
mod explicit in [119], se folosesc cu succes o serie de siruri convergente directional. Facem
referire la urmaéatoarele articole scrise de Penot [118, 119], pentru mai multe discutii si
cateva criterii ce asigura deopotriva gap-continuitatea si aproape pseudo-disipativitatea.
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Pe de alta parte, se poate arata ca F': X = Y este spongios gap-continua in punctul
T daca gi numai daca pentru orice € > 0 exista o multime spongioasa S in jurul lui T astfel
incat pentru fiecare x € S sa avem

F(z) N (F(T) +eBy) # 0. (3.6)

Atunci cdnd 7 € X gi S C X este o multime spongioasd in jurul lui Z, care nu este
vecinatate a lui 7, atunci F': X =2 R definita prin F'(z) = {0} pentru x € S si F(z) = 0,
altfel, este spongios gap-continua insa nu si gap-continua in .

Propozitia 3.1.28 Fie ;G : X = Y doud multifunctii. Daca F este spongios gap-
continud in punctul T € X gi existd o mulfime spongioasa S in jurul lui T astfel incat
F(z) C G(z) pentru orice x € S, atunci G este spongios gap-continud in T.

Notam de asemenea faptul ca proprietatea de mai sus are loc de asemenea si pentru
multifunctii spongios pseudo-disipative.

3.2 Derivate de tipul Dini-Hadamard

Scopul nostru acum este acela de a arata ca pornind de la derivata directionala Dini-
Hadamard prezentata mai jos putem usor defini un obiect de tip derivata prin intermediul
sirurilor convergente directional.

Mai intai sa reamintim ca

f(@+tu) - f(T) f(@+tu) - f(T)

dPH f(z: h) := liminf = inf .
flaih) = lip it === IR 67
t40 te(0,8)

defineste derivata directionala Dini-Hadamard a functiei f in punctul Z, in vreme ce

f(@ +tu) — f(T) f(@ +tu) — f(T)

dPEF f(7; h) := limsup = inf sup ,
u—sh t 0>0 ye B(h,o) t
t40 te(0,6)

este replica ei superioarad, denumita si derivata directionala superioara Dini-Hadamard.

Bineinteles ca
APt f (@ h) = —dPT (= ) (@ ),

astfel incat este suficient sa consideram doar derivate inferioare.
Dupa prezentarea a catorva proprietati elementare (a se vedea, de exemplu, [3, 15, 63,
73, 111, 122]), introducem urmatoarea constructie (vezi [101]),

o ' f@ +tu) — f(T)
Dqf(z;h) :=
af (T h) ?;;Ig uEB(h,(S)ﬂ(lhI}‘r[Qﬂ'B(dv(s)) t

t€(0,6)

: (3.8)

denumita simplu derivata directionald Dini-Hadamard-like a functiei f in punctul T in
directia h € X prin intermediul lui d € X \ {0}. Ea extinde oarecum derivata directionala
Dini-Hadamard, in vreme ce ideea esentiala s-a inspirat din legatura existenta intre multimile
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spongioase gi girurile convergente directional. De fapt, dupa cum putem vedea usor, sirurile
convergente directional sunt folosite in locul celor uzuale.

Intotdeauna avem urmétoarea inegalitate dPH f(z; h) < Dyf (%; h), ce are loc ca egal-
itate in spatii finit dimensionale daca luam in considerare Lema 3.1.8 si faptul ca sfera
unitate este compacta.

In plus, ca si In cazul derivatei directionale Dini-Hadamard, pentru T € dom f si
d e X\ {0}, Dgf(T;-) este in general neconvexd, insi pozitiv omogeni si astfel Dyf (Z;0)
este sau 0 sau —oo. Mai mult, putem (formal) sa scriem

Daf(; h) = lim inf f@+tu) - f@) . S@ )~ f(@)
d > u—sh t Y 7 .
e b

In final, urmatoarea lema este de o importanta speciald in obtinerea unor rezultate
diverse ce implica constructii Dini-Hadamard-like.

Lema 3.2.1 Fie f : X — R o functie datd si T, h € X. Atunci urmdtoarele afirmatii sunt
adevarate:

(i) Daf(z:h) < liminf L (T + tnun) — f(7)

n—4o0o tn ’
ori de cate ori (uy) ?h si(t, 10), cude X\ {0}.
(ii) Dacd pentru un oarecare d € X \ {0}, Daf(z;h) =1 € RU{—00}, atunci existd

sirurile (up,) 7> h si (t, 1 0) astfel tncat  lim f(@+thuy,) — f(T)

n—+o0o tn

=1.

3.3 Subgradienti de tipul Dini-Hadamard

3.3.1 Definitii de baza si cateva proprietati

In aceasti sectiune introducem o noua constructie subdiferentiala si studiem relatiile dintre
ea gi subdiferentiala Dini-Hadamard. Ca de obicei, cadrul in care lucram este acela al
spatiilor Banach.

Incepem cu definitia subdiferentialei Dini-Hadamard. Si anume, urmatoarea multime

OPH §(z) == {x* € X* : (a*,h) < dPH f(Z; h) + €||h|| pentru orice h € X}, (3.9)

unde € > 0, se numeste e-subdifferentiala Dini-Hadamard a functiei f in punctul z, in
vreme ce OPH f(7) := OFPH f(Z) se cheama simplu subdiferentiala Dini-Hadamard a lui f
in 7. Atunci cand 7 ¢ dom f, convenim ca OP f(F) := () pentru orice £ > 0.

Similar, urmand cei doi pasi ai procedurii de construire a e-subdifferentialei Dini-
Hadamard, insa folosind convergenta directionala in locul celei uzuale, putem defini (vezi
[101]) e-subdifferentiala Dini-Hadamard-like a lui f in 7, adica multimea

O-f(x) :={a* € X*: (z*,h) < Dygf (T;h) +¢||h| Vh € X Vd € X \ {0}}.
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In cazul in care Z ¢ dom f, considerdm 0. f () := 0 . Daci ¢ = 0, df(T) := Jof(T) indica
subdiferentiala Dini-Hadamard-like a lui f in Z.

Observim de asemenea c& desi cele doud derivate directionale dP f(z;-) si Dy f(z;-)
sunt in general neconvexe, e-subdiferentialele Dini-Hadamard si Dini-Hadamard-like a lui

finx € dom f sunt intotdeauna multimi convexe.
Pentru f: X — RU {400}, T € dom f si € > 0, definim f. : X - RU {+o0} ca fiind

fe(w) = f(x) +ellz — =[] (3.10)

Lema 3.3.1 Fie f : X — RU {400} o functie data si T € dom f. Atunci pentru orice
€ >0 are loc

0P f(x) = 0P f.(m). (3.11)

Observatia 3.3.2 Mentionam de asemenea ca putem inlocui in (3.11) subdiferentiala
Dini-Hadamard cu subdiferentiala Fréchet (a se vedea, spre exemplu, [1]) si de asemenea si
cu subdiferentiala Dini-Hadamard-like. Pe de alta parte, daca f este convexa, conform unei
formule subdiferentiale clasice de suma furnizats de analiza convexa, avem 9PH f.(z) =
5f5($) = 0f(x) + eBx+ pentru orice z € X si orice ¢ > 0. Subliniem de asemenea faptul
ca pentru e-subdifferentiala Dini-Hadamard si extensia ei naturala, are loc urméatoarea
proprietate de monotonie:

on" f(x) C 05T f(x), (3.12)

851f(x) - a&gf(x)) (313)

daci eg >e1>0sgiz € X.

Observatia 3.3.3 In final, folosind relatiile (3.12) gi (3.13) putem arita ci pentru o
functie datd f : X — R U {+o0o} si pentru un punct dat = € dom f, GDH f este spongios
gap-continui in  pentru orice 17 > 0, ori de cate ori 0P f este spongios gap-continua in
T, in vreme ce ) hf este spongios pseudo-disipativa in Z pentru orice n > 0, daca 9, f este
spongios pseudo-disipativa in T.

3.3.2 Rolul cheie al proprietatii de calmare
in descrierea subgradientilor Dini-Hadamard

In aceastii sectiune, cu notiunea de calmare (linigtire) (dezvoltata mai intai de Clarke
[33] cu scopul de a exprima un anumit tip de conditie de calificare; a se vedea si [34]),
aducem in lumina cateva proprietati ale subdiferentialei Dini-Hadamard ale unei functii
arbitrare pe un spatiun Banach. Cu toate ca pentru studiul acestor subgradienti aceasta
notiune este fundamentala, nu acelagi lucru este insa valabil si pentru subgradientii Dini-
Hadamard-like.

Definitia 3.3.4 O functie f : X — R se numeste calma in puntul T € dom f daca existd
¢ >0 si0 >0 astfel incat f(x) — f(T) > —c||z — T|| pentru orice x € B(Z,?).
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Daca —f este calma in Z, atunci f se numeste tdcutd in 7, iar dacd f este i calma si
tacuta in T, atunci f se numeste stabild In T.

Urmatoarea propozitie este primul ingredient ce subliniaza relatia stransa dintre conditia
de calmare (linigtire) si subdiferentiabilitatea contingent sau Dini-Hadamard.

Propozitia 3.3.5 (cf. [54, Propozitia 2.2]) Fie f : X — R o functie datd si T € dom f.
Atunci urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) f este calma in punctul T.

(ii) Pentru orice x € X gi orice $ir ((Xn,n))n € X X (0, 1] ce converge catre (x,04) pentru
m suficient de mare, sirul (r~1(f(T + rnzn) — f(T)))n>m este mdrginit inferior.

(iii) Ewista o constantd ¢ € Ry astfel incat pentru fiecare h € X :

d?! f(@; h) > —cl|h].

(iv) Derivata inferioard dP™ f(Z;-) nu ia valoarea —oo pe X.

(v) dPH f(z;0) = 0.

Mai mult, dacd f este tangential convexd in T (i.e. dPH f(T;-) este o functie con-
vexa), atunci are loc si echivalenta adifionala:

(vi) OPH f(T) este nevida.

Urmatoarea lema interesanta, gratie lui Penot [119, Lema 19|, furnizeaza o conditie
suficienta pentru ca o functie sa fie tangential convexa.

Lema 3.3.6 Daca functia f : X — R U {+oo} este aproape convexa in punctul T €
core(dom f), atunci f admite o derivata directionald in T care este subliniarda i finita,
astfel ca f este tangential convexd in T.

Un rezultat similar este de asemenea adevarat pentru functii tacute, referindu-ne pen-
tru mai multe detalii §i cateva discutii in aceasta directie la articolul lui Giner [54].

Notiunea pe care o amintim mai jos a fost introdusa de Treiman in [140] si, dupa cum
vom arata in Teorema 3.3.15, se va dovedi a fi foarte utila in caracterizarea subdiferentialelor
Dini-Hadamard si Dini-Hadamard-like.

Definitia 3.3.7 Fie f : X — R o functie finitd in punctul T sie > 0. Spunem cd x* € X*
este un H.-subgradient ol lui f in T daca exista o multime spongioasda S in jurul lui T
astfel incat pentru orice x € S

f(@) = f(@) = (2% 2 =) —ella — 7.

Urmatoarea lema a fost inspirata de cateva afirmatii pe care le putem gasi in articolul
lui Treiman [140].
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Lema 3.3.8 Fie f : X — R o functie finitd in punctul T si € > 0. Atunci urmdtoarele
afirmatii sunt adevdrate:

(i) Dacd z* € OPH f(%), atunci x* este un H.-subgradient al lui f in T pentru orice
> €.

(ii) Daca f este calma in T si ©* este un H.-subgradient al lui f in T, atunci z* €

0P f(@).

Subliniem aici faptul ca putem obtine un rezultat similar fara a folosi nici o conditie
de linigtire pentru functia data, folosindu-ne insa de subdiferentiala Dini-Hadamard-like.

Lema 3.3.9 Fie f : X — R o functie finitd in punctul T si e > 0. Atunci urmdtoarele
afirmatii sunt adevarate:

(i) Daci z* € 9.f(T), atunci x* este un H.,-subgradient al lui f in T pentru orice
v >e.

(ii) Dacd z* este un H.-subgradient al lui f in T, atunci x* € 0.f(T).

Observatia 3.3.10 Mai mult, putem concluziona ca ori de cate ori T € dom f, ¢ > 0 si
~v > ¢ urmatoarea multime

Si={reX: f(2) - f@ = @2 —7) —llo — 7]} (3.14)

este spongioasa in jurul lui Z nu doar pentru acele elemente z* € 8€D H f(x), cat si pentru

z* € O.f(T).

In cele ce urmeaza furnizam un exemplu de multime spongioasa in jurul unui punct
care nu este vecinatate a acelui punct.

Exemplul 3.3.11 Consideram din nou spatiul C[0,1] inzestrat cu norma supremum.
Apoi T € Sg|p,1] un element al acestui spatiu cu proprietatea ca |Z| igi atinge maximul in e-
xact un punct al intervalului [0, 1]. Fie de asemenea z* € X* un element al subdiferentialei
OPH(—|| - |loo)(T), care este o multime nevidid. Cum subdiferentiala Fréchet a functiei
—|I - lloo In punctul T este vida, exista a > 0 astfel incat pentru orice § > 0 sd gasim un
x € B(Z,6) ce verifica

[Zlloo = [[z]loc + allz = [0 < (27,2 —7T). (3.15)
Dupa cum s-a vazut mai sus, multimea
S:=A{z € C0,1]: [[7lloc = [|x[loc + ]z = T[loc = («7, 2 —T)} (3.16)

este spongioasa in jurul lui Z (a se lua € := 0 i v := « in Observatia 3.3.10). Ramane
sa ardtam ci S nu este vecinitate a lui Z. Presupunand contrariul, existd & > 0 astfel
incat B(Z,0) C S. Dar aceasta este o contradictie cu (3.15) si, in consecints, S nu este
vecinatate a lui 7.
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Exemplul 3.3.12 Urmatorul exemplu arata ca, in cazul subdiferentialei Dini-Hadamard,
mai precis in a doua afirmatie a Lemei 3.3.8 nu putem renunta la ipoteza ca f este calma
in Z. Intr-adevar, fie S o multime spongioasa in jurul lui & € X, care nu este vecinatate
alui T gi sa definim f: X — R ca fiind

0, ifzels,
f(@) _{ —1,  altfel.

Atunci, pentru orice € > 0, 0 este un H.-subgradient al lui f in Z, dar f nu este calma in
T i, in consecinta, 0 ¢ 9P f (7).

Exemplul 3.3.13 Ambele afirmatii ale Lemei 3.3.8 au fost date de Treiman in [140], fara
demonstratie, pentru o functie f inferior semicontinua pe X si fara a presupune in (ii)
ca f este calma in . Urmatorul exemplu, cu amabilitate sugerat noua de Penot, arata
ca, chiar gi pentru functii inferior semicontinue nu putem renunta la ipoteza de calmare
pentru a obtine concluzia dorita. Fie X un spatiu Banach infinit dimensional si (ep)n>1
un sir de elemente de pe sfera unitate a lui X astfel incat ||e, — e;,|| > 1/2 pentru orice
n,m > 1, n # m. Definim apoi f : X — R ca fiind f(z) = —1/2" atunci cand n > 1 este
astfel incat x = 1/4"e,, si f(z) = 0, altfel. Functia f este inferior semicontinua si verifica
f(x) > f(0) pentru orice z € X \ U,,~; {1/4"en}. De vreme ce X \ J,,~; {1/4"ey} este
o multime spongioasa in jurul lui 0, p_entru orice € > 0, 0 este un Hg—sabgradient al lui
f in 0. Pe de alta parte, intrucat f nu este calma in 0, 0 nu poate fi un e-subgradient
Dini-Hadamard al lui f in 0.

Exemplul 3.3.14 Cu toate ca in spatii finit dimensionale e-subdifferentiala Dini-Hadamard
coincide cu subdiferentiala Dini-Hadamard-like (a se vedea Observatia 3.3.32) acest lucru
nu este insa valabil in general. intr—adevér, sa consideram functia f : X — R ca fiind

0, dacax €S,
fl@) = { a, altfel,

unde a < 0 gi S este o multime spongioasa in jurul lui T € X care nu este vecintitate a
lui . Apoi luand in considerare a doua afirmatie din Lema 3.3.9, putem ugor concluziona
c& pentru orice € > 0, 0 € 0. f(T) \ OPH f(z), de vreme ce 0 este un H.-subgradient al lui
fin 7z, dar f nu este calma in 7.

3.3.3 Cateva caracterizari folositoare ale subgradientilor

In cele ce urmeaza furnizam o descriere a e-subdifferentialei Dini-Hadamard similara cu
cea care exista pentru e-subdiferentiala Fréchet, dar obtinuta prin inlocuirea vecinatatilor

cu multimi spongioase.

Teorema 3.3.15 Fie f : X — R o functie finita in punctul T. Atunci pentru orice € > 0
avem

x* € OPH f(T) < f este calmd in T siVa > 0 existd o multime spongioasd S

3.17
in gurul lui T astfel incat Vo € S, f(z)—f(T) > (¥, 2—7)— (a+e)||lz—Z||. (3:17)
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Observatia 3.3.16 Facand apel la Teorema 3.3.15 putem usor arata ca pentru orice € > 0
e-subdifferentiala Dini-Hadamard a functiei f : X — R in punctul Z cu | f(Z)| < +o0 poate
fi de asemenea caracterizata dupa cum urmeazi

v* € OPH f(T) & f este calmi in 7 i Vo > 0 Vu € Sy 30 > 0 astfel incat
Vs € (0,6) Yv € B(u,0) pentru z := T + sv avem
f(@) = f(@) 2 (2%, 2 =) = (a + )|z —z|.

Merita sa subliniem aici faptul ca subdiferentiala Dini-Hadamard-like se bucura si ea
de asemenea de o descriere variationala similara in absenta oricarei conditii de calmare.

Teorema 3.3.17 Fie f: X — R o functie finitd in punctul T. Atunci pentru orice € > 0
avem

¥ € 0.f(T) & Ya >0 exista o mulfime spongioasa S in jurul lui T astfel incat
Ve €S, f(z)— f(@) = (2", 2 —7) — (a+¢)|z — 7.
(3.18)

Observatia 3.3.18 Un rezultat similar ca in Observatia 3.3.16, fara ipoteze suplimentare
de calmare, are loc de asemenea si pentru e-extinderea subdiferentialei Dini-Hadamard-
like. Si anume, dandu-se o functie f : X — R finita in Z avem

2* € 0.f(T) & VYo >0Vue Sx 36 > 0 astfel incat
Vs € (0,6) Vv € B(u,0) pentru x := T + sv avem
flx) = f(@) = (&%, 20 = 7) — (a + &)l — 7.

La o privire mai atenta putem vedea ca si in cazul subdiferentialei Dini-Hadamard-like
existad un oarecare tip de conditie de calmare care se ascunde in spate. Asadar, spunem
ca o functie f : X — R este slab calmd in punctul T € dom f daca ]_N)df(f; 0) > 0 pentru
orice d € X \ {0}. De fapt, spre deosebire de cazul subdiferentialei Dini-Hadmamard,
aceasta conditie este verificatda in mod automat. Merita sa mentionam de asemenea faptul
ca desi presupunerea de calmare slaba este mai generala, coincide cu cea clasica in spatii
finit dimensionale.

Propozitia 3.3.19 Fie f : X — R o functie finita in punctul T. Daca X este finit
dimensional atunci f este calmd in T dacd $i numai dacd f este slab calma in T.

Prezentam de asemenea o consecinta directa a Teoremei 3.3.17 si a [28, Teorema 2.3],
interesanta in sine insasi.

Corolarul 3.3.20 Fie f : X — R o functie finitd in punctul T si € > 0. Atunci
urmdtoarea egalitate OPH f(T) = 0.f(T) are loc dacd f este calmd in T. Invers, dacd
in plus O-f(T) # 0 atunci f este calma in .

Urmatoarea estimare pentru subgradientii Dini-Hadamard-like a functiei de minim
(Afi)(x) :=min{fi(z):i=1,...,n},

unde f; : X — R si n > 2, foloseste descrierea variationald de mai sus.
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Propozitia 3.3.21 Dandu-se f; ca mai sus, urmdatoarea incluziune

o-(N)@ S () ()@

Jel(@)
unde I(z) :={j € {1,...,n} : f;(T) = (Afi)(T)}, este adevarata.

In final, notdm ¢ un rezultat similar are loc de asemenea si pentru subgradienti Dini-
Hadamard daca se impune functiilor fi, ..., f si conditia suplimentara de calmare.

3.3.4 O modificare convenabila a subgradientilor Dini-Hadamard-like
pe spatii produs

Propunem in aceasta subsectiune o alta constructie subdiferentiala Dini-Hadamard-like
definita pe produsul a doua spatii Banach X si Y, care in mod evident se poate extinde
la produsul unui numar finit de astfel de spatii.

Mai intai de toate, dupa cum am mentonat mai sus, subdiferentiala Dini-Hadamard-
like a unei functii date f : X — R intr-un punct Z cu |f(Z)| < +oo poate fi descrisi prin
intermediul urmatoarei descrieri variationale

df(T) := {z* € X* : Ve > 0 3 0 multime spongioasd S in jurul lui T astfel incat
Ve e S f(z) - f(T) > (2", 2 —7) —ellz — 2|}, (3.19)

care de altfel asigura faptul ca subdiferentiala Dini-Hadamard coincide cu subdiferentiala
Dini-Hadamard-like pe functii calme.

Mai departe, datorita structurii speciale a multimilor spongioase (de exemplu produsul
cartezian a doud multimi spongioase nu este, in general, o multime spongioasa), se pare
ca urmatoarele constructii decuplate sunt cele mai potrivite instrumente pentru derivarea
formulelor subdiferentiale pentru subgradientii Dini-Hadamard si Dini-Hadamard-like, in
fapt scopul principal al capitolului urmator.

Astfel, dandu-se o functie f : X x Y — R definita pe produsul a dou spatii Banach
X si Y, urmatoarea constructie subdiferentiala

éf(f, 7):={(z%,y") € X* x Y : Ve > 0 3 o multime spongioasa S; in jurul lui 7,
3 o multime spongioasa Sy in jurul lui 7 astfel incat V(x,y) € S x Sy

f@y) = [(@,9) 2 (@7, y"), (z =T,y = 7)) —ell(z = T,y = Y)I[}{3.20)

defineste subdiferentiala (inferioara) decuplata Dini-Hadamard-like a lui f in (Z,7), unde
X x Y este un spatiu Banach in raport cu norma suma

1@z, y)l = llzll + [yl

impusa pe X XY, cu exceptia cazului in care se prevede altceva. Este interesant de observat
ca ultima notiune este de fapt destul de diferita in raport cu cea a subdiferentialei Dini-
Hadamard-like, de vreme ce, la o prima vedere, nici ) f(z,y) € 0, f(Z,7) nici incluziunea
inverss 0,f (Z, ) ¢ df(z,y) nu au loc.
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3.3.5 Asupra unei descrieri variationale netede
a subgradientilor Dini-Hadamard-like

Pentru a furniza o descriere variationala neteda pentru subgradientii Dini-Hadamard-like
trebuie sa mai introducem de asemenea cateva proprietati speciale de diferentiabilitate
pentru functii, mai slabe decat cea clasica Fréchet in spatii infinit dimensionale. De
fapt, dupa cum putem usor observa, pentru acelsi motiv ca mai sus, sunt cel putin doua
modalitati diferite de a introduce o astfel de constructie pe spatiul produs. Descriem in

continuare procedura.

Definitia 3.3.22 Functia f : X — Z se numeste Dini-Hadamard-like diferentiabila in
punctul T € X daca exista un operator liniar continuu V f(T) : X — Z astfel incat pentru
orice € > 0 exista o mulfime spongioasa S in jurul lui T cu proprietatea cd pentru fiecare
xes

If(z) = f@) - V@) (@ - 2)| < elle - 7.

Definitia 3.3.23 Functia f : X XY — Z se numeste Dini-Hadamard-like decuplat
diferentiabila in punctul (Z,7) € X XY daca exista un operator liniar continuu v.f (Z,7) :
X XY — Z astfel incat pentru orice € > 0 exista o mulfime spongioasd S in jurul lui T
§1 So 0 multime spongioasa in jurul lui j cu proprietatea cd pentru fiecare (x,y) € S1 X Sy

Hf(m,y) - f(f7y) - ﬁ*f(f,@)(l‘ -,y _y)H < EH($ -,y — y)” (321)

Observatia 3.3.24 Este important de subliniat ca, in cazul particular in care Z = R,
functia f este diferentiabild Dini-Hadamard-like in T cu

0f(@) = 0" f(@) = {Vf @)},

dacd multimile 0f(Z) si 07 f(Z) := —d(—f)(Z) sunt nevide simultan. Pe de alti parte,
daca f este diferentiabild Dini-Hadamard-like in Z atunci card(V f(z)) = 1.

Bineinteles, un rezultat similar este valabil de asemenea si in cazul functiilor decuplat
diferentiabile Dini-Hadamard-like cu valori reale extinse, iar demonstratia poate fi facuta
in liniile demonstratiei rezultatului de mai sus. Mai precis, daci multimile 0,f (Z,7) si
5} f(z,7y) sunt nevide simultan, unde cea din urma constructie definegte subdiferentiala
superioarad decuplatd Dini-Hadamard-like a lui f in T, atunci f este decuplat diferentiabila
Dini-Hadamard-like in (Z,y) cu

a.f(z,y) = 07 f(z,9) = {V.f(@,7)}.

Urmatoarea teorema ne furnizeaza o descriere variationala importanta a subgradientilor
Dini-Hadamard-like pentru functii nenetede in termeni de functii de suport netede , simi-
lara cu cea care exista pentru subgradientii Fréchet (ne referim la Mordukhovich [94] unde
sunt dezvoltate rezultate de acest tip intr-un studiu minutios). Aici putem de asemenea
folosi urmatoarea proprietate care este mai slaba decat simpla minimizare locala intrucat
implica multimi spongioase in locul vecinatatilor. Si anume, spunem ca T € X este punct
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de minim local spongios al functiei f : X — R dacd f este finitd in Z si daci exista o
multime spongioasi S in jurul lui Z astfel incat f(z) > f(Z) pentru fiecare z € S. In
final subliniem faptul c& pe spatiul produs X x Y putem folosi de asemenea urméitoarea
proprietate. Dinadins, (Z,7) € X X Y se numeste punct de minim local spongios decuplat
al functiei f: X x Y — R daci f este finitd in (Z,7) si daci existd o multime spongioasi
S7 in jurul lui T si o multime spongioasa Sy in jurul lui f(T) astfel incat f(z,y) > f(Z,7),
ori de cate ori (x,y) € S1 X Sa.

Teorema 3.3.25 Fie f : X — R o functie finitd in T. Atunci

(i) Dandu-se x* € X*, presupunem ca exista o funcfie s : S — R definita pe o
multime spongioasa S in jurul lui T st Dini-Hadamard-like diferentiabild in T astfel incat
Vs(z) = a* si f(z) — s(x) atinge un minim local spongios in T. Atunci z* € Of(T).

(i) Invers, pentru fiecare a* € Of (Z) existd o functie s : X — R Dini-Hadamard-like
diferentiabild in T cu Vs(T) = z* astfel incat s(z) = f(T) ¢i s(x) < f(z) pentru orice
zeX.

Urmatorul rezultat similar, exprimat in termeni de subgradienti decuplati Dini-Hadamard-

like, urmeaza linia demonstratiei rezultatului de mai sus.

Teorema 3.3.26 Fie f: X x Y — R finitd in punctul (Z,7). Atunci

(i) Dandu-se (x*,y*) € X* x Y*, presupunem ca exista o funcctie s : S1 x Sy — R
definita pe produsul a doud mulfimi spongioase S1 in jurul lui T si respectiv So in jurul
lui f(T), si decuplat diferentiabila Dini-Hadamard-like in (Z,7) astfel incat 613(5, y) =
(x*,y*) si f(z,y) — s(x,y) atinge un punct de minim local decuplat spongios in (T,7).
Atunci (z*,y*) € 0.1 (Z,7).

(i) Invers, pentru fiecare (x*,y*) € 8,f(T,7) ewistd o functic s : X x Y — R Dini-
Hadamard-like decuplat diferentiabild in (Z,7) cu 8,f(Z,7) = (z*,y*), astfel incat s(T,7) =
f(@,y) si s(z,y) < f(x,y) pentru orice (z,y) € X x Y.

3.3.6 Legaturi dintre subgradienti si conuri normale

Ne incepem expunerea cu cateva remarci (vezi [3, 111]). Mai intai de toate, sa ne amintim
faptul ca, conul normal Dini-Hadamard la o multime C' C X in punctul = € C, natural
introdus prin intermediul subdiferentialei Dini-Hadamard a functiei indicator, se poate
exprima de asemenea si cu ajutorul conului polar la conul contingent, de altfel conul
normal contingent, i.e.

NPH (7. C) = 0PHs0 () = T°(7; C) := N(z;C), (3.22)
unde conul contingent poate fi vazut in felul urmator (a se vedea [3])

TC)=() |J ¢(C-7)+eB),

e>01te(0,0)
6>0
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i.e. multimea tuturor vectorilor v astfel incat putem gasi girurile ¢, | 0,u, — v cu
proprietatea cid T + t,u, € C pentru orice n € N gi unde pentru un subcon dat K C X,
conul séu polar K° este definit prin
K°:={z* € X*: sup(z*,z) <0}.
rzeK
Pe de alta parte, subdiferentiala Dini-Hadamard a unei functii date f se bucura de
urmatoarea descriere geometrica

P f(x) = {z* € X*: (2", —1) € N((, f(@)); epi )}, (3.23)
care in mod evident o implica pe urmatoarea
P f(z) = {a* € X*: (2%, -1) € NPT((z, f(z)); epi /))}, (3.24)

dacé tinem cont de (3.22).

De fapt, ultima ne spune ci subdiferentiala analiticd Dini-Hadamard 0P asa cum
a fost introdusa in (3.9), intotdeauna coincide cu versiunea geometrica, 8gD H definita in
(3.24). Totusi, nu acelagi lucru este valabil gi pentru subdiferentiala Dini-Hadamard-like.
Motivul este acela ci, pentru aceasta constructie particulara, putem formula un rezultat

similar ca in (3.24) doar facand uz de versiunea corespunzatoare decuplata.
Propozitia 3.3.27 Fie f : X — R o functie finitd in punctul T. Atunci

= {2" € X*: (¢",—1) € N((%, /(Z)); epi )}, (3.25)

)
unde N,(Z,7);C) := 8,

of(z
= 0,0
aluiCCXxY in(z,7y

((7,y); C) semnifica conul normal decuplat Dini-Hadamard-like

).

O caracterizare pretioasd a conului normal Dini-Hadamard-like, similara cu cea care
exista pentru conul normal Fréchet (a se vedea spre exemplu [94, Definition 1.1]), insa
inlocuind convergenta uzuala cu cea directionala, va fi furnizata in cele ce urmeaza.

Propozitia 3.3.28 Fie C o submultime nevida a lui X g1 T € C. Atunci
Nz C)={z" € X*: inf sup w <0 VYue Sx}, (3.26)
3€(0,1) pe(@4(0,6)- Bws)nc 1T — ||

unde N (T;C) := 85¢(T).

Urmatorul rezultat este o consecinta directa a Corolarului 3.3.20, de vreme ce functia
indicator d¢(Z), cu T € C C X, este in mod evident calma in Z. A se vedea de asemenea
si relatia (3.22) de mai sus.

Corolarul 3.3.29 Fie C o submulfime nevida a lui X st T € C. Atunci urmdtoarele
egalitati

NPH(z,C) = N(z;C) = N(z;0) (3.27)

sunt adevarate.
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In final ilustrim legatura dintre subdiferentiala analitica Dini-Hadamard-like si cea
geometrica, concluzionand ca acest tip de constructie nu urmeaza deloc comportamentul
subdiferentialei Fréchet (vezi rezultatele din [94, Section 1.3]).

Corolarul 3.3.30 Fie f : X — R o functie arbitrard si T € X. Atunci

0,f(%) G 0uf(T), (3.28)
unde 5gf(§) = {z* € X*: (z*,—1) € N((T, f(Z));epi f)} defineste subdiferentiala geo-
metrica Dini-Hadamard-like a lui f in T, in vreme ce 0o f(T) := O0f(T) o indicd pe cea

analitica.

Mai ilustram de asemenea si relatiile dintre diversi subgradienti studiati mai sus, in
fapt consecinte directe ale discutiilor facute in aceasta subsectiune.

Corolarul 3.3.31 Fie f : X — R o functie arbitrard si T € X. Atunci
O (@) = 07" f(7) = 0,/(z) € Ouf (7), (3.29)

in vreme ce eqalitatile au loc in cazul in care f este calma in T.

3.3.7 Relatii cu alti subgradienti

In cele ce urmeaza prezentam mai intai legatura dintre subdiferentialele Fréchet, Dini-
Hadamard si Dini-Hadamard-like. Si anume, urmatoarele incluziuni au loc,

9. f(7) C 0P f(z) C 0.f(T), (3.30)

pentru orice € > 0. Totusi, Intr-un cadru infinit dimensional putem obtine adesea in-
cluziuni stricte. Pentru a vedea acest lucru in cazul primei incluziuni, pentru ¢ = 0,
considerim, de exemplu, functia f : C[0,1] — R, f(z) = —||z]lee. Atunci df(z) = 0
pentru orice z € C[0, 1], in vreme ce OPH f(Z) # () atunci cand T € Scio,1) este ales In asa
fel incat |z| : [0,1] — R, |Z|(t) = |Z(¢)| 151 atinge maximul in exact un punct din intervalul
[0,1] (vezi [49, Exercise 8.28]). Pentru un exemplu similar in spatiul ¢; ne referim la [49,
Exercise 8.26]. Cat priveste a doua incluziune, a se vedea Exemplul 3.3.14 de mai jos.

Observatia 3.3.32 Atunci cand X este finit dimensional, avem egalitate in (3.30).
Pentru a ne face o idee cam céat de departe putem merge in alegerea functiei f astfel
incat incluziunile in (3.30) sa aibad loc ca si egalitati in spatii Banach arbitrare, dam

urmatoarea propozitie alaturi de cateva observatii.

Propozitia 3.3.33 Fie functia f : X — RU{+o0} aproape stelara in punctul T € dom f.
Atunci pentru orice € > 0 are loc

0-f(@) = OPH §(z) = 0. (T).
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Pe de alta parte, Exemplul 3.3.14 de mai jos ne asigura ca urmatoarea egalitate
oPH f(z) = d f(Z) nu are loc in cazul in care f este doar directional aproape stelara in
T € dom f, de vreme ce f este directional aproape stelars in Z, insii 0 € 8f(x) \ OPH f(z).
Acelasi lucru este de asemenea valabil cu egalitatea ) f(z) = OPH f(Z). Mai mult, functia
din Exemplul 3.3.14 ne arata ca in general clasa functiilor aproape stelare nu coincide cu
cea a functiilor directional aproape stelare.

Gratie urmatorului rezultat (bazat de altfel pe [106, Teorema 3.6], dar a se lua in
considerare gi Propozitia 3.3.34 de mai jos si proprietatea 2.1. din Birge [16], valabila pen-
tru o functie arbitrara f), subdiferentiala Dini-Hadamard-like cat si cea Dini-Hadamard
coincid cu un numar mare de subdiferentiale binecunoscute precum subdiferentiala Clarke-
Rockafellar, gradientul generalizat al lui Clarke, subdiferentiala Michel-Penot, subdiferen-
tiala Mordukhovich, subdiferentiala Fréchet, subdiferentiala geometrica a lui loffe, ori de
cate ori functia datd este inferior semicontinua si aproape convexa intr-un punct dat al
domeniului.

Propozitia 3.3.34 Fie f : X — R U {400} o functie inferior semicontinua pe X si
aproape convexd in T € dom f. Atunci avem
o° @ = 99f@) = f(@) =M (@) = 0f(x)
= "M@ =0f(@) =0 f(@) =0}(@), (3.31)
unde 0'f(T) := qa* € X*: (a*,0) < limtww

Daca aditional f este Lipschitz itn T atunci putem completa lista egalitatilor de mas
sus cu subdiferentiala aprozimativd 04 f(T).

De fapt, urmatoarele incluziuni sunt adevarate pentru orice functie arbitrara f : X —
R si orice T € dom f. Si anume,

oPH f(z) Cof(T) C 0°f(m) C 0° f (=) (3.32)
si
0f(x) € 0%f(z) C 0 Ff (@) (3.33)

unde ultimele doua relatii urmeaza din [67, Propozitia 4.2]. Observam de semenea ca in
cazul in care f este inferior semicontinud in # atunci 0 f(Z) € 07 f(Z), in vreme ce
egalititile 9PH f(z) = 0f (z) si 0C f(T) = 0° B f(Z) sunt adevirate pentru functii local
Lipschitz.

In final observim c& notiunea de convexitate generalizata folosita in Propozitia 3.3.34
este esentiala, de vreme ce chiar si in cazul functiilor local Lipschitz pe spatii Banach
separabile nu putem obtine (in general) toate egalitatile de mai sus.

Propozitia 3.3.35 Fie U C X o submultime deschisa a unui spatiu Banach separabil si
fie f o functie local Lipschitz pe U. Atunci

09 r@) =0 (@) = 0°f(®) = 0" f(z) = Of (®) = 9 f (¥) (3.34)
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pentru orice punct x € U al unei submultimi reziduale a lui U. Pe de alta parte,
0P f(z) = 0f () = 0°f (x) (3.35)
in afara unei submultimi directional o-poroase a lui U.

Pentru a incheia aceasta subsectiune mentionam ci in prima afirmatie de mai sus
trecerea de la multimi reziduale la complementara unei multimi directional o-poroase este
imposibila, in principiu (a se vedea discutiile de dupa [73, Teorema 3.6]).

3.3.8 O descriere cheie a functiilor directional aproape stelare
prin intermediul subdiferentialei Dini-Hadamard-like

Alaturi de proprietatile de stabilitate ale functiilor directional aproape stelare, mentionate

mai sus, furnizam de asemenea inca una, folosindu-ne de subdiferentiala Dini-Hadamard-
like.

Propozitia 3.3.36 Fie functia f : X — RU{+o0} directional aproape stelard in punctul
T € dom f. Atunci pentru orice o > 0 i orice € > 0 existd o mulfime spongioasa S in
Jurul lui T astfel incat pentru fiecare x € S avem

f@) = f(@) =2 @0 —7) — (a+e)lle — 7| VZ© € %f(f), (3.36)
(@) — f(x) > (", T —z) — (a+¢)||x — | Va* € 0-f(x). (3.37)

Merita sa mai mentionam ca un rezultat similar are loc de asemenea daca inlocuim
subdiferentiala Dini-Hadamard-like cu subdiferentiala Dini-Hadamard (a se vedea [28,
Lema 3.2]). Mai mult, afirmatiile ficute in Propozitia 3.3.36 sunt mai generale chiar si
decat cele prezentate in [1, Lema 1], unde functiile aproape stelare sunt caracterizate prin
intermediul subdiferentialei Fréchet.

3.4 Asupra unei coderivate Dini-Hadamard-like
pentru functii; proprietati de diferentiabilitate

Descriem acum cel mai important obiect de tip derivata pentru functii cu o singura valoare
pe care urmeaza sa il folosim cu precadere in Sectiunea 4.2.

Merita sa subliniem aici ca aceste tipuri de obiecte se numesc coderivate intrucat ele
furnizeaza o aproximare punctuald pentru multifunctii (in particular, pentru functii cu
o singura valoare) definite intre spatii date si folosind elemente ale spatiilor duale. Vom
vedea mai jos ca In cazul functiilor netede cu o singura valoare coderivata se reduce la
clasicul operator adjunct in punctul dat. Dar pentru functii generale nenetede coderivata
se construiegte prin intermediul vectorilor normali la grafic si nu este duala nici unui obiect
de tip derivata ce se leaga de aproximari tangentiale in spatiile initiale.

Dandu-se o functie f : X — Y intre doua spatii Banach, urmatoarea constructie

DI f@)(y") = {2" € X" : (z*, —y") € N((Z, f(%)); graph [)} (3.38)
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defineste coderivata decuplata Dini-Hadamard-like a lui f in Z, unde
N,((#.9);C) := 04((@,9): O) (3.39)

desemneaza conul normal decuplat Dini-Hadamard-like la C' C X x Y in punctul (Z,7) si
unde

graph f := {(z,y) € X x Y : f(x) = y}

definegte graficul lui f.

In continuare furnizim un detaliu cu privire la coderivata decuplata Dini-Hadamard-
like a unei functii diferentiabile, care este de un special interes pentru discutiile urmatoare.
Dar mai intai, sa ne reamintim ca dandu-se o functie liniara continua A € £(X,Y) de la X
la Y operatorul ei adjunct A* € L(Y™*, X*) este definit prin (A*y*, z) := (y*, Az) pentru
orice ¢ € X si y* € Y*. Atunci cand X = R" gi Y = R™, A se poate identifica cu o
matrice de tipul m x n, iar A* coincide cu AT

Propozitia 3.4.1 Fie f : X — Y Dini-Hadamard-like diferentiabild in punctul T. Atunci
Vi@)y* € D f(@)(y*), forally* Y™
Daca, aditional, Y este finit dimensional atunci
D f(@)(y") = V(@) "y},
pentru orice y* € Y*.

Dandu-se o functie f : X — Y intre doua spatii Banach, consideram de asemenea
urmatoarea scalarizare definita prin

", ) (@) = (" f(2)), v € X, (3.40)

pentru orice y* € Y*. Studiem in continuare, in urmatorul cadru particular, proprietatile
de diferentiabilitate Dini-Hadamard-like ale functiei de scalarizare prin intermediul ope-
ratorilor adjuncti.

Propozitia 3.4.2 Daca functia f : X — Y este Dini-Hadamard-like diferentiabild in
punctul T, atunci la fel este si functia ei de scalarizare (y*, f) si

Vi, (@) = {V@) "y

Observatia 3.4.3 Observam ca ultimele doua rezultate listate mai sus conduc de fapt la

urmatoarea relatie dintre coderivata decuplata Dini-Hadamard-like a unei functii diferentiabile

si derivata corespunzatoare a functiei ei de scalarizare. Si anume, daca f : X — Y este
Dini-Hadamard-like diferentiabila in punctul Z, unde Y este finit dimensional, atunci
urmatoarele egalitati

D f@)(y") = V", /(@) = {VI@)y"}

sunt adevarate pentru orice y* € Y*.
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In final, ilustrim legatura dintre coderivata decuplata Dini-Hadamard-like (3.38) a unei
functii Lipschitz spongioase si subdiferentiala Dini-Hadamard-like a functiei de scalarizare.
De fapt, acest rezultat final se dovedeste a fi unul dintre cele mai importante instrumente
in derivarea regulilor exacte de calcul pentru subgradientii Dini-Hadamard-like (a se vedea
Sectiunea 4.2 de mai jos).

Propozitia 3.4.4 Fie f: X — Y o functie Lipschitz spongioasa si tare spongios continud

in punctul T. Atunci
D! f(T)(y*) = ly*, [)(T) pentru orice y* € Y*. (3.41)

Observam de asemenea ca a doua incluziune din Propozitia 3.4.4 nu are nevoie de nici
o altd conditie suplimentara pentru f.



Chapter 4

Asupra regulilor de calcul ale
subdiferentialei Dini-Hadamard
in spatii Banach

Cu toate ca subdiferentiala Dini-Hadamard impreuna cu replica ei superioara sunt bine-
cunoscute (ne referim la [12], [63] si [111] pentru mai multe detalii ce nu vor fi mentionate
aici), utilizarea lor a fost limitata pana acum, aparent din urmatoarele motive. Mai intai
de toate, afara de evidentul caz neted si convex, este tipic ca 9P f(x) s4 fie vida in an-
umite puncte. Cu toate ca pentru o functie inferior semicontinua definita pe un spatiu
ce admite o renormare Gateaux diferentiabila (mai general pe un spatiu in care exista
o functie cucui (bump) Gateaux diferentiabila si local Lipschitz), in particular pe orice
spatiu Banach separabil, subdiferentiala Dini-Hadamard este nevidd intr-o submultime
densa de elemente ale domeniului, in general este foarte simplu de gasit un exemplu de
functie Lipschitz, chiar si concavi continua pe un spatiu Banach astfel incat 0P f(x) sa
fie identic vida. Acelagi lucru este de asemenea adevarat pentru superdiferentiala Dini-
Hadamard. Un alt motiv este acela ca regulile de calcul existente pentru subdiferetiala
sau superdiferentiala Dini-Hadamard sunt foarte putine, in comparatie cu cele cunos-
cute pentru subdiferentiala convexa, gradientul generalizat al lui Clarke, sau chiar decat
subdiferentiala Mordukhovich sau subdiferentialele aproximative ale lui Ioffe. De vreme ce
derivata directionala Dini-Hadamard nu este nici convexa nici concava, este de asemenea
firesc sa credem ca nu admite dezvoltari ulterioare folosind frumoasa teorie a dualitatii.
Dupa o scurta prezentare a celor mai importante reguli de calcul obtinute pana acum
in literatura (majoritatea fuzzy slabe), pentru constructiile Dini-Hadamard, scopul nostru
este de a furniza o formula exactd pentru e-subdiferentiala Dini-Hadamard a diferentei
a doua functii prin intermediul diferentei-stea a e-subdiferentialelor Dini-Hadamard a
functiilor implicate. In aceastd investigatie un rol important il va juca o descriere variatio-
nala a e-subgradietilor Dini-Hadamard obtinuta in Subsectiunea 3.3.3, care in fapt reprezinta
o replica a binecunoscutei descrieri variationale valabile pentru e-subgradientii Fréchet. In
vreme ce In formula subdiferentiala anuntata pentru diferenta a doua functii o incluziune
urmeaza automat, pentru a o garanta pe cealalta avem nevoie de cateva conditii supli-
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mentare. Mai precis, aratam ca in cazul in care functiile sunt directional aproape stelare
intr-un punct dat si o conditie topologica slaba este indeplinita, atunci are loc si incluz-
iunea inversa. Marea noutate a acestei formule subdiferentiale ce implicd e-subgradienti
Dini-Hadamard este faptul ca un astfel de rezultat este primul de acest gen aparut pana
acum pentru astfel de constructii. Cu toate acestea, caracterizari similare au fost date
ulterior de Penot [119] in termeni de operatori disipativi.

Cateva formule exacte de calcul pentru subdiferentialele Dini-Hadamard-like si Dini-
Hadamard sunt dezvoltate mai apoi. Printre ele mentionam cateva formule pentru com-
puneri generalizate gi uzuale, pentru produse si impartiri etc. Se intampla ca regulile de
calcul obtinute sa implice functii Lipschitz spongioase i tare spongios continue ce in spatii
finit dimensionale coincid cu clasica continuitate Lipschitz gi respectiv cu clasica continu-
itate. Obtinem de asemenea cateva afirmatii date de Mordukhovich [96] in termeni de
subgradienti Fréchet, insa folosind conditii diferite.

In final mentionam ca rezultatele prezentate in acest capitol se bazeaza in principal pe
[9, 28, 104].

4.1 Reguli fuzzy de calcul

4.1.1 Preliminarii

Exista cateva modalitati de dezvoltare a unui set de instrumente de baza pentru analiza
subdiferentiala, care se pot aplica unui numéar mare de probleme. Diferenta consta in punc-
tul de pornire. Borwein, Treiman si Zhu [22] folosesc o requla fuzzy nelocala de suma [151]
drept procedeu de baza; inegalitatea multidirectionala de medie [36] este punctul de coti-
tura pentru Clarke, Ledyaev, Stern si Wolenski [37]; Ioffe [68] incepe cu o requld fuzzy locald
de sumd, iar Mordukhovich si Shao [93] au ales principiul extremal Kruger-Mordukhovich
[11, 89, 92] drept intrument principal. Cu toate acestea, toate aceste rezultate de baza
sunt echivalente (echivalenta dintre principiul extremal si regula fuzzy localad de suma a
fost stabilita in [98], iar echivalenta cu inegalitatea multidirectionala de medie si cu regula
fuzzy nelocald de sumi a fost ariitats in [152]). In fapt, autorii opereazs in feluri diferite
doua principii de baza, si anume, un principiu variational neted [21] si lema de decuplare
folosita de Crandall i Lions in studiul unicitatii solutiilor vascozitate [39]. Astfel, motivat
de teorema lui Zhu [152], Ioffe [69] a aratat de fapt ca principiile de baza ale calculu-
lui subdiferential (diverse principii fuzzy locale si globale, teorema multidirectionald de
medie, principiul extremal) sunt echivalente pentru orice subdiferentiald, nu doar pentru
cele vascositate [23], sau variationale [132]. Teorema spune de altfel ca exista un singur
principiu fundamental in spatele calculului subdiferential (intelegem aici una abstracta, ce
include subdiferentialele elementare asociate unor bornologii (si nu doar S-subdiferentialele
vascozitati), toate tipurile de subdiferentiale limita si toate modificarile subdiferentialelor
aproximative, la fel ca si e-versiunile subdiferentialelor amintite). Mai tarziu, Lassonde
[80] a mai adauga alte patru proprietati listei celor sapte proprietati echivalente ale lui
Toffe, aratand ca toate acestea sunt verificate daca spatiul admite o noma J-diferentiabila
in sensul lui Aussel, Corvellec si Lassonde [7].
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4.1.2 Trustworthiness si reguli fuzzy de calcul
pentru subdiferentiala Dini-Hadamard

Prin reguli de calcul pentru derivate si subdiferentiale, intelegem de obicei reguli care
ne permit sa estimam sau sa calculam derivate i subdiferentiale a unor combinatii de
functii precum sume si compozitii, teoreme de medie etc. Cat priveste sumele, urméatoarea
incluziune

O(ft + ...+ fu)(x) D Ofi(x) + ... + Ofpn(2)

este adevaratd pentru orice S-subdiferentiald, in vreme ce incluziunea inversa, evident, nu
este valida (exceptie de la aceasta regula fac subdiferentialele limita in spatii potrivite,
subdiferentialele aproximative ale lui Ioffe si gradientul generalizat al lui Clarke in spatii
Banach arbitrare). Mai mult, experienta analizei convexe ne sugereaza ca incluziunea
inversa este cea de care avem nevoie in aplicatii. Cat priveste subdiferentialele asociate
derivatelor, asa cum este cazul subdiferentialei Dini-Hadamard si a altora, avem un nou
tip de reguli de calcul in care incluziunea dorita este aproape satisfacuta, intr-un sens ce
va fi precizat mai jos.

Agadar, reamintim urmaétorul rezultat important ce incorporeaza cele trei tipuri de
reguli de suma (1. regula fuzzy slabd de suma, 2. regula fuzzy tare de suma si 3. the regula
exactd de suma) de care o subdiferentiala poate asculta.

Teorema 4.1.3 (cf. [71, Teorema 2]) Fie X un spatiu Banach i fie fi,...fx ce verificd
o conditie Lipschitz intr-o vecindtate a unui punct x € X. Presupunem mai departe ca
" € O(f1 + ... + fr)(T) pentru 0.

1. Daca O este o B-subdiferentiald si exista o functie cucui Lipschitz B-diferentiabila
pe X, atunci pentru orice € > 0 gi orice vecindtate slaba V' a originii spativlui X* existd
21, ..., xp € X six],..x5 € X* astfel incat

v — || <&, zf €dfi(x;), i=1,....k and z* €x]+..+x;+V. (4.1)

2. Daca X este un spatiu Asplund si 0 = 5, atunci pentru orice € > 0 exista xy,...,Tg €
X siay,..x; € X astfel incat

|loi —Z|| <e, x; €0fi(xi), i=1,..,k sil||z]+..+a;—2% <e. (4.2)
3. Urmatoarea incluziune

ofi+...+ fu)(@) COfi(T)+ ... + Ofi(T) (4.3)

este adevarata in urmatoarele cazuri: exista o functie cucui Lipschitz B-diferentiabila pe
X, bila unitate a spatiului X* este secvential slab compacta si O este o S-subdiferentiabila
limita, X este un spatiu Asplund si O este subdiferentiala limitd Fréchet sau X este un

spativ Banach arbitrar si 0 este subdiferentiala aproximativa sau gradientul generalizat al
lui Clarke.

Din pacate, dupa cum putem ugor observa, subdiferentiala Dini-Hadamard se bucura
doar de o regula fuzzy slaba de suma in spatii corespunzatoare.
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4.1.3 Reguli de calcul fuzzy slabe pentru coderivata Dini-Hadamard

Mai intai de toate mentionam cé este adesea suficient s cunoagtem doar reguli pentru
sume de functii si/sau functii marginale, pentru a obtine reguli corespunzatoare pentru
alte operatii (a se vedea abordarea din [74] si referintele de acolo).

Prezentam in continuare cateva estimari diverse ale coderivatei Dini-Hadamard, obtinute
de Ioffe gi Penot [74] in 1996. Cadrul general in care lucram este urmatorul. Fie XY, Z ca
de altfel si produsele lor spatii slabe trustworthy. De fapt, lucrul de care avem nevoie este
acela ca subdiferentiala Dini-Hadamard sa verifice reguli de calcul fuzzy slabe pe aceste
spatii.

Propozitia 4.1.6 (cf. [74, Propozitia 5.1]) Fie F : X - Y i G :Y — Z doua functii
cu graficele inchise. Fie z € (Go F)(T) si " € D*(G o F)(%,%)(z*). Atunci pentru orice
7y € F(@) (G 1(Z), orice e > 0 si orice vecinatati slabe U*, V* si W* ale originilor spatiilor
X*,Y* si respectiv Z* exista v € X,y1,y2 € Y,z € Z, and x* € X*,y],y5 € Y*,2* € Z
astfel tncat

|z -7 <& llyi —Yll <& llz —Z[ <e;
x* € D*F(z,y1)(y7),y5 € D*G(y2,2)(2"); (4.4)
e+ Uy —ys eV 2" eZ" + W™

Propozitia 4.1.7 (cf. [74, Propozitia 5.2]) Fie F; : X — Y, (i = 1, ..., k) funtii cu graficele
inchise. Consideram de asemenea F(z) = Fy(z) + ... + Fi(z) si presupunem ca y € F(T)
si T5 € D*F(Z,9)(y*). Presupunem de asemenea ca y; € Fi(T),yy + ... + Y, = Y. Atunci
pentru orice € > 0 §i orice vecindtati slabe U*, V* ale originilor spatitlor X™* $i respectiv
Y* exista xi,yi, x),yf (i =1,...,k) astfel incat

i — || <& llyi —all <e,
z* € D*Fy(wi, vi)(y; ), (4.5)
i+t en+ Uy ey +WHi=1,..,k).

Propozitia 4.1.8 (cf. [74, Propozitia 5.3]) Fie F; ca in Propozitia 4.1.7 si F(z) =
() Fi(z). Presupunem cay € F(T) si T € D*F(z,y)(y*). Atunci pentru orice ¢ > 0 si
orice vecinatati slabe U*, V* ale originilor spatiilor X* si respectivY ™ exista x;, y;, x},y; (i =
1,..., k) astfel incat

lzi =2l <e llyi =il <e,
i+ ol €T+ U yf+ .yl €T+ W

Bineinteles, daca lucram intr-un spatiu finit dimensional, de vreme ce acolo subdife-
rentiala Dini-Hadamard coincide cu subdiferentiala Fréchet, putem obtine formule de o mai
mare acuratete (a se vedea [74], mai degraba Sectiunea 6, dar de asemenea si [94, 95, 96]).
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4.2 In ciautarea unor formule exacte de calcul

Fie f : X — R := [~00,+0o0] o functie definitd pe un spatiu Banach real X. Urmeazi
direct din definitia subdiferentialei Dini-Hadamard ca are loc urmatoarea regula Fermat
generalizata, si anume

0 € 0PH f(z) (4.7)

atunci cand Z este un punct de minim local pentru f : X — R. Dacé consideram mai
departe urmatoarea problema de minimizare cu restrictii
min z), 4.8
,oin - f(2) (4.8)

putem observa ugor ca se poate reduce (intr-un mod echivalent) la urmatoarea problema
fara restrictii

min f(z)+ d(z;C), (4.9)

zeX
ce implica functia indicator §(-; C') a multimii C'. Aplicaind acum regula lui Fermat (4.7),

obtinem

0 d"M[f +4(;O)(@),

daca T este o solutie locala a problemei de optimizare cu restrictii (4.8). Pentru a merge
mai departe In optimizarea cu restrictii si a obtine conditii de optim valoroase in termenii
datelor initiale, avem nevoie de reguli de calcul satisfacatoare pentru subgradientii Dini-
Hadamard, ceea ce in general nu este cazul. In particular, regula dezirabila de suma

P (f1+ fo) (@) C OPM f1(T) + 0P fa() (4.10)

nu are loc nici macar in cel mai simplu cadru neneted, spre exemplu putem considera
functiile f1(x) = |z| si fa(z) = —|x| pe axa reala. Pe de altd parte, subgradientii Dini-
Hadamard verifica, dupa cum am vazut mai sus, aa-zisa regula fuzzy slaba de suma in
conditii naturale ce implica o clasa larga de spatii Banach (si anume, acele spatii care admit
norme echivalente Gateaux diferentiabile). Totusi, o astfel de regula fuzzy de calcul nu este
foarte utila in aplicatiile ce includ conditii necesare de optim In optimizarea cu restrictii, de
vreme ce astfel de reguli poarta cu sine o oarecare incertitudine i ne permit sa reprezentam
aproximativ subgradientii Dini-Hadamard ai sumei unor functii in punctele de interes prin
intermediul subgradientilor Dini-Hadamard al functiilor separate in punctele invecinate.
Merita sa mentionam ca o regula de calcul in care sa apara doar punctele de interes este cu
certitudine mult mai de dorit pentru majoritatea aplicatiilor. De fapt, absenta unor astfel
de reguli de calcul pentru subdiferentiala Dini-Hadamard si e-extinderea ei au restrictionat
semnificativ scopul aplicatiilor lor.

Motivul acestei sectiuni este acela de a completa imaginea facuta de Ioffe [63] si mai
tarziu de Penot [74]. Mai precis, dorim sa aratam ca e-subdiferentiala Dini-Hadamard
se bucura de asemenea si de cateva reguli de calcul netriviale. In contrast cu rezul-
tatele obtinute de loffe in cazul particular al spatiilor finit dimensional gi de asemenea
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al spatiilor Banach ce admit o norma Gateaux diferentiabila, regulile exacte de calcul
obtinute in finalul acestui capitol fac din subdiferentiala Dini-Hadamard un oponent com-
petitiv subdiferentialei Fréchet.

4.2.1 Reguli de suma si de diferenta ce implica functii netede

Cu toate ca regula dezirabila de suma de tipul incluziunii (4.10) nu are loc pentru subgradientii
Dini-Hadamard-like ce implica ambele functii nenetede, nu acelsi lucru se poate spune si
in cazul in care cel putin una dintre ele este Dini-Hadamard-like diferentiabila.

Propozitia 4.2.1 Fie f; : X — R o functie finitd in punctul T si fie fo : X — R Dini-
Hadamard-like diferentiabila in T. Atunci are loc egalitatea

Af1+ f2)(&) = 0f1(Z) + V fo(T). (4.11)

O consecinta directa a acestei ultime propozitii este urmatoarea regula utila (ca de
altfel elementara) de diferenta.

Propozitia 4.2.2 Fie f1 : X — R o functie finitd in punctul T si fie fo : X — R Dini-
Hadamard-like diferentiabila in T. Atunci are loc egalitatea

A(f1 — fo)(@) = 0f1(T) — V fo(2). (4.12)

Mai remarcam de asemenea aici faptul ca un rezultat similar are loc si pentru subgradientii
Dini-Hadamard daca se impun cateva conditii suplimentare de calmare.

4.2.2 Asupra unei formule de diferenta a doua functii
directional aproape stelare pentru subdiferentiala Dini-Hadamard

Fie acum f,g : X — R doua functii arbitrare. Folosind Teorema 3.3.15 si faptul c
intersectia a doua multimi spongioase in jurul unui punct este spongioasa in acel punct,
putem arata ca pentru orice €, > 0 si orice x € dom f Ndom g

021 f(x) + 07" g(x) C 020 (f + 9) (). (4.13)

Din conventiile facute pentru e-subdifferential Dini-Hadamard urmeaza ca (4.13) este de
fapt adevarata pentru orice x € X.

In cele ce urmeaz3 furnizim prin intermediul (4.13) o formula pentru diferenta a doua
functii. In acest scop avem nevoie sd introducem urméatoarea notiune de diferentd-stea
(denumita de asemenea diferentd Pontryagin) a doud multimi. $i anume, dandu-se A, B C
X diferenta-stea a multimilor A si B este definita ca fiind

A'B:={reX: x+BCA}=[]{A-b}.
beB

Adoptam aici conventia A ~B := 0 dacs A =0, B # 0 si A-B := X in cazul in care
B = 0. In mod evident, pentru B nevid, avem A "B+ BC Asi A" BC A—B. In
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general, aceste incluziuni sunt stricte si A~ B este mult mai mici decat A — B. Introdusi
de Pontrjagin in [121] in contextul jocurilor diferentiale liniare, aceasta notiune gi-a gasit
rezonanta in diferite investigatii teoretice si practice din campul analizei nenetese (a se
vedea, spre exemplu, [1, 4, 30, 52, 56, 84, 96, 123]).

Atunci cand lucram cu diferenta a doua funtii g,h : X — R U {400} presupunem ca
domg C dom h. Acest lucru garanteaza ca functia f =g —h: X — RU {400} este bine
definita si pe deasupra putem usor verifica ¢cd ¢ = f + h ¢i dom f = domg. Notam de
asemenea ca o astfel de conditie pare a fi necesara de asemenea si in [1], pentru a garanta
ca functia diferenta ia valori in R U {+oc}, cadru considerat si in articolul mentionat.

Folosind (4.13), obtinem urmatorul rezultat.

Propozitia 4.2.3 Fie g,h: X — R doup functii date si f := g — h. Atunci pentru orice
e,n >0 siorice x € X avem

OPH f(z) € 0PH g(x) “0PH h(x), (4.14)

€+77

Observatia 4.2.4 (a) Daca pentrun > 0si x € X multimea ath(x) este nevida, atunci
avem pe deasupra

OPH (g — h)(z )Cc’)+ng( x) - 877DHh( )C68+ng( x) — 877DHh(x) for all e > 0.

(a)’ Un rezultat similar este de asemenea adevarat daca folosim sume in locul diferentelor.
Si anume, daca pentru oarecare n > 0 gi x € X multimea &? H’+h(w) este nevida, atunci

OPH (g + h)(z) € 0PHg(a) 0P h(x) € 9P g(x) + OPT h(x) for all & > 0,
unde pentru doua submultimi date A, B ale lui X,

AiB:={ze€X:x-BCA}=){A+b} (4.15)
beB

denota suma-stea a lui A si B.
(b) Daca T este un punct de minim local al functiei f := g — h si f este finitd in T,
atunci
0 € P g(z) “ P h(z)

sau, echivalent,
oPHh(z) C oPHy(7).

(c¢) Aparent foarte simpla, regula de diferenta de mai sus ne asigura ca ori de céte ori
OPH f(z) # (), urmatoarea incluziune

OPH f(x) C ﬂ z*

z*€oPH f(z)

este adevarata, unde OP7 T f(z) := —0PH (— f)(x) definste superdiferentiala Dini-Hadamard
alui finT.
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(d) Putem de asemenea verifica ca daca 0P f(z) si 0P+ f(Z) sunt nevide simultan,
unde 7 este in asa fel incat |f(Z)| < +oo, atunci OPH f(7) = OPH+ f(7).

(e) Caracterizari similare pentru diferenta a doua functii au fost date in [1] prin in-
termediul subdiferentialei Fréchet, in [96] cu ajutorul subdiferentialei Mordukhovich (vezi
[94, 95]), iar in [9] prin mijlocirea subdiferentialei Dini-Hadamard-like.

Practic o intreaga teorie implicand sume-stea de doua functii se poate dezvolta intr-un
mod similar, Insa nu mentionam aici aceste detalii.

In cele ce urmeazi aritim ci pentru cateva clase particulare de functii obtinem egali-
tate in (4.14).

Urmatorul rezultat este un prim rafinament al afirmatiei din Propozitia 4.2.3, in cazul
in care ¢ =n = 0.

Teorema 4.2.5 Fie g,h : X — R U {400} doud functii diretional aproape stelare in
punctul T € dom g C dom h astfel incit 0P h este spongios gap-continud inT si f == g—h
este calma in T. Atunci are loc

oPH f(x) = P g(z) “oPH h(z). (4.16)
Observatia 4.2.6 (a) In ipotezele Teoremei 4.2.5 avem
0 e 0P f(z) o 0PHh(z) C 0P g(m).

(b) Daci g, h : X — RU{+4o00} sunt functii convexe cu dom g C dom h, 9P h este spongios
gap-continua in T € domg si f := g — h este calma in T, atunci

OPH f(7) = 0g(7) - Oh ().
Teorema 4.2.5 este cel mai important ingredient in demonstrarea urmatorului rezultat.

Teorema 4.2.7 Fie g,h : X — R U {+oo} doud functii directional aproape stelare in
punctul T € domg C domh gi f := g — h este calma in T. Daca pentru un oarecare n > 0
multifunctia 8,7DHh este spongios gap-continud in T, atunci pentru orice € > 0 are loc

P f(@) = ol g(@) ~oP" n(=). (4.17)

Observatia 4.2.8 (a) Ar trebui s mai mentionam faptul ca, in ipotezele Teoremei 4.2.7,
pentru orice € > 0 are loc

oPH f(z) = ) (agﬁg(z) iath(z)). (4.18)

u>0

(b) Asa cum am remarcat in Observatia 3.3.3, pentru a garanta ca a{? Hp, este spongios
gap-continua in Z pentru un 1 > 0 dat, este suficient s& presupunem ca 0P h este spongios
gap-continua in 7.
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Observam de asemenea aici ca rezultatele din Teoremele 4.2.5 gi 4.2.7 raman de aseme-
nea adevarate si in cazul in care gap-continuitatea spongioasa este inlocuita cu pseudo-
disipativitatea spongioasa. Mai mult, urmand liniile demonstratiilor teoremelor de mai
sus, putem chiar furniza o formula pentru diferenta a doua functii in termenii subdiferent;i-
alei Dini-Hadamard-like.

Teorema 4.2.9 Fie g,h : X — R U {+oo} doud functii directional aproape stelare in
punctul T € domg si f := g — h. Daca pentru un oarecare n > 0 multifunctia O,h este
spongios pseudo-disipativa in T, atunci pentru orice € > 0 are loc

0-f (@) = Desng(T) ~ Oy (). (4.19)

Daca functia f este calma in T obtinem rezultatul din Teorema 4.2.7. Pentru un
rezultat similar in cazul particular in care e = n = 0, ne referim la [119, Teorema 28]. Acolo
functia h este presupusa a fi directional aproape stelara, directional continua, directional
stabila si tangential convexa in Z, un punct din core(dom h). Rezultate analoage exprimate
in termenii subdiferentialei Fréchet se pot gasi in [1, Teorema 3] si in [119, Teorema 26],
unde functiile sunt presupuse a fi aproape stelare si o conditie foarte usoara este impusa
asupra lui oh. Dar, de vreme ce f poate sa nu fie calma in T sau functiile g si A pot sa nu
fie aproape stelare sau chiar core(dom h) poate fi vid (spre exemplu, core(¢” ) = () pentru
orice p € [1,+00), vezi [27]), ne motiveaza si formulam rezultate precum Teorema 4.2.9.

Doua corolarii ale Teoremei 4.2.7 urmeaza usor.

Corolarul 4.2.10 Fie g,h : X — RU{+o0} doud functii directional aproape stelare in
punctul T € dom g astfel incit OPHh este spongios gap-continud in T si f := g — h este
calma tn T. Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) exista n > 0 astfel incat 8,?Hh(§) C Bng(E);

(ii) 0 € OPH f(z);

(i) pentru orice n > 0 8,’73Hh(f) - 87?Hg(f).
Corolarul 4.2.11 Fie g,h: X — RU {400} doua functii, T € domg gi f := g — h calma
in T. Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevdrate:

(a) Daca g este convexd, h este directional aproape stelard in T i OPHp, este spongios
gap-continud in T, atunci pentru orice € > 0 are loc

OPH §(z) = (09(Z) + eBx-) ~ 0P h(z).

(b) Daca g este inferior semicontinud, aproape convexd in T, h este directional aproape
stelard in T si 0P h este spongios gap-continud in T, atunci pentru orice € > 0 are loc

0P f(z) = (0" 9(x) + eBx+) ~0" M ().

Notam de asemenea ca rezultatele de mai sus raman de asemenea adevarate in cazul
in care inlocuim subdiferentiala Dini-Hadamard cu subdiferentiala Dini-Hadamard-like si
renuntam la conditia de calmare (a se vedea [9, Corolarul 11, Corolarul 12]).
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Urmatorul rezultat, ce imbunatateste semnificativ rezultatul din [28, Corolarul 3.6],
gratie Teoremei 4.2.9 si [119, Teorema 26| (a se vedea de asemenea Propozitia 3.3.34),
este menit sa dezvaluie ca subdiferentiala Dini-Hadamard-like coincide cu subdiferentiala
Dini-Hadamard si cu subdiferentiala Fréchet nu doar pe functii aproape stelare ci si pe
cateva diferente particulare de functii aproape stelare.

Corolarul 4.2.12 Fie g,h : X — R U {400} doua functii aproape stelare in punctul
T € domg cu proprietatea ca exista un n > 0 astfel incat 8$h este aproape pseudo-
disipativd in T si f = g — h. Atunci pentru orice e > 0 9.f(z) = OPH f(z) = 05 f(%).

Mai mult, in cazul in care T € core(domh) si OPHh este doar directional aproape
pseudo-disipativa in , atunci putem garanta ci pentru orice € > 0, 9P f(7) = 855 f(@)
(a se vedea in acest scop [119, Lema 22, Lema 24, Lema 27] si Observatia 4.2.4 (c)).

4.2.3 O regula de diferenta pentru coderivatele Dini-Hadamard-like

Furnizam in continuare o formula de diferenta ce implica constructia coderivata studiata
in Sectiunea 3.4.

Corolarul 4.2.13 Fie f; : X — Y, i = 1,2, doua functiv astfel incat fo si functia
diferentd f1 — fo sunt spongios Lipschitz si tare spongios continue in T. Atunci

DI (fi = f2)@) (") € D fi@) (")~ Dy fo(@)(y*) for all y* € V™. (4.20)

Aditional, daca f1 este tare spongios continud in T si fo este Dini-Hadamard-like diferentiabila
in T atunci
Di(fi—F)@ ) = DrA@Y) Df @)y

= DIA@)Y) - D] fo(T)(y) (4.21)

pentru orice y* € Y*.

4.2.4 Subdiferentiale ale compunerii

Primul scop al subsectiunii este acela de a dezvolta reguli de calcul pentru compunere, mai
intai pentru subdiferentiala Dini-Hadamard-like gi mai apoi pentru subdiferetiala Dini-
Hadamard, in spatii Banach reale arbitrare. Ingredientul cheie in derivarea unor astfel
de formule este jucat, dupa cum vom vedea mai jos, de descrierea variationala neteda
a subgradientilor decuplati Dini-Hadamard-like (a se vedea rezultatele din Subsectiunea
3.3.5).

Surprinator, ca si consecinte directe, putem obtine o varietate de reguli de calcul
precum reguli de produs si iImpartire intr-o generalitate destul de mare.

Consideram acum urmatoarea compunere generalizatd data de

(0o f)(@) := p(z, f(x)), (4.22)
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unde ¢ : X x Y — R este o functie cu valori pe axa reald extinsa, iar f : X — Y este o
functie intre doua spatii Banach.

Intentia noastra este aceea de a furniza o regula exacta de compunere utilizand subgra-
dientii Dini-Hadamard-like si Dini-Hadamard-like decuplati deopotriva. Subliniem de
asemenea aici faptul ca desi am acordat cea mai mare atentie studiului constructiilor
subdiferentiale inferioare a caror proprietati le induc simetric pe cele ale constructiilor
superioare, exista probleme importante in analiza variationald si In optimizare care cer
deopotriva gradientii inferiori si superiori. Urmatorul rezultat se intampla sa fie un astfel
de exemplu.

Teorema 4.2.14 Fie f : X — Y o functie Lipschitz spongioasd si tare spongios continud
in punctul T si o : X x Y — R o functie finita in (T, f(T)). Atunci

deon@e () |[+dy n@). (4.23)

("5 )€ (@, f (7))

Suplimentar, dacd ¢ este decuplat diferentiabili Dini-Hadamard-like in (T, f(Z)) cu Vo (Z, f(Z)) =
(z*,y*), atunci

Ao @) ="+ 0y, f)(@). (4.24)

Cand functia f este in plus calma in Z (in particular este cazul acelor functii con-
tinue Lipshitz in Z) atunci obtinem urmatorul corolar ce furnizeaza cateva estimari pen-
tru subgradientii Dini-Hadamard ai compunerii prin intermediul subgradientilor Dini-
Hadamard ai functiei de scalarizare gi a subgradientilor Dini-Hadamard-like.

Corolarul 4.2.15 Fie f : X — Y o functie calma, Lipschitz spongioasd $i tare spongios
continud in punctul T si o : X x Y — R o functie finitd in (7, f(T)). Atunci

P (po f)(T) C ﬂ [2* + oPH (", Y(@)] - (4.25)
(z* y*)€d; (7, f (%))

Aditional, dacd ¢ este decuplat diferentiabild Dini-Hadamard-like in (T, f(T)) cu Vo (T, f(T)) =
(z*,y*) si po f este calma in T, atunci

oPH(po f)(T) C x* + PH(y*, f)(Z). (4.26)

Observatia 4.2.16 Caracterizari similare celei din Teorema 4.2.14 au fost date de Mor-
dukhovich [96] in termeni de subgradienti Fréchet, prin implicarea functiei continue Lip-
schitz f. Dar, daca functia f este doar Lipschitz spongioasa si tare spongios continua in
T (a se vedea Exemplul 3.1.11), atunci nu mai putem aplica rezultatele de acolo. Ins,
folosind rezultatul nostru de mai sus, obtinem urméatoarea estimare alternativa pentru
subgradientii Fréchet

deon@e () |[+dy n@), (4.27)

(" 5" ) €T (@, f (7))
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Qﬂp(f,f(f)). Mai mult, daca
7)) cu Vip(Z, f(T)) = (¢*, "),

de vreme ce Dp o £)(T) C A o f)(@) §i D (@, f(7)) C
¢ este decuplat diferentiabild Dini-Hadamard-like in (Z, f(
atunci

Ao )@ Ca*+ ", [)(@). (4.28)

Dupa cum am mentionat mai Inainte, ipoteza de calmare poate fi inlocuita cu succes
de clasica continuitate Lipschitz.

Mai departe, formula din Teorema 4.2.14 da nastere urmatoarei reguli de compunere
pentru compunerea uzuala (po f)(x) := ¢(f(z)), daca tinem cont si de (4.22), cu ¢ = p(y).

Corolarul 4.2.17 Fie f : X — Y o functie Lipschitz spongioasa si tare spongios continud
in punctul T si o : Y — R o functie finitd in f(T). Atunci

dpoH@C [ o H@). (4.29)

y* €0t o(f(T))
In plus, daca ¢ este diferentiabila Dini-Hadamard-like in f(T), atunci
g o @) = AVe(f (@), f)(@). (4.30)

Drept consecinta imediata a Corolarului 4.2.17 derivim urmatoarea formuld de com-
punere cu ajutorul (doar!) a subgradientilor Dini-Hadamard.

Corolarul 4.2.18 Fie f: X — Y calma, Lipschitz spongioasa si tare spongios continud
in punctul T si p : Y — R o functie finita in f(T). Atunci

PH(po f)(@) C N OPH (y*, (@) (4.31)
y*edPHto(f(@))
C N ", H@), (4.32)
y*edPHp(f(z))

unde cea din urmd incluziune are loc daca 0P+ p(f(T)) # 0.
In plus, daca ¢ este calma si diferentiabila Dini-Hadamard-like in f(T), atunci

0P (o f)(@) = 0P (Ve[ (@), f) (@) (4.33)

In final, o estimare alternativd a subdiferentialei Fréchet a compunerii uzuale ¢ o f,
simiara cu cea furnizata de Mordukhovich [96, Corolarul 3.8], urmeaza ugor. Merita sa su-
bliniem de asemenea aici faptul ca rezultatul nostru nu poate fi obtinut din acela, de vreme
ce exista functii Lipschitz spongioase si tare spongios continue pentru care afirmatiile de
acolo nu se pot aplica.

Corolarul 4.2.19 Fie f : X — Y o functie Lipschitz spongioasd si tare spongios continud
in punctul T si p Y — R o functie finitd in f(T). Atunci

deof)@mS (| oW, H@. (4.34)

y*€dtp(f(7))
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4.2.5 Reguli de produs si de impartire

folosind subgradienti Dini-Hadamard-like
Uimitoarea regula de diferentd obtinuta in Propozitia 4.2.3 impreuna cu rezulatele din
Teorema 4.2.14 se numara printre cele mai importante ingrediente in derivarea altor reguli

de calcul pentru subgradientii Dini-Hadamard-like pe spatii Banach. Urmatoarea teorema
furnizeaza o regula generala de produs folosind functii Lipschitz spongioase.

Teorema 4.2.20 Fie functiile ¢; : X — R, i = 1,2, Lipschitz spongioase in punctul T.
Atunci avem
der-p)@c () [Hle@e)@ -a]. (4.35)
2 €d(—¢1(@)p2) (@)
Mai mult, incluziunea de mai sus devine egalitate daca po este Dini-Hadamard-like diferentiabila
nT.
In particular, obtinem o formula de produs si pentru subdiferentiala Dini-Hadamard.

Corolarul 4.2.21 Fie functiile p; : X — R, i = 1,2, stabile i Lipschitz spongioase in
punctul T (in particular Lipschitz in T). Atunci avem
P (o1 - 2)(T) C N (07 (p2(T) 1) () — 2] . (4.36)
z*€dPH (1 (T)p2)(T)
Mai mult, incluziunea de mai sus devine egalitate daca @1 - 2 este calma in T $i o este

diferentiabila Dini-Hadamard-like in T.

Cat priveste subdiferentiala Féchet, Mordukovich a fost cel care a obtinut o regula de
produs foarte frumoasa pentru functii continue Lipschitz. In cele ce urmeaza, aratam ca
prima afirmatie de acolo rdmane de asemenea adevéarata in cazul functiilor reale Lipschitz
spongioase si aproape stelare.

Corolarul 4.2.22 Fie functiile p; : X — R, i = 1,2, Lipschitz spongioase in punctul T
st 2(T)p1 aproape stelard in T. Atunci avem

er-o)@mc () [de@en@ -] (4.37)
2*€d(—¢1(T)p2)(T)
Urmatoarea teorema furnizeaza o regula de impartire pentru subgradientii Dini-Hadamard-

like al functiilor Lipschitz spongioase in spatii Banach.

Teorema 4.2.23 Fie funtiile ¢; : X — R, ¢ = 1,2, Lipschitz spongioase in punctul T cu
w2(T) # 0. Atunci avem

5<¢1> @<

i o+ €1 (7)2) (@)

[5(902 @)e1)(T) — x*]
(p2(7))? '

(4.38)

Mai mult, incluziunea de mai sus devine egalitate daca po este Dini-Hadamard-like diferen-
tiabila in T.
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O regula similara de impartire este de asemenea valabila pentru subdiferentiala Dini-
Hadamard, in vreme ce pentru cea Fréchet obtinem din nou o afirmatie alternativa celei
gasite de Mordukhovich in [96, Teorema 3.11].

Corolarul 4.2.24 Fie functiile ¢; : X — R, i = 1,2, stabile i Lipschitz spongioase in
punctul T cu p2(T) # 0. Atunci are loc

oPH <901> (T) C ﬂ [aDH(S@(f)%Ol)(E) - x*] ' (4.39)

7))2
s 2 €0PH (01 (F)02) (7) (p2(=))

Mai mult, incluziunea de mai sus devine egalitate daca % este calma in T $i pa este

A

Dini-Hadamard-like diferentiabild in T.

Corolarul 4.2.25 Fie functiile p; : X — R, i = 1,2, Lipschitz spongioase in punctul T
cu p2(T) # 0 si pa2(T)p1 aproape stelard in T. Atunci are loc

~ A p2(@)1) (@) — 2*
(Z)me N e e . (4.40)

z*€0(p1(T)p2)(7)

Descriem acum o regula simpla de impartire ce are loc intotdeauna cu egalitate, fiind
astfel independenta de cea obtinuta mai sus.

Teorema 4.2.26 Fie functia f : X — R Lipschitz spongioasa in punctul T cu f(T) # 0.
Atunci

] (}) (7) = o) (4.41)

Cand vorbim despre subgradientii Dini-Hadamard putem usor observa ca acest ultim
rezultat are loc.

Corolarul 4.2.27 Fie funcfia f : X — R tacuta si Lipschitz spongioasd in punctul T
astfel incat % este calma in T cu f(x) # 0. Atunci

pu (1 z P (=@
0 <f>()_ GEe (4.42)

In particular, dac f X — (0,1], este suficient sa-i cerem functiei f s& fie doar tacuta
si Lipshitz spongioasa in T (sau chiar Lipschitz in Z), pentru a obtine acelasi rezultat ca
mai sus.



Chapter 5

Conditii de optim pentru
probleme neconvexe de optimizare

Furnizarea unor formule de subdiferentiala usor de manuit este un aspect decisiv in formu-
larea conditiilor de optim necesare si suficiente pentru problemele nenetede de optimizare.
In partea finala a lucrarii ne ocupam cu o problema de optimizare exprimata cu ajutorul
conurilor, avand drept functie obiectiv diferenta a doua functii si o multime admisibila
convexa. Pentru aceasta investigam existenta asa numitelor puncte locale e-blunt spon-
gioase pentru orice € > 0, o notiune ce reprezinta o extindere a punctelor de minim local
e-blunt introduse si investigate in [1]. In acest scop folosim formula dati in Capitolul
4 pentru e-subdiferentiala Dini-Hadamard a diferentei a doua functii, dar de asemenea
si alte rezultate ce 1si au originea in optimizarea convexa. Astfel aratdm cum tehnicile
convexe gi cele nenetede pot interactiona cu succes in caracterizarea optimalitatii.
Teoria prezentata aici se bazeaza pe [28].

5.1 An application

Ne incepem expunerea cu prezentarea urmatoarei notiuni.

Definitia 5.1.1 Fie C C X o multime nevidd, f : X — R o functie datd, T € dom f N C
sie > 0. Spunem ca T este un punct de minim local e-blunt spongios al lui f pe multimea
C daca existd o multime spongiosd S in jurul lui T astfel incdt pentru orice x € SN C

f(x) = f(@) —elle — .

In cazul in care C = X, T se numeste simplu punct de minim local e-blunt spongios al
lui f.

Observatia 5.1.2 Merita sa observam faptul ca notiunea de mai sus o generalizeaza pe
cea de punct local de minim e-blunt introdusa de Amahroq, Penot si Syam in [1]. Cu toate
ca In spatiile finit dimensionale cele doua notiuni coincid, acest lucru nu este valabil in
general. Pentru a vedea acest lucru trebuie doar sa aruncam o privire la Exemplul 3.1.21.
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Acolo, T este un punct local de minim e-blunt spongios al lui f pentru orice € > 0, dar nu
este punct de minim local e-blunt al lui f pentru e € (0,1).

Urmatoarea caracterizare a subdiferentialei Dini-Hadamard prin intermediul punctelor
de minim local e-blunt spongioase este o consecinta directa a Teoremei 3.3.15. Pentru un
rezultat similar exprimat cu ajutorul subdiferentialei Dini-Hadamard-like facem referire
la [9, Propozitia 18|, unde functia implicata nu trebuie sa fie in mod necesar calma.

Propozitia 5.1.3 Fie f: X — R o functie datd si T € dom f. Atunci:

0c OPHf(T) < f este calmd in punctul T §i T este un minim local € — blunt spongios
al lui f pentru orice € > 0.

Considera acum un spatiu Banach Z cu Z* dualul sau topologic. Fie C C X o
multime convexa inchisa si K C Z un con nevid, convex si inchis cu K* := {z* € Z* :
(z*,z) > 0 forall z € K} conul sau dual. Fie apoi o functie k : X — Z care este
presupusa a fi K-converd, Insemnand ca pentru orice x,y € X si orice t € [0,1], (1 —
k() + th(y) — k(1 — t)z + ty) € K, si K-epi inchisd, insemnand c& K -epigraficul lui
k, epigk == {(x,2) € X x Z : z € k(z) + K}, este o multime inchisa. Observam de
asemenea ca atunci cand Z = R gi K = Ry notiunea de K-epi inchidere coincide cu
notiunea clasicd de semicontinuitate inferioara. Pentru z* € K*, (z*k) : X — R este
definita prin (2*k)(z) = (2*, k(z)). Mai departe, fie g,h : X — R U {400} doua functii
date astfel incat domg C domh si f :=g — h.

Urmatorul rezultat furnizeaza conditii de optim pentru urmatoarea problema de opti-
mizare

(P) inf f(x).

€A
A={xeC:k(x) € —-K}

Teorema 5.1.4 Fie T € int(domg) N A. Presupunem de asemenea cd g este inferior
semicontinud si aproape convexd in punctul T, ca f este calma in T si |y, o A(K(C) + K)
este un subspatiu liniar inchis al lui Z. Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevdrate:

(a) Daca T este un punct de minim local e-blunt spongios al lui f pe A pentru orice
e > 0, atunci urmatoarea relatie are loc

oPPnE) oy + ] 0"k + 60) (@) (5.1)
ZreK*
(=*k)(z)=0
(b) Invers, daca h este directional aproape stelara in T, OPHp, este spongios gap-
continud in T si (5.1) are loc, atunci T este un mimim local e-blunt spongios al lui f
pe A pentru orice € > 0.

Observatia 5.1.5 Pentru un rezultat similar celui din Teorema 5.1.4, dat in cazul partic-
ular K = {0} si k(x) = 0 pentru orice z € X si prin intermediul subdiferentialei Fréchet,
facem referire la [1, Propozitia 6]. In a doua parte a acelei afirmatii autorii cer functiei

~

h sa fie aproape stelara in T cu 0h gap-continua in T §i caracterizeaza punctele de minim
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local e-blunt ale lui f pentru orice ¢ > 0. In acest scop ei folosesc o formuld exactd a
subdiferentialei limita, insd argumentand gresit, de vreme ce acest tip de formula este
valabil doar in spatii Asplund. Cu toate acestea, afirmatiile din [1, Propozitia 6] raman
adevarate si in spatii Banach, iar demonstratia se poate face in liniile demonstratiei Teo-
remei 5.1.4.

Observatia 5.1.6 Mentionam de asemenea faptul ca putem obtine si un rezultat mai
general folosind subdiferentiala Dini-Hadamard-like (vezi [9, Teoremal9]), intrucat f nu
trebuie sa fie neaparat calma in . Mai mult, daca tinem cont de [119, Lema 22, Lema
24 and Lema 27|, acest rezultat raméane adevarat si in cazul in care Oh este directional
aproape pseudo-disipativa in . Mai departe, daca K = {0}, k(x) = 0 pentru orice
x € X, g este inferior semicontinua gi aproape convexa in T € int(domg) N A, iar h
este convexa pe C gi continua in 7, i de aici directional aproape pseudo-disipativa in T
(datorita remarcabilei proprietati de disipativitate a subdiferentialei din sensul analizei
convexe, vexi [119, Teorema 6]) atunci T este un minim local e-blunt spongios al lui f pe
A pentru orice € > 0 daca gi numai daca

Oh(x) C dg(T) + N(A,T).
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