Rezumatul tezei de abilitare

Existence and Multiplicity Results
for Smooth and Nonsmooth Problems

de Hannelore Inge Lisei

Obiectivul acestei teze de abilitare este prezentarea rezultatelor principale ale cercetari-
lor autoarei din ultimii ani, rezultate care se refera la aplicatiile metodelor variationale si
topologice in studiul existentei si multiplicitatii solutiilor unor probleme netede gi nene-
tede.

Autoarea si-a sustinut teza de doctorat cu titlul Approzimation and Optimal Control
of the Stochastic Navier-Stokes Equation, in anul 1999, la Universitatea Martin-Luther din
Halle (Germania), sub indrumarea domnului Prof. Dr. W. Grecksch. In perioada 1999
2002 a lucrat la Universitatea Tehnica din Berlin (Germania), fiind membra in proiectul
"Infinite Dimensional Stochastic Dynamical Systems”, finantat de Deutsche Forschungs-
gemeinschaft (DFG). Dupa intoarcerea la Universitatea Babeg-Bolyai din Cluj-Napoca,
ea gi-a continuat cercetarile in doua directii: calculul variational si analiza stocastica.

Teza de abilitare este structurata in doua parti: in Capitolul 1 se studiaza probleme
netede cu operatori omogeni §i neomogeni, iar in Capitolul 2, probleme nenetede, mai
exact inegalitati hemivariationale si inegalitati variational - hemivariationale definite pe
domenii nemarginite.

In cadrul studiului problemelor netede cu ajutorul teoriei punctelor critice, solutiile
(slabe) ale ecuatiilor cu derivate partiale sunt punctele critice ale functionalelor de
energie asociate problemelor studiate. Pentru a ilustra aceasta, consideram urmatoarea
problemi: fie Q C RY un domeniu marginit cu frontiera neteda, g : Q2 x R — R o functie
Carathéodory cu anumite proprietati, iar —A, operatorul p-Laplace (p > 1). Atunci
u € Wy (Q) este solutie slabd a ecuatiei

{ —Apu(x) = g(z,u(z)), x€Q,

(1) u=0 pe 0,

daca gi numai daca are loc egalitatea
/ \Vu(z) [P 2Vu(r)Vo(z)dr = / g(z,u(x))v(z)dz pentru orice v € Wy ().
Q Q
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Aceasta este formularea variationald a problemei (1). Cu alte cuvinte, u € W,?(Q)
este solutie slaba a ecuatiei (1) daca si numai daca w este punct critic al functionalei
E: Wy*(Q) — R, definita prin

E(u):% /Q Vu(z)|Pds — /Q /O " gz, t)dtdz,

adica E'(u) = 0. Aceasta functionala este neteda.

In articolul 2], K.C. Chang a studiat cazul in care p = 2 si g : @ — R, unde g este
o functie masurabila local marginita, care nu este continua. Astfel, K.C. Chang a extins
teoria punctelor critice pentru functionale local Lipschitz, folosind gradientul generalizat
introdus de F.H. Clarke. In acest context, u se numeste punct critic al functionalei local
Lipschitz E, daca 0 € 0E(u), unde OF este gradientul generalizat al lui £ in punctul u.

Formulam urmatoarea problema variational - hemivariationala, care contine opera-
torul p-Laplacian, in analogie cu problema netedi (1): fie K € W, () o multime nevidi,
inchisa gi convexa; se cauta u € K astfel incat

(2) /Q|Vu(a:)|pQVu(a:)(Vv(x)—Vu(x))dij/Q Gz, u(z); —v(z)+u(z))dr >0

pentru orice v € K, unde G : Q2 x R — R este o functie Carathéodory, local Lipschitz
in a doua variabild, iar G¥ este derivata directionald generalizatd in sensul lui Clarke. In
cazul 1n care K = VVO1 P(Q2), inegalitatea de mai sus devine o inegalitate hemivariationala.
Dacd G' = g si K = W,"(Q), obtinem formularea variationald a problemei (1). Pro-
blemele de tipul (2) se rezolva folosind teoria punctului critic pentru functionale local
Lipschitz perturbate de functii convexe inferior semicontinue (a se vedea monografiile lui
D. Motreanu si P. D. Panagiotopoulos [15], D. Motreanu si V. Radulescu [16], L. Gasiriski
si N.S. Papageorgiou [6]). Inegalitatile hemivariationale si aplicatiile lor sunt prezen-
tate detaliat in monografiile lui P.D. Panagiotopoulos [18, 19], respectiv Z. Naniewicz
si P.D. Panagiotopoulos [17]. In problema de mai sus (precum si in monografiile enu-
merate), domeniul §2 este marginit. F. Gazzola si V. Radulescu [7] au publicat prima
lucrare privind studiul inegalitatilor hemivariationale pe domenii nemarginite. Alti au-
tori, care au continuat cercetarile inegalitatilor hemivariationale, respectiv variational -
hemivariationale, sunt, de exemplu, A. Kristaly [8], [9], Zs. Délyai si Cs. Varga [3], Cs.
Varga [29)].

Capitolul 1 al tezei contine aplicatii ale teoriei punctului critic pentru functionale
netede definite pe spatii Banach, mai exact se studiaza metode de localizare a solutiilor
multiple ale unor ecuatii cu operatori omogeni, respectiv neomogeni. Acest capitol se



bazeaza pe urmatoarele trei articole recente ale autoarei: [12, 13, 14]. Metodele utilizate
sunt principiul varational al lui Ekeland, teoreme de minimax si de tipul trecatorii montane
(mountain pass), scufundari compacte, proprietati ale functiei de dualitate.

In Sectiunea 1.1 se reamintesc definitii gi proprietati ale spatiilor Banach gi ale aplica-
tiilor de dualitate, ce sunt folosite pe parcursul acestei teze.

Continuand cercetarile lui M. Schechter [25, 26] referitoare la punctele critice ale unei
functionale netede situate pe o bila dintr-un spatiu Hilbert, R. Precup [20, 21, 22| a
studiat teoreme de punct critic pentru functionale de tip C! pe multimi inelare conice si
pe bile inchise intr-un spatiu Hilbert. Metodele folosite de acest autor sunt conditii de
compactitate de tip Palais-Smale si conditii de tip Leray-Schauder pe frontiera.

In Sectiunea 1.2 gi Sectiunea 1.3 se extind si se completeaza rezultatele obtinute de
R. Precup. Se demonstreaza teoreme de tip Schechter pentru puncte critice pe multimi
de nivel gi pe multimi inelare conice din spatii Banach reflexive si local uniform convexe.
Rezultatele sunt aplicate in Sectiunea 1.2.2 pentru probleme in care intervin operatori p-
Laplace pe domenii marginite si nemarginite. In Sectiunea 1.3.2 se studiaza localizarea pe
multimi inelare a solutiilor nenegative ale unor probleme la limita cu operatori p-Laplace.

In Sectiunea 1.4 se demonstreaza versiuni ale teoremei generale de tip minimax a lui
M. Willem [28, Theorem 2.8] si a trecatorii montane (mountain pass) a lui Ambrosetti -
Rabinowitz [1] pe o bila. Pentru a putea folosi proprietatile functiei de dualitate se
presupune ca spatiul Banach este reflexiv, neted si local uniform convex. Rezultatele
demonstrate sunt utilizate pentru a localiza pe o anumita bila, a carei raza se poate estima,
doua solutii netriviale pentru probleme Dirichlet cu operatori neomogeni in contextul
spatiilor Orlicz-Sobolev. In felul acesta se extind rezultatele obtinute de G. Dinci si P.
Matei in [4]. In cazul particular al operatorului p-Laplace se demonstreaza existenta a
doua solutii, localizate pe o anumita bila. Astfel se completeaza rezultatele de localizare
ale lui R. Precup si Cs. Varga [23], respectiv H. Lisei gi O. Vas [13].

In Capitolul 2 al acestei teze se trateaza probleme cu inegalitati hemivariationale si
variational - hemivariationale pe domenii nemarginite. Acest capitol se bazeaza pe trei
articole ale autoarei: [5, 10, 11]. Metodele utilizate sunt cele specifice analizei nenetede:
versiunea neneteda a teoremei trecatorii montane (mountain pass), teoreme topologice
de tip minimax, principiul simetriei critice, teoreme de punct fix de tip Knaster - Kura-
towski - Mazurkiweicz, rezultate din teoria celei mai bune aproximari in spatii Banach.
Mentionam ca principiul simetriei critice pentru functionale local Lipschitz a fost studiat
de A. Kristaly [8], [9], Zs. Dalyai si Cs. Varga [3], Cs. Varga [29]

In prima sectiune din Capitolul 2 se prezinta notiuni si proprietati din teoria gradi-
entului generalizat pentru functionale de tip local Lipschitz. In Sectiunea 2.2 se extinde
un rezultat de multiplicitate al lui B. Ricceri [24] pentru functionale local Lipschitz i



se utilizeaza un rezultat din teoria celei mai bune aproximari in spatii Banach, dat de
[.G. Tsar’kov [27], pentru a demonstra existenta a cel putin trei solutii pentru o clasa de
inegalitati hemivariationale pe domenii nemarginite. Aplicatii ale acestui rezultat sunt
date in Sectiunile 2.2.2 i 2.2.3. In Sectiunea 2.3 se demonstreaza existenta si multiplici-
tatea solutiilor unor probleme in care intervin inegalitati variational - hemivariationale
pe RETM | folosind rezultate pentru functionale de tip Motreanu-Panagiotopoulos. In
Sectiunea 2.4 se studiaza existenta unei solutii netriviale pentru o inegalitate variational -
hemivariationala pe un domeniu nemarginit, fara a folosi teoria punctului critic. Se uti-
lizeaza o teorema de punct fix de tip Knaster - Kuratowski - Mazurkiewicz. Aplicatii
pentru inegalitati variational - hemivariationale sunt indicate la sfarsitul acestei sectiuni.

In Capitolul 3 se prezinta posibile directii de cercetare gi cateva probleme deschise,
care au aparut pe parcursul cercetarilor descrise in aceasta teza de abilitare. Acestea vor
putea fi valorificate in proiecte si colaborari viitoare.
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