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Rezumat

Această teză, alcătuită din 6 capitole, o introducere şi o bibliografie, se bazează pe 45 lucrări selectate ale
autoarei (scrise singură sau ı̂n colaborare) ı̂mpreună cu rezultatele selectate din două monografii de cercetare ale
autoarei [GIO1], [GIO2] (toate menţionate ı̂n bibliografie).

Analiza complexă este una dintre ramurile clasice ale matematicii, ce ı̂şi are rădăcinile ı̂n secolul al XIX-lea,
unele chiar ı̂nainte, nume importante care au contribuit la dezvoltarea acestui domeniu fiind Euler, Gauss, Cauchy,
Riemann, Weierstrass. Ea se ocupă ı̂ndeosebi de studiu funcţiilor complexe analitice care sunt ı̂mpărţite ı̂n două
mari clase: funcţii olomorfe şi funcţii meromorfe, dar şi de studiul funcţiilor neanalitice.

Analiza complexă este una dintre disciplinele la care şcoala românească de matematică a adus importante
contribuţii, prin D. Pompeiu, Gh. Călugăreanu, P.T. Mocanu, şi totodată ea este o ramură a matematicii cu largi
aplicaţii ı̂n diferite domenii ale ştiinţei şi tehnicii. O direcţie importantă a analizei complexe este teoria geometrică
a funcţiilor analitice. Interpretarea geometrică a unor proprietăţi matematice exprimare pur analitic şi pe de altă
parte exprimarea ı̂n limbaj analitic a unor proprietăţi geometrice constituie unul din obiectivele majore ale teoriei
geometrice a funcţiilor analitice. Teoria geometrică a funcţiilor a ı̂nceput să se dezvolte ca o ramură aparte a analizei
complexe la ı̂nceputul secolului al XX-lea când au apărut primele lucrări importante ı̂n acest domeniu, datorate
lui P. Koebe [Koe], I.W. Alexander [Alx], L. Bieberbach [Bie]. În 1916, matematicianul L. Bieberbach a enunţat
celebra conjectură care ı̂i poartă numele şi care nu a putut fi demonstrată până ı̂n 1984, când a fost demonstrată
surprinzător de Louis de Branges ı̂ntr-un moment când anumiţi experţi ı̂ncercau mai degrabă să demonstreze că
nu este adevărată. Conjectura lui Bieberbach a impulsionat cercetările ı̂n acest domeniu timp de aproape un secol.

Una din direcţiile urmărite a fost aceea a introducerii unor clase de funcţii univalente, cum ar fi de exemplu
funcţiile stelate, funcţiile convexe, funcţiile Mocanu (α-convexe) pentru care conjectura lui Bieberbach să poată fi
verificată.

În mod natural se pune problema de a vedea ce alte condiţii se pot adăuga condiţiei f ′(z) 6= 0, ∀ z ∈ D (care
asigură univalenţa locală) care să asigure univalenţa globală a funcţiei f ı̂n domeniul D. Este de dorit să se obţină
condiţii necesare şi suficiente de univalenţă. În cazul când D este un disc, astfel de condiţii au fost obţinute pentru
prima oară ı̂n anul 1931 de Gh. Călugăreanu, ı̂n [Cal] care a pus bazele unei şcoli de teoria funcţiilor univalente la
Universitatea Babeş-Bolyai din Cluj-Napoca, condusă apoi de Acad. P.T. Mocanu.

Condiţiile necesare şi suficiente de univalenţă sunt date de obicei sub forma unor inegalităţi diferenţiale şi fiecare
condiţie suficientă de univalenţă defineşte o anumită clasă de funcţii univalente. Au apărut şi luat amploare noi
metode de cercetare ı̂n domeniul analizei complexe dintre care menţionăm metoda parametrică a lui Loewner,
metoda reprezentărilor integrale, metoda subordonărilor diferenţiale (cunoscută şi ca metoda funcţiilor admisibile)
şi metoda superordonărilor diferenţiale.

Metoda subordonărilor diferenţiale a fost elaborată de S.S. Miller şi P.T. Mocanu ı̂n [Mi-Mo1] şi [Mi-Mo2].
Aplicarea acestei metode permite obţinerea unor rezultate deosebit de importante ı̂n domeniul teoriei geometrice
a funcţiilor complexe precum şi demonstrarea pe o cale simplă a unor rezultate clasice din acest domeniu. Multe
extinderi sau generalizări ale acestor rezultate clasice au putut fi introduse tot datorită acestei teorii.

Metoda superordonărilor diferenţiale a fost introdusă ca o metodă duală a metodei subordonărilor diferenţiale
de S.S. Miller şi P.T. Mocanu ı̂n [Mi-Mo9].

Activitatea ştiinţifică, ı̂ncepută cu teza de doctorat ”Studiul unor clase de funcţii univalente”, susţinută la
Universitatea Babeş-Bolyai Cluj-Napoca, Facultatea de Matematică şi Informatică, 2006, conducător ştiiţific prof.
univ. dr. Grigore Şt. Sălăgean, se desfăşoară ı̂n domeniul Teoriei Geometrice a Funcţiilor Analitice (Funcţii
Univalente) şi a funcţiilor neanalitice şi se referă ı̂n special la următoarele teme:

1. Studiul unor clase de funcţii univalente obţinute cu ajutorul unor operatori diferenţiali şi studierea ı̂n aceste
clase a unor subordonări şi superordonări diferenţiale.

2. Introducerea unor clase de funcţii univalente care extind clasa funcţiilor Mocanu (α-convexe).
3. Studiul unor noi operatori diferenţiali şi cu ajutorul lor a noi clase de funcţii univalente.
4. Studiul unor noi operatori integrali pe clase de funcţii univalente.
5. Elaborarea teoriei noţiunii de tare subordonare diferenţială ca o extindere a noţiunii de subordonare

diferenţială.
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6. Elaborarea teoriei noţiunii de tare superordonare diferenţială ca o problemă duală a noţiunii de tare subor-
donare diferenţială.

7. Obţinerea unor criterii suficiente de univalenţă folosind tare subordonările diferenţiale liniare.
8. Obţinerea unor criterii suficiente de univalenţă folosind tare subordonările diferenţiale neliniare.
Principalele contribuţii referitoare la cele 8 teme conţinute ı̂n teza de abilitare sunt:
În primul capitol, ”Second order differential subordinations”, ı̂n paragrafele 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5 sunt prezentate

noţiunile fundamentale legate de metoda subordonărilor diferenţiale sau metoda funcţiilor admisibile, noţiuni care
pot fi găsite ı̂n monografia [Mi-Mo8] sau ı̂n articolele menţionate ı̂n această teză.

Metoda subordonărilor diferenţiale poate fi formulată pe scurt, astfel:
Considerăm Ω şi ∆ două submulţimi ale lui C. Fie p o funcţie analitică ı̂n discul unitate U , cu p(0) = a şi fie

ψ(r, s, t; z) : C3 × U → C. Se pune problema studierii unor implicaţii de forma:

(1.1.1) ψ(p(z), zp′(z), z2p′′(z); z) ⊂ Ω⇒ p(U) ⊂ ∆.

Dacă Ω şi ∆ sunt domenii simplu conexe din C, diferite de C, şi a ∈ ∆, atunci există transformările conforme
q : U → ∆, q(U) = ∆, q(0) = a şi h : U → Ω, h(U) = Ω, h(0) = ψ(a, 0, 0; 0) şi dacă ψ este olomorfă ı̂n U , atunci
(1.1.1) poate fi scrisă

(1.1.2) ψ(p(z), zp′(z), z2p′′(z); z) ≺ h(z)⇒ p(z) ≺ q(z).

În paragraful 1.6 sunt prezentate noţiunile legate de subordonările diferenţiale de tip Briot-Bouquet precum şi
teoremele cele mai importante necesare ı̂n dezvoltarea subordonărilor diferenţiale de tip Briot-Bouquet.

În paragraful 1.7 apare prima contribuţie personală legată de studiul unor clase de funcţii univalente obţinute
cu ajutorul operatorului Dn

λf introdus ı̂n [AI-O]. Folosind acest operator diferenţial se defineşte clasa de funcţii
univalente Rn(λ, α).

Definiţia 1.7.1. [Al-O] Pentru 0 ≤ α < 1, λ ≥ 0, n ∈ N, vom nota cu Rn(λ, α) clasa funcţiilor f ∈ A care
satisfac inegalitatea

Re [Dn+1
λ f(z)]′ > α, z ∈ U,

unde
Dn+1
λ f(z) = (1− λ)Dn

λf(z) + λz[Dn
λf(z)]′, z ∈ U

Dn+1
λ f se numeşte operatorul diferenţial Sălăgean,

Dnf(z) = z +

∞∑
j=2

jnajz
j , z ∈ U.

Rezultatul principal obţinut ı̂n lucrarea [GIO-GhO2] este:
Teorema 1.7.1. [GIO-GhO2] Fie

h(z) =
1 + (2α− 1)z

1 + z
, z ∈ U,

o funcţie convexă ı̂n U , cu h(0) = 1, 0 ≤ α < 1.
Dacă λ > 0, n ∈ N, f ∈ A, satisface subordonarea diferenţială

Dn+1
λ f(z) ≺ h(z), z ∈ U,

atunci

[Dn
λf(z)]′ ≺ q(z) = 2α− 1 +

2(1− α)

λ
· 1

z
1
λσ

(
1

λ

)
unde

(1.7.1) σ(x) =

∫ z

0

tx−1

1 + t
dt, z ∈ U.

Funcţia q este convexă şi cea mai bună dominantă a subordonării diferenţiale.
Din această teoremă se poate obţine cu uşurinţă proprietatea de incluziune:
Corolar 1.7.1. [GIO-GhO2] Avem

Rn+1(α, λ) ⊂ Rn+1(δ, λ)

unde

δ = δ(λ, α) = 2α− 1 + 2(1− α)
1

λ
σ

(
1

λ

)
,
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unde σ este dat de (1.7.1).
Folosind acelaşi operator diferenţial definim clasa de funcţii univalente notată cu Sλ(α, β, n).
Definiţia 1.7.2. [GIO-GhO3] Dacă α ≥ 0, 0 ≤ β < 1, λ > 0, şi n ∈ N = N∗ ∪ {0}, notăm cu Sλ(α, β, n) clasa

funcţiilor f ∈ A care satisfac inegalitatea

Re

[
α

λ
·
Dn+2
λ f(z)

f(z)
+
Dn+1
λ f(z)

f(z)

(
1− α(1− λ)

λ
− α · zf

′(z)

f(z)

)]
> β.

Observaţia 1.7.1. a) Dacă α = 0, n = 0, β = 0 şi λ = 1, atunci obţinem

Re
zf ′(z)

f(z)
> 0, z ∈ U,

clasa funcţiilor stelate.
b) Pentru α = 0, n = 0, 0 ≤ β < 1 şi λ 6= 1 obţinem

Re
zf ′(z)

f(z)
> β, z ∈ U,

clasa funcţiilor stelate de ordinul β.
c) Pentru λ = 1, α ≥ 0, 0 ≤ β < 1, n ∈ N∗ ∪ {0}, obţinem

Re

[
α
Dn+2f(z)

f(z)
+
Dn+1f(z)

f(z)

(
1− αzf

′(z)

f(z)

)]
> β, z ∈ U,

clasa S(α, β, n) studiată ı̂n [GIO3].
În această clasă sunt studiate mai multe subordonări diferenţiale interesante şi se obţine proprietatea:
Corolarul 1.7.3. [GIO-GhO3] Avem

Sλ(α, β, n) ⊂ Sλ(α, δ, n)

unde

δ = 2β − 1 +
2(1− β)

α
σ

(
1

α

)
,

σ

(
1

α

)
=

∫ z

0

t
1
α − 1

1 + t
dt, z ∈ U.

Definiţia 1.7.3. [GIO-GhO4] Dacă 0 ≤ α < 1, λ ≥ 0, n,m ∈ N∗ ∪ {0}, notăm cu Rmn (λ, α) clasa funcţiilor
f ∈ An care satisface inegalitatea

Re [Dm
λ f(z)]′ > α, z ∈ U,

unde
Dm
λ f(z) = (1− λ)Dm

λ f(z) + λz[Dm
λ f(z)]′, z ∈ U.

Observaţia 1.7.5. Această clasă de funcţii univalente generalizează clasele de funcţii studiate:
a) Pentru 0 ≤ α < 1, λ ≥ 0, n = 1, m ∈ N∗ ∪ {0}, obţinem clasa

Re [Dmf(z)]′ > α,

studiată ı̂n [AL-O].
b) Pentru 0 ≤ α < 1, n = 1, m = 1, obţinem

Re [f ′(z) + λzf ′′(z)] > α, z ∈ U,

clasa studiată de Ponnusamy ı̂n [Pon].
c) Pentru α = 0, n = 1, m = 0, λ = 0, obţinem

Re f ′(z) > 0, z ∈ U,

care este un criteriu de univalenţă.
Rezultatul important legat de această clasă este:
Teorema 1.7.4. [GIO-GhO4] Clasa Rmn (λ, α) este convexă.
În această clasă s-au studiat interesante subordonări diferenţiale, după cum urmează:

3



Propoziţia 1.7.6. [GIO-GhO4] Fie n,m ∈ N, λ ≥ 0, c ∈ C, Re c > 0 şi ω un număr real dat de

ω =
n2 + |c+ 2|2 − |n2 − 2c− 4|

4nRe (c+ 2)
.

Fie h o funcţie analitică ı̂n U cu h(0) = 1 şi care satisface inegalitatea

Re
zh′′(z)

h′(z)
+ 1 ≥ ω.

Dacă f ∈ Smλ (λ, α) şi

F (z) = Ic(f) =
c+ 2

zc+1

∫ z

0

tcf(t)dt, Re c > 0, (1.7.3)

atunci
[Dm

λ f(z)]′ ≺ h(z), z ∈ U,

implică
[Dm

λ F (z)]′ ≺ q(z), z ∈ U,

unde q este soluţia ecuaţiei diferenţiale

q(z) +
n

c+ 2
zq′(z) = h(z), h(0) = 1

dată de

q(z) =
c+ 2

nz(c+2)/n

∫ z

0

t
c+2
n −1h(t)dt.

Mai mult, rezultatul este cel mai bun.
Dacă ı̂nlocuim ı̂n teoremă

h(z) =
1 + (2α− 1)z

1 + z

obţinem următorul rezultat (interesant).
Corolarul 1.7.4. [GIO-GhO4] Dacă α < 1, n,m ∈ N, λ ≥ 0, Re c > 0 şi operatorul integral Ic dat de (1.7.3),

atunci Ic[S
m
n (λ, α)] ⊂ Smn (λ, δ), unde

δ = min
|z|=1

Re q(z) = δ(c, n, α)

şi

q(z) =
c+ 1

nz(n+2)/n

∫ z

0

t
c+2
n −1 · 1 + (2α− 1)t

1 + t
dt

iar rezultatul este cel mai bun, şi

δ = 2α− 1 +
(c+ 2)(2− 2α)

n
· σ
(
c+ 2

n

)
, unde σ(x) =

∫ z

0

tx−1

1 + t
dt.

În lucrarea [Tă-GIO-Şe] s-a definit clasa Sn(β):
Definiţia 1.7.4. [Tă-GIO-Şe] Dacă 0 ≤ β < 1 şi n ∈ N, vom nota cu Sn(β) clasa funcţiilor f ∈ A care satisfac

inegalitatea
Re (Snf(z)) > β, z ∈ U,

unde Snf(z) este operatorul diferenţial al lui Sălăgean.
Pentru această clasă s-au demonstrat:
Teorema 1.7.8. [Tă-GIO-Şe] Clasa de funcţi Sn(β) este o clasă de funcţii convexe.
Teorema 1.7.9. [Tă-GIO-Şe] Fie q o funcţie convexă ı̂n U cu q(0) = 1, şi fie

h(z) = q(z) +
1

c+ 1
zq′(z), z ∈ U,

unde c ∈ C, cu Re c > −2.
Dacă f ∈ Sn(β) şi F = Ic(f), unde

F (z) = Ic(f) =
c+ 2

zc+1

∫ z

0

tcf(t)dt, Re c > −2

atunci [Snf(z)]′ ≺ h(z), z ∈ U , implică
[SnF (z)]′ ≺ q(z), z ∈ U
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şi q este cea mai bună dominantă.
În paragraful 1.8 se prezintă operatorul diferenţial Dα

λ obţinut ca o combinaţie convexă a operatorilor diferenţiali
Sălăgean şi Ruscheweyh.

Definiţia 1.8.1. [GIO-GhO5] Fie α ≥ 0, λ ≥ 0. Notăm cu Dα
λ : A→ A,

Dα
λf(z) = (1− λ)Sαf(z) + λRαf(z), z ∈ U,

unde prin Sα şi Rα am notat operatorul diferenţial Sălăgean şi Ruscheweyh.
Observaţia 1.8.1. a) Pentru λ = 0, Dα

0 f(z) = Sαf(z), operatorul Sălăgean.
b) Pentru λ = 1, Dα

1 f(z) = Rαf(z), z ∈ U , operatorul Ruscheweyh.
c) Pentru α = 0, D0

λf(z) = (1− λ)S0f(z) + λR0f(z) = (1− λ)f(z) + λf(z) = f(z).
d) Pentru α = 1, D1

λf(z) = (1 − λ)S′f(z) + λR′f(z) = (1 − λ)zf ′(z) + λzf ′(z) = zf ′(z) = R1f(z) = S1f(z),
z ∈ U .

Rezultatul important din această lucrare este:

Propoziţia 1.8.1. [GIO-GhO5] Fie h(z) =
1 + (2α− 1)z

1 + z
o funcţie convexă ı̂n U , cu h(0) = 1, 0 ≤ β < 1.

Presupunem că α ≥ 0, λ ≥ 0 şi f ∈ A satisface subordonarea diferenţială

[Dα+1
λ f(z)]′ +

λαz[Rαf(z)]′′

α+ 1
≺ h(z),

atunci
[Dα

λf(z)]′ ≺ q(z), z ∈ U,

unde q(z) = 2β − 1 + 2(1− β) · ln(1 + z)

z
, z ∈ U . Funcţia q este convexă şi cea mai bună dominantă.

Folosind acest operator diferenţial s-a definit clasa Σ(α, λ, n+ 1).
Definiţia 1.8.2. [GIO-Că-GhO] Dacă 0 ≤ α < 1, λ ≥ 0 şi n ∈ N, notăm clasa Σ(α, λ, n + 1) clasa funcţiilor

f ∈ Σ care satisfac relaţia

Re

{
[Dn+1

λ g(z)]′ +
λzn[Rng(z)]′′

n+ 1

}
> α,

unde

f(z) =
1

z
+ a0 + a1z + a2z

2 + . . .

g(z) = z2f(z) = z + a0z
2 + a1z

3 + . . . , z ∈ U.

Pentru această clasă de funcţii s-a demonstrat proprietatea:
Teorema 1.8.4. [GIO-Ca-GhO] Dacă 0 ≤ α < 1, λ ≥ 0 şi n ∈ N, atunci

Σ(α, λ, n+ 1) ⊂ Σ(δ, λ, n+ 1),

unde δ = δ(α) = 2α− 1 + 2(1− α) ln 2.
În lucrare sunt studiate interesante subordonări diferenţiale.
În paragraful 1.9 se prezinyă rezultate obţinute folosind operatorul diferenţial

Dn+p−1f(z) = zp +

∞∑
k=m+p

(n+ k − 2)!

(n− 1)!(k − 1)!
akz

k,

cu proprietatea
(n+ p)Dn+pf(z) = z[Dn+p−1f(z)]′ + nDn+p−1f(z), z ∈ U,

pentru funcţii din clasa Am(p). Am(p) este clasa funcţiilor de forma

f(z) = zp +

∞∑
k=m+p

akz
k, p,m ∈ N = {1, 2, 3, . . .}.

Acest operator ı̂l vom numi operatorul lui Ruscheweyh de ordinul (n + p − 1). Folosind acest operator s-au
studiat subordonări interesante ı̂n lucrarea [GIO-GhO-Ow].

Rezultatul principal din această lucrare este:
Teorema 1.9.1. [GIO-GhO-Ow] Fie q o funcţie convexă ı̂n U şi fie funcţia h dată de

h(z) = q(z) +
m

p
zq′(z), z ∈ U,
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cu h(0) = 1, m ∈ N, p ∈ {1, 2, . . .}. Dacă f ∈ Am(p) şi satisface subordonarea diferenţială

1

p

[Dn+p−1f(z)]′

zp−1
≺ h(z),

atunci
Dn+p−1f(z)

zp
≺ q(z), z ∈ U,

şi rezultatul este cel mai bun.
În paragraful 1.10 sunt prezentate rezultate obţinute folosind operatorul Dziok-Srivastava dat de:

(1.10.1) H l
m(α1, α2, . . . , αl;β1, β2, . . . , βm)f(z) = z +

∞∑
n=2

(α1)n−1 . . . (αl)n−1
(β1)n−1 . . . (βm)n−1

· an
zn

(n− 1)!

unde αi ∈ C, i = 1, 2, . . . , l, βj ∈ C \ {0,−1,−2, . . .}, j = 1, 2, . . . ,m, f ∈ A.
Pentru simplificarea scrierii, vom nota

(1.10.2) H l
m[α1]f(z) = H l

m(α1, α2, . . . , αl;β1, β2, . . . , βm)f(z).

Pentru acest operator avem proprietatea

(1.10.3) α1H
l
m[α1 + 1]f(z) = z{H l

m[α1]f(z)}′ + (α− 1)H l
m[α1]f(z), z ∈ U.

Rezultatul principal din această lucrare este dat de următoarea teoremă care ne dă un criteriu de univalenţă
exprimat cu ajutorul operatorului diferenţial Dziok-Srivastava pentru funcţiile f ∈ A.

Teorema 1.10.1. [GIO10] Fie l,m ∈ {0, 1, 2, . . .}, l ≤ m+ 1, αi ∈ C, i = 1, 2, . . . , l, βj ∈ C \ {0,−1,−2, . . .},
j = 1, 2, . . . ,m şi H l

m[α1]f(z) operatorul diferenţial Dziok-Srivastava dat de (1.10.1).

Dacă f ∈ A, α1 ≥ 0 şi
H l
m[α1]f(z)

z
6= 0, ı̂n U şi verifică subordonarea diferenţială

z{H l
m[α1 + 1]f(z)]′

H l
m[α1 + 1]f(z)

+ (1− α1)
H l
m[α1 + 1]f(z)

H l
m[α1]f(z)

+ α1 − 1 ≺ h(z),

unde

h(z) =
1 + z

1− z
+

2z

(1− z)[1 + γ + (1− γ)z]
, 0 ≤ γ < 1, z ∈ U,

atunci
H l
m[α1 + 1]f(z)

H l
m[α1]f(z)

≺ 1 + z

1− z
, z ∈ U

şi rezultatul este cel mai bun.
Observaţia 1.10.1. Pentru m = 0, l = 1, α1 = 1, H1

0 [z]f(z) = f(z), H1
1 [z]f(z) = zf ′(z), subordonarea

H l
m[α1 + 1]f(z)

H l
m[α1]f(z)

≺ 1 + z

1− z

este echivalentă cu Re
zf ′(z)

f(z)
> 0, adică f ∈ S∗.

În lucrarea [GIO-GhO7], folosind acelaşi operator s-a obţinut subordonarea diferenţială

(1− λ)
H l
m[α1 + 1]f(z)

H l
m[α1]f(z)

+ λ
[H l

m[α1 + 1]f(z)]′

[H l
m[α1]f(z)]′

≺ 1− z
1 + z

care este echivalentă cu condiţia

Re

[
(1− λ)

zf ′(z)

f(z)
+ λ

(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)]
> 0,

condiţia ca funcţia f ∈ A să aparţină clasei Mλ (clasa funcţiilor Mocanu).
În paragraful 1.11 este prezentat studiul unor subordonări diferenţiale ı̂n semiplanul drept, folosind inegalităţile

diferenţiale
Re [A(z)zp′(z) +B(z)p2(z) + C(z)p(z) +D(z)] > 0

şi
Re [A(z)p2(z)−B(z)(zp′(z))2 + C(z)zp′(z) +D(z)] > 0.
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Observaţia 1.11.1. Rezultatele obţinute ı̂n Teoremele 1.11.1 şi 1.11.2 ne oferă posibilitatea de a obţine condiţii
suficiente de univalenţă, stelaritate, convexitate, alfa-convexitate (funcţii Mocanu), aproape convexe, dacă

p(z) =
zf ′(z)

f(z)
, p(z) =

zf ′′(z)

f ′(z)
+ 1, p(z) = (1− α)

zf ′(z)

f(z)
+ α

(
zf ′′(z)

f ′(z)
+ 1

)
, p(z) = f ′(z), z ∈ U.

În capitolul al doilea, ”Second-order differential superordination”, ı̂n paragrafele 2.1, 2.2, 2.3 sunt prezentate
noţiunile de bază ale metodei superordonărilor introdusă de S.S. Miller şi P.T. Mocanu ı̂n [Mi-Mo9].

Această metodă poate fi prezentată pe scurt astfel:
Fie Ω şi ∆ două submulţimi ale lui C, fie p o funcţie analitică ı̂n discul unitate U şi fie ϕ(r, s, t; z) : C3θU → C.
Se pune problema studierii unor implicaţii de forma:

(2.1.1) Ω ⊂ {ϕ(p(z), zp′(z), z2p′′(z); z) : z ∈ U} ⇒ ∆ ⊂ p(U).

Dacă Ω şi ∆ sunt domenii simplu conexe din C, diferite de C, atunci există transformările conforme q :
U → ∆, q(U) = ∆, q(0) = p(0) şi h : U → Ω, h(U) = Ω, h(0) = ψ(p(0), 0, 0; 0). Dacă ı̂n plus funcţiile p şi
ψ(p(z), zp′(z), z2p′′(z); z) sunt univalente ı̂n U , atunci implicaţia (2.1.1) poate fi reformulată

(2.1.2) h(z) ≺ ϕ(p(z), zp′(z), z2p′′(z); z)⇒ q(z) ≺ p(z).

În paragraful 2.4 sunt prezentate contribuţiile personale legate de temele amintite folosind operatorul diferenţial
Dziok-Srivastava.

În [GIO6] se definesc superordonările diferenţiale de ordinul ı̂ntâi şi sunt obţinute mai multe rezultate legate de
superordonări diferenţiale de ordinul ı̂ntâi. Iată un astfel de rezultat:

Teorema 2.4.1. [GIO6] Fie Ω ⊂ C, Ω 6= C, q ∈ H[a, n], α1 > 0 şi fie ϕ ∈ Φn[Ω, q]. Dacă
H l
m[α1]f(z)

z
∈ Q(1)

şi ψ

(
H[α1]f(z)

z
,
H l
m[α1 + 1]f(z)

z
; z

)
este univalentă ı̂n U , atunci

Ω ⊂
{
ϕ

(
H l
m[α1]f(z)

z
,
H l
m[α1 + 1]f(z)

z

)}
implică

q(z) ≺ H l
m[α1]f(z)

z
, z ∈ U,

unde H l
m[α1]f(z) este dat de (1.10.2).

În lucrarea [GIO10], folosind acelaşi operator diferenţial se obţin superordonări diferenţiale:
Teorema 2.4.5. [GIO10] Fie l,m ∈ N0 = {0, 1, 2, . . .}, l ≤ m + 1, αi ∈ C, i = 1, 2, . . . , l, βj ∈ C \

{0,−1,−2, . . .}, j = 1, 2, . . . ,m şi H l
m[α1]f(z) operatorul liniar Dziok-Srivastava.

Dacă p ∈ H[1, 1] ∩Q, p(U) ⊂ D şi

z{H l
m[α1 + 1]f(z)}′

H l
m[α1 + 1]f(z)

+ (1− α1)
H l
m[α1 + 1]f(z)

H l
m[α1]f(z)

+ α1 − 1

este univalentă ı̂n U , atunci

1 + z +
z

1 + γ + z
≺ z{H l

m[α1 + 1]f(z)}′

H l
m[α1]f(z)

+ (1− α1)
H l
m[α1 + 1]f(z)

H l
m[α1]f(z)

+ α1 − 1

implică

1 + z ≺ H l
m[α1 + 1]f(z)

H l
m[α1]f(z)

, z ∈ U, γ ≥ 0

şi q(z) = 1 + z este cea mai bună subordonantă.
În paragraful 2.5 sunt prezentate superordonări diferenţiale obţinute folosind operatorul integral

(2.5.1) I(f)(z) = F (z) =

[
β + γ

zγ

∫ z

0

fβ(t)tγ−1dt

] 1
γ

,

şi publicate ı̂n articolul [GhO-GIO2], obţinându-se un rezultat de tip sandwich:

1 +Rz ≺ zF ′(z)

F (z)
≺ 1 + z, R ∈ (0, 1], z ∈ U.
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Rezultatul principal este dat de teorema:
Teorema 2.5.5. [GIO5] Fie R ∈ [0, 1] şi h o funcţie convexă, cu h(0) = 1, definită astfel

h(z) = 1 +Rz +
zR

2 +Rz
, z ∈ U.

Dacă f ∈ A şi
zf ′(z)

f(z)
este univalentă,

zF ′(z)

F (z)
∈ H[1, 1] ∩Q, h(z) ≺ zf ′(z)

f(z)
, atunci

q(z) = 1 +Rz ≺ zF ′(z)

F (z)
, z ∈ U,

unde F este dat de (2.5.1).
Funcţia q este cea mai bună sunordonantă.
În paragraful 2.6 sunt prezentate subordonări diferenţiale obţinute folosind operatorul diferenţial Ruscheweyh.

Teorema 2.6.1. [GhO-GIO6] Fie h(z) =
1 + (2α− 1)z

1 + z
, o funcţie convexă ı̂n U , cu h(0) = 1. Fie f ∈ An şi

presupunem că [Dm+1f(z)]′ este univalentă ı̂n U şi [Dmf(z)]′ ∈ H[1, 1] ∩Q. Dacă

h(z) ≺ [Dm+1f(z)]′,

atunci
q(z) ≺ [Dmf(z)]′, z ∈ U,

unde

q(z) =
m+ 1

nz
m+1
n

∫ z

0

1 + (2α− 1)t

1 + t
t
m+1
n −1dt.

Funcţia q este convexă şi este cea mai bună subordonantă.
În capitolul 3, ”The univalent differential and integral operators” sunt cuprinse contribuţiile personale legate

de tema 5.
În paragraful 3.1 se prezintă operatorul integral I(f1, f2, . . . , fn).
Definiţia 3.1.1. [GIO7] Fie n,m ∈ N ∪ {0}, i ∈ {1, 2, 3, . . . ,m}, αi ∈ C, α ∈ C, cu Reα > 0, Am =

A×A× . . .×A. Vom nota cu I : Am → A, operatorul integral

(3.1.1) I(f1, f2, . . . , fm)(z) = F (z)

=

[
α

∫ z

0

tα−1
(
Rnf1(t)

t

)α1
(
Rnf2(t)

t

)α2

. . .

(
Rnfm(t)

t

)αm
dt

] 1
α

,

unde fi ∈ A, i ∈ {1, 2, 3, . . . ,m}, şi Rn este operatorul diferenţial Ruscheweyh.
Acest operator generalizează alţi operatori integrali cum ar fi

I(z) =

∫ z

0

f(t)

t
dt,

numit operatorul lui Alexander [Alx],

I(z) =

∫ z

0

[
f(t)

t

]β
dt

operatorul Miller-Mocanu-Reade, [Mi-Mo-Re],

I(z) =

∫ z

0

[f ′(t)]βdt,

studiat ı̂n [Pa-Pe],

I(z) =

∫ z

0

[
f1(t)

t

]α1

. . .

[
fm(t)

t

]αm
dt

studiat ı̂n [Br-Br],

I(f1, f2, . . . , fm)(z) =

∫ z

0

(
Rnf1(t)

t

)α1

. . .

(
Rnfm(t)

t

)αm
dt,

studiat ı̂n [GIO-GhO6],

Gα(z) =

[
α

∫ z

0

tα−1
(
g(t)

t

)
dt

] 1
α
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studiat ı̂n [Pes1], [Pes2],

Fα(z) =

[
α

∫ z

0

tα−1f ′(t)dt

] 1
α

,

studiat ı̂n [Pes2], [Pes4].
În lucrarea [GIO7] sunt studiate condiţiile necesare şi suficiente pentru ca operatorul I(f1, f2, . . . , fm)(z) să fie

univalent.
Teorema 3.1.1. [GIO7] Fie α ∈ C, cu Reα > 0, fi ∈ A, αi ∈ C, i ∈ {1, 2, . . . ,m}, cu |α1|+|α2|+. . .+|αm| ≤ 1.
Dacă ∣∣∣∣z[Rnfi(z)]′Rnfi(z)

− 1

∣∣∣∣ ≤ 1, z ∈ U, i ∈ {1, 2, . . . ,m},

atunci F (z) dat de (3.1.1) aparţine clasei S.
Condiţii suficiente de univalenţă pentru acest operator au fost obţinute şi ı̂n [GIO8], [GIO9].
Teorema 3.1.6. [GIO9] Fie n,m ∈ N ∪ {0}, µ ≥ 0, α şi c numere complexe cu Reα > 0, |c| ≤ 1, c 6= −1 şi

fi ∈ A, ak ∈ C, k ∈ {1, 2, . . . ,m}. Dacă

i) |α1|+ |α2|+ . . .+ |αm| ≤ (1− |c|) |α|
1 + µ(1 + |α|)

;

ii) |Rnfk(z)| ≤ 1;

iii)

∣∣∣∣1− |z|2αα

[
z2(Rnfk(z))′

(Rnfk(z))2
− 1

]∣∣∣∣ ≤ 1, z ∈ U , k ∈ {1, 2, . . . ,m},

unde Rn este operatorul Ruscheweyh, atunci funcţia F dată de (3.1.1) aparţine clasei S.
În lucrarea [Şe-GIO] s-au determinat condiţiile de univalenţă a operatorului integral

Gα,M (z) =

[
α

M

∫ z

0

t
α
M−1

[
g(t)

t

]α−1

M2

dt

]M
α

(3.1.2)

folosind criteriile lui Ahlfors, Becker şi Pascu.
Teorema 3.1.7. [Şe-GIO] Fie M ≥ 1, α un număr complex cu Reα > 0, α 6= 1 şi c un număr complex |c| ≤ 1,

c 6= −1. Fie funcţia g ∈ A, satisfăcând condiţiile∣∣∣∣g(z)

z

∣∣∣∣ ≤ 3M − 2,

∣∣∣∣z2g′(z)g2(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1

3M − 2
, z ∈ U şi |c|+ 3|α− 1|

|α|
≤ 1,

atunci operatorul integral dat de (3.1.2) aparţine clasei S.
Observaţia 3.1.1. Acest operator generalizează alţi operatori cunoscuţi studiaţi ı̂n [Pas1], [Pas2], [Pes1],

[Pes2].
În paragraful 3.2 sunt prezentaţi operatorii diferenţiali Ip(β,m, n;λ, l) şi clasa funcţiilor univalente notate

Sαp (β,m, n;λ, l).
Definiţia 3.2.1. [GIO23] Pentru l, λ, β ∈ R, l ≥ 0, β ≥ 0, λ ≥ 0, n, p ∈ N, m ∈ N ∪ {0} şi f ∈ A(p, n) definim

operatorul

(3.2.1) Ip(β,m, n;λ, l)f(z) = zp +

∞∑
k=p+n

 (1− λ)(p− k) + l +
(m+ k − 1)!

m!(k − 1)!

p+ l − k + (m+ k − 1)!


β

(m+ k − 1)!

m!k!
akz

k, z ∈ U.

A(p, n) este clasa funcţiilor de forma

f(z) = zp +

∞∑
k=p+n

akz
k, z ∈ U.

Acest operator generalizează un mare număr de operatori diferenţiali cunoscuţi.
Definiţia 3.2.2. [GIO23] Fie 0 ≤ α < 1, m ∈ N ∪ {0}, p, n ∈ N, l, λ, β ∈ R, l ≥ 0, λ ≥ 0, β ≥ 0. Funcţia

f ∈ A(p, n) aparţine clasei Sαp (β,m, n;λ, l) dacă este satisfăcută condiţia

(3.2.2) Re I ′p(β,m, n;λ, l)f(z) > α, z ∈ U,

unde Ip(β,m, n;λ, l)f(z) este operatorul dat de (3.2.1).

În Teorema 3.2.1 [GIO23] am arătat că Sα1 (β + 1,m, n;λ, l) ⊂ Sα1 (δ,m, n;λ, l), unde

δ = δ(α,m, n, l, k, λ) = 2α− 1 + 2(1− α)
E(m, l, k)

λn
σ

[
E(m, l, k)

λn

]
,
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σ

[
E(m, l, k)

λn

]
=

∫ z

0

t
E(m,l,k)

λn −1

1 + t
dt, z ∈ U

şi

(3.2.3) E(m, l, k) = 1 + l − k +
(m+ k − 1)!

m!(k − 1)!
.

Definiţia 3.2.3. [GIO23] Fie 0 ≤ α < 1, m ∈ N ∪ {0}, p, n ∈ N, l, λ, β ∈ R, λ ≥ 1, β ≥ 0, f ∈ A(p, n). Notăm
cu L : A(p, n)→ A(P, n) operatorul integral

(3.2.4) L(f) = F (z) =
p+ E(m, l, k)

λz
p(1− λ) + E(m, l, k)− 1

λ

∫ z

0

f(t)t
p(1−λ)+E(m,l,k)−1

λ dt

unde E(m, l, k) este dat de (3.2.3).
Observaţia 3.2.3. Acest operator generalizează operatorii cunoscuţi,

F (z) =

∫ z

0

f(t)

t
dt operatorul Alexander,

F (z) =
2

z

∫ z

0

f(t)dt operatorul Libera,

F (z) =
l + 1

zl

∫ z

0

f(t)tl−1dt operatorul lui Bernardi.

Folosind operatorul integral (3.2.4) am demonstrat următoarea teoremă.
Teorema 3.2.2. [GIO23] Fie 0 ≤ α < 1, m ∈ N∪{0}p = 1, n ∈ N, l, k, β ∈ R, λ ≥ 1, β ≥ 0 şi f ∈ An. Atunci

f aparţine clasei Sα1 (β,m, n;λ, l) dacă şi numai dacă F dată de (3.2.4) aparţine clasei Sα1 (β + 1,m, n;λ, l).
În paragraful 3.3 am studiat stelaritatea operatorului Bernardi.
În lucrările [Le-Mi-Zl] şi [Pas2] s-a arătat că:
i) Lγ [S∗] ⊂ S∗, (ii) Lγ [K] ⊂ K, (iii) Lγ(C) ⊂ C,

unde S∗ este clasa funcţiilor stelate, K clasa funcţiilor complexe, C clasa funcţiilor aproape convexe, iar

(3.3.1) Lγ [f ](z) = F (z) =
γ + 1

zγ

∫ z

0

f(t)tγ−1dt

este operatorul Bernardi.
În lucrarea [GIO14] am extins această proprietate pentru funcţiile stelate de ordin negativ:

S

(
− 1

2γ

)
=

{
f ∈ A, f(z)

z
6= 0, Re

zf ′(z)

f(z)
> − 1

2γ
, γ ≥ 1

}
.

Teorema 3.3.1. [GIO14] Fie f ∈ A,
f(z)

z
6= 0, z ∈ U , γ ≥ 1. Dacă

Re
zf ′(z)

f(z)
> − 1

2γ

atunci F ∈ S∗, unde F este dată de (3.3.1).

În lucrarea [GIO13], am arătat că dacă f ∈ K
(
− 1

2γ

)
, γ ≥ 1, atunci F dată de (3.3.1) este conexă.

Teorema 3.3.2. [GIO13] Fie f ∈ A, γ ≥ 1. Dacă

Re

[
zf ′′(z)

f ′(z)
+ 1

]
≥ − 1

2γ
,

atunci F dată de (3.3.1) este convexă.
În paragraful 3.4 sunt prezentate condiţiile ı̂n care imaginea unei funcţii f convexă prin operatorul integral

(3.4.1) I(f) = F (z) =
1

[g(z)]c

∫ z

0

f(w)g(w)c−1g′(w)dw

este o funcţie convexă, unde c ∈ C cu Re c > 0.
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Teorema 3.4.1. [GIO-GhO8] Fie f, g ∈ H(U) şi fie operatorul

(3.4.1) I(f) = F (z) =
1

[g(z)]c

∫ z

0

f(w)g(w)c−1g′(w)dw.

Dacă sunt satisfăcute:

(i) Re
czg′(z)

g(z)
> 0, z ∈ U, Re c > 0,

(ii) Re

(
zg′′(z)

g′(z)
+ 1

)
> Re

(c+ 1)zg′(z)

g(z)
, z ∈ U ,

(iii) I(C) ⊂ C
atunci I(K) ⊂ K.

În paragraful 3.5 sunt prezentate condiţiile necesare ca imaginea funcţiei f ∈ A, prin operatorul integral

(3.5.1) I(f)(z) = F (z) =
2

z

∫ z

0

f(t)dt

să fie o funcţie convexă.
Teorema 3.5.2. [GhO-GIO5] Fie M ∈ [0,M0], unde M0 = 0, 41284489 este rădăcina ecuaţiei

7M8 + 14M7 + 48M6 + 30M5 + 67M4 + 18M3 + 18M2 + 2M − 8 = 0.

Dacă f ∈ A şi satisface inegalitatea ∣∣∣∣zf ′(z)f(z)
− 1

∣∣∣∣ < M

atunci Re
zF ′(z)

F ′(z)
+ 1 > 0, unde F este dată de (3.5.1).

În paragraful 3.6 sunt prezentate condiţiile ca imaginea unei funcţii f ∈ H[1, 1], prin operatorul Bernardi să fie
o funcţie convexă.

Teorema 3.6.1. [GIO21] Fie f ∈ H[1, 1], γ ≥ 1 şi

(3.6.1) Lγ [f ](z) = F (z) =
γ

zγ

∫ z

0

f(t)tγ−1dt, z ∈ U.

Dacă

Re

[
zf ′′(z)

f ′(z)
+ 1

]
> − 1

2γ
, z ∈ U,

atunci F dată de (3.6.1) este convexă.
În Capitolul 4, ”Classes of univalent functions which extend the class of Mocanu functions”, se arată mai multe

clase de funcţii care extind clasa

Mα =

{
f ∈ A, Re

[
(1− α)

zf ′(z)

f(z)
+ α

(
zf ′′(z)

f ′(z)
+ 1

)]
> 0, z ∈ U

}
,

numită clasa funcţiilor Mocanu sau clasa funcţiilor α-convexe.
Este cunoscută teorema de dualitate pentru această clasă:
Teoremă. [Mo-Bu-Să] Dacă α ≥ 0 atunci f ∈Mα ⇔ F ∈ S∗, unde

(4.1.1) F (z) = f(z)

[
zf ′(z)

f(z)

]α
.

În lucrarea [GhO-GIO3] am definit clasa de funcţii Mα,β .

Definiţia 4.1.1. [GhO-GIO3] Fie α, β ∈ R şi f ∈ A cu
f(z)f ′(z)

z
6= 0, z ∈ U . Vom spune că f ∈ A aparţine

clasei Mα,β dacă funcţia F : U → C, definită de

(4.1.2) F (z) = z

[
f(z)

z

]β [
zf ′(z)

f(z)

]α
este stelată ı̂n U .

Observaţia 4.1.1. a) Dacă β = 1, α ≥ 0, F (z) = f(z)

[
zf ′(z)

f(z)

]α
şi Mα,1 = Mα.

b) Dacă α = β = 1, atunci F (z) = zf ′(z), M1,1 = K.
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Rezultatele importante pentru această clasă sunt:
Teorema 4.1.1. [GhO-GIO3] Fie α ∈ R şi β ≥ 1, atunci Mα,β ⊂ S∗.
Teorema 4.1.2. [GhO-GIO3] Fie α, β ∈ R, α ≥ 0, β ≥ 1 şi λ ∈ (0, λ1), unde

(4.1.3) λ1 =
2β − α− 2 +

√
(2β − α− 2)2 + 8αβ

4β
, λ1 ∈ (0, 1).

Dacă f ∈Mα,β, atunci f ∈ S∗(λ).

În lucrarea [GhO-GIO4] am studiat subordonări diferenţiale de ordinul ı̂ntâi obţinând cea mai bună dominantă
pentru o funcţie f ∈Mα,β .

Teorema 4.1.5. [GhO-GIO4] Fie α, β, λ ∈ R, α > 0, β ≥ 1, λ ∈ (0, λ1), unde λ1 este dat de (4.1.3). Dacă
f ∈Mα,β atunci

zf ′(z)

f(z)
≺ (1− λ)q(z) + λ

unde q este este dat de

q(z) =

[
β(1− λ)

α
(1− z) 2

α

∫ 1

0

t
β
α−1

(1− tz) 2
α

dt

]−1
− λ

1− λ
.

Funcţia q este cea mai bună dominantă.
În lucrarea [GIO11] am definit clasa Mn

α,β(δ). Rezultate importante sunt:
Teorema 4.1.3. [GIO11] Fie α, β, δ ∈ R, 1− β ≤ δ < 1. Atunci Mn

α,β(δ) ⊂ S∗.
Teorema 4.1.4. [GIO11] Fie α, β, δ ∈ R reale, α > 0, β > 0, 0 ≤ δ < 1, n un număr ı̂ntreg pozitiv şi fie

λ ∈ (0, λ1), unde

(4.1.4) λ1 =
2δ + 2β − 2− αn+

√
(2δ + 2β − 2− αn)2 + 8αβn

4β
, λ1 ∈ (0, 1).

Dacă f ∈Mn
α,β(δ) atunci f ∈ S∗(λ).

În lucrarea [GIO12] am studiat diferite subordonări diferenţiale pentru funcţiile din clasa Mn
α,β(δ), obţinând

cea mai bună dominantă ı̂n
Teorema 4.1.6. [GIO12] Fie n un număr ı̂ntreg, α, β, δ, λ numere reale α > 0, β ≥ 1, 0 ≤ δ < 1, λ ∈ (0, λ1),

unde λ1 este dat de (4.1.4). Dacă f ∈Mn
α,β(δ), atunci

zf ′(z)

f(z)
≺ (1− λ)q(z) + 1

unde q este dat de

q(z) =

[
β(1− λ)

α
(1− z) 2

αn

∫ 1

0

t
β+δ
αn −1αn

(1− tz) 2
αn

]−1
− λ

1− λ
.

Funcţia q este cea mai bună dominantă.
În Capitolul 5, ”Strong differential subordinations”, se defineşte noţiunea de tare subordonare diferenţială,

noţiune introdusă ı̂n [An-Ro] de J.A. Antonino şi S. Romaguera, concept aplicat ı̂n mod special la subordonările
de tip Briot-Bouquet.

Definiţia 5.1.1. [Ant], [An-Ro] Fie H(z, ξ) analitică ı̂n U × U şi f(z) o funcţie analitică şi univalentă ı̂n U .
Funcţia H(z, ξ) este tare subordonată funcţiei f(z) şi scriem H(z, ξ) ≺≺ f(z), dacă pentru orice ξ ∈ U , funcţia
H(z, ξ) de variabilă z este subordonată funcţiei f(z).

Observaţia 5.1.1. a) Deoarece funcţia f este analitică şi univalentă, Definiţia 5.1.1 este echivalentă cu
H(0, ξ) = f(0) şi H(U × U) ⊂ f(U).

b) Dacă H(z, ξ) ≡ H(z), atunci tare subordonarea diferenţială devine subordonare diferenţială.
În lucrarea [GIO-GhO9] am dezvoltat teoria generală a tare subordonărilor diferenţiale care poate fi formulată

astfel:
Fie Ω,∆ ⊂ C, fie funcţia p ∈ H(U), cu p(0) = a, a ∈ C şi ψ : C3 × U → C. Se pune problema studierii unor

implicaţii de forma

(5.1.1) {ψ(p(z), zp′(z), z2p′′(z); z, ξ) | z ∈ U, ξ ∈ U} ⊂ Ω⇒ p(U) ⊂ ∆.

Dacă mulţimile Ω şi ∆ sunt domenii simplu conexe, atunci (5.1.1) se poate formula ı̂n termenii subordonării

(5.1.2) ψ(p(z), zp′(z), z2p′′(z); z, ξ) ≺≺ h(U)⇒ p(z) ≺ q(z),

unde h(U) = Ω, q(U) = ∆, h şi q fiind transformări conforme.
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Sunt prezentate adaptate acestei noţiuni: definiţia clasei de funcţii admisibile Ψn[Ω, q], lemele fundamentale
precum şi teoremele necesare dezvoltării tare subordonărilor diferenţiale.

În paragraful 5.2 se defineşte noţiunea de tare subordonare diferenţială liniară.
Definiţia 5.2.1. [GIO-GhO10] O tare subordonare diferenţială de forma

A(z, ξ)zp′(z) +B(z, ξ)p(z) ≺≺ h(z), z ∈ U, ξ ∈ U, A,B : U × U → C,

unde A(z, ξ)zp′(z) + B(z, ξ)p(z) este analitică ı̂n U , pentru orice ξ ∈ U , iar h(z) este analitică şi univalentă ı̂n U ,
se numeşte tare subordonare diferenţială liniară de ordinul ı̂ntâi.

În continuare sunt studiate tare subordonări diferenţiale liniare atât ı̂ntr-un disc cu centrul ı̂n origine cât şi ı̂n
semiplanul drept.

În cazul discului am obţinut următorul rezultat.
Teorema 5.2.1. [GIO-GhO10] Fie p ∈ H[0, n], A,B : U × U → C, cu A(z, ξ)zp′(z) + B(z, ξ)p(z) analitici ı̂n

U , pentru orice ξ ∈ U şi
Re [nA(z, ξ) +B(z, ξ)] ≥ 1, ReA(z, ξ) > 0.

Dacă
A(z, ξ)zp′(z) +B(z, ξ)p(z) ≺≺Mz, z ∈ U, ξ ∈ U,

atunci
p(z) ≺Mz, z ∈ U, M > 0.

În cazul semiplanului am obţinut următorul rezultat.
Teorema 5.2.2. [GIO-GhO10] Fie p ∈ H[1, 1], A,B : U × U → C, cu A(z, ξ)zp′(z) + B(z, ξ)p(z), o funcţie

analitică ı̂n U pentru orice ξ ∈ U şi Re (z, ξ) ≥ 0, ImB(z, ξ) ≤ nReA(z, ξ). Dacă

Re [A(z, ξ)zp′(z) +B(z, ξ)p(z)] > 0, z ∈ U, ξ ∈ U

atunci Re p(z) > 0, z ∈ U .
În paragraful 5.3 se prezintă tare subordonarea diferenţială liniară de ordinul doi:
Definiţia 5.3.1. [GIO17] O tare subordonare diferenţială

A(z, ξ)z2p′′(z) +B(z, ξ)zp′(z) + C(z, ξ)p(z) +D(z, ξ) ≺≺ h(z),

unde A,B,C,D : U ×U → C şi A(z, ξ)z2p′′(z)+B(z, ξ)zp′(z)+C(z, ξ)p(z)+D(z, ξ) o funcţie analitică ı̂n z pentru
orice ξ ∈ U , şi funcţia h analitică şi univalentă ı̂n U , se numeşte tare subordonare liniară de ordinul doi.

Sunt studiate aceste tare subordonări atât ı̂n discul cu centrul ı̂n origine cât şi ı̂n semiplanul drept.
Din tare subordonarea diferenţială liniară definită ı̂n semiplanul drept studiată ı̂n [GIO17]. Dacă p ∈ H[1, n]

satisface tare subordonarea diferenţială

A(z, ξ)z2p′′(z) +B(z, ξ)zp′(z) + C(z, ξ)p(z) +D(z, ξ) ≺≺ 1 + z

1− z
, z ∈ U, ξ ∈ U

atunci Re p(z) > 0, z ∈ U şi se obţin condiţii suficiente de univalenţă pentru funcţiile stelate, convexe, funcţii
Mocanu, funcţii aproape-convexe ı̂nlocuind

p(z) =
zf ′(z)

f(z)
, p(z) = 1 +

zf ′′(z)

f ′(z)
, p(z) = (1− α)

zf ′(z)

f(z)
+ α

[
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

]
şi p(z) = f ′(z), z ∈ U , ı̂n discul unitate.

În paragraful 5.4 se definesc tare subordonările diferenţiale neliniare de ordinul doi.
Definiţia 5.4.1. [GIO-GhO11] O tare subordonare de forma

A(z, ξ)z2p′′(z) +B(z, ξ)zp′(z) + C(z, ξ)p(z) +D(z, ξ)p2(z) + E(z, ξ) ≺≺ h(z),

unde A,B,C,D,E : U × U → C, iar A(z, ξ)z2p′′(z) + B(z, ξ)zp′(z) + C(z, ξ)p(z) + D(z, ξ)p2(z) + E(z, ξ) este o
funcţie analitică ı̂n z pentru orice ξ ∈ U , şi h o funcţie analitică şi univalentă ı̂n U , se numeşte tare subordonare
neliniară de ordinul doi.

Sunt studiate atât tare subordonările diferenţiale ı̂n discul cu centrul ı̂n origine cât şi ı̂n semiplanul drept.
Tare subordonarea neliniară definită ı̂n semiplanul drept a fost studiată ı̂n [GIO-GhO11].
Dacă p ∈ H[1, n] şi satisface inegalitatea

Re [A(z, ξ)z2p′′(z) +B(z, ξ)zp′(z) + C(z, ξ)p(z) +D(z, ξ)p2(z) + E(z, ξ)] > 0, z ∈ U, ξ ∈ U,

atunci
Re p(z) > 0, z ∈ U.

13



Din acest studiu se obţin condiţii suficiente de univalentă pentru funcţiile stelate, convexe, funcţii Mocanu,
funcţii aproape convexe, ı̂nlocuind

p(z) =
zf ′(z)

f(z)
, p(z) = 1 +

zf ′′(z)

f ′(z)
, p(z) = (1− α)

zf ′(z)

f(z)
+ α

(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)
, p(z) = f ′(z), z ∈ U,

ı̂n discul unitate.
În paragraful 5.5 se prezintă clasele de funcţii a căror coeficienţi devin funcţii olomorfe de variabilă ξ introduse

ı̂n lucrarea [GIO20] după cum urmează:
Notăm

H∗[a, n, ξ] = {f ∈ H(U × U) | f(z, ξ) = a+ an(ζ)zn + an+1(ξ)zn+1 + . . . , z ∈ U, ξ ∈ U},

cu ak(ξ) funcţii olomorfe ı̂n U , k ≥ n,

Hu(U × U) = {f ∈ H∗[a, n, ξ] | f(z, ξ) univalentă ı̂n U, pentru orice ξ},

Aξn = {f(z, ξ) ∈ H(U × U) | f(z, ξ) = z + an+1(ξ)zn+1 + . . . , z ∈ U, ξ ∈ U},

cu ak(ξ) funcţii olomorfe ı̂n U , k ≥ n+ 1 şi Aξ1 = Aξ,

Hu(U) = {f(z, ξ) ∈ Hξ[a, n] | f(z, ξ) este univalentă ı̂n U, pentru orice ξ ∈ U},

Sξ = {f(z, ξ) ∈ Aξn | f(z, ξ) univalentă ı̂n U, pentru orice ξ ∈ U},

S∗ξ =

f(z, ξ) ∈ Aξ | Re
z
∂f

∂z
(z, ξ)

f(z, ξ)
> 0, z ∈ U, ξ ∈ U

 ,

clasa funcţii stelate ı̂n H(U × U),

Kξ =

f(z, ζ) ∈ Aξ | Re
z
∂2f(z, ξ)

∂z2

∂f

∂z
(z, ξ)

+ 1 > 0, z ∈ U, ξ ∈ U

 ,

clasa funcţiilor convexe ı̂n H(U × U),

A(p)ξ =

f(z, ξ) ∈ H(U × U) | f(z, ξ) = zp +

∞∑
k=p+1

ak(ξ)zk, p ∈ N, z ∈ U, ξ ∈ U

 ,

şi A(1)ξ = Aξ.
În lucrarea [GIO24] am studiat tare subordonările neliniare de forma

A(z, ξ)zp′(z) +B(z, ξ)p(z) + C(z, ξ)p2(z) +D(z, ξ) ≺≺ h(z),

unde A(z, ξ)zp′(z) +B(z, ξ)p(z) +C(z, ξ)p2(z) +D(z, ξ) este o funcţie analitică ı̂n U , pentru orice ξ ∈ U şi funcţia
h este analitică şi univalentă ı̂n U .

Din tare subordonarea diferenţială studiată ı̂n semiplanul drept

Re [A(z, ξ)zp′(z) +B(z, ξ)p(z) + C(z, ξ)p2(z) +D(z, ξ)] > 0

care implică Re p(z) > 0 se obţin condiţii suficiente de univalenţă pentru funcţiile stelate, convexe, funcţii Mocanu
(α-convexe), funcţii aproape convexe, ı̂nlocuind

p(z) =
zf ′(z)

f(z)
, p(z) = 1 +

zf ′′(z)

f ′(z)
, p(z) =

(1− α)zf ′(z)

f(z)
+ α

(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)
şi p(z) = f ′(z), z ∈ U , ı̂n discul unitate.

În paragraful 5.6 se prezintă studiul tare subordonărilor diferenţiale de tipul Briot-Bouquet. S-au demonstrat
teoremele necesare dezvoltării acestor tare subordonări diferenţiale, pentru a obţine dominante şi cea mai bună
dominantă.

Mai ı̂ntâi se prezintă tare subordonări diferenţiale publicate ı̂n [GIO22] şi obţinute folosind operatorii integrali:

Lmγ f(z, ξ) =
γ + 1

zγ

∫ z

0

Lm−1γ f(t, ξ)tγ−1dt
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şi

Hmf(z, ξ) =
p+ 1

z

∫ z

0

Hm−1f(t, ξ)dt.

În capitolul şase, ”Tare superordonări diferenţiale” sunt prezentate rezultatele conţinute ı̂n lucrarea [GIO16].
În această lucrare am introdus pentru prima oară noţiunea de tare superordonare diferenţială ca şi concept dual
celui de tare subordonare diferenţială după modelul introducerii noţiunii de superordonare dat de profesorii Miller
şi Mocanu ı̂n [Mi-Mo10]. Forma generală a acestei teorii poate fi dată pe scurt după cum urmează:

Fie Ω şi ∆ două submulţimi a mulţimii C, p analitică ı̂n discul unitate U , şi fie ϕ : (r, s, t; ξ) : C3×U ×U → C.
Se pune problema studierii unor implicaţii de forma:

(6.1.1) Ω ⊂ {ϕ(p(z), zp′(z), z2p′′(z); z, ξ) : z ∈ U, ξ ∈ U} ⇒ ∆ ⊂ p(U).

În cazul când Ω şi ∆ sunt domenii simplu conexe din C, diferite de C, atunci există reprezentările conforme
q : U → ∆, q(U) = ∆, q(0) = p(0) şi h : U → Ω, h(U) = Ω, h(0) = ϕ(p(0), 0, 0; 0, ξ). Dacă ı̂n plus funcţiile p şi
ϕ(p(z), zp′(z), z2p′′(z); z, ξ) sunt univalente ı̂n U , pentru orice ξ ∈ U , atunci implicaţia (6.1.1) se poate reformula
ı̂n termenii subordonării:

(6.1.2) h(z) ≺≺ ϕ(p(z), zp′(z), z2p′′(z); z, ξ)⇒ q(z) ≺ p(z), z ∈ U.

Observaţia 6.1.1. Implicaţia (6.1.2) are loc şi dacă h şi q sunt numai funcţii analitice.
În continuare sunt prezentate definiţiile, lemele şi teoremele necesare dezvoltării acestei teorii introduse ı̂n

[GIO16].
Voi menţiona aici definiţia clasei funcţiilor admisibile:
Definiţia 6.1.3. [GIO16] Fie Ω o submulţime a mulţimii numerelor complexe, q ∈ H[a, n], cu q′(z) 6= 0. Vom

numi clasa funcţiilor admisibile, notată Φn[Ω, q], formată din funcţiile ϕ : C3 × U × U → C care satisfac condiţia
de admisibilitate

(A′) ϕ(r, s, t; ζ, ξ) ∈ Ω

unde r = q(z), s =
zq′(z)

m

Re

[
t

s
+ 1

]
≤ 1

m
Re

[
zq′′(z)

q′(z)
+ 1

]
,

z ∈ U , ξ ∈ U , ζ ∈ ∂U \ E(q) şi m ≥ n ≥ 1. Pentru n = 1, vom scrie Φ1[Ω, q] = Φ[Ω, q].
Dacă ϕ : C2 × U × U → C, atunci condiţia de admisibilitate (A′) devine

(A′′) ϕ

(
q(z),

zq′(z)

m
; ζ, ξ

)
∈ Ω

unde z ∈ U , ζ ∈ ∂U \ E(q), ξ ∈ U şi m ≥ n ≥ 1.
Teorema 6.1.1. [GIO16] Fie Ω ⊂ C, q ∈ H[a, n] şi fie ϕ ∈ Φn[Ω, q]. Dacă p ∈ Q(a) şi

ϕ(p(z), zp′(z), z2p′′(z); z, ξ) este o funcţie univalentă ı̂n U , pentru orice ξ ∈ U , atunci

Ω ⊂ {ϕ(p(z), zp′(z), z2p′′(z)); z ∈ U, ξ ∈ U}

implică
q(z) ≺≺ p(z), z ∈ U.

În paragraful 6.2 este prezentată tare superordonarea diferenţială de ordinul ı̂ntâi:
Definiţia 6.2.1. [GIO15] Se numeşte tare superordonare de ordinul ı̂ntâi, o superordonare de forma

(6.2.1) h(z) ≺≺ A(z, ξ)zp′(z) +B(z, ξ)p(z), z ∈ U, ξ ∈ U,

unde h este o funcţie analitică ı̂n U , şi A(z, ξ)zp′(z)+B(z, ξ)p(z) este o funcţie univalentă ı̂n U , pentru orice ξ ∈ U .
Observaţia 6.2.1. Dacă A(z, ξ) = B(z, ξ) ≡ 1, atunci (6.2.1) devine

h(z) ≺ zp′(z) + p(z), z ∈ U

o superordonare diferenţială studiată de S.S. Miller şi P.T. Mocanu ı̂n [Mi-Mo10].
Dacă A(z, ξ) ≡ 1 şi B(z, ξ) ≡ 0, atunci (6.2.1) devine

h(z) ≺ zp′(z), z ∈ U,
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superordonarea diferenţială studiată de S.S. Miller, P.T. Mocanu ı̂n [Mi-Mo10].
În continuare sunt prezentate mai multe teoreme legate de această noţiune, cum ar fi:
Teorema 6.2.1. [GIO15] Fie Ω ⊂ C, q ∈ H[a, n], ϕ : C2×U ×U → C şi presupunem că ϕ(q(z), tzq′(z); ζ, ξ) ∈

Ω, pentru z ∈ U , ζ ∈ ∂U \ E(q), ξ ∈ U şi 0 < t <
1

n
≤ 1. Dacă p ∈ Q(a) şi ϕ(p(z), zp′(z); z, ξ) este o funcţie

univalentă ı̂n U , pentru orice ξ ∈ U , atunci

Ω ⊂ {ϕ(p(z), zp′(z); z), z ∈ U, ξ ∈ U}

implică
q(z) ≺ p(z).

În paragraful 6.3 se prezintă diferite tare superordonări diferenţiale folosind ca metodă de demonstraţie lanţurile
de subordonare Loewner.

Definiţia 6.3.1. [GIO18] Funcţia L : U × U × [0,∞) → C se numeşte lanţ de subordonare Loewner, dacă
L(z, ξ; t) este o funcţie analitică şi univalentă ı̂n U , pentru orice ξ ∈ U , t ≥ 0, L(z, ξ; t) este diferenţiabilă ı̂n R+

pentru z ∈ U , ξ ∈ U şi L(z, ξ; s) ≺≺ L(z, ξ; t), unde 0 ≤ s ≤ t.
Lema 6.3.1. [GIO18] Fie funcţia L(z, ξ; t) = a1(ξ, t) + a2(ξ, t)z2 + . . ., cu a1(ξ, t) 6= 0, pentru orice ξ ∈ U ,

t ≥ 0 şi lim
t→∞

|a1(ξ, t)| =∞. Atunci funcţia L(z, ξ; t) este un lanţ de subordonare Loewner, dacă

Re z · ∂L(z, ξ; t)/∂z

∂L(z, ξ; t)/∂t
> 0, z ∈ U, ξ ∈ U, t ≥ 0.

În această lucrare am studiat tare superordonări diferenţiale pentru funcţii din clasele de funcţii definite ı̂n
[GIO20].

Teorema 6.3.1. [GIO18] Fie q(z, ξ) ∈ H∗[a, 1, ξ], fie ϕ : C2 × U × U → C şi fie

ϕ(q(z, ξ), zq′(z, ξ)) ≡ h(z, ξ), z ∈ U, ξ ∈ U.

Dacă L(z, ξ; t) = ϕ(q(z, ξ), tzq′(z, ξ)) este un lanţ de subordonare şi p ∈ H∗[a, 1, ξ] ∩Qξ, atunci

h(z, ξ) ≺≺ ϕ(p(z, ξ), zp′(z, ξ))

implică
q(z, ξ) ≺≺ p(z, ξ), z ∈ U, ξ ∈ U.

Dacă ϕ(q(z, ξ), zq′(z, ξ)) = h(z, ξ) are o soluţie univalentă q(z, ξ) ∈ Qξ, atunci q(z, ξ) este cea mai bună
subordonată.

În paragraful 6.4, folosind operatorii integrali definiţi ı̂n paragraful 5.7, se prezintă tare superordonări diferenţiale
de forma:

Teorema 6.4.1. [GIO22] Fie h(z, ξ) o funcţie convexă ı̂n U , pentru orice ξ ∈ U , h(0, ξ) = a. Presupunem că
ecuaţia diferenţială

q(z, ξ) +
zq′z(z, ξ)

q(z, ξ)
= h(z, ξ), z ∈ U, ξ ∈ U

are o soluţie univalentă q(z, ξ) care satisface q(0, ξ) = a şi q(z, ξ) ≺≺ h(z, ξ).

Dacă p(z, ξ) ∈ H[a, 1] ∩Qξ şi p(z, ξ) +
zp′z(z, ξ)

p(z, ξ)
este univalentă ı̂n U , pentru orice ξ ∈ U , f(z, ξ) ∈ Aξ, atunci

h(z, ξ) ≺≺
Lmγ f(z, ξ)

z
+
z[Lmγ f(z, ξ)]′z
Lmγ f(z, ξ)

− 1

implică

q(z, ξ) ≺≺
Lmγ f(z, ξ)

z
, z ∈ U, ξ ∈ U.

Funcţia q(z, ξ) este cea mai bună subordonantă.
Importanţa rezultatelor cuprinse ı̂n teza de abilitare este dovedită de numărul mare al citărilor ı̂n lucrările

cercetătorilor din acest domeniu care activează ı̂n ţară şi ı̂n străinătate, peste 80 de citări ı̂n reviste cotate ISI
dintre care 42 ı̂n reviste cu factor de impact mai mare de 0,500 şi alte peste 80 de citări ı̂n reviste indexate BDI.

Ca direcţii de cercetare viitoare ı̂mi propun continuarea studierii proprietăţilor de stelaritate şi convexitate pen-
tru operatori diferenţiali şi integrali şi continuarea studiului tare subordonărilor şi tare superordonărilor diferenţiale.
Tare subordonările diferenţiale şi tare superordonările diferenţiale s-au dovedit a fi noţiuni de interes, lucrările unde
au fost introduse aceste teme, [GIO-GhO9] respectiv [GIO16] fiind citate de peste 50, respectiv 30 de ori.
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[Căl1] G. Călugăreanu, Sur la condition nécessaire et suffisante pour l’univalence d’une fonction holomorphe
dans un circle, C.R. Acad. Sci. Paris, 193(1931), 1150-1153.
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Sem. on Mathematical Analysis, Preprint 7(1991), 37-46.
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Chişinău, 50(2006), no. 1, 101-104.

[GhO-GIO3] Gh. Oros, G.I. Oros, A class of univalent functions which extends the class of Mocanu functions,
Math. Reports, 10(60)(2008), no. 2, 165-168.

[GhO-GIO4] Gh. Oros, G.I. Oros, On a class of univalent functions which extends the class of Mocanu functions,
P.U.M.A., 17(2006), no. 3-4, 379-385.

[GhO-GIO5] Gh. Oros, G.I. Oros, Convexity condition for the Libera integral operator, Complex Variables and
Eliptic Equations, 51(2006), no. 1, 69-75.

21



[GhO-GIO6] Gh. Oros, G.I. Oros, On a special differential inequality, Acta Universitatis Apulensis, Proceeding
of the International Conference on Theory and Applications of Mathematics and Informatics - ICTAMI
2003, Alba Iulia, Part B, 177-182.

[GIO-GhO1] G.I. Oros, Gh. Oros, On univalent functions defined by a generalized Sălăgean operator, Proceeding
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operator, Banach J. Math. Anal., 3(2009), no. 1, 61-67.
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[Săl2] G.S. Sălăgean, Properties of starlikeness and convexity preserved by some integral operators, Romanian Fi-
nish Seminar on Complex Analysis (Proc. Bucharest, 1976), Lecture Notes in Mathematics, 743, Springer,
Berlin, 1979, 362-372.

23



[Sch1] M. Schiffer, Faber polynomials in the theory of univalent functions, Bull. Amer. Math. Soc., 54(1948),
503-517.

[Sch2] M. Schiffer, Sur un problème d’extrémum de la representation conforme, Bull. Soc. Math. France, 66(1938),
48-55.

[Sin] R. Singh, On Bazilevic functions, Proc. Amer. Math. Soc., 38(1973), 261-271.

[Siv] S. Sivaprasad, Kumar, H.C. Taneja, V. Ravichandran, Classes of multivalent functions defined bu Dziok-
Srivastava linear operator and multiplier transformation, Kyungpook Mathematical Journal, 46(2006),
no. 1, 97-109.

[Sr-Ow-Pa] H.M. Srivastava, S. Owa, D.Z. Pashkuleva, Some inequalities associated with a class of regular func-
tions, Utilitas Math., 34(1988), 163-168.

[Sr-Su-St-Si] H.M. Srivastava, K. Suchithra, A. Stephen, B. Sivasubramanian, Inclusion and neighborhood proper-
ties of certain subclasses of multivalent functions of complex order, J. Ineq. Pure Appl. Math., 7(6)(2006),
1-8.

[Sto] S. Stoilov, Teoria funcţiilor de variabilă complexă, vol. I, Editura Academiei, 1954, vol. II, Editura Aca-
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