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Rezumat

Aceasta teza, alcatuitd din 6 capitole, o introducere si o bibliografie, se bazeazd pe 45 lucrari selectate ale
autoarei (scrise singura sau in colaborare) impreuna cu rezultatele selectate din doud monografii de cercetare ale
autoarei [GIO1], [GIO2] (toate mentionate in bibliografie).

Analiza complexa este una dintre ramurile clasice ale matematicii, ce 1si are radacinile in secolul al XIX-lea,
unele chiar inainte, nume importante care au contribuit la dezvoltarea acestui domeniu fiind Euler, Gauss, Cauchy,
Riemann, Weierstrass. Ea se ocupa indeosebi de studiu functiilor complexe analitice care sunt impartite in doua
mari clase: functii olomorfe si functii meromorfe, dar si de studiul functiilor neanalitice.

Analiza complexa este una dintre disciplinele la care gcoala roméaneasca de matematicad a adus importante
contributii, prin D. Pompeiu, Gh. Calugareanu, P.T. Mocanu, si totodata ea este o ramura a matematicii cu largi
aplicatii in diferite domenii ale stiintei si tehnicii. O directie importanta a analizei complexe este teoria geometrica
a functiilor analitice. Interpretarea geometrica a unor proprietati matematice exprimare pur analitic si pe de alta
parte exprimarea in limbaj analitic a unor proprietati geometrice constituie unul din obiectivele majore ale teoriei
geometrice a functiilor analitice. Teoria geometrica a functiilor a inceput sa se dezvolte ca o ramura aparte a analizei
complexe la inceputul secolului al XX-lea cand au aparut primele lucrari importante in acest domeniu, datorate
lui P. Koebe [Koe], LW. Alexander [Alx], L. Bieberbach [Bie]. In 1916, matematicianul L. Bieberbach a enuntat
celebra conjectura care 1i poarta numele si care nu a putut fi demonstrata pana in 1984, cand a fost demonstrata
surprinzator de Louis de Branges intr-un moment cand anumiti experti incercau mai degraba sa demonstreze ca
nu este adevarata. Conjectura lui Bieberbach a impulsionat cercetarile in acest domeniu timp de aproape un secol.

Una din directiile urmarite a fost aceea a introducerii unor clase de functii univalente, cum ar fi de exemplu
functiile stelate, functiile convexe, functiile Mocanu (a-convexe) pentru care conjectura lui Bieberbach si poata fi
verificata.

In mod natural se pune problema de a vedea ce alte conditii se pot adduga conditiei f’ (2) #0,V z € D (care
asigura univalenta locald) care sa asigure univalenta globala a functiei f in domeniul D. Este de dorit sa se obtina
conditii necesare gi suficiente de univalenta. In cazul cand D este un disc, astfel de conditii au fost obtinute pentru
prima oara in anul 1931 de Gh. Calugéreanu, in [Cal] care a pus bazele unei scoli de teoria functiilor univalente la
Universitatea Babes-Bolyai din Cluj-Napoca, condusa apoi de Acad. P.T. Mocanu.

Conditiile necesare si suficiente de univalenta sunt date de obicei sub forma unor inegalitati diferentiale si fiecare
conditie suficientd de univalenta defineste o anumita clasd de functii univalente. Au aparut si luat amploare noi
metode de cercetare in domeniul analizei complexe dintre care mentionam metoda parametrica a lui Loewner,
metoda reprezentdrilor integrale, metoda subordonarilor diferentiale (cunoscuta si ca metoda functiilor admisibile)
si metoda superordonarilor diferentiale.

Metoda subordonarilor diferentiale a fost elaboratd de S.S. Miller i P.T. Mocanu in [Mi-Mol] si [Mi-Mo2].
Aplicarea acestei metode permite obtinerea unor rezultate deosebit de importante in domeniul teoriei geometrice
a functiilor complexe precum si demonstrarea pe o cale simpla a unor rezultate clasice din acest domeniu. Multe
extinderi sau generalizari ale acestor rezultate clasice au putut fi introduse tot datorita acestei teorii.

Metoda superordonarilor diferentiale a fost introdusa ca o metoda duala a metodei subordonarilor diferentiale
de S.S. Miller gi P.T. Mocanu in [Mi-Mo9].

Activitatea stiintifica, inceputa cu teza de doctorat ”Studiul unor clase de functii univalente”, sustinuta la
Universitatea Babes-Bolyai Cluj-Napoca, Facultatea de Matematica si Informatica, 2006, conducator stiitific prof.
univ. dr. Grigore St. Sildgean, se desfigoard in domeniul Teoriei Geometrice a Functiilor Analitice (Functii
Univalente) si a functiilor neanalitice si se refera in special la urméatoarele teme:

1. Studiul unor clase de functii univalente obtinute cu ajutorul unor operatori diferentiali si studierea in aceste
clase a unor subordonari si superordonari diferentiale.

2. Introducerea unor clase de functii univalente care extind clasa functiilor Mocanu (a-convexe).

3. Studiul unor noi operatori diferentiali gi cu ajutorul lor a noi clase de functii univalente.

4. Studiul unor noi operatori integrali pe clase de functii univalente.

5. Elaborarea teoriei notiunii de tare subordonare diferentiald ca o extindere a notiunii de subordonare
diferentiala.



6. Elaborarea teoriei notiunii de tare superordonare diferentiala ca o problema duala a notiunii de tare subor-
donare diferentiala.

7. Obtinerea unor criterii suficiente de univalenta folosind tare subordonérile diferentiale liniare.

8. Obtinerea unor criterii suficiente de univalenta folosind tare subordonarile diferentiale neliniare.

Principalele contributii referitoare la cele 8 teme continute in teza de abilitare sunt:

In primul capitol, ”Second order differential subordinations”, in paragrafele 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5 sunt prezentate
notiunile fundamentale legate de metoda subordonarilor diferentiale sau metoda functiilor admisibile, notiuni care
pot fi gasite in monografia [Mi-Mo8] sau in articolele mentionate in aceasta teza.

Metoda subordonarilor diferentiale poate fi formulata pe scurt, astfel:

Consideram 2 si A doud submultimi ale lui C. Fie p o functie analiticd in discul unitate U, cu p(0) = a si fie
P(r,s,t;2) : C3 x U — C. Se pune problema studierii unor implicatii de forma:

(L.1.1) U(p(2), 20 (2), 2°p" (2);2) € @ = p(U) C A.

Daca 2 si A sunt domenii simplu conexe din C, diferite de C, si @ € A, atunci exista transformarile conforme
qg:U—=>A qU)=A,¢q0)=asih:U—Q, W(U) =Q, h(0) = ¢¥(a,0,0;0) si daca ¢ este olomorfd in U, atunci
(1.1.1) poate fi scrisa

(1.1.2) »(p(2), 29/ (2), 2°p" (2):2) < h(2) = p(2) < q(2).

In paragraful 1.6 sunt prezentate notiunile legate de subordonarile diferentiale de tip Briot-Bouquet precum si
teoremele cele mai importante necesare in dezvoltarea subordonarilor diferentiale de tip Briot-Bouquet.

In paragraful 1.7 apare prima contributie personala legata de studiul unor clase de functii univalente obtinute
cu ajutorul operatorului DY f introdus in [AI-O]. Folosind acest operator diferential se defineste clasa de functii
univalente R™ (A, a).

Definitia 1.7.1. [Al-O] Pentru 0 < aw < 1, A > 0, n € N, vom nota cu R"(\, «) clasa functiilor f € A care
satisfac inegalitatea

Re Dyt f(2)] > a, 2 €T,

unde
Dy f(z) = (1= ADYf(2) + A2[DYf(2)]', z €U

D?H f se numeste operatorul diferential Salagean,

D"f(z) = z+2j"ajzj, zeU.
j=2

Rezultatul principal obtinut in lucrarea [GIO-GhO2] este:
Teorema 1.7.1. [GIO-GhO2] Fie

1+ (2a—1)z

h(z) T2

, z€U,

o functie convexd in U, cu h(0) =1, 0< a < 1.
Daca A\ >0, n €N, f e A, satisface subordonarea diferentiala

D§+1f(z) < h(z), z€U,

atunci
DRAEN < () =20 14 220 L
ZxXo <A>
unde
z po—1
(1.7.1) o(z) = /0 i tdt’ zeU.

Functia q este convezrd si cea mai bund dominantd a subordondrii diferentiale.
Din aceasta teorema se poate obtine cu ugurinta proprietatea de incluziune:
Corolar 1.7.1. [GIO-GhO2] Avem

R (o, \) € RT3, \)

unde

2



unde o este dat de (1.7.1).

Folosind acelagi operator diferential definim clasa de functii univalente notata cu Sy(«, 8,n).

Definitia 1.7.2. [GIO-GhO3] Daca a > 0,0< <1, A >0, si n € N=N*U {0}, notdm cu Sy)(«, 8,n) clasa
functiilor f € A care satisfac inegalitatea

Re [0 A1) | DY) (1_ a(l=)) _Zf’(Z)H -

«a
A f(®) f(2) A f(2)
Observatia 1.7.1. a) Daca a =0,n =0, §=0si A = 1, atunci obtinem
2f'(2)
Re >0, zeU,
f(z)

clasa functiilor stelate.
b) Pentru a =0, n=0,0< 8 <1sgi A# 1 obtinem

2f'(2)

Re e

>3, z€U,

clasa functiilor stelate de ordinul 5.
c)Pentru A\ =1, >0,0< 3 <1, n € N*U{0}, obtinem

DU DU (| S
o P U
clasa S(a, 3,n) studiata in [GIO3].

In aceasta clasa sunt studiate mai multe subordonari diferentiale interesante si se obtine proprietatea:
Corolarul 1.7.3. [GIO-GhO3] Avem

Re |a )]>B,26U,

S/\(O‘7ﬂan) - S/\(Oé,(57 ’I’L)

5:2ﬂ—1+2(1a_6)a<1),

unde
«o

1 a1
ol — :/ dt, z € U.
e o 1+t

Definitia 1.7.3. [GIO-GhO4] Dacid 0 < a < 1, A > 0, n,m € N* U {0}, notdm cu R"(\, o) clasa functiilor
f € A, care satisface inegalitatea

Re[DY' f(2)] > a, z €U,

unde
T f(z) = (1= A\)DYf(2) + Az[DY f(2)], 2z € U.

Observatia 1.7.5. Aceasta clasa de functii univalente generalizeaza clasele de functii studiate:
a) Pentru0 <a <1, A >0,n=1, m € N*U{0}, obtinem clasa

Re[D™ f(2)] > «,

studiata in [AL-O].
b) Pentru 0 < a < 1, n =1, m = 1, obtinem

Re[f'(z) + Azf"(2)] > o, 2z € U,

clasa studiatd de Ponnusamy in [Pon].
c¢) Pentru a =0, n =1, m =0, A = 0, obtinem

Re f'(z) >0, z € U,

care este un criteriu de univalenta.
Rezultatul important legat de aceasta clasa este:
Teorema 1.7.4. [GIO-GhO4] Clasa R (), o) este convezd.
In aceastd clasi s-au studiat interesante subordongri diferentiale, dupa cum urmeaza:



Propozitia 1.7.6. [GIO-GhO4] Fie n,m € N, A >0, c € C, Rec > 0 si w un numar real dat de

~nP+ e+ 22 —|n? —2c— 4
B 4nRe (c +2) ’

Fie h o functie analitica in U cu h(0) =1 i care satisface inegalitatea

"
Re zZ(S) +1>w.
Daca f € ST(\, ) si
F(2) = L(f) = Cz%f / £ F(t)dt, Ree> 0, (1.7.3)
atunct i
(DX f(2)]" < h(z), z€U,
implica

[DXF(2)] < q(2), z €U,

unde q este solutia ecuatiei diferentiale

q(z) + 2¢'(2) = h(z), h(0) =1

n
c+2
data de ) .

_c+ et2 4

Mai mult, rezultatul este cel mai bun.
Daca inlocuim in teorema e 3
+ (2a—1)z
h(z) = ——————
(2) s
obtinem urmé&torul rezultat (interesant).
Corolarul 1.7.4. [GIO-GhO4] Daca a < 1, n,m € N, A > 0, Rec > 0 gi operatorul integral I, dat de (1.7.3),
atunct I[S (A, a)] C Si(A,9), unde
0= ‘H‘linl Req(z) = d(c,m, )
$t

dt

_ c+1 ? etz 1+(2a—1)t

tar rezultatul este cel mai bun, si

2)(2—-2 2 Z ol
5:2a71+(c+ N 04).0(0—1— >,undea(x)—/ dt.
n n o 1+t

In lucrarea [Ta-GIO-Se] s-a definit clasa S, (8):
Definitia 1.7.4. [Ta-GIO-Se] Daca 0 < 8 < 1 si n € N, vom nota cu S, () clasa functiilor f € A care satisfac
inegalitatea
Re(S"f(2)) > B, z€ U,

unde S™ f(z) este operatorul diferential al lui Salagean.
Pentru aceasta clasa s-au demonstrat:
Teorema 1.7.8. [Ta-GIO-Se] Clasa de functi S, (8) este o clasa de functii convexe.
Teorema 1.7.9. [Ta-GIO-Se] Fie q o functie convexd in U cu q(0) =1, i fie

h(z) = q2) +

" 12(]’(2)7 zeU,

unde ¢ € C, cu Rec > —2.
Daca f € S, (B) st F =1I.(f), unde

F(z)=1I1.(f) = iﬁf /OZth(t)dt, Rec > —2

atunct [S"f(2)]" < h(z), z € U, implicd
[S"F(2)] <q(z), z€U



st q este cea mai bund dominanta.

In paragraful 1.8 se prezinta operatorul diferential D§ obtinut ca o combinatie convexa a operatorilor diferentiali
Salagean si Ruscheweyh.

Definitia 1.8.1. [GIO-GhO5] Fie @ > 0, A > 0. Notdm cu D : A — A,

DS f(2) = (1= N)S*f(2) + AR*[(2), z € U,

unde prin S* si R* am notat operatorul diferential Salagean si Ruscheweyh.

Observatia 1.8.1. a) Pentru A =0, DS f(2) = S f(z), operatorul Silagean.

b) Pentru A =1, DY f(z) = R*f(z), z € U, operatorul Ruscheweyh.

c¢) Pentru a =0, DS f(z) = (1 = N)S°f(2) + ARV f(2) = (1 = N\) f(2) + A f(2) = f(2).

d) Pentru a = 1, DLf(2) = (1= NS'f(2) + AR F(2) = (1 = N2f'() + Azf'(2) = 2f'() = R f(2) = S f(2),
zeU.

Rezultatul important din aceasta lucrare este:

1 1
Propozitia 1.8.1. [GIO-GhO5] Fie h(z) = 1+ Qa—1)z o functie convexd in U, cu h(0) =1,0< 8 < 1.

Presupunem ca o> 0, A >0 ¢i f € A satisface subordonarea diferentiala

Aaz[RY f(2)]”

D)) + S <),

atunci
[DSf(2)] < 4q(2), z €U,

undeq(z):26—1—|—2(1—B)~M

Folosind acest operator diferential s-a definit clasa X(a, A,n + 1).
Definitia 1.8.2. [GIO-C&-GhO] Dacd 0 < a < 1, A > 0 si n € N, notdm clasa X(a, A\,n + 1) clasa functiilor

f € X care satisfac relatia
n Azn[R"g(2)]"
Re { (D g(e) + 2EHEE L >

, 2 € U. Functia q este convexa gi cea mai buna dominanta.

unde .
flz) = ;+a0+a12+a222+...
g(2) =22f(2) =z +ap? + a2 +..., z€U.
Pentru aceasta clasd de functii s-a demonstrat proprietatea:
Teorema 1.8.4. [GIO-Ca-GhO] Dacd 0 < a <1, A >0 si n € N, atunci
S(a,\,n+1) C X0, A\, n+1),

unde § = §(a) =2a —1+2(1 —a)ln2.
In lucrare sunt studiate interesante subordonari diferentiale.
In paragraful 1.9 se prezinya rezultate obtinute folosind operatorul diferential

k—2
I I
o (n— )!

cu proprietatea
(n+p)D"Pf(2) = 2[D" P f(2)] +nD" P f(2), 2 €U,

pentru functii din clasa A,,(p). A (p) este clasa functiilor de forma

f)=2"+ > ap, pmeN={1,2,3,.}
k=m+p

Acest operator il vom numi operatorul lui Ruscheweyh de ordinul (n 4+ p — 1). Folosind acest operator s-au
studiat subordonri interesante in lucrarea [GIO-GhO-Ow].

Rezultatul principal din aceasta lucrare este:

Teorema 1.9.1. [GIO-GhO-Ow] Fie q o functie convexd in U i fie functia h datd de

hz) =q(z) + %zq'(z), zeU,



cu h(0)=1,meN, pe{1,2,...}. Daca f € A,(p) si satisface subordonarea diferentiald

D ()

1
]; op—1 = h(z)a

atuncs

Dn+p—1
Tf(Z) < q(Z), AS U,

st rezultatul este cel mai bun.
In paragraful 1.10 sunt prezentate rezultate obtinute folosind operatorul Dziok-Srivastava dat de:

> a)p—1---(Q)pn-1 z"
(1.10.1) Hyp (01,02, 00301, B ) f(2) = Z*; <(51))n1 . <(ﬂm)>n1 =)
unde o; € C,i=1,2,...,1, 5, e C\{0,-1,-2,...},j=1,2,...,m, f € A
Pentru simplificarea scrierii, vom nota
(1.10.2) H},Joa]f(2) = HL, (o, 00, a0 By, Bas -, Brn) £(2).
Pentru acest operator avem proprietatea
(1.10.3) a1 H [oq +1)f(2) = 2{H. [ou]f(2)} + (a — 1) H! [0q]f(2), z € U.

Rezultatul principal din aceasta lucrare este dat de urmatoarea teoreméa care ne da un criteriu de univalenta
exprimat cu ajutorul operatorului diferential Dziok-Srivastava pentru functiile f € A.
Teorema 1.10.1. [GIO10] Fiel,m € {0,1,2,...}, I <m+1, 0, €C,i=1,2,...,1, 3; e C\{0,-1,-2,...},
j=1,2,...,m si H [o1]f(z) operatorul diferential Dziok-Srivastava dat de (1.10.1).
Hy,[aa]f(2)
z

Daca f e A, a1 >0 gi — #0, in U gi verifica subordonarea diferentiald

AHj[on +1]f(2)]' H;, o1 +1)£(2)

+a; — 1< h(z),

+ (1 —011)

Hl oy +1]f(2) H} o] f(2)
unde - )
z z
h(z) = , 0<v <1, z€U,
(2) 1fz+(lfz)[1+’y+(lf’y)z] =7 :
atunci

H! Jay +1)f(z) 14z
H] [aa]f(2) 1—2z’

si rezultatul este cel mai bun.
Observatia 1.10.1. Pentru m =0, | = 1, oy = 1, H}[2]f(2) = f(2), Hi[z]f(2) = zf'(2), subordonarea

H! Jay +1)f(z) 14z
Her[al]f(z) 1—2

2f'(2)
f(2)

In lucrarea [GIO-GhO7], folosind acelagi operator s-a obtinut subordonarea diferentiala

este echivalenta cu Re

> 0, adica f € S*.

Hifor + Uf(2) | | [Haloa + S 1-2

R I PATIE) Ho ]/ 1tz

care este echivalenta cu conditia

Re |(1—\) zJJ:(S) +A (1 + Z}f(g))] >0,

conditia ca functia f € A sd apartina clasei M) (clasa functiilor Mocanu).
In paragraful 1.11 este prezentat studiul unor subordonari diferentiale in semiplanul drept, folosind inegalitatile
diferentiale

Re [A(2)2p/(2) + B(2)p*(2) + C(2)p(2) + D(2)] > 0
si
Re [A(2)p?(2) — B(2) (2 (2))* + C(2)2p'(2) + D(2)] > 0.



Observatia 1.11.1. Rezultatele obtinute in Teoremele 1.11.1 gi 1.11.2 ne ofera posibilitatea de a obtine conditii
suficiente de univalenti, stelaritate, convexitate, alfa-convexitate (functii Mocanu), aproape convexe, daca

) () ) L ()
R IT) ) " (ﬂ@

In capitolul al doilea, ”Second-order differential superordination”, in paragrafele 2.1, 2.2, 2.3 sunt prezentate
notiunile de baza ale metodei superordonarilor introdusa de S.S. Miller si P.T. Mocanu in [Mi-Mo9].

Aceasta metoda poate fi prezentatd pe scurt astfel:

Fie © si A doua submultimi ale lui C, fie p o functie analitica in discul unitate U si fie (7, s,t; 2) : C20U — C.

Se pune problema studierii unor implicatii de forma:

p(2)

p(2)

+15 p(Z) = (1 705)

+Q,maf@xzeu

(2.1.1) Q C {o(p(2), 20/ (2),2%p"(2);2) : z€ U} = A C p(U).

Dacd 2 si A sunt domenii simplu conexe din C, diferite de C, atunci exista transformérile conforme ¢ :
U—= A qU)=A,q0) =p0)sih:U — Q, hW(U) = Q, h(0) = ¥(p(0),0,0;0). Dacad in plus functiile p si
¥(p(2), 2p'(2), 22p"(2); z) sunt univalente in U, atunci implicatia (2.1.1) poate fi reformulati

(2.1.2) h(z) < o(p(2), 20’ (2), 2°p" (2); 2) = q(2) < p(2).

In paragraful 2.4 sunt prezentate contributiile personale legate de temele amintite folosind operatorul diferential
Dziok-Srivastava.

In [GIO6] se definesc superordondrile diferentiale de ordinul intai si sunt obtinute mai multe rezultate legate de
superordonéri diferentiale de ordinul intai. Iata un astfel de rezultat:

Teorema 2.4.1. [GIO6] Fie Q C C, Q #C, q € H[a,n], aqx > 0 i fie p € D,[Q, q]. Daca w € Q1)
st (H[Oé1]f(z) H}lan +11f(2)

, ;z) este univalenta in U, atunci

ac o (Halel(2) Holor T UIC)) )

z z

implica
_ Hiolf ()
z

q(z)

, z€U,

unde H! [a1]f(2) este dat de (1.10.2).

In lucrarea [GIO10], folosind acelasi operator diferential se obtin superordonari diferentiale:

Teorema 2.4.5. [GIO10] Fie ,m € Ng = {0,1,2,...}, l < m+1, oy € C, i =1,2,...,], B € C\
{0,-1,-2,...}, 5 =1,2,...,m si H [a1]f(2) operatorul liniar Dziok-Srivastava.

Dacape H[1,1]NnQ, p(U) C D si

Ay, o1 +1f(2)} H,, o1 +1)f(2)

1-— —1

Ao + 107 T T ) T
este univalenta in U, atunci

z Al [on +1]f(2)) H}[oq +1]f(2)

1 n 1- - -1
HR i N T T B TR T T R
implica
l
1+Z<M,Z€U7’YZO

Hj,[en]f(2)
$i q(2) = 1+ 2 este cea mai bund subordonantd.
In paragraful 2.5 sunt prezentate superordonari diferentiale obtinute folosind operatorul integral

1
(25.1) 19 = = |22 [ pae-tal
z 0
si publicate in articolul [GhO-GIO2], obtinandu-se un rezultat de tip sandwich:

2F'(2)

1
+ Rz < ()

<142z Re(0,1], zeU.



Rezultatul principal este dat de teorema:
Teorema 2.5.5. [GIO5] Fie R € [0,1] st h o functie convexd, cu h(0) = 1, definitd astfel

h(z):1+Rz+iz, zeU.

2f'(2)
f(2)

2F'(2)

F(z)

2f'(2)
f(2)

Daca f € A gi este univalentd, eH[L1NQ, h(z) < , atunci

2F'(2)
F(z)

q(z) =14 Rz < zel,

unde F' este dat de (2.5.1).
Functia q este cea mai bund sunordonantad.

In paragraful 2.6 sunt prezentate subordonari diferentiale obtinute folosind operatorul diferential Ruscheweyh.
1 20 — 1
Teorema 2.6.1. [GhO-GIO6] Fie h(z) = W, o functie convexd in U, cu h(0) = 1. Fie f € A, i
z
presupunem cd [D™Lf(2)]" este univalentd in U si [D™f(2)] € H[1,1] N Q. Daca

h(z) < [D" T f(2)]',

atunci
q(2) < [D"f(2)]', 2 €,
unde 1 714 (20— 1)t
m+ + (2 — metl
q(z) = ﬁ/ T 7 5 g
nz =~ Jo

Functia q este convexa si este cea mai buna subordonanta.

In capitolul 3, ”The univalent differential and integral operators” sunt cuprinse contributiile personale legate
de tema 5.

In paragraful 3.1 se prezintd operatorul integral I(f1, fa,..., fn).

Definitia 3.1.1. [GIOT7] Fie n,m € NU {0}, i € {1,2,3,...,m}, a; € C, @ € C, cu Rea > 0, A™ =
Ax Ax...x A Vomnota cu Il : A™ — A, operatorul integral

(3.1.1) I(f1, fos- s fm)(2) = F(2)

() () ()

unde f; € A, i € {1,2,3,...,m}, si R" este operatorul diferential Ruscheweyh.
Acest operator generalizeaza alti operatori integrali cum ar fi

I(z) = /OZ @dt,

numit operatorul lui Alexander [Alx],

or

I =

&= [ 15

operatorul Miller-Mocanu-Reade, [Mi-Mo-Re],

16)= [ 1)
0

studiat in [Pa-Pe],

I(Z)/OZ {flt(t)rl..[wrmdt

I(fhfg,...,fm)(z):/z(Rnfl(t))m...<w>amdt,

0 t t

studiat in [Br-Br],

studiat in [GIO-GhOG6],



studiat in [Pesl], [Pes2],
Fu(z) = [a / t“lf’(t)dt} o,
0

studiat in [Pes2], [Pes4].

In lucrarea [GIO7] sunt studiate conditiile necesare i suficiente pentru ca operatorul I(f1, fa,..., fm)(2) si fie
univalent.
Teorema 3.1.1. [GIO7] Fiea € C, cuRea >0, f; € A, a; € C, 1 € {1,2,...,m}, cu|aq|+|az|+. . .+|am| < 1.
Daca
2[R fi(2)]

-11<1, zeU, 1€{1,2,...,m},
R fi(2) ‘ { J

atunci F'(z) dat de (3.1.1) apartine clasei S.
Conditii suficiente de univalentd pentru acest operator au fost obtinute gi in [GIO8], [GIO9].

Teorema 3.1.6. [GIO9] Fie n,m € NU{0}, 4 > 0, a gi ¢ numere complexe cu Rea > 0, |¢| <1, ¢ # —1 i

fi€eA a,€C, ke{l,2,...,m}. Daca

i) laa| + o] 4. .. + |am| < (1—e])
i) IR o) < 1

1— a R" 1

(R" fi(2))
unde R" este operatorul Ruscheweyh, atunci functia F data de (8.1.1) apartine clasei S.
In lucrarea [Se-GIO] s-au determinat conditiile de univalentd a operatorului integral

|a] ,
L4 p(1+af)’

—1:H§1,Z€U,k€{17237m}f

Gont(2) = U‘; /Oztﬁf—l {gf)}%dtr (3.1.2)

folosind criteriile lui Ahlfors, Becker si Pascu.

Teorema 3.1.7. [Se-GIO] Fie M > 1, a un numar complex cu Rea > 0, a # 1 $i ¢ un numar complex |¢| < 1,
c# —1. Fie functia g € A, satisfacand condiiile
e Bla—1] _ |

lof T

z

<3M -2,

1
1’ <=7 zeU si|c|+
atunci operatorul integral dat de (3.1.2) apartine clasei S.

Observatia 3.1.1. Acest operator generalizeaza alti operatori cunoscuti studiati in [Pasl], [Pas2], [Pesl],
[Pes2].

In paragraful 3.2 sunt prezentati operatorii diferentiali I,,(3,m,n; A1) si clasa functiilor univalente notate
Sp(B,m,ny A1)

Definitia 3.2.1. [GIO23] Pentru [, A\, € R, [ >0,5>0,A>0,n,pe N, m e NU{0} si f € A(p,n) definim
operatorul

(m+k—1)7"°
oo (1—)\)(p_k)+l+m77 1\
e B e e e s

A(p,n) este clasa functiilor de forma
flz) =22+ Z arz®, 2z € U.
k=p+n

Acest operator generalizeaza un mare numéar de operatori diferentiali cunoscutgi.
Definitia 3.2.2. [GIO23] Fie 0 < a <1, m e NU{0}, p,n e N\, €R, >0, A>0,8>0. Functia
[ € A(p,n) apartine clasei Sp(3,m,n; A1) daca este satisfacuta conditia

(3.2.2) Re I, (8,m,n; N\, 1) f(2) > a, z €U,

unde I,,(5,m,n; A, 1) f(2) este operatorul dat de (3.2.1).
In Teorema 3.2.1 [GIO23] am ardtat cad S¢(8 + 1, m,n; A, 1) C S¥(§, m,n; A, 1), unde

E E
5 = 8(awm,m, 1k, \) = 20— 1+ 2(1 - a) (m’““)(,{ <m7l7k>} |

n AN



B(m.lk)

o | Elm: L k) :/zidt LeU
o 1+t ’

An
i
(m+k—1)!

(3.2.3) Blm, k) =11 =k S

Definitia 3.2.3. [GIO23] Fie0<a <1, meNU{0}, p,ne N, L\, eR, A >1,58>0, f € A(p,n). Notdm
cu L : A(p,n) — A(P,n) operatorul integral

. . P+ E(m, L k) / p<1 N)+B(m.l.)—1

Az

unde E(m, 1, k) este dat de (3.2.3).
Observatia 3.2.3. Acest operator generalizeaza operatorii cunoscuti,

) = / @dt operatorul Alexander,
0

2 z
F(z) = ;/0 f(t)dt operatorul Libera,

[+1

F(z) = (t)t'=tdt operatorul lui Bernardi.

Folosind operatorul integral (3.2.4) am demonstrat urmétoarea teorema.

Teorema 3.2.2. [GIO23] Fie0<a<1l,meNU{0}p=1,neN, L k,BeER, A>1,8>0sifc A,. Atunci
f apartine clasei S¢(B,m,n; A1) dacd i numai daca F data de (3.2.4) apartine clasei S¢(58 + 1,m,n; A l).

In paragraful 3.3 am studiat stelaritatea operatorului Bernardi.

In lucrarile [Le-Mi-Zl] si [Pas2] s-a ariitat ci:

i) L,[S*] c S*, (i) L,[K] C K, (iii)) L,(C) C C,
unde S* este clasa functiilor stelate, K clasa functiilor complexe, C' clasa functiilor aproape convexe, iar

1
%L = ldt

(3.3.1) L,[f)(z) =

este operatorul Bernardi.
In lucrarea [GIO14] am extins aceasta proprietate pentru functiile stelate de ordin negativ:

() {ren en il L
f(z)

Teorema 3.3.1. [GIO14] Fie f € A, - #0,zeU,~v>1. Dacd

) 1

Re~ry = 7oy

atunci F' € S*, unde F este data de (3.3.1).

. 1
In lucrarea [GIO13], am aratat ca dacd f € K >, ~v > 1, atunci F' data de (3.3.1) este conexa.

2y
Teorema 3.3.2. [GIO13] Fie f € A, v > 1. Dacd

S

atunci F' data de (3.5.1) este convexd.
In paragraful 3.4 sunt prezentate conditiile in care imaginea unei functii f convexa prin operatorul integral

(3.4.1) 1) = F(2) = o | gt ()

este o functie convexa, unde ¢ € C cu Rec > 0.

10



Teorema 3.4.1. [GIO-GhOS8| Fie f,g € H(U) si fie operatorul

1 - c—1 7
(3.41) 1) = F) = o [ gty wydu.
Daca sum‘/ satisfacute:
(i) Re &2 (2) S 0. 2eU, Ree >0,
. 29" (2) (c+1)zg'(z) |
(m)Re(g,(Z) +1)>Re o) , z€U,

(iii) 1(C) C C
atunci I(K) C K.
In paragraful 3.5 sunt prezentate conditiile necesare ca imaginea functiei f € A, prin operatorul integral

(3.5.1) Mﬁ@=F@=QA7@m

sa fie o functie convexa.

Teorema 3.5.2. [GhO-GIO5] Fie M € [0, My], unde My = 0,41284489 este rdaddcina ecuaties
TM® +14M7 + 48M° + 30M° 4 67M* + 18M> + 18M* +2M — 8 = 0.

Daca f € A i satisface inegalitatea
2f'(2)
f(z)

+1>0, unde F este datd de (3.5.1).

—1’<M

2F'(2)
F'(2)
In paragraful 3.6 sunt prezentate conditiile ca imaginea unei functii f € H[1, 1], prin operatorul Bernardi sa fie
o functie convexa.
Teorema 3.6.1. [GIO21] Fie f € H[1,1], v > 1 si

atunct Re

(3.6.1) L,[f)z) = F(s) = L /0 FOOdt, 2 e U,
Daca "
Re {z;/(g) + 1] > —%, 2 e,

atunci F' data de (3.6.1) este convexd.
In Capitolul 4, ”Classes of univalent functions which extend the class of Mocanu functions”, se arata mai multe
clase de functii care extind clasa

M, = {f € A, Re [(1—04)2;5) +a (z;,lé(j) +1>} >0, z € U},

numita clasa functiilor Mocanu sau clasa functiilor a-convexe.
Este cunoscuta teorema de dualitate pentru aceasta clasa:
Teorema. [Mo-Bu-S&] Dacd a > 0 atunci f € M, < F € S*, unde

2f ’(Z)]a
f) 1
In lucrarea [GhO-GIO3] am definit clasa de functii M, s.

Definitia 4.1.1. [GhO-GIO3] Fie a, 5 € Rsi f € A cu
clasei M, s daca functia F': U — C, definita de

(4.1.2) F(z) = = {f(z)r [Zf’(Z)r

este stelata in U.
Observatia 4.1.1. a) Dacd =1, a > 0, F(2) = f(2) [
b) Dacd o = § =1, atunci F(z) = zf'(z), M1, = K.

(411) F) = 1) |

/
W # 0, z € U. Vom spune ci f € A apartine

11



Rezultatele importante pentru aceasta clasa sunt:
Teorema 4.1.1. [GhO-GIO3| Fie a € R gi § > 1, atunci My 5 C S*.
Teorema 4.1.2. [GhO-GIO3| Fie a, B€R, a >0, 8>1 i A € (0,\1), unde

:2ﬁ—a—2+\/(2ﬁ—a—2)2+8a5

(4.1.3) A1 1

A1 € (0, 1).
Dacd f € My g, atunci f € S*(X).
In lucrarea [GhO-GIO4] am studiat subordoniri diferentiale de ordinul intéi obtinand cea mai bund dominants
pentru o functie f € M, g.
Teorema 4.1.5. [GhO-GIO4] Fie a,f,A € R, a >0, > 1, A € (0,)\1), unde Ay este dat de (4.1.8). Daca
f e Mg atunci
2f'(2)

f(2)

_|B=N 2 1 te! _I,L
q(z)la(lz) /0 (1_tz)§dt] T %

Functia q este cea mai buna dominanta.

In lucrarea [GIO11] am definit clasa M 5(5). Rezultate importante sunt:

Teorema 4.1.3. [GIO11] Fie o, 3,0 € R, 1 — 8 <6 < 1. Atunci M 5(6) C S™.

Teorema 4.1.4. [GIO1l] Fie o, 3,5 € R reale, « > 0, § > 0, 0 < 0 < 1, n un numdr intreg pozitiv i fie
A€ (0,A1), unde

< (1—=XNq(z) + A

unde q este este dat de

26428 —-2—an++/(260+28 —2—an)?+8afn
— B

(414) A1 , A1 € (0, 1)

Daca f € M 4(6) atunci f € S*(M).

In lucrarea [GIO12] am studiat diferite subordonari diferentiale pentru functiile din clasa M 5(6), obtinadnd
cea mai bund dominanta in

Teorema 4.1.6. [GIO12] Fie n un numdr intreg, o, 3,0, X numere reale « >0, 3>1,0<6 <1, A € (0, ),
unde A1 este dat de (4.1.4). Daca f € M 5(5), atunci

2f'(2)
o) <(1=XNq(z)+1
unde q este dat de )
| B(A=X) o [P tERlan | A
(=) = [au -a# [ (H)] - A

Functia q este cea mai buna dominanta.

In Capitolul 5, ” Strong differential subordinations”, se defineste notiunea de tare subordonare diferentiala,
notiune introdusa in [An-Ro] de J.A. Antonino si S. Romaguera, concept aplicat in mod special la subordonarile
de tip Briot-Bouquet.

Definitia 5.1.1. [Ant], [An-Ro] Fie H(z,&) analiticd in U x U si f(2) o functie analiticd si univalenta in U.
Functia H(z,€) este tare subordonati functiei f(z) si scriem H(z,£) << f(2), daci pentru orice £ € U, functia
H(z,&) de variabila z este subordonata functiei f(z).

Observatia 5.1.1. a) Deoarece functia f este analiticd si univalentd, Definitia 5.1.1 este echivalentd cu
H(0,8) = f(0) si H(U xU) C f(U).

b) Dacd H(z,£) = H(z), atunci tare subordonarea diferentiala devine subordonare diferentiala.

In lucrarea [GIO-GhO9] am dezvoltat teoria generald a tare subordonérilor diferentiale care poate fi formulata
astfel:

Fie Q, A C C, fie functia p € H(U), cu p(0) = a, a € Csi 1) : C3 x U — C. Se pune problema studierii unor
implicatii de forma

(5.1.1) {(p(2), 20 (2), 2%p"(2);2,€) | z € U, £ €U} € Q= p(U) C A.
Dacad multimile Q i A sunt domenii simplu conexe, atunci (5.1.1) se poate formula in termenii subordonérii

(5.1.2) b(p(2), 20’ (2), 20" (2); 2,€) << M(U) = p(2) < q(2),

unde h(U) = Q, q(U) = A, h si ¢ fiind transforméri conforme.

12



Sunt prezentate adaptate acestei notiuni: definitia clasei de functii admisibile ¥,,[, g], lemele fundamentale
precum si teoremele necesare dezvoltarii tare subordonérilor diferentiale.

In paragraful 5.2 se definegte notiunea de tare subordonare diferentiala liniara.

Definitia 5.2.1. [GIO-GhO10] O tare subordonare diferentiald de forma

A(z,€)2p' (2) + B(2,6)p(2) << h(z), z€ U, £ €U, A,B:U xU — C,

unde A(z,€)2p'(2) + B(z,£)p(z) este analitica in U, pentru orice £ € U, iar h(z) este analiticd si univalentd in U,
se numeste tare subordonare diferentiala liniara de ordinul intai.

In continuare sunt studiate tare subordonari diferentiale liniare atat intr-un disc cu centrul in origine cat si in
semiplanul drept.

In cazul discului am obtinut urmatorul rezultat.

Teorema 5.2.1. [GIO-GhO10] Fie p € H[0,n], A,B: U x U — C, cu A(z,£)2p'(2) + B(z,£)p(2) analitici in

U, pentru orice £ € U st
Re[nA(z,€) + B(z,£)] > 1, Re A(z,€) > 0.

Daca
A(z,8)2p'(2) + B(2,6)p(z) << Mz, 2 €U, £€U,

atunci
p(z) <Mz, zeU, M >0.

In cazul semiplanului am obtinut urmatorul rezultat. -
Teorema 5.2.2. [GIO-GhO10] Fie p € H[1,1], A,B: U x U — C, cu A(z,£)2p'(2) + B(2,€)p(z), o functie
analitica in U pentru orice § € U gi Re (z,£) > 0, Im B(z,&) < nRe A(z,§). Daca

Re[A(z,8)zp'(2) + B(2,€)p(2)] >0, 2 €U, £ €U

atunci Rep(z) >0, z € U.
In paragraful 5.3 se prezinta tare subordonarea diferentiala liniara de ordinul doi:
Definitia 5.3.1. [GIO17] O tare subordonare diferentiala

A(2,)2%p"(2) + B(2, )21 (2) + C(2,€)p(2) + D(2,€) << h(2),

unde A, B,C, D : UxU — Csi A(2,8)2%p" (2) + B(z,&)2p'(2) + C(2,8)p(2) + D(2,€) o functie analitica in 2 pentru
orice £ € U, si functia h analitici si univalents in U, se numeste tare subordonare liniara de ordinul doi.

Sunt studiate aceste tare subordonari atat in discul cu centrul in origine cat si in semiplanul drept.

Din tare subordonarea diferentiala liniard definitd in semiplanul drept studiatd in [GIO17]. Daca p € H[1,n|
satisface tare subordonarea diferentiala

A 229 (2) + B 020/ (2) + O, Op(e) + Dl=,&) << =, 2€ U, €€T

atunci Rep(z) > 0, z € U i se obtin conditii suficiente de univalentd pentru functiile stelate, convexe, functii
Mocanu, functii aproape-convexe inlocuind

IO
pe) = St b =14

si p(z) = f'(z), z € U, 1n discul unitate.

In paragraful 5.4 se definesc tare subordonarile diferentiale neliniare de ordinul doi.
Definitia 5.4.1. [GIO-GhO11] O tare subordonare de forma

2f"(2)
f1(z) "

2f'(2)
f(2)

p(z)=(1-a)

+a {1 + Zf”(z)}

f'(z)

A(z,€)2°p"(2) + B(2,€)2p'(2) + C(2,§)p(2) + D(2,€)p*(2) + E(2,£) << h(z),

unde A, B,C,D,E : U x U — C, iar A(z,£)2%p"(2) + B(z,&)zp'(2) + C(z,€)p(2) + D(2,)p*(2) + E(z,€) este o
functie analitica in z pentru orice & € U, si h o functie analitics si univalenta in U, se numeste tare subordonare
neliniara de ordinul doi.
Sunt studiate atat tare subordonarile diferentiale in discul cu centrul in origine cat si in semiplanul drept.
Tare subordonarea neliniard definitd in semiplanul drept a fost studiatd in [GIO-GhO11].

Daca p € H[1,n] si satisface inegalitatea
Re [A(z,€)2%p"(2) + B(2, )20/ (2) + C(2,€)p(2) + D(2,6)p*(2) + B(2,€)] > 0, 2 € U, £ €T,

atunci

Rep(z) >0, z € U.
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Din acest studiu se obtin conditii suficiente de univalenta pentru functiile stelate, convexe, functii Mocanu,
functii aproape convexe, inlocuind

B NN LC R 1 SN A ) W
w0 =8 o =14 L e — - F B v (14 20 ) = o), s e

in discul unitate.

In paragraful 5.5 se prezinta clasele de functii a caror coeficienti devin functii olomorfe de variabila £ introduse
in lucrarea [GIO20] dupéd cum urmeaz:

Notam

H*[a7n7§] = {f € H(U X U) | f(Z,f) = a+an(<)z" +a7l+1(§)zn+1 + ] S U7 6 S U}y
cu ag(€) functii olomorfe in U, k > n,
Ho (U xU) ={f € H*[a,n, €] | f(z,&) univalentd in U, pentru orice £},

Ay = {f(2,6) €HWU X T) | F(2,6) = 2+ an 1 (2" 4., 2 €U, £ €T,
cu ay(€) functii olomorfe in U, k > n + 1 gi A& = A€,

Ho(U) = {f(2,€) € Hela,n] | f(2,€) este univalentd in U, pentru orice & € U},
S¢ = {f(z,€) € A&, | f(2,€) univalenta in U, pentru orice £ € U},

of
S*E = f(z,f)eAg\ReW>O, zelU, €Uy,
clasa functii stelate in H(U x U),
252f(275)
K¢ = f(z,C)eA§|Reaf8722+1>O, el €cTS,
&(275)

clasa functiilor convexe in H(U x U),

A= f() e HWU XT) | f(z,6) ="+ Y a(€)z", peN, z€U, €Uy,
k=p+1

st A(1)E = A¢.
In lucrarea [GIO24] am studiat tare subordonérile neliniare de forma

A(z, )20/ (2) + B(2,§)p(2) + C(2,)p*(2) + D(2,€) <= h(2),

unde A(z,&)zp'(2) + B(2,€)p(z) + C(z,€)p?(2) + D(z, €) este o functie analitica in U, pentru orice £ € U si functia
h este analitica gi univalenta in U.
Din tare subordonarea diferentiala studiata in semiplanul drept

Re [A(z, €)' (2) + B(z,€)p(2) + C(2,)p*(2) + D(2,€)] > 0

care implicd Rep(z) > 0 se obtin conditii suficiente de univalentd pentru functiile stelate, convexe, functii Mocanu
(a-convexe), functii aproape convexe, inlocuind

2f'(2) 2f"(2) (1 —a)zf'(2) 2f"(2)
o) =5t w0 =1+ 55 a0 = S5 (14200
si p(2) = f'(2), z € U, in discul unitate.

In paragraful 5.6 se prezinta studiul tare subordonérilor diferentiale de tipul Briot-Bouquet. S-au demonstrat
teoremele necesare dezvoltarii acestor tare subordonari diferentiale, pentru a obtine dominante gi cea mai buna
dominanta.

Mai intéi se prezintd tare subordonari diferentiale publicate in [GIO22] si obtinute folosind operatorii integrali:

v +1
=

L7 f(2,€) / L () de
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si

In capitolul sase, ”Tare superordonari diferentiale” sunt prezentate rezultatele continute in lucrarea [GIO16].
In aceastd lucrare am introdus pentru prima oara notiunea de tare superordonare diferentiala ca gi concept dual
celui de tare subordonare diferentiald dupa modelul introducerii notiunii de superordonare dat de profesorii Miller
si Mocanu in [Mi-Mo10]. Forma generald a acestei teorii poate fi dat& pe scurt dupd cum urmeazi:

Fie  si A doud submultimi a multimii C, p analitica in discul unitate U, i fie ¢ : (r,s,£;¢) : C3 x U x U — C.

Se pune problema studierii unor implicatii de forma:

(6.1.1) Q C {p(p(2), 20/ (2), 220" (2);2,6) . 2€ U, £€U}= A CpU).

In cazul cand © si A sunt domenii simplu conexe din C, diferite de C, atunci existéi reprezentirile conforme
q:U — A, qU)=A,q0)=p0)sih:U—Q h(U)=Q, h(0) = ¢(p(0),0,0;0,§). Daca in plus functiile p si

o(p(2), zp'(2), 22" (2); 2,5) sunt univalente in U, pentru orice £ € U, atunci implicatia (6.1.1) se poate reformula

in termenii subordonarii:

(6.1.2) h(z) <= @(p(2), 20/ (2), 2D (2); 2,€) = a(2) < p(2), » € U.

Observatia 6.1.1. Implicatia (6.1.2) are loc si dacd h si ¢ sunt numai functii analitice.

In continuare sunt prezentate definitiile, lemele si teoremele necesare dezvoltarii acestei teorii introduse in
[GIO16].

Voi mentiona aici definitia clasei functiilor admisibile:

Definitia 6.1.3. [GIO16] Fie © o submultime a multimii numerelor complexe, ¢ € H[a, n], cu ¢’(z) # 0. Vom
numi clasa functiilor admisibile, notata ®,,[€, ¢], format# din functiile ¢ : C* x U x U — C care satisfac conditia
de admisibilitate

(A") o(r,5,t;¢, ) € Q

Re {z +1] < %Re [Z;/;S) +1],

zeU,£eU,(e€dU\E(q) sim>n>1. Pentrun =1, vom scrie ®1[2, q] = [, q].
Daci ¢ : C?2 x U x U — C, atunci conditia de admisibilitate (A’) devine

(A7) o (q(z% qu) ; 435) €0

unde z €U, ( €U\ E(q), £ €Usim>n> 1.
Teorema 6.1.1. [GIO16] Fie Q@ C C, ¢ € Hla,n] si fie p € P,[Q,q]. Daca p € Qa) si
o(p(2), zp'(2), 220" (2); 2, €) este o functie univalentd in U, pentru orice & € U, atunci

Q C {e(p(2), 20 (2), 2°p"(2)); 2 € U, £ € U}

implica
q(z) << p(z), z€ U.

In paragraful 6.2 este prezentata tare superordonarea diferentiald de ordinul intai:
Definitia 6.2.1. [GIO15] Se numeste tare superordonare de ordinul intdi, o superordonare de forma

(6.2.1) h(z) << A(z,8)zp'(2) + B(2,6)p(z), 2 €U, €U,

unde h este o functie analitica in U, si A(z,&)zp'(2)+ B(z,£)p(2) este o functie univalentd in U, pentru orice ¢ € U.
Observatia 6.2.1. Dacd A(z,¢) = B(z,£) = 1, atunci (6.2.1) devine

h(z) < 2p'(z) + p(2), z €U

o superordonare diferentiala studiata de S.S. Miller gi P.T. Mocanu in [Mi-Mo10].
Daca A(z,€) =1 si B(z,£) =0, atunci (6.2.1) devine

h(z) < 2p/(2), z € U,
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superordonarea diferentiala studiata de S.S. Miller, P.T. Mocanu in [Mi-Mo10].
In continuare sunt prezentate mai multe teoreme legate de aceasta notiune, cum ar fi:
Teorema 6.2.1. [GIO15] Fie 2 C C, g € H[a,n], p : C2x U x U — C si presupunem cd p(q(z),tzq' (2);(,€) €

— 1
Q, pentru z € U, ( € OU\ E(q), £ €U si0 <t < — <1. Dacap € Q(a) si o(p(z),2p'(2);2,£) este o functie
= n
univalenta itn U, pentru orice £ € U, atunci
Q C {pp(2), 20/ (2);2), 2 €U, £ €U}
implica
a(z) < p(2).
In paragraful 6.3 se prezinta diferite tare superordonari diferentiale folosind ca metoda de demonstratie lanturile
de subordonare Loewner. -
Definitia 6.3.1. [GIO18] Functia L : U x U x [0,00) — C se numeste lant de subordonare Loewner, daca
L(z,&;t) este o functie analitica si univalenta in U, pentru orice £ € U, t > 0, L(2,&;t) este diferentiabila in R+
pentru z € U, £ € U si L(z,&;5) << L(2,&;t), unde 0 < s < .

Lema 6.3.1. [GIO18] Fie functia L(z,&;t) = a1(&,t) + az(&,1)22 + ..., cu ay(&,t) # 0, pentru orice € € U,
t>0 st flim lay (&, t)| = co. Atunci functia L(z,&;t) este un lant de subordonare Loewner, dacd
L oo

OL(z,&;1)/0z

Rez- BLG.6) /o1

>0,z€U €U, t>0.

In aceastd lucrare am studiat tare superordoniri diferentiale pentru functii din clasele de functii definite in
[GIO20]. B
Teorema 6.3.1. [GIO18] Fie q(z,€) € H*[a,1,£], fie ¢ : C2 x U x U — C si fie

0(q(2,6),2¢'(2,€)) = h(z,€), z€ U, £€€U.

Dacd L(z,&;t) = ¢(q(2,€),t2¢'(2,€)) este un lant de subordonare sip € H*[a,1,€] N Q¢, atunci

h(z,€) <= @(p(z,€), 20’ (2,€))

implica
q(z,€) << p(z,¢), z€U, £¢€U.

Dacd ¢(q(z,8),2¢'(2,£)) = h(z,€) are o solutie univalentd ¢(z,§) € Qe, atunci q(z,§) este cea mai bund
subordonata.

In paragraful 6.4, folosind operatorii integrali definiti in paragraful 5.7, se prezint3 tare superordonari diferentiale
de forma:

Teorema 6.4.1. [GI022] Fie h(z,£) o functie convexd in U, pentru orice £ € U, h(0,€) = a. Presupunem cd
ecuatia diferentiald

2q(2,€)

q(z,8)

are o solutie univalentd q(z,&) care satisface q(0,€) = a si q(z,&) << h(z, ).

q(z,€) + =h(z,¢), z€U, £€€U

Dacd p(z,€) € Hla, 1] N Q¢ si p(2,&) + Zi%z(z’f? este univalentd in U, pentru orice £ € U, f(z,€) € A€, atunci
L f(2,8) | =[L7 f(2 8.
MO Y e
implica
q(z,6) << Li=8) fz(z,§)7 zeU, €eU.

Functia q(z,€) este cea mai bund subordonantd.

Importanta rezultatelor cuprinse in teza de abilitare este dovedita de numaéarul mare al citarilor in lucrarile
cercetatorilor din acest domeniu care activeaza in tara si in striainitate, peste 80 de citari in reviste cotate ISI
dintre care 42 in reviste cu factor de impact mai mare de 0,500 si alte peste 80 de citari in reviste indexate BDI.

Ca directii de cercetare viitoare imi propun continuarea studierii proprietatilor de stelaritate si convexitate pen-
tru operatori diferentiali i integrali i continuarea studiului tare subordonarilor si tare superordonarilor diferentiale.
Tare subordonarile diferentiale si tare superordonarile diferentiale s-au dovedit a fi notiuni de interes, lucrarile unde
au fost introduse aceste teme, [GIO-GhO9] respectiv [GIO16] fiind citate de peste 50, respectiv 30 de ori.
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