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Introducere

Obiectivul acestei teze este prezentarea unor rezultate principale a autorului ı̂n legătură

cu proprietăţile geometrice a unor funcţii speciale ca şi funcţia Bessel, q-Bessel, Struve

şi Lommel de prima speţă. Caracteristica comună ale acestor funcţii constă ı̂n faptul că

aceste funcţii sunt ı̂ntregi având coeficienţii seriei Taylor exprimate explicit şi având toate

zerourile reale pentru parametrii corespunzători. Pentru a studia proprietăţile geometrice

a funcţiilor speciale menţionate anterior folosim metode de bază a analizei complexe şi a

funcţiilor ı̂ntregi reale.

Teza cuprinde opt secţiuni. Primele două secţiuni conţin descrierea precisă a razelor

de stelaritate şi convexitate a trei feluri de funcţii Bessel normalizate de prima speţă, iar

secţiunea a treia conţine q-analogia rezultatelor primelor două secţiuni pentru funcţiile

q-Bessel de tip Jackson şi Hahn-Exton (sau a treia Jackson). Secţiunea a patra este

devotată studiului razelor de stelaritate a funcţiilor Struve şi Lommel de prima speţă. În

secţiunea a cincea studiem o combinaţie liniară a funcţiilor Bessel de prima speţă, numită

funcţie Dini şi demonstrăm nişte rezultate interesante ı̂n legătură cu aproape convexitatea

acestei funcţii. Secţiunile şase şi şapte sunt devotate rezultatelor auxiliare ı̂n legătură cu

funcţiile Bessel, q-Bessel, Struve şi Lommel. Aici rezultatele legate de zerourile funcţiilor

sus menţionate sunt importante şi ı̂n sine, chiar dacă au fost deduse pentru a demonstra

rezultatele secţiunilor a doua, a treia şi a patra. În final, ultima secţiune conţine observaţii,

concluzii finale şi o scurtă descriere a impactului rezultatelor obţinute. În această secţiune

este prezentată pe scurt evoluţia profesională, ştiinţifică a autorului.

Teza este bazată pe articolele publicate [BDY, 2016], [BDM, 2016], [BDOY, 2016],

[BKS, 2014] şi [BS, 2014].

Rezumatul tezei de abilitare conţine rezultatele principale (fără demonstraţie) pentru

primele cinci secţiuni. Rezultatele auxiliare a secţiunilor şase şi şapte, precum şi conţinutul

secţiunii a opta nu sunt prezentate ı̂n acest rezumat.

Martie, 2017 Árpád Baricz



RAZA DE STELARITATE ŞI CONVEXITATE A UNOR FUNCŢII
SPECIALE

1. Raza de stelaritate a funcţiilor Bessel normalizate

În această secţiune determinăm raza de stelaritate a funcţiilor Bessel normalizate pentru

trei tipuri de normalizări. Seria Mittag-Leffler cu privire la funcţii Bessel, precum şi

rezultatul lui Ismail şi Muldoon [IM, 1995] asupra zerourilor funcţiilor Bessel de prima

speţă, joacă un rol important ı̂n demonstraţii.

Fie D(0, r) discul {z ∈ C : |z| < r} , unde r > 0, şi fie D = D(0, 1). Prin A ı̂nţelegem

clasa funcţiilor analitice f : D(0, r) → C care satisfac condiţiile f(0) = f ′(0) − 1 = 0.

Denotăm cu S clasa funcţiilor din A care sunt univalente ı̂n D(0, r) şi fie S∗(α) (subclasa

lui S) a funcţiilor stelate de ordin α ı̂n D(0, r), unde 0 ≤ α < 1. Caracterizarea analitică

a acestei clase este

S∗(α) =

{
f ∈ S : Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
> α pentru orice z ∈ D(0, r)

}
,

şi folosim notaţia S∗ = S∗(0). Numărul real

r∗α(f) = sup

{
r > 0 : Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
> α pentru orice z ∈ D(0, r)

}
se numeşte raza de stelaritate de ordin α a funcţiei f. Notăm că r∗(f) = r∗0(f) este cea

mai mare rază astfel ı̂ncât domeniul f(D(0, r∗(f))) este un domeniu stelat ı̂n raport cu

originea.

Reamintim că o funcţie g ∈ S aparţine clasei K a funcţiilor convexe dacă imaginea

discului D(0, r), adică g(D(0, r)), este un domeniu convex ı̂n C. Mai mult, pentru α ∈ [0, 1)

considerăm clasa funcţiilor convexe de ordin α definită prin

K(α) =

{
g ∈ S : Re

(
1 +

zg′′(z)

g′(z)

)
> α pentru orice z ∈ D(0, r)

}
,

1
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care pentru α = 0 se reduce la K. Notăm că funcţiile convexe nu trebuie neapărat să fie

normalizate, definiţia clasei K(α) este valabilă şi pentru funcţia analitică g : D(0, r)→ C

cu proprietatea g′(0) 6= 0. Acum să considerăm raza de convexitate de ordin α a funcţiei

analitice g

rcα(g) = sup

{
r > 0 : Re

(
1 +

zg′′(z)

g′(z)

)
> α pentru orice z ∈ D(0, r)

}
.

Menţionăm că rc(f) = rc0(g) este de fapt raza cea mai mare pentru care domeniul

g(D(0, rc(g))) este convex ı̂n C. Pentru mai multe detalii asupra funcţiilor stelate şi con-

vexe ne referim la cartea [Du, 1983].

Prin definiţie funcţia analitică h : D(0, r) → C este aproape convexă dacă există o

funcţie convexă φ : D(0, r) → C astfel ı̂ncât h′(z)/φ′(z) are partea reală pozitivă pentru

orice z ∈ D(0, r). Orice funcţie aproape convexă este univalentă, şi clasa funcţiilor aproape

convexe include clasa funcţiilor convexe. Mai mult, orice funcţie stelată este şi aproape

convexă. Pentru caracterizare şi interpretare geometrică a funcţiilor aproape convexe ne

referim la [Ka, 1952].

Funcţia Bessel de prima speţă de ordin ν este definită prin [OLBC, 2010, p. 217]

Jν(z) =
∑
n≥0

(−1)n

n!Γ(n+ ν + 1)

(z
2

)2n+ν
, z ∈ C,

şi este o soluţie particulară a ecuaţiei diferenţiale liniare omogene Bessel de ordin doi.

Deoarece funcţia Bessel Jν nu aparţine clasei A, studiem următoarele normalizări:

fν(z) = (2νΓ(ν + 1)Jν(z))
1
ν = z − 1

4ν(ν + 1)
z3 + . . . , ν 6= 0, ,

gν(z) = 2νΓ(ν + 1)z1−νJν(z) = z − 1

4(ν + 1)
z3 +

1

32(ν + 1)(ν + 2)
z5 − . . . ,

hν(z) = 2νΓ(ν + 1)z1−
ν
2Jν(
√
z) = z − 1

4(ν + 1)
z2 + . . . ,

unde ν > −1. Notăm că de fapt pentru z ∈ C \ {0} avem

fν(z) = exp

(
1

ν
Log (2νΓ(ν + 1)Jν(z))

)
,
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unde Log reprezintă determinarea principală a logaritmului, şi ı̂n această teză fiecare

funcţie multivocă este considerată cu determinarea principală.

În continuare reamintim câteva rezultate despre proprietăţile geometrice ale funţiilor

fν , gν şi hν . Brown [Br, 1960] a determinat raza de stelaritate a funcţiei fν ı̂n cazul

când ν > 0. În [Br, 1960, Theorem 2] a demonstrat că raza de stelaritate r∗ (fν) este

cea mai mică rădăcină pozitivă a funcţiei z 7→ J ′ν(z). Mai mult, ı̂n [Br, 1960, Theorem

3] Brown a demonstrat că pentru ν > 0 raza de stelaritate a funcţiei gν este cea mai

mică rădăcină pozitivă a funcţiei z 7→ zJ ′ν(z) + (1− ν)Jν(z). Kreyszig şi Todd [KT, 1960,

Theorem 3] au demonstrat că pentru ν > −1 funcţia gν este univalentă ı̂n |z| ≤ ρν dar

nu este univalentă ı̂ntr-un disc cu o rază mai mare, unde ρν este un punct pe axa reală

ı̂n care funcţia gν ia valoare maximă. Brown [Br, 1960, p. 282] a remarcat că pentru

ν > 0 raza de stelaritate a funcţiei gν , adică, r∗ (gν) este de fapt raza de univalenţă ρν

considerată de Kreyszig şi Todd [KT, 1960]. Brown [Br, 1962, Theorem 5.1] a demonstrat

şi că raza de stelaritate a funcţiei gν este ρν când ν ∈ (−1/2, 0). Pe de altă parte, Hayden

şi Merkes [HM, 1964, Theorem C] au demonstrat că pentru µ = Re ν > −1 raza de

stelaritate a funcţiei gν nu este mai mică decât cea mai mică rădăcină pozitivă a funcţiei

g′µ. Menţionăm că Brown a folosit metoda lui Nehari [Ne, 1949] şi Robertson [Ro, 1954],

iar faptul că funcţia Bessel este soluţia particulară a ecuaţiei diferenţiale Bessel joacă

un rol foarte important ı̂n demonstraţii. Este de remarcat faptul că metoda folosită ı̂n

această secţiune este mai simplă decât metodele folosite ı̂n [Br, 1960, Br, 1962, HM, 1964,

KT, 1960], şi metoda noastră bazată pe un studiu amănunţit a zerourilor funcţiilor Bessel

ne dă rezultate mai bune. Pentru rezultate referitoare la razele de stelaritate a funcţiilor

normalizate Bessel ne referim la [Br, 1982, MRS, 1962, Ro, 1954, Wi, 1962]. În final

remarcăm că alte proprietăţi geometrice a funcţiilor gν şi hν au fost obţinute ı̂n [Ba, 2008,

Ba2, 2010, BP, 2010, Sz, 2010, SK, 2009].

Rezultatul principal a acestei secţiuni este teorema următoare [BKS, 2014, Theorem

1]. Aici Iν este funcţia Bessel modificată de prima speţă de ordin ν, care satisface relaţia

Iν(z) = i−νJν(iz) şi de aceea este numită şi ca funcţia Bessel de prima speţă cu argument

imaginar.
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Teorema 1. [BKS, 2014, Theorem 1] Fie 1 > β ≥ 0. Atunci următoarele afirmaţii sunt

adevărate:

a. Dacă ν ∈ (−1, 0), atunci r∗β (fν) = xν,β, unde xν,β este rădăcina unică pozitivă a

ecuaţiei zI ′ν(z)− βνIν(z) = 0. Mai mult, dacă ν > 0, atunci r∗β (fν) = xν,β,1, unde

xν,β,1 este cea mai mică rădăcină pozitivă a ecuaţiei zJ ′ν(z)− βνJν(z) = 0.

b. Dacă ν > −1, atunci r∗β (gν) = yν,β,1, unde yν,β,1 este cea mai mică rădăcină

pozitivă a ecuaţiei zJ ′ν(z) + (1− β − ν)Jν(z) = 0.

c. Dacă ν > −1, atunci r∗β (hν) = zν,β,1, unde zν,β,1 este cea mai mică rădăcină

pozitivă a ecuaţiei zJ ′ν(z) + (2− 2β − ν)Jν(z) = 0.

În particular, când β = 0, obţinem următorul rezultat.

Corolarul 1. [BKS, 2014, Corollary 1] Următoarele afirmaţii sunt adevărate:

a. Dacă ν ∈ (−1, 0), atunci raza de stelaritate a funcţiei fν este xν,0, unde xν,0 este

rădăcina unică pozitivă a ecuaţiei I ′ν(z) = 0. Dacă ν > 0, atunci raza de stelaritate

a funcţiei fν este xν,0,1, ceea ce ı̂nseamnă cea mai mică rădăcină pozitivă a ecuaţiei

J ′ν(z) = 0.

b. Dacă ν > −1, atunci raza de stelaritate a funcţiei gν este yν,0,1, ceea ce ı̂nseamnă

cea mai mică rădăcină pozitivă a ecuaţiei zJ ′ν(z) + (1− ν)Jν(z) = 0.

c. Dacă ν > −1, atunci raza de stelaritate a funcţiei hν este zν,0,1, ceea ce ı̂nseamnă

cea mai mică rădăcină pozitivă a ecuaţiei zJ ′ν(z) + (2− ν)Jν(z) = 0.

Menţionăm că părţile a şi b a Corolarului 1 completează rezultatele din [Br, 1960,

Theorem 2], [Br, 1960, Theorem 3] şi [Br, 1962, Theorem 5.1]. Partea c completează

rezultatele din [Ba, 2008, BP, 2010, Sz, 2010, SK, 2009].

2. Raza de convexitate a funcţiilor Bessel normalizate

În această secţiune determinăm raza de convexitate a trei tipuri de funcţii Bessel

normalizate, pe care am studiat ı̂n secţiunea anterioară. În demonstraţia rezultatelor

principale folosim serii Mittag-Leffler pentru fracţiile funcţiilor Bessel de prima speţă,

properietăţi speciale a zerourilor funcţiei Bessel şi a derivatei sale, şi faptul că rădăcina
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cea mai mică a unei funcţii Dini este mai mică decât rădăcina cea mai mică a funcţiei

Bessel de prima speţă. Mai mult, ı̂n această secţiune găsim parametrii optimali astfel ı̂ncât

funcţiile normalizate Bessel să fie convexe ı̂n discul unitate. Rezultatele acestei secţiuni

completează ı̂n mod natural rezultatele secţiunii anterioare despre raza de stelaritate a

funcţiilor Bessel.

Teorema 2. [BS, 2014, Theorem 1.1] Dacă ν > 0 şi α ∈ [0, 1), atunci raza de convexitate

de ordin α a funcţiei fν este cea mai mică rădăcină pozitivă a ecuaţiei

1 +
rJ ′′ν (r)

J ′ν(r)
+

(
1

ν
− 1

)
rJ ′ν(r)

Jν(r)
= α.

Mai mult, rcα(fν) < j′ν,1 < jν,1, unde jν,1 şi j′ν,1 sunt cele mai mici zerouri pozitive ale

funcţiilor Jν şi J ′ν .

Teorema 3. [BS, 2014, Theorem 1.2] Dacă ν > −1 şi α ∈ [0, 1), atunci raza de convexi-

tate de ordin α a funcţiei gν este cea mai mică rădăcină pozitivă a ecuaţiei

1 + r
rJν+2(r)− 3Jν+1(r)

Jν(r)− rJν+1(r)
= α.

Mai mult, rcα(gν) < αν,1 < jν,1, unde αν,1 este cea mai mică rădăcină pozitivă a funcţiei

Dini z 7→ (1− ν)Jν(z) + zJ ′ν(z).

Teorema 4. [BS, 2014, Theorem 1.3] Dacă ν > −1 şi α ∈ [0, 1), atunci raza de convexi-

tate de ordin α a funcţiei hν este cea mai mică rădăcină pozitivă a ecuaţiei

1 +
r

1
2

2
· r

1
2Jν+2(r

1
2 )− 4Jν+1(r

1
2 )

2Jν(r
1
2 )− r 1

2Jν+1(r
1
2 )

= α.

Mai mult, are loc rcα(hν) < βν,1 < jν,1, unde βν,1 este cea mai mică rădăcină pozitivă a

funcţiei Dini z 7→ (2− ν)Jν(z) + zJ ′ν(z).

În continuare prezentăm nişte rezultate importante pentru funcţiile fν , gν şi hν . Deter-

minăm constantele optimale pentru parametrii funcţiilor Bessel normalizate astfel ı̂ncât

să fie funcţii convexe.
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Teorema 5. [BS, 2014, Theorem 1.4] Funcţia fν este convexă de ordin α ∈ [0, 1) ı̂n D

dacă şi numai dacă ν ≥ να(fν), unde να(fν) este rădăcina unică a ecuaţiei

ν(ν2 − 1)J2
ν (1) + (1− ν)(J ′ν(1))2 = ανJν(1)J ′ν(1),

situată ı̂n (ν∗,∞), unde ν∗ ' 0.3901 . . . este soluţia ecuaţiei J ′ν(1) = 0. Mai mult, fν este

convexă ı̂n D dacă şi numai dacă ν ≥ 1.

Teorema 6. [BS, 2014, Theorem 1.5] Funcţia gν este convexă de ordin α ∈ [0, 1) ı̂n D

dacă şi numai dacă ν ≥ να(gν), unde να(gν) este rădăcina unică a ecuaţiei

(2ν + α− 2)Jν+1(1) = αJν(1),

situată ı̂n [0,∞). În particular, gν este convexă ı̂n D dacă şi numai dacă ν ≥ 1.

Teorema 7. [BS, 2014, Theorem 1.6] Funcţia hν este convexă de ordin α ∈ [0, 1) ı̂n D

dacă şi numai dacă ν ≥ να(hν), unde να(hν) este rădăcina unică a ecuaţiei

(2ν + 2α− 4)Jν+1(1) = (4α− 3)Jν(1),

situată ı̂n [0,∞). În particular, hν este convexă dacă şi numai dacă ν ≥ ν0(hν), unde

ν0(hν) ' −0.1438 . . . este rădăcina unică a ecuaţiei

(2ν − 4)Jν+1(1) + 3Jν(1) = 0.

Mai mult, funcţia hν este convexă de ordin 3
4

dacă şi numai dacă ν ≥ 5
4
.

Folosind metoda subordonărilor diferenţiale Selinger [Se, 1995] a demonstrat că funcţia

ϕν : D→ C, definită prin

ϕν(z) =
hν(z)

z
= 2νΓ(ν + 1)z−

ν
2Jν(
√
z) = 1− 1

4(ν + 1)
z + . . . , z ∈ C \ {0},

este convexă dacă ν ≥ −1
4
. Szász şi Kupán [SK, 2009], folosind o altă metodă au ı̂mbunătăţit

rezultatul anterior şi au demonstrat că ϕν este convexă ı̂n D dacă ν ≥ ν1 ' −1.4069 . . . ,

unde ν1 este soluţia ecuaţiei 4ν2 + 17ν + 16 = 0. Recent, Baricz şi Ponnusamy [BP, 2010]

au prezentat patru ı̂mbunătăţiri ai acestui rezultat şi cel mai bun rezultat dintre cele patru
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este următorul (vezi [BP, 2010, Theorem 3]): funcţia ϕν este convexă ı̂n D dacă ν ≥ ν2 '

−1.4373 . . . , unde ν2 este rădăcina unică a ecuaţiei 2νΓ(ν + 1)(Iν+2(1) + 2Iν+1(1)) = 2.

Mai mult, Baricz şi Ponnusamy [BP, 2010] au conjecturat că ϕν este convexă ı̂n D dacă

şi numai dacă ν ≥ −1.875. Rezultatele următoare ne dau un răspuns negativ la această

conjectură şi ne arată raza de convexitate a funcţiei ϕν .

Teorema 8. [BS, 2014, Theorem 1.7] Dacă ν > −2 şi α ∈ [0, 1), atunci raza de convexi-

tate de ordin α a funcţiei ϕν este cea mai mică rădăcină pozitivă a ecuaţiei

r
1
2Jν(r

1
2 )

2Jν+1(r
1
2 )
− ν = α.

Mai mult, avem că rcα(ϕν) < jν+1,1.

Teorema 9. [BS, 2014, Theorem 1.8] Funcţia ϕν este convexă de ordin α ∈ [0, 1) ı̂n D

dacă şi numai dacă ν ≥ να(ϕν), unde να(ϕν) este rădăcina unică a ecuaţiei

(2ν + 2α)Jν+1(1) = Jν(1),

situată ı̂n (ν?,∞) , unde ν? ' −1.7744 . . . este soluţia ecuaţiei Jν+1(1) = 0. În particular,

ϕν este convexă ı̂n D dacă şi numai dacă ν ≥ ν0(ϕν), unde ν0(ϕν) ' −1.5623 . . . este

rădăcina unică a ecuaţiei Jν(1) = 2νJν+1(1), situată ı̂n (ν?,∞) .

3. Raza de stelaritate şi convexitate a funcţiilor q-Bessel normalizate

În această secţiune considerăm funcţiile q-Bessel de tip Jackson sau Hahn-Exton (sau

a treia Jackson). Aceste funcţii sunt definite prin relaţiile

J (2)
ν (z; q) =

(qν+1; q)∞
(q; q)∞

∑
n≥0

(−1)n
(
z
2

)2n+ν
(q; q)n (qν+1; q)n

qn(n+ν)

şi

J (3)
ν (z; q) =

(qν+1; q)∞
(q; q)∞

∑
n≥0

(−1)nz2n+ν

(q; q)n (qν+1; q)n
q

1
2
n(n+1),

unde z ∈ C, ν > −1, q ∈ (0, 1) şi

(a; q)0 = 1, (a; q)n =
n∏
k=1

(
1− aqk−1

)
, (a; q)∞ =

∏
k≥1

(
1− aqk−1

)
.
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O caracteristică comună a acestor funcţii este că ele sunt q-extensii a funcţiei clasice Bessel

de prima speţă Jν . Pentru z fixat avem J
(2)
ν ((1−z)q; q)→ Jν(z) şi J

(3)
ν ((1−z)q; q)→ Jν(2z)

când q ↗ 1. Cartea lui Watson [Wa, 1944] conţine informaţii amănunţite despre funcţia

Bessel de prima speţă, iar proprietăţile acestor q-extensii a funcţiei Bessel de prima

speţă se pot găsi ı̂n [Ab, 2005, AMA, 2010, Is, 1982, IM2, 1988, Ko, 1994, Ko, 1992].

În această secţiune studiem properietăţile funcţiilor q-Bessel. Folosind produsul canonic

Weierstrassian a funcţiilor J
(2)
ν şi J

(3)
ν , şi combinând metodele din [BKS, 2014, BS, 2014,

BDOY, 2016] determinăm exact raza de stelaritate şi convexitate pentru şase funcţii nor-

malizate legate de funcţii q-Bessel de tip Jackson. Aceste rezultate sunt q-generalizările

rezultatelor corespunzătoare pentru funcţia clasică Bessel, obţinute ı̂n [BKS, 2014] şi

[BS, 2014]. Caracterizarea funcţiilor ı̂ntregi din clasa Laguerre-Pólya folosind polinoamele

hiperbolice şi proprietatea intermediară a zerourilor funcţiilor Jackson şi Hahn-Exton

q-Bessel şi a derivatelor sale joacă un rol important ı̂n demonstraţii. Deducem şi o

condiţie necesară şi suficientă pentru aproape convexitatea unei funcţii Jackson q-Bessel

şi a derivatelor sale.

Deoarece funcţiile J
(2)
ν (·; q) şi J

(3)
ν (·; q) nu aparţin clasei A, ı̂n primul rând vom norma-

liza aceste funcţii. Pentru ν > −1 definim următoarele funcţii cu privire la J
(2)
ν (·; q):

f (2)
ν (z; q) =

(
2νcν(q)J

(2)
ν (z; q)

) 1
ν , ν 6= 0,

g(2)ν (z; q) = 2νcν(q)z
1−νJ (2)

ν (z; q),

h(2)ν (z; q) = 2νcν(q)z
1− ν

2J (2)
ν (
√
z; q),

unde cν(q) = (q; q)∞/ (qν+1; q)∞ . În mod similar ı̂i asociem funcţiei J
(3)
ν (·; q) următoarele

funcţii:

f (3)
ν (z; q) =

(
cν(q)J

(3)
ν (z; q)

) 1
ν , ν 6= 0,

g(3)ν (z; q) = cν(q)z
1−νJ (3)

ν (z; q),

h(3)ν (z; q) = cν(q)z
1− ν

2J (3)
ν (
√
z; q).

Funcţiile f
(s)
ν (·; q), g(s)ν (·; q), h(s)ν (·; q), s ∈ {2, 3}, aparţin clasei A.

Primul rezultat principal este despre raza de stelaritate a acestor funcţii q-Bessel.
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Teorema 10. [BDM, 2016, Theorem 1] Fie ν > −1 şi s ∈ {2, 3}. Atunci următoarele

afirmaţii sunt adevărate:

a. Dacă α ∈ [0, 1) şi ν > 0, atunci r∗α

(
f
(s)
ν

)
= xν,α,1, unde xν,α,1 este cea mai mică

rădăcină pozitivă a ecuaţiei

r · dJ (s)
ν (r; q)/dr − ανJ (s)

ν (r; q) = 0.

Mai mult, dacă α ∈ [0, 1) şi ν ∈ (−1, 0), atunci r∗α

(
f
(s)
ν

)
= xν,α, unde xν,α este

rădăcina unică pozitivă a ecuaţiei

ir · dJ (s)
ν (ir; q)/dr − ανJ (s)

ν (ir; q) = 0.

b. Dacă α ∈ [0, 1), atunci r∗α

(
g
(s)
ν

)
= yν,α,1, unde yν,α,1 este cea mai mică rădăcină

pozitivă a ecuaţiei

r · dJ (s)
ν (r; q)/dr − (α + ν − 1)J (s)

ν (r; q) = 0.

c. Dacă α ∈ [0, 1), atunci r∗α

(
h
(s)
ν

)
= zν,α,1, unde zν,α,1 este cea mai mică rădăcină

pozitivă a ecuaţiei

√
r · dJ (s)

ν (
√
r; q)/dr − (2α + ν − 2)J (s)

ν (
√
r; q) = 0.

Următorul rezultat este despre raza de convexitate a funcţiilor q-Bessel normalizate.

Teorema 11. [BDM, 2016, Theorem 2] Fie ν > −1 şi s ∈ {2, 3}. Atunci următoarele

afirmaţii sunt adevărate:

a. Dacă ν > 0 şi α ∈ [0, 1), atunci raza de convexitate de ordin α a funcţiei f
(s)
ν (·; q)

este cea mai mică rădăcină pozitivă a ecuaţiei

1 +
r · d2J (s)

ν (r; q)/dr2

dJ
(s)
ν (r; q)/dr

+

(
1

ν
− 1

)
r · dJ (s)

ν (r; q)/dr

Jν(r; q)
= α.

Mai mult, are loc rcα(f
(2)
ν ) < j′ν,1(q) < jν,1(q) şi rcα(f

(3)
ν ) < l′ν,1(q) < lν,1(q), unde

jν,1(q), lν,1(q), j
′
ν,1(q) şi l′ν,1(q) sunt cele mai mici rădăcini pozitive ale funcţiilor

J
(2)
ν (·; q), J (3)

ν (·; q), z 7→ dJ
(2)
ν (z; q)/dz şi z 7→ dJ

(3)
ν (z; q)/dz.
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b. Dacă ν > −1 şi α ∈ [0, 1), atunci raza de convexitate de ordin α a funcţiei g
(s)
ν (·; q)

este cea mai mică rădăcină pozitivă a ecuaţiei

1− ν + r
(2− ν) · dJ (s)

ν (r; q)/dr + r · d2J (s)
ν (r; q)/dr2

(1− ν)J
(s)
ν (r; q) + r · dJ (s)

ν (r; q)/dr
= α.

Mai mult, avem că rcα(g
(2)
ν ) < αν,1(q) < jν,1(q) şi rcα(g

(3)
ν ) < γν,1(q) < lν,1(q),

unde αν,1(q) şi γν,1(q) sunt cele mai mici rădăcini pozitive ale funcţiilor z 7→

z · dJ (2)
ν (z; q)/dz + (1− ν)J

(2)
ν (z; q) şi z 7→ z · dJ (3)

ν (z; q)/dz + (1− ν)J
(3)
ν (z; q).

c. Dacă ν > −1 şi α ∈ [0, 1), atunci raza de convexitate de ordin α a funcţiei h
(s)
ν (·; q)

este cea mai mică rădăcină pozitivă a ecuaţiei

1− ν

2
+

√
r

2

(3− ν) · dJ (s)
ν (
√
r; q)/dr +

√
r · d2J (s)

ν (
√
r; q)/dr2

(2− ν)J
(s)
ν (
√
r; q) +

√
r · dJ (s)

ν (
√
r; q)/dr

= α.

Mai mult, are loc rcα(h
(2)
ν ) < βν,1(q) < jν,1(q) şi rcα(h

(3)
ν ) < δν,1(q) < lν,1(q),

unde βν,1(q) şi δν,1(q) sunt cele mai mici rădăcini pozitive ale funcţiilor z 7→

z · dJ (2)
ν (z; q)/dz + (2− ν)J

(2)
ν (z; q), and z 7→ z · dJ (3)

ν (z; q)/dz + (2− ν)J
(3)
ν (z; q).

Aceste teoreme sunt q-extensiile ale rezultatelor obţinute ı̂n [BKS, 2014] şi [BS, 2014].

În final, enunţăm următorul rezultat, care este q-extensia primei părţi a rezultatului

[BS, 2016, Theorem 1] pentru funcţia Jackson q-Bessel a doua.

Teorema 12. [BDM, 2016, Theorem 3] Dacă ν > −1, atunci hν(·; q) = h
(2)
ν (·; q) este

stelată şi toate derivatele sale sunt aproape convexe ı̂n discul unitate D dacă şi numai

dacă ν ≥ max{ν0(q), ν∗(q)}, unde ν0(q) este rădăcina unică a ecuaţiei dh
(2)
ν (z; q)/dz

∣∣∣
z=1

=

h′ν(1; q) = 0, şi ν∗(q) este rădăcina unică a ecuaţiei jν,1(q) = 1.

4. Raza de stelaritate a unor funcţii speciale

În această secţiune studiem proprietăţile geometrice a funcţiilor Lommel şi Struve de

prima speţă. Pentru fiecare funcţie folosim trei normalizări astfel ı̂ncât funcţiile obţinute

sunt analitice ı̂n planul complex. Pentru fiecare şase funcţii determinăm raza de stela-

ritate. Realitatea şi proprietatea intermediară a zerourilor funcţiilor Struve şi Lommel

joacă un rol important ı̂n demonstraţiile rezultatelor principale. Rezultatele cu privire
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la zerouri sunt realizate folosind proprietăţiile funcţiilor ı̂ntregi din clasa Laguerre-Pólya.

Un rezultat vechi a lui Pólya joacă de asemenea un rol important ı̂n demonstraţii.

Considerăm două funcţii speciale, funcţia Lommel de prima speţă sµ,ν şi funcţia Struve

de prima speţă Hν . Aceste funcţii sunt definite explicit ı̂n termeni de funcţia hipergeo-

metrică 1F2

(4.1) sµ,ν(z) =
zµ+1

(µ− ν + 1)(µ+ ν + 1)
1F2

(
1;
µ− ν + 3

2
,
µ+ ν + 3

2
;−z

2

4

)
,

unde 1
2
(−µ± ν − 3) 6∈ N, şi

(4.2) Hν(z) =

(
z
2

)ν+1√
π
4

Γ
(
ν + 3

2

) 1F2

(
1;

3

2
, ν +

3

2
;−z

2

4

)
, −ν − 3

2
6∈ N.

O caracteristică comună a acestor funcţii este că sunt soluţiile ecuaţiilor diferenţiale neo-

mogene Bessel [Wa, 1944]. Într-adevăr funcţia Lommel de prima speţă sµ,ν este soluţia

ecuaţiei

z2w′′(z) + zw′(z) + (z2 − ν2)w(z) = zµ+1,

iar funcţia Struve Hν de prima speţă apare ca soluţia ecuaţiei

z2w′′(z) + zw′(z) + (z2 − ν2)w(z) =
4
(
z
2

)ν+1

√
πΓ
(
ν + 1

2

) .
În 1972 Steinig [St, 1972] a examinat semnul lui sµ,ν(z) pentru valori reale a lui µ, ν şi

pentru z pozitiv. El a demonstrat că pentru µ < 1
2

funcţia sµ,ν are o infinitate de schimbări

de semn pe intervalul (0,∞). În 2012 Koumandos şi Lamprecht [KL, 2012] au obţinut

estimări pentru localizarea zerourilor funcţiei sµ− 1
2
, 1
2

pentru µ ∈ (0, 1). Inegalităţile de tip

Turán pentru funcţia sµ− 1
2
, 1
2

au fost demonstrate ı̂n [BK, 2016], iar pentru funcţia Struve

ı̂n [BPS, 2017].

Proprietăţile geometrice a funcţiei sµ− 1
2
, 1
2

şi a funcţiei Struve au fost obţinute ı̂n [BS, 2016]

şi [YO, 2013]. Motivată de aceste rezultate ı̂n această secţiune studiem stelaritatea unor

funcţii speciale legate de funcţiile Lommel şi Struve. Deoarece sµ,ν şi Hν nu aparţin clasei

A, avem nevoie de normalizarea acestor funcţii. Definim următoarele funcţii cu privire la
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sµ,ν :

fµ,ν(z) = ((µ− ν + 1)(µ+ ν + 1)sµ,ν(z))
1

µ+1 ,

gµ,ν(z) = (µ− ν + 1)(µ+ ν + 1)z−µsµ,ν(z)

şi

hµ,ν(z) = (µ− ν + 1)(µ+ ν + 1)z
1−µ
2 sµ,ν(

√
z).

În mod similar ı̂i asociem funcţiei Hν următoarele funcţii

uν(z) =

(√
π2νΓ

(
ν +

3

2

)
Hν(z)

) 1
ν+1

,

vν(z) =
√
π2νz−νΓ

(
ν +

3

2

)
Hν(z)

şi

wν(z) =
√
π2νz

1−ν
2 Γ

(
ν +

3

2

)
Hν(
√
z).

În mod evident funcţiile fµ,ν , gµ,ν , hµ,ν , uν , vν şi wν aparţin clasei A. Rezultatele

principale ale acestei secţiuni ne arată valorile exacte a razelor de stelaritate pentru aceste

şase funcţii.

Fie fµ(z) = fµ− 1
2
, 1
2
(z), gµ(z) = gµ− 1

2
, 1
2
(z) şi hµ(z) = hµ− 1

2
, 1
2
(z). Primul rezultat principal

a acestei secţiuni este următorul:

Teorema 13. [BDOY, 2016, Theorem 1] Fie µ ∈ (−1, 1), µ 6= 0. Atunci următoarele

afirmaţii sunt adevărate:

a. Dacă 0 ≤ α < 1 şi µ ∈
(
−1

2
, 0
)
, atunci r∗α(fµ) = xµ,α, unde xµ,α este cea mai mică

rădăcină pozitivă a ecuaţiei

z s′
µ− 1

2
, 1
2
(z)− α

(
µ+

1

2

)
sµ− 1

2
, 1
2
(z) = 0.

În particular, r∗(fµ) = xµ, unde xµ este cea mai mică rădăcină pozitivă a ecuaţiei

z s′
µ− 1

2
, 1
2

(z) = 0. Mai mult, dacă 0 ≤ α < 1 şi µ ∈
(
−1,−1

2

)
, atunci r∗α(fµ) = qµ,α,

unde qµ,α este rădăcina unică pozitivă a ecuaţiei

izs′
µ− 1

2
, 1
2
(iz)− α

(
µ+

1

2

)
sµ− 1

2
, 1
2
(iz) = 0.
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b. Dacă 0 ≤ α < 1, atunci r∗α(gµ) = yµ,α, unde yµ,α este cea mai mică rădăcină

pozitivă a ecuaţiei

z s′
µ− 1

2
, 1
2
(z)−

(
µ+ α− 1

2

)
sµ− 1

2
, 1
2
(z) = 0.

În particular, r∗(gµ) = yµ, unde yµ este cea mai mică rădăcină pozitivă a ecuaţiei

z s′
µ− 1

2
, 1
2
(z)−

(
µ− 1

2

)
sµ− 1

2
, 1
2
(z) = 0.

c. Dacă 0 ≤ α < 1, atunci r∗α(hµ) = tµ,α, unde tµ,α este cea mai mică rădăcină

pozitivă a ecuaţiei

zs′
µ− 1

2
, 1
2
(z)−

(
µ+ 2α− 3

2

)
sµ− 1

2
, 1
2
(z) = 0.

În particular, r∗(hµ) = tµ, unde tµ este cea mai mică rădăcină pozitivă a ecuaţiei

zs′
µ− 1

2
, 1
2
(z)−

(
µ− 3

2

)
sµ− 1

2
, 1
2
(z) = 0.

Rezultatul corespunzător cu privire la funcţia Struve este teorema următoare.

Teorema 14. [BDOY, 2016, Theorem 2] Fie |ν| < 1
2
. Atunci următoarele afirmaţii sunt

adevărate:

a. Dacă 0 ≤ α < 1, atunci r∗α(uν) = δν,α, unde δν,α este cea mai mică rădăcină

pozitivă a ecuaţiei

zH′ν(z)− α(ν + 1)Hν(z) = 0.

În particular, r∗(uν) = δν, unde δν este cea mai mică rădăcină pozitivă a ecuaţiei

zH′ν(z) = 0.

b. Dacă 0 ≤ α < 1, atunci r∗(vν) = ρν,α, unde ρν,α este cea mai mică rădăcină

pozitivă a ecuaţiei

zH′ν(z)− (α + ν)Hν(z) = 0.
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În particular, r∗(vν) = ρν, unde ρν este cea mai mică rădăcină pozitivă a ecuaţiei

zH′ν(z)− νHν(z) = 0.

c. Dacă 0 ≤ α < 1, atunci r∗α(wν) = σν,α, unde σν,α este cea mai mică rădăcină

pozitivă a ecuaţiei

zH′ν(z)− (2α + ν − 1)Hν(z) = 0.

În particular, r∗(wν) = σν, unde σν este cea mai mică rădăcină pozitivă a ecuaţiei

zH′ν(z)− (ν − 1)Hν(z) = 0.

Menţionăm că stelaritatea funcţiilor hµ (̂ın cazul când µ ∈ (−1, 1), µ 6= 0) şi wν (̂ın

cazul când |ν| ≤ 1
2
), a fost studiată ı̂n [BS, 2016], şi s-a demonstrat că toate derivatele

acestor funcţii sunt aproape convexe ı̂n D.

5. Aproape convexitatea funcţiilor Dini normalizate

Recent, ı̂n [BCD, 2016] şi [BS, 2016] a fost studiată aproape convexitatea derivatelor

funcţiei Bessel. În această secţiune deducem condiţii suficiente şi necesare pentru aproape

convexitatea unei combinaţii speciale a funcţiilor Bessel şi a derivatelor sale. Pentru a

demonstra rezultatele noastre folosim un rezultat a lui Shah şi Trimble [ST, 1971, Theorem

2] despre funcţii transcendente ı̂ntregi cu derivate univalente şi nişte relaţii Mittag-Leffler

a funcţiilor Bessel de prima speţă.

Fie funcţia hν : D→ C, definită prin

hν(z) = 2νΓ(ν + 1)z1−
ν
2Jν(
√
z) =

∑
n≥0

(−1)nΓ(ν + 1)zn+1

4nn!Γ(ν + n+ 1)
,

unde Jν este funcţia Bessel de prima speţă (vezi [OLBC, 2010, p. 217]). Recent, folosind

rezultatul lui Shah şi Trimble [ST, 1971, Theorem 2], ı̂n [BS, 2016] autorii au demonstrat

că funcţia hν şi toate derivatele sale sunt convexe ı̂n D dacă şi numai dacă ν ≥ ν?, unde
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ν? ' −0.1438 . . . este rădăcina unică a ecuaţiei

3Jν(1) + 2(ν − 2)Jν+1(1) = 0

pe intervalul (−1,∞). Menţionăm că teorema de dualitate a lui Alexander implică că

prima parte a rezultatului anterior este echivalentă cu faptul că funcţia

z 7→ qν(z) = zh′ν(z) = 2ν−1Γ(ν + 1)z1−
ν
2

(
(2− ν)Jν(

√
z) +

√
zJ ′ν(
√
z)
)

=
∑
n≥0

(−1)n(n+ 1)Γ(ν + 1)zn+1

4nn!Γ(ν + n+ 1)

este stelată ı̂n D dacă şi numai dacă ν ≥ ν?. În această secţiune demonstrăm că are loc o

afirmaţie mai puternică.

Teorema 15. [BDY, 2016, Theorem 1.2] Funcţia qν este stelată ı̂n D şi toate derivatele

sale sunt aproape convexe (̂ın consecinţă univalente) dacă şi numai dacă ν ≥ ν?, unde

ν? ' −0.1438 . . . este rădăcina unică a ecuaţiei transcendente 3Jν(1)+2(ν−2)Jν+1(1) = 0

pe intervalul (−1,∞).

Fie funcţia rν : D→ C, definită prin

rν(z) = 2νΓ(ν + 1)z1−
ν
2

(
(1− ν)Jν(

√
z) +

√
zJ ′ν(
√
z)
)

=
∑
n≥0

(−1)n(2n+ 1)Γ(ν + 1)zn+1

4nn!Γ(ν + n+ 1)
.

Folosind idea demonstraţiei a Teoremei 15 prezentăm următorul rezultat. Menţionăm

că rezultate similare pentru funcţii Bessel de prima speţă au fost demonstrate ı̂n [BKS, 2014,

BS, 2014, BS, 2016], dar folosind alte metode.

Teorema 16. [BDY, 2016, Theorem 1.3] Funcţia rν este stelată ı̂n D şi toate derivatele

sale sunt aproape convexe dacă şi numai dacă ν ≥ ν?, unde ν? ' 0.3062 . . . este rădăcina

unică a ecuaţiei transcendente Jν(1)− (3− 2ν)Jν+1(1) = 0 pe intervalul (0,∞).

Prima parte a rezultatului anterior este foarte similară cu următorul (vezi Teorema 6

sau [BS, 2014, Theorem 1.5]): funcţia z 7→ gν(z) = 2νΓ(ν+ 1)z1−νJν(z) este convexă ı̂n D
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dacă şi numai dacă ν ≥ 1. Folosind teorema de dualitate a lui Alexander, acest rezultat

este echivalent cu următorul: funcţia

z 7→ 2νΓ(ν + 1)z1−ν ((1− ν)Jν(z) + zJ ′ν(z)) =
rν(z

2)

z

este stelată ı̂n D dacă şi numai dacă ν ≥ 1.

Acum să considerăm funcţia wa,ν : D→ C, definită prin

wa,ν(z) =
2ν

a
Γ(ν + 1)z1−

ν
2

(
(a− ν)Jν(

√
z) +

√
zJ ′ν(
√
z)
)

=
∑
n≥0

(−1)n(2n+ a)Γ(ν + 1)zn+1

a · 4nn!Γ(n+ ν + 1)
.

Următorul rezultat este generalizarea Teoremelor 15 şi 16.

Teorema 17. [BDY, 2016, Theorem 1.4] Fie ν > −3
4

şi a ≥ 2
4ν+3

. Funcţia wa,ν este

stelată şi toate derivatele sale sunt aproape convexe ı̂n D dacă şi numai dacă ν ≥ νa, unde

νa este rădăcina unică a ecuaţiei (2a− 1)Jν(1)− (a− 2ν + 2)Jν+1(1) = 0 pe
(
−3

4
,∞
)
.

Notăm faptul că Teoremele 15 şi 16 ı̂n particular rezultă că funcţiile

z 7→ q 1
2
(z) =

3

2

√
z
(
sin
√
z +
√
z cos

√
z
)
,

z 7→ q 3
2
(z) =

3

2
√
z

(√
z cos

√
z + (z − 1) sin

√
z
)
,

z 7→ r 1
2
(z) = z cos

√
z

şi

z 7→ r 3
2
(z) = 3 cos

√
z − 3(z − 2) sin

√
z

2
√
z

sunt stelate ı̂n D şi toate derivatele lor sunt aproape convexe ı̂n discul D. Mai mult,

obţinem că funcţia

z 7→
r 3

2
(z2)

z
=

3 cos z

z
− 3(z2 − 2) sin z

2z2

este stelată ı̂n D. Aici am folosit formulele [OLBC, 2010, p. 228]

J 1
2
(z) =

√
2

πz
sin z and J 3

2
(z) =

√
2

πz

(
sin z

z
− cos z

)
.
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References

[AS, 1965] M. Abramowitz, I.A. Stegun (Eds.), Handbook of Mathematical Functions with formulas.

Graphs and Mathematical Tables, New York: Dover Publications, 1965.

[Ab, 2005] L.D. Abreu, A q-sampling theorem related to the q-Hankel transform, Proc. Amer. Math.

Soc. 133(4) (2005) 1197–1203.

[Ab, 2006] L.D. Abreu, Completeness, special functions and uncertainty principles over q-linear grids,

J. Phys. A 39(47) (2006) 14567–14580.

[ABC, 2003] L.D. Abreu, J. Bustoz, J.L. Cardoso, The roots of the third Jackson q-Bessel function,

Internat. J. Math. Math. Sci. 67 (2003) 4241–4248.
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