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Introducere

Obiectivul acestei teze este prezentarea unor rezultate principale a autorului in legatura
cu proprietatile geometrice a unor functii speciale ca si functia Bessel, ¢g-Bessel, Struve
si Lommel de prima speta. Caracteristica comuna ale acestor functii consta in faptul ca
aceste functii sunt intregi avand coeficientii seriei Taylor exprimate explicit si avand toate
zerourile reale pentru parametrii corespunzatori. Pentru a studia proprietatile geometrice
a functiilor speciale mentionate anterior folosim metode de baza a analizei complexe si a
functiilor intregi reale.

Teza cuprinde opt sectiuni. Primele doua sectiuni contin descrierea precisa a razelor
de stelaritate si convexitate a trei feluri de functii Bessel normalizate de prima speta, iar
sectiunea a treia contine g-analogia rezultatelor primelor doua sectiuni pentru functiile
g-Bessel de tip Jackson si Hahn-Exton (sau a treia Jackson). Sectiunea a patra este
devotata studiului razelor de stelaritate a functiilor Struve si Lommel de prima speta. In
sectiunea a cincea studiem o combinatie liniara a functiilor Bessel de prima speta, numita
functie Dini si demonstram niste rezultate interesante in legatura cu aproape convexitatea
acestei functii. Sectiunile sase si sapte sunt devotate rezultatelor auxiliare in legatura cu
functiile Bessel, ¢-Bessel, Struve si Lommel. Aici rezultatele legate de zerourile functiilor
sus mentionate sunt importante si in sine, chiar daca au fost deduse pentru a demonstra
rezultatele sectiunilor a doua, a treia si a patra. In final, ultima sectiune contine observatii,
concluzii finale gi o scurta descriere a impactului rezultatelor obtinute. In aceastd sectiune
este prezentata pe scurt evolutia profesionala, stiintifica a autorului.

Teza este bazata pe articolele publicate [BDY, 2016], [BDM, 2016], [BDOY, 2016],
[BKS, 2014] si [BS, 2014].

Rezumatul tezei de abilitare contine rezultatele principale (fara demonstratie) pentru
primele cinci sectiuni. Rezultatele auxiliare a sectiunilor sase i sapte, precum gi continutul

sectiunii a opta nu sunt prezentate in acest rezumat.

Martie, 2017 Arpéd Baricz



RAZA DE STELARITATE SI CONVEXITATE A UNOR FUNCTII
SPECIALE

1. Raza de stelaritate a functiilor Bessel normalizate

In aceasti sectiune determinam raza de stelaritate a functiilor Bessel normalizate pentru
trei tipuri de normalizari. Seria Mittag-Leffler cu privire la functii Bessel, precum si
rezultatul lui Ismail si Muldoon [IM, 1995] asupra zerourilor functiilor Bessel de prima

speta, joaca un rol important in demonstratii.

Fie D(0,r) discul {z € C: |z| <r}, unde r > 0, si fie D = D(0,1). Prin A intelegem
clasa functiilor analitice f : D(0,7) — C care satisfac conditiile f(0) = f(0) — 1 = 0.
Denotam cu S clasa functiilor din A care sunt univalente in D(0, r) si fie S*(«) (subclasa
lui §) a functiilor stelate de ordin a in D(0, ), unde 0 < o < 1. Caracterizarea analitica
a acestei clase este

2f'(2)
f(2)

S*(a):{fGS : Re< )>a pentru orice zGD(O,r)},

si folosim notatia §* = §*(0). Numarul real

2f'(2)
f(2)

ro(f) =sup {7” >0 : Re ( ) > « pentru orice z € ]D(O,r)}

se numeste raza de stelaritate de ordin « a functiei f. Notam ca r*(f) = r§(f) este cea
mai mare raza astfel incat domeniul f(ID(0,7*(f))) este un domeniu stelat in raport cu
originea.

Reamintim ca o functie g € & apartine clasei K a functiilor convexe daca imaginea
discului D(0, ), adica g(ID(0,r)), este un domeniu convex in C. Mai mult, pentru o € [0, 1)

consideram clasa functiilor convexe de ordin « definita prin

K(a) = {gES : Re (1+zg/((7;)) > o pentru orice ZED(O,T‘)},
qg'(z
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care pentru a = 0 se reduce la K. Notam ca functiile convexe nu trebuie neaparat sa fie
normalizate, definitia clasei IC(«v) este valabila si pentru functia analitica g : D(0,7) — C
cu proprietatea ¢’(0) # 0. Acum sa consideram raza de convexitate de ordin « a functjiei
analitice ¢

29" (2)
g(z)

Mentionam ca r°(f) = r5(g) este de fapt raza cea mai mare pentru care domeniul

ra(g) = sup {7" >0 : Re (1 + ) > « pentru orice z € D(O,T)} :

g(D(0,7°(g))) este convex in C. Pentru mai multe detalii asupra functiilor stelate i con-
vexe ne referim la cartea [Du, 1983].

Prin definitie functia analitica h : D(0,7) — C este aproape convexa daca exista o
functie convexa ¢ : D(0,r) — C astfel incat h'(z)/¢'(z) are partea reala pozitiva pentru
orice z € D(0, ). Orice functie aproape convexa este univalenta, si clasa functiilor aproape
convexe include clasa functiilor convexe. Mai mult, orice functie stelata este si aproape
convexa. Pentru caracterizare si interpretare geometrica a functiilor aproape convexe ne
referim la [Ka, 1952].

Functia Bessel de prima speta de ordin v este definita prin [OLBC, 2010} p. 217]

Jo(z) =) n!r(r(;rl):Jr 1) (g)znw, 2e b

n>0
si este o solutie particulara a ecuatiei diferentiale liniare omogene Bessel de ordin doi.

Deoarece functia Bessel J, nu apartine clasei A, studiem urmatoarele normalizari:

£(2) = (2T (v + D), ()% = 2 — mf I
_2ZIF 1 l—l/J _ 1 3 1 5
g (2)=2"T(v+ 1)z V(z)—z—4(y+1)z +32(1/+1)(1/—}-2)Z —
ho(2) =2T(v +1)2' "2 J,(V2) = 2 — ﬁf +...,

unde v > —1. Notam ca de fapt pentru z € C\ {0} avem

(o) = exp (3 Log (2T + D).
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unde Log reprezinta determinarea principala a logaritmului, si in aceasta teza fiecare
functie multivoca este considerata cu determinarea principala.

In continuare reamintim cateva rezultate despre proprietatile geometrice ale funtiilor
fvs gv st hy,. Brown [Br, 1960] a determinat raza de stelaritate a functiei f, in cazul
cand v > 0. In [Br, 1960, Theorem 2] a demonstrat c& raza de stelaritate r* (f,) este
cea mai mica radacina pozitiva a functiei z — J)(z). Mai mult, in [Br, 1960, Theorem
3] Brown a demonstrat ca pentru v > 0 raza de stelaritate a functiei g, este cea mai
mica radacind pozitiva a functiei z — 2J),(2) + (1 —v)J,(z). Kreyszig si Todd [KT, 1960,
Theorem 3] au demonstrat ca pentru v > —1 functia g, este univalenta in |z| < p, dar
nu este univalenta intr-un disc cu o raza mai mare, unde p, este un punct pe axa reala
in care functia g, ia valoare maxima. Brown [Br, 1960, p. 282] a remarcat ca pentru
v > 0 raza de stelaritate a functiei g,, adica, r* (g,) este de fapt raza de univalenta p,
considerata de Kreyszig si Todd [KT, 1960]. Brown [Br, 1962, Theorem 5.1] a demonstrat
si ca raza de stelaritate a functiei g, este p, cand v € (—1/2,0). Pe de alta parte, Hayden
si Merkes [HM, 1964, Theorem C| au demonstrat ca pentru g = Rer > —1 raza de
stelaritate a functiei g, nu este mai mica decat cea mai mica radacina pozitiva a functiei
g,,- Mentionam ca Brown a folosit metoda lui Nehari [Ne, 1949] si Robertson [Ro, 1954],
iar faptul ca functia Bessel este solutia particulara a ecuatiei diferentiale Bessel joaca
un rol foarte important in demonstratii. Este de remarcat faptul ca metoda folosita in
aceasta sectiune este mai simpla decat metodele folosite in [Br, 1960|, Br, 1962, HM, 1964,
KT, 1960], si metoda noastra bazata pe un studiu amanuntit a zerourilor functiilor Bessel
ne da rezultate mai bune. Pentru rezultate referitoare la razele de stelaritate a functiilor
normalizate Bessel ne referim la [Br, 1982, MRS, 1962 [Ro, 1954, (Wi, 1962]. In final
remarcam ca alte proprietati geometrice a functiilor g, si h, au fost obtinute in [Ba, 2008,
Ba2, 2010, [BP, 2010, [Sz, 2010, [SK, 2009].

Rezultatul principal a acestei sectiuni este teorema urmatoare [BKS, 2014, Theorem
1]. Aici I, este functia Bessel modificata de prima speta de ordin v, care satisface relatia
I,(z) =i7"J,(iz) si de aceea este numita si ca functia Bessel de prima speta cu argument

imaginar.
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Teorema 1. [BKS, 2014, Theorem 1] Fie 1 > 8 > 0. Atunci urmatoarele afirmatii sunt

adevarate:

a. Daca v € (—1,0), atunci v} (f,) = v,5, unde x,5 este raddcina unicd pozitiva a
ecuatiei 21)(2) — prI,(z) = 0. Mai mult, daca v > 0, atuncir} (f,) = 7,1, unde
T,p1 este cea mai micd radacing pozitivad a ecuatiel zJ),(z) — prJ,(z) = 0.

b. Daca v > —1, atunci 7‘; (9v) = Yup1, unde y,p1 este cea mai mica radacind
pozitiva a ecuatiet zJ,(z) + (1 — 5 —v)J,(z) = 0.

c. Daca v > —1, atunci rj (h,) = 2,51, unde z,5: este cea mai mica radacind

pozitiva a ecuatiet zJ,(z) + (2 =26 —v)J,(z) = 0.
In particular, cand g = 0, obtinem urmatorul rezultat.

Corolarul 1. [BKS, 2014 Corollary 1] Urmatoarele afirmatii sunt adevdrate:

a. Daca v € (—1,0), atunci raza de stelaritate o functiei f, este x,p, unde x,q este
radacina unicd pozitiva a ecuatiei I,(z) = 0. Daca v > 0, atunci raza de stelaritate
a functiei f, este x,01, ceea ce inseamna cea mai mica radacing pozitiva a ecuatied
J)(z) = 0.

b. Daca v > —1, atunci raza de stelaritate a functiei g, este y, 01, ceea ce inseamna
cea mai micd radacind pozitiva a ecuatiei zJ!(z) + (1 —v)J,(z) = 0.

c. Daca v > —1, atunci raza de stelaritate a functiei h, este 2,01, ceea ce inseamna

cea mai micd radacind pozitiva a ecuatiei zJ,(2) + (2 —v)J,(z) = 0.

Mentionam ca partile a i b a Corolarului |1| completeaza rezultatele din [Br, 1960,
Theorem 2], [Br, 1960, Theorem 3] si [Br, 1962, Theorem 5.1]. Partea ¢ completeaza
rezultatele din [Ba, 2008, BP, 2010, [Sz, 2010, [SK, 2009].

2. Raza de convexitate a functiilor Bessel normalizate

In aceasta sectiune determinam raza de convexitate a trei tipuri de functii Bessel
normalizate, pe care am studiat in sectiunea anterioara. In demonstratia rezultatelor
principale folosim serii Mittag-Leffler pentru fractiile functiilor Bessel de prima speta,

properietati speciale a zerourilor functiei Bessel si a derivatei sale, si faptul ca radacina
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cea mai mica a unei functii Dini este mai mica decat radacina cea mai mica a functiei
Bessel de prima speta. Mai mult, in aceasta sectiune gasim parametrii optimali astfel incat
functiile normalizate Bessel sa fie convexe in discul unitate. Rezultatele acestei sectiuni
completeaza in mod natural rezultatele sectiunii anterioare despre raza de stelaritate a

functiilor Bessel.

Teorema 2. [BS, 2014 Theorem 1.1] Dacav > 0 si « € [0, 1), atunci raza de convezitate

de ordin « a functiei f, este cea mai mica radacindg pozitiva a ecuatiei

1+ %/(Y)) + G - 1) Tf((:)) —a.

Mai mult, v,(f,) < jo1 < Jua, unde jy1 $i j,, sunt cele mai mici zerouri pozitive ale

functiilor J,, si J,.

Teorema 3. |BS, 2014, Theorem 1.2] Daca v > —1 si a € [0,1), atunci raza de convezi-

tate de ordin o a functiei g, este cea mai mica radacinag pozitiva a ecuatiei

(1) = 3,41 (r) _
Ju(r> - TJV+1 (1")

147

Mai mult, v5(g,) < a1 < jua, unde oy, este cea mai micd radacing pozitiva a functiei

Dini z — (1 —v)J,(2) + 2J.(2).

Teorema 4. |[BS, 2014, Theorem 1.3] Daca v > —1 si a € [0,1), atunci raza de convezi-

tate de ordin o a functiei h, este cea mai mica radacindg pozitiva a ecuatiei

%>—4J+

7’2 1/+2<T
Jy(r2) -

Mai mult, are loc r5(h,) < Bu1 < Jui, unde B,1 este cea mai mica raddacing pozitiva a

1
r2
1 N
+2

m\»a
/\ —

functiei Dini z — (2 —v)J,(2) + 2J,(2).

In continuare prezentam niste rezultate importante pentru functiile f,, g, si h,. Deter-
minam constantele optimale pentru parametrii functiilor Bessel normalizate astfel incat

sa fie functii convexe.
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Teorema 5. [BS, 2014, Theorem 1.4] Functia f, este convexd de ordin o € [0,1) in D

daca gi numai daca v > va(f,), unde v,(f,) este radacina unicd a ecuatiei
v(v? = 1)Jy(1) + (1= v)(J,(1)* = av, (1) (1),

situata in (v*,00), unde v* ~ 0.3901 ... este solutia ecuatiei J! (1) = 0. Mai mult, f, este

conveza in D daca st numai daca v > 1.

Teorema 6. [BS, 2014, Theorem 1.5] Functia g, este convexd de ordin o € [0,1) in D

daca i numai dacd v > v4(g,), unde v,(g,) este radacina unica a ecuatiei
2v+a—2)J,1(1) =ald,(1),

situata in [0,00). In particular, g, este convexd in D daca si numai daca v > 1.

Teorema 7. |[BS, 2014 Theorem 1.6] Functia h, este converd de ordin o € [0,1) in D

daca si numai daca v > v (hy), unde vo(h,) este radacina unica a ecuatiei
(2v+ 20 —4)J,11(1) = (4o — 3)J,(1),

situata in [0, 00). In particular, h, este converd dacd si numai dacd v > vo(hy), unde

vo(hy) >~ —0.1438 ... este radacina unicd a ecuatiei
(2v —4)J,11(1) +3J,(1) = 0.

|t

Mai mult, functia h, este convexa de ordin % daca i numai daca v >

Folosind metoda subordonarilor diferentiale Selinger [Se, 1995] a demonstrat ca functia

v, 1 D — C, definita prin

pu(2) = T+ 1) (VE) =1 —

. mz—i—...,ze@\{O},

este convexa dacd v > —1. Szész i Kupén [SK, 2009], folosind o altd metodd au imbunétatit
rezultatul anterior gi au demonstrat ca ¢, este convexa in D daca v > vy ~ —1.4069. . .,
unde v; este solutia ecuatiei 4v* 4+ 17v + 16 = 0. Recent, Baricz si Ponnusamy [BP, 2010]

au prezentat patru imbunatatiri ai acestui rezultat si cel mai bun rezultat dintre cele patru
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este urmatorul (vezi [BP, 2010, Theorem 3]): functia ¢, este convexa in D daca v > vy ~
—1.4373 ..., unde vy este radacina unica a ecuatiei 2T (v + 1)(1,42(1) + 21,.1(1)) = 2.
Mai mult, Baricz si Ponnusamy [BP, 2010] au conjecturat ca ¢, este convexa in D daca
si numai daca v > —1.875. Rezultatele urmatoare ne dau un raspuns negativ la aceasta

conjectura si ne arata raza de convexitate a functiei ¢,.

Teorema 8. [BS, 2014, Theorem 1.7] Daca v > —2 gi « € [0,1), atunci raza de convezi-
tate de ordin o a functiei @, este cea mai mica radacing pozitiva a ecuatiet
rz.J,(r?)
2JV+1(T )

—V = (.

N

Mai mult, avem ca $(py) < Jut11-

Teorema 9. [BS, 2014, Theorem 1.8] Functia ¢, este convexa de ordin o € [0,1) in D

dacd si numai daca v > va(p,), unde vy (p,) este radacina unicd a ecuatiei
(2v 4 2a)J,41(1) = J,(1),

situata in (V*,00) , unde v* ~ —1.7744 ... este solufia ecuatiei J,1(1) = 0. In particular,
p, este converd in D dacd $i numai dacd v > vo(p,), unde vo(p,) ~ —1.5623... este

radacina unicd a ecuatiei J, (1) = 2vJ,41(1), situata in (v*,00) .

3. Raza de stelaritate si convexitate a functiilor ¢-Bessel normalizate

In aceasti sectiune consideram functiile ¢-Bessel de tip Jackson sau Hahn-Exton (sau

a treia Jackson). Aceste functii sunt definite prin relatiile

. V+1 q n( )2n+1/ i)
‘]z/ 2:q ) 0 n(n+v
(z:0) = (4 @)oo Zm " q),
si
3) 1/+1 n 2n+u (nt1)
Sy (21q) = Jo E gz,
(@ D)oo 253 (@ 0)n (275 0),,

unde z € C, v > —1,q € (0,1) si

(@ @)o=1, (0. =]](—ad*"), (6¢)e=]](1—ad*").
k=1
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O caracteristica comuna a acestor functii este ca ele sunt g-extensii a functiei clasice Bessel
de prima speta J,,. Pentru z fixat avem Jf)((l—z)q; q) — J,(2) sl J£3)((1—z)q; q) — J,(2z2)
cand ¢ 1. Cartea lui Watson [Wa, 1944] contine informatii amanuntite despre functia
Bessel de prima speta, iar proprietatile acestor g-extensii a functiei Bessel de prima
speta se pot gasi in [Ab, 2005, [AMA, 2010} [Is, 1982, TM2, 1988| Ko, 1994, Ko, 1992].
In aceastd sectiune studiem properietatile functiilor ¢-Bessel. Folosind produsul canonic
Weierstrassian a functiilor J52 si J&¥, si combindnd metodele din [BKS, 2014 [BS, 2014
BDOY, 2016] determinam exact raza de stelaritate gi convexitate pentru sase functii nor-
malizate legate de functii ¢-Bessel de tip Jackson. Aceste rezultate sunt g-generalizarile
rezultatelor corespunzatoare pentru functia clasica Bessel, obtinute in [BKS, 2014] si
[BS, 2014]. Caracterizarea functiilor intregi din clasa Laguerre-Pdlya folosind polinoamele
hiperbolice gi proprietatea intermediara a zerourilor functiilor Jackson si Hahn-Exton
g-Bessel si a derivatelor sale joaca un rol important in demonstratii. Deducem si o
conditie necesara si suficienta pentru aproape convexitatea unei functii Jackson ¢-Bessel
si a derivatelor sale.

Deoarece functiile J% (- ¢) si J& (: ¢) nu apartin clasei A, in primul rdnd vom norma-

liza aceste functii. Pentru v > —1 definim urmatoarele functii cu privire la I (~; q):
FP(z0) = (27c(@) P (2:9) " v #0,

92(2;9) = 27c,(q)2 7 TP (2 q),
W2 (2:q) = 27¢,(q)2" 2 JP (V7 q),

unde ¢,(q) = (¢; @)oo/ (¢ 9) o . In mod similar ii asociem functiei J3 (3 )( q) urmatoarele

functii:
1

9 z0) = (e(@)JP (2:0))" , v #0,
95(z19) = (@) TP (2;9),
WP (zq) = c,(@)z' 2 I (Vz5q).

Functiile fV(S)(-; q), g,(,s)(-; q), hl(,s)(-; q), s € {2,3}, apartin clasei A.

Primul rezultat principal este despre raza de stelaritate a acestor functii ¢-Bessel.
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Teorema 10. [BDM, 2016, Theorem 1] Fie v > —1 si s € {2,3}. Atunci urmatoarele

afirmatit sunt adevarate:

a. Daca o € [0,1) si v > 0, atunci r} (f,@) = Tya1, unde T,,1 este cea mai micd

radacind pozitiva a ecuatiei
r-dJS) (r;q)/dr — oa/JlES) (r;q) =0.

o

Mai mult, daca o € [0,1) gi v € (—1,0), atunci r* (fﬁ) = Ty, unde x,, este

radacina unica pozitiva a ecuaties
ir - de) (ir;q)/dr — ozl/Jf) (ir;q) = 0.

v . S . Y2 [ B v
b. Daca o € [0,1), atunci r¥ <gl(, )> = Yua,1, Unde Y, o1 este cea mai mica radacind

pozitiva a ecuaties
r-dJP (riq)/dr — (a+v —1)J(r;q) = 0.

v . S . Y2 2% B v
c. Daca a € [0,1), atunci r} (h,(, )> = Zya,1, UNde 2,41 este cea mai mica radacing

pozitiva a ecuafies
V- dJP (Vrg) dr = (20 4+ v = 2) 7 (Vrig) = 0.

Urmatorul rezultat este despre raza de convexitate a functiilor ¢g-Bessel normalizate.

Teorema 11. [BDM, 2016, Theorem 2] Fie v > —1 si s € {2,3}. Atunci urmatoarele

afirmatit sunt adevarate:

a. Dacav >0 gi a € [0,1), atunci raza de converitate de ordin « a functiei f,ss)(-; q)

este cea mai mica radacina pozitiva a ecuatiel

v d2J (ryq) /dr? + <l _ 1> r-dJy (r;q) /dr
dJy (r;q) /dr Hirsd)

v
Mai mult, are loc r¢( 52)) < Jo1(q) < Jualq) si rg(fy‘“”) <1,,(q) < lu(q), unde

Ju1(@); ba(q), J,1(q) sil, (q) sunt cele mai mici radacini pozitive ale functiilor

D), B (5q), 20 dIP (259) /dz siz = AT (2;9) ) dz.
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b. Dacav > —1 sia € [0,1), atunci raza de convezitate de ordin o a functiei g,gs)(‘; q)

este cea mai mica radacina pozitiva a ecuatiel

R G/ AI (riq)fdr v 2 (ri )/
(1= v) S (riq) + 7 - dJ (v q) fdr

Mai mult, avem ca rg(gf)) < ay1(q) < jui(q) si 7“3(91(/3)) < al(q) < Lalg),

unde ay,1(q) s Y1(q) sunt cele mai mici radacini pozitive ale functiilor z +—
Z- dJﬁQ)(z; q)/dz+ (1 — I/)J£2)(Z; q) §i 2> z- dJ,E‘g)(z; q)/dz+ (1 — V)Jﬁg)(z; q).
c. Dacav > —1 sia € [0, 1), atunci raza de convexitate de ordin o a functiei h(ys)(-; q)

este cea mai mica radacind pozitiva a ecuatiel

v (3= v) - dJ(frig)fdr + T - 2 (V) Jdr?

=gt Y Ony- oI -
(2 =v) L7 (Vrig) + V- d L7 (Vs q)/dr

Mai mult, are loc Té(h,@) < Puilq) < jualq) si rg(h(f’)) < d1(q) < lLa(g),

unde B,1(q) st 0,1(q) sunt cele mai mici radacini pozitive ale functiilor z +—

z - dJ,EQ)(z; q)/dz+ (2 —v) ,52)(2’; q), and z — z - dJ,Sg)(z; q)/dz+ (2 —v) ,53)(2'; q).

Aceste teoreme sunt g-extensiile ale rezultatelor obtinute in [BKS, 2014] si [BS, 2014].
In final, enuntam urmatorul rezultat, care este g-extensia primei parti a rezultatului

[BS, 2016, Theorem 1] pentru functia Jackson g-Bessel a doua.

Teorema 12. [BDM, 2016, Theorem 3] Daci v > —1, atunci hy(=q) = hP (- q) este
stelata si toate derivatele sale sunt aproape convexe in discul unitate D daca si numai

dacav > max{vy(q),v*(q)}, unde vy(q) este radacina unicd a ecuatiei dhl(,z)(z; q)/dz =
z=1

h!(1;q) = 0, si v*(q) este radacina unica a ecuatiei j,1(q) = 1.

4. Raza de stelaritate a unor functii speciale

In aceasti sectiune studiem proprietatile geometrice a functiilor Lommel si Struve de
prima speta. Pentru fiecare functie folosim trei normalizari astfel incat functiile obtinute
sunt analitice in planul complex. Pentru fiecare sase functii determinam raza de stela-
ritate. Realitatea si proprietatea intermediara a zerourilor functiilor Struve si Lommel

joaca un rol important in demonstratiile rezultatelor principale. Rezultatele cu privire
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la zerouri sunt realizate folosind proprietatiile functiilor intregi din clasa Laguerre-Pélya.

Un rezultat vechi a lui Pdlya joaca de asemenea un rol important in demonstratii.
Consideram douad functii speciale, functia Lommel de prima speta s, ,, si functia Struve

de prima speta H,. Aceste functii sunt definite explicit in termeni de functia hipergeo-

metrica 1F5

P p—v+3 p+v+3 22
(@1)  sule) = (et el 2,

F:
(p—v+D(pt+v+1) "
unde 3(—p+v—3) €N, si

3 22

__ @7 3,48 ;
(42) HU(Z)——)1F2 <1,§,V+§,—Z> s —V—§ gN

ir(v+3
O caracteristica comuna a acestor functii este ca sunt solutiile ecuatiilor diferentiale neo-
mogene Bessel [Wa, 1944). Intr-adevir functia Lommel de prima speti S, este solutia
ecuatiei

2w’ (2) + 2w/ (2) + (22 — vHw(z) = 2,
iar functia Struve H, de prima speta apare ca solutia ecuatiei

A (%)IJJrl

C VAl (v+ L)

2w (2) + 2w’ (2) + (22 — v w(z)

In 1972 Steinig [St, 1972] a examinat semnul lui s, ,(z) pentru valori reale a lui y, v si
pentru z pozitiv. El a demonstrat ca pentru p < % functia s, , are o infinitate de schimbari
de semn pe intervalul (0,00). In 2012 Koumandos si Lamprecht [KL, 2012] au obtinut
estimdri pentru localizarea zerourilor functiei s, 11 pentru i € (0,1). Inegalitatile de tip

Turén pentru functia s, au fost demonstrate in [BK, 2016], iar pentru functia Struve

_11
272
in [BPS, 2017].

Proprietatile geometrice a functiei s, si a functiei Struve au fost obtinute in [BS, 2016]

11
53
si [YO, 2013]. Motivata de aceste rezultate in aceasta sectiune studiem stelaritatea unor
functii speciale legate de functiile Lommel si Struve. Deoarece s, , si H, nu apartin clasei

A, avem nevoie de normalizarea acestor functii. Definim urmatoarele functii cu privire la
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Sup:

Fun(2) = (= v+ 1)+ v+ 1)s,,(2)) 77

Guw(2) = (p—v+1)(p+v+1)27"s,,(2)

Mo (2) = (= v+ D) (i + v+ 1) 25,,(V2).

In mod similar 1i asociem functiei H, urmatoarele functii
1
3 P=t
u,(2) = (ﬁQ’T (V - 5) H,,(z)) :

v (2) = /72 2T <1/ + ;) H, ()

si

wy(z) = V722 2T (,, + ;) H, (/).

In mod evident functiile f,,, g, huy, U, v, si w, apartin clasei A. Rezultatele
principale ale acestei sectiuni ne arata valorile exacte a razelor de stelaritate pentru aceste
sase functii.

Fie ful() = g 4(2), 90(2) = 9,3 1) 5 u(2) =

11 (z). Primul rezultat principal

11
2°2

a acestei sectiuni este urmatorul:

Teorema 13. [BDOY, 2016, Theorem 1| Fie p € (—1,1), p # 0. Atunci urmatoarele
afirmatii sunt adevarate:

1

a. Dacd0§a<l§iu€(—§,

. B S
0), atunci riy(fu) = Ty, unde ., este cea mai micd

radacind pozitiva a ecuatiel
, 1
zslh%%(z)—a pts Su-1,1(2) =0.

7 . * . . Y] [V BV Y] e U ..
In particular, r*(f,) = x,, unde x, este cea mai mica radacing pozitivd a ecuatiei
zs' 1 1(2) =0. Mai mult, daca 0 < a <1 sgipué€ (—1, —%) . atunci 15 (fu) = Quas
272
unde g, o este radacina unicd pozitiva a ecuaties
1

! .

12) — & - 1S,_1
u—%é( ) (M + 2) F 2

128

(iz) = 0.

N
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b. Daca 0 < o < 1, atunci r’(9,) = Yua, unde y, o este cea mai micd raddacing

pozitiva a ecuaties

zS

(SIS

)

(SIS

/
h—

1
(Z) — (,u-i—Oé — 5) SH_%é(Z) = 0.
In particular, v*(g,) = yu, unde y, este cea mai mica radacindg pozitiva a ecuatiei

1
zs;h%’%(z) - ( - 5) Su—1.1(2) =0.

o - _ Vv SV
c. Daca 0 < a < 1, atunci v}(h,) = t,a, unde t,, este cea mai mica radacing

pozitiva a ecuafies

=~
|

[SIE

[ SIS

3
In particular, v*(h,) = t,, unde t, este cea mai mica radacindg pozitiva a ecuatiet
, 3
zs#_%’%(z) —(rn—3 su_%é(z) =0.

Rezultatul corespunzator cu privire la functia Struve este teorema urmatoare.

Teorema 14. [BDOY, 2016, Theorem 2] Fie |v| < &. Atunci urmdtoarele afirmatii sunt

adevarate:

a. Daca 0 < «a < 1, atunci 75(u,) = 6,4, unde d,, este cea mai mica radacing

pozitiva a ecuaties
zH,(z) — a(v+ 1)H,(z) = 0.
In particular, r*(u,) = d,, unde 0, este cea mai mica radacing pozitiva a ecuatiei
zH!(2) = 0.

b. Daca 0 < a < 1, atunci 7*(v,) = pua, unde p,, este cea mai micd raddacing
pozitiva a ecuaties

zH(2) — (a +v)H,(2) = 0.
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In particular, v*(v,) = p,, unde p, este cea mai mica radacindg pozitivd a ecuatiei
!
2H(z) —vH,(2) = 0.

c. Daca 0 < a < 1, atunci r}(w,) = 0,4, unde 0,, este cea mai micd raddacind

pozitiva a ecuaties
zH)(2) — 2a+v—1)H,(z) = 0.
In particular, v*(w,) = 0, unde o, este cea mai micd raddcindg pozitivd a ecuatiei
zH) (2) — (v — 1)H,(2) = 0.

Mentionam ca stelaritatea functiilor h, (in cazul cand p € (—1,1), p # 0) si w, (in
cazul cand |v| < 1), a fost studiatd in [BS, 2016], si s-a demonstrat cd toate derivatele

acestor functii sunt aproape convexe in .

5. Aproape convexitatea functiilor Dini normalizate

Recent, in [BCD, 2016] si [BS, 2016] a fost studiata aproape convexitatea derivatelor
functiei Bessel. In aceast’ sectiune deducem conditii suficiente si necesare pentru aproape

convexitatea unei combinatii speciale a functiilor Bessel si a derivatelor sale. Pentru a

demonstra rezultatele noastre folosim un rezultat a lui Shah si Trimble [ST, 1971, Theorem
2] despre functjii transcendente intregi cu derivate univalente si nigte relatii Mittag-Leffler
a functiilor Bessel de prima speta.

Fie functia h, : D — C, definita prin

(=1)"T(v + 1)z
Zo 4T (v +n+1)

hy(z) = 2°T(v + 1)z 75 J,(y/2) =

Y

unde J, este functia Bessel de prima speta (vezi [OLBC, 2010|, p. 217]). Recent, folosind
rezultatul lui Shah si Trimble [ST, 1971, Theorem 2|, in [BS, 2016] autorii au demonstrat

ca functia h, si toate derivatele sale sunt convexe in D daca si numai daca v > v,, unde
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v, ~ —0.1438 ... este radacina unica a ecuatiei
3J,(1)+2(v—2)J,11(1) =0

pe intervalul (—1,00). Mentionam ca teorema de dualitate a lui Alexander implica ca

prima parte a rezultatului anterior este echivalenta cu faptul ca functia

2 qu(2) = zh,(2) = 2”71F(V +1)2'72 (2 - 1)L (V) + V2 T(V7))

Z TL + 1)F(V —l— 1) ntl
B 4"n'F (v+n+1)

este stelata in D daca si numai daca v > v,. In aceasta sectiune demonstram ca are loc o

afirmatie mai puternica.

Teorema 15. [BDY, 2016, Theorem 1.2] Functia q, este stelata in D gi toate derivatele
sale sunt aproape convexe (in consecinta univalente) daca $i numai daca v > vy, unde
v, >~ —0.1438 . .. este radacina unica a ecuatiei transcendente 3.J,(1)+2(v—2)J,41(1) =0

pe intervalul (—1,00).
Fie functia r, : D — C, definita prin

ro(2) = 27T(v +1)2'72 (1= ) (V2) + V2, (Vz))

B (=1)"2n+ 1)T(v + 1)z
B Z 4l (v +n+1) '

n>0

Folosind idea demonstratiei a Teoremei [15| prezentam urmatorul rezultat. Mentionam
ca rezultate similare pentru functii Bessel de prima speta au fost demonstrate in [BKS, 2014,

BS, 2014, BS, 2016], dar folosind alte metode.

Teorema 16. [BDY, 2016, Theorem 1.3] Functia r, este stelata in D gi toate derivatele
sale sunt aproape convexe daca i numai daca v > v*, unde v* ~ 0.3062 ... este radacina

unicd a ecuatiei transcendente J,(1) — (3 — 2v)J,41(1) = 0 pe intervalul (0, 00).

Prima parte a rezultatului anterior este foarte similard cu urmétorul (vezi Teorema [6]

sau [BS, 2014], Theorem 1.5)): functia z — ¢, (2) = 2"T(v+1)2'7"J,(2) este convexa in D
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daca gi numai daca v > 1. Folosind teorema de dualitate a lui Alexander, acest rezultat

este echivalent cu urmatorul: functia

2= 2T+ D)2 (1 =), (2) + 2] (2)) =

este stelata in D daca gi numai daca v > 1.

Acum sa consideram functia w,, : D — C, definita prin

Wan(z) = %(u L 1) ((a— )0 (VE) - VELL(V)

Z "(2n+a)l(v + 1)2"!
B a- 4"n'Fn+1/—|—1)

n>0

Urmatorul rezultat este generalizarea Teoremelor [15] si

Teorema 17. [BDY, 2016, Theorem 1.4] Fie v > —% st a > Functia w,, este

41/+3
stelata si toate derivatele sale sunt aproape conveze inID daca st numai daca v > v,, unde

v, este raddcina unicd a ecuatiei (2a — 1).J,(1) — (a — 2v + 2)J,41(1) = 0 pe (=32, 00) .

Notam faptul ca Teoremele [15[si [16] in particular rezulta ca functiile
3
2 q%(z) = 5\/E(sin\/z+ Vzcos/z)

zqsa(z) =

3 2\/_(\/ZCOS\/_+<Z—1)SIH\/_)
z»—>r%(z):zcos\/z
si

3(z —2)sin/z
2%

sunt stelate in D gi toate derivatele lor sunt aproape convexe in discul D. Mai mult,

2 13(z) = 3cos vz —

obtinem ca functia

r:(2)  3cosz  3(22—2)sinz
Z = —
z z 222

este stelata in D. Aici am folosit formulele [OLBC, 2010|, p. 228]

2 2 i
Ji(z) =4/—sinz and J3( )= —(sz—cosz>.
2 Tz Tz \ %
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