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1 Preliminarii

Proprietatea de reprezentabilitate Brown este un inlocuitor pentru celebra Teo-
rema a functorilor adjuncti a lui Freyd, care ne permite s& construim functori
adjuncti in contextul categoriilor triangulate. In cele ce urmeaza 7T este o cate-
gorie triangulatd, iar A este o categorie aditiva (adesea A este chiar abeliand).

Spunem ca 7T satisface reprezentabilitatea Brown daci ea are coproduse si
orice functor cohomologic F' : T — Ab care transforma coprodusele in produse
este (contravariant) reprezentabil, adicd el este natural izomorf cu 7(—, X)
pentru un anume X € 7.

2 Abelianizarea

Categoria mod(7T) a tuturor functorilor F': 7° — Ab pentru care existd un sir
exact

T(—X)—>T(—Y)—> F =0,

este numitd abelianizarea lui 7.

2.1 O reformulare a reprezentabilitatii Brown

Teorema 2.1.1. Pentru o categorie triangulata cu coproduse T, urmdtoarele
conditit sunt echivalente:

(i) T satisface reprezentabilitatea Brown.

(i) Pentru orice functor homologic care comutd cu coprodusele f : T — A,
avand codomeniul o categorie A abeliand, ABS3 cu suficiente obiecte injec-
tive, functorul indus

fex :mod(T) — A
are un adjunct la dreapta.

(#ii) Orice functor exact care comutd cu coprodusele F' : mod(T) — A, avind
codomeniul o categorie A abeliana, AB3 cu suficiente obiecte injective are
un adjunct la dreapta.

(iv) Orice functor exact care comutd cu coprodusele F' : mod(T) — Ab° are
un adjunct la dreapta.

2.2 Criteriul lui Heller revazut

Spunem ca F' : T — Ab are un obiect solutie daca exista un obiect S € T gi un
epimorfism functorial
T(S,—)— F—0.

Urmatoarea Teoremd a fost demonstratd mai intai de Heller in [28, Theorem
1.4], agsadar o vom numi criteriul lui Hellerde reprezentabilitate.

Teorema 2.2.3. Dacd T este o categorie triangulatd cu produse, atunci un
functor homologic care comutd cu coprodusele F' : T — Ab este reprezentabil
daca gi numai daca el are un obiect solutie.



3 Deconstructibilitatea in categorii triangulate

3.1 Deconstructibilitatea

Consideram o multime de objecte ale lui T care este ¥-inchisa pe care o notam
cu S. Definim Prod(S) ca fiind subcategoria plind a lui 7 avand ca obiecte toti
factorii directi a produselor arbitrare de obiecte din S. In continuare definim
inductiv Prodo(S) = {0}, iar Prod,,(S) este subcategoria plina a lui 7 ale carei
obiecte Y se pot inscrie intr-un triunghi

X—-Y—>7-3%¥X

cu X € Prod(S) si Z € Prod,,(S). Un obiect X € T este numit S-cofiltrat daca
el poate fi scrie ca o limita homotopica X = Qolim X, a unui turn invers

X()%X1<—X2(—"'

cu Xy € Prody(S) gi X, 41 care se poate inscrie intr-un triunghi P, — X, 11 —
X, — XP,, pentru un anume P, € Prod;(S). Inductiv avem X,, € Prod,(S),
pentru orice n € N*.

Spunem ca T (respectiv, T°) este deconstructibld dacid T are coproduse
(produse) si existd o multime Y-inchisa & C T, care nu este o clasa proprie,
astfel incat orice obiect X € T este S-filtrat (cofiltrat).

Teorema 3.1.3. Fie T o categorie triangulata cu produse. Daca T° este de-
constructibila, atunci T° satisface reprezentabilitatea Brown.

Teorema de mai sus este numita criteriul deconstructibilitatii relativ la re-
prezentabilitatea Brown.

3.3 Bine—generare si deconstructibilitate

Teorema 3.3.3. Fie T o categorie triangulata cu coproduse care este Ry -perfect
generatd de o mulfime. Atunci T este deconstructibild si satisface reprezentabi-
litatea Brown.

Corolar 3.3.5. Daca T o categorie triangulatd bine—generatd, atunci T este
deconstructibila si satisface reprezentabilitatea Brown.

4 Categorii quasi-local presentabile

4.1 Categorii abeliene quasi-local presentabile

Notam cu fR clasa tuturor cardinalelor regulare.
Consideram o categorie cocompleta A care este o reuniune

A= [ A,

AER

a unui gir de subcategorii { Ay | A € R} astfel incat A, C Ay pentru orice k < A,
subcategoria Ay este local A-presentabila, iar functorul de incluziune Iy : Ay —
A are un adjunct la dreapta Ry : A — Aj, pentru orice A € B. Numim quasi-
local presentabild o categorie A ca mai sus, care satisface de asemenea conditia
ca Ry pastreaza colimitele, pentru orice A € A.



Teorema 4.1.5. Fie A o categorie abeliand, quasi-local presentabild care satis-
face niste conditii tehnice aditionale. Atunci orice functor contravariant, exact
F: A— Ab care aplicd coprodusele in produse este reprezentabil (in mod nece-
sar printr-un obiect injectiv).

4.2 Abelianizarea unei categorii triangulate bine—generate
este quasi-local presentabila

Propozitie 4.2.2. Consideram un cardinal reqular k > Rg. Dacd T o categorie
traingulatd bine—generatd, mai precis compact k—generatd, atunci mod(T) este
o categorie abeliand, quasi-local presentabild, care satisface conditiile aditionale
din Teorema 4.1.5.

5 Categoria homotopica a complexelor

5.1 Categorii homotopice care satisfac reprezentabilitatea
Brown

Categoria T este numita local bine—generatd daca pentru orice multime S (care
nu este o clasd proprie) de obiecte ale lui T, categoria Loc(S) este bine—generata.

Teorema 5.1.3. Fie T o categorie triangulatd local bine—generatd. Atunci T
satisface reprezentabilitatea Brown daca st numai daca T este bine—generata. In
particular, daca R este un inel care nu este pur semisimplu, de exemplu R = 7,
atunci K(Mod(R)) nu satisface reprezentabilitatea Brown.

5.2 Reprezentabilitatea Brown pentru duala unei cate-
gorii homotopice

Spunem c& A are un produs generator daca existd un obiect G € A astfel incat

A = Prod(G).

Teorema 5.2.6. Fie A o categorie additiva cu produse. Daca K(A)°® satis-
face reprezentabilitatea Brown, atunci A are un produs generator. In particular
K(Ab)° nu satisface reprezentabilitatea Brown.

Teorema 5.2.10. Fie A o categorie additiva cu produse si cu idempotenti scind-
abili, care are imagini sau nuclee. Atunci K(A)° satisface reprezentabilitatea
Brown daca si numai daca A are un produs generator. In particular, dacd R
este un inel, atunci K(Mod(R))® satisface reprezentabilitatea Brown dacd gi
numai dacd Mod(R) are un produs generator.

5.3 Functori fara adjuncti

Teorema 5.3.1. Fie R un inel numarabil si fie D clasa tuturor R-modulelor
Mittag—Leffler plate, in sensul din [71]. Atunci K(D) este intotdeauna inchisd
la coproduse in K(Mod(R)), dar functorul incluziune K(D) — K(Mod(R)) are
un adjunct la drapta daca si numai daca R este un inel perfect. In particular,
un astfel de adjunct la dreapta nu existd pentru R = 7.



6 Reprezentabilitatea Brown duala

6.1 Reprezentabilitatea Brown pentru duala unor cate-
gorii derivate

Pentru un complex ¢ consideram turnul invers
plex X
X0 o x2-1 . x>-2 . ...

obtinut din aga numitele truncari “istete” ale lui X*°.
Ca sl In [65], numim completd la stinga categoria D(.A) daca are produse i,
cu notatiile de mai sus, avem X°® = Qolim Xz—n,

Teorema 6.1.1. Fie A o categorie abeliana completa cu un cogenerator injectiv
st fie D(A) categoria ei derivatd. Daca D(A) este completd la stinga, atunci
D(A)(X,Y) este o multime pentru orice X,Y € D(A) si D(A)° satisface re-
prezentabilitatea Brown.

Corolar 6.1.2. Fie A o categorie abeliana completd cu un cogenerator injectiv.
Dacd A este ABA*-n, pentru un anumit n € N gi D(A) are produse, atunci
D(A)(X,Y) este o multime pentru orice X, Y € D(A) gi D(A)° satisface re-
prezentabilitatea Brown.

Corolar 6.1.4. Fie A o categorie abeliana completd cu un cogenerator injectiv.
Daca A are dimensiunea globald finita si D(A) are produse, atunci D(A)(X,Y)
este o multime pentru orice X, Y € D(A) si D(A)° satisface reprezentabilitatea
Brown.

Corolar 6.1.5. Fie A categoria fasciculelor quasi-coerente peste o schema quasi-
compacta si separatd. Atunci D(A)(X,Y) este o multime pentru orice X, Y €
D(A) si D(A)° satisface reprezentabilitatea Brown. In particular, concluzia este
adevdratd pentru categoria A a fasciculelor quasi-coerente peste IP’%, unde IP’%
este d-spatiul proiectiv, d € N*, peste un inel comutativ arbitar cu unitate R.

6.3 Reprezentabilitatea Brown pentru duala categoriei ho-
motopice de module proiective

Teorema 6.3.2. Dacd R este un inel cu mai multe obiecte, atunci K(Proj(R))°
satisface reprezentabilitatea Brown.

Corolar 6.3.4. Dacd R este un inel, atunci duala categoriei homotopice a
modulelor pur—proiective satisface reprezentabilitatea Brown.

Teorema 6.3.8. Pentru o tolbd Q si un inel R notam cu Mod(R, Q) categoria
reprezentarilor lui @ prin R-module si cu Proj(R,Q) subcategoria obiectelor
proiective din Mod(R, Q). Atunci K(Proj(R,Q))° satisface reprezentabilitatea
Brown.
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