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1 Preliminarii

Proprietatea de reprezentabilitate Brown este un ı̂nlocuitor pentru celebra Teo-
remă a functorilor adjuncţi a lui Freyd, care ne permite să construim functori
adjuncţi ı̂n contextul categoriilor triangulate. In cele ce urmează T este o cate-
gorie triangulată, iar A este o categorie aditivă (adesea A este chiar abeliană).

Spunem că T satisface reprezentabilitatea Brown dacă ea are coproduse şi
orice functor cohomologic F : T → Ab care transformă coprodusele ı̂n produse
este (contravariant) reprezentabil, adică el este natural izomorf cu T (−, X)
pentru un anume X ∈ T .

2 Abelianizarea

Categoria mod(T ) a tuturor functorilor F : T o → Ab pentru care există un şir
exact

T (−, X)→ T (−, Y )→ F → 0,

este numită abelianizarea lui T .

2.1 O reformulare a reprezentabilităţii Brown

Teoremă 2.1.1. Pentru o categorie triangulata cu coproduse T , următoarele
condiţii sunt echivalente:

(i) T satisface reprezentabilitatea Brown.

(ii) Pentru orice functor homologic care comută cu coprodusele f : T → A,
având codomeniul o categorie A abeliană, AB3 cu suficiente obiecte injec-
tive, functorul indus

f∗ : mod(T )→ A

are un adjunct la dreapta.

(iii) Orice functor exact care comută cu coprodusele F : mod(T ) → A, având
codomeniul o categorie A abeliană, AB3 cu suficiente obiecte injective are
un adjunct la dreapta.

(iv) Orice functor exact care comută cu coprodusele F : mod(T ) → Abo are
un adjunct la dreapta.

2.2 Criteriul lui Heller revăzut

Spunem că F : T → Ab are un obiect soluţie dacă există un obiect S ∈ T şi un
epimorfism functorial

T (S,−)→ F → 0.

Următoarea Teoremă a fost demonstrată mai ı̂ntâi de Heller ı̂n [28, Theorem
1.4], aşadar o vom numi criteriul lui Hellerde reprezentabilitate.

Teoremă 2.2.3. Dacă T este o categorie triangulată cu produse, atunci un
functor homologic care comută cu coprodusele F : T → Ab este reprezentabil
dacă şi numai dacă el are un obiect soluţie.
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3 Deconstructibilitatea ı̂n categorii triangulate

3.1 Deconstructibilitatea

Considerăm o mulţime de objecte ale lui T care este Σ-̂ınchisă pe care o notăm
cu S. Definim Prod(S) ca fiind subcategoria plină a lui T având ca obiecte toţi
factorii direcţi a produselor arbitrare de obiecte din S. În continuare definim
inductiv Prod0(S) = {0}, iar Prodn(S) este subcategoria plină a lui T ale cărei
obiecte Y se pot ı̂nscrie ı̂ntr-un triunghi

X → Y → Z → ΣX

cu X ∈ Prod(S) şi Z ∈ Prodn(S). Un obiect X ∈ T este numit S-cofiltrat dacă
el poate fi scrie ca o limită homotopică X ∼= holim←−−−Xn a unui turn invers

X0 ← X1 ← X2 ← · · ·

cu X0 ∈ Prod0(S) şi Xn+1 care se poate ı̂nscrie ı̂ntr-un triunghi Pn → Xn+1 →
Xn → ΣPn, pentru un anume Pn ∈ Prod1(S). Inductiv avem Xn ∈ Prodn(S),
pentru orice n ∈ N∗.

Spunem că T (respectiv, T o) este deconstructiblă dacă T are coproduse
(produse) şi există o mulţime Σ-̂ınchisă S ⊆ T , care nu este o clasă proprie,
astfel ı̂ncât orice obiect X ∈ T este S-filtrat (cofiltrat).

Teoremă 3.1.3. Fie T o categorie triangulată cu produse. Dacă T o este de-
constructibilă, atunci T o satisface reprezentabilitatea Brown.

Teoremă de mai sus este numită criteriul deconstructibilităţii relativ la re-
prezentabilitatea Brown.

3.3 Bine–generare şi deconstructibilitate

Teoremă 3.3.3. Fie T o categorie triangulată cu coproduse care este ℵ1-perfect
generată de o mulţime. Atunci T este deconstructibilă şi satisface reprezentabi-
litatea Brown.

Corolar 3.3.5. Dacă T o categorie triangulată bine–generată, atunci T este
deconstructibilă şi satisface reprezentabilitatea Brown.

4 Categorii quasi-local presentabile

4.1 Categorii abeliene quasi-local presentabile

Notăm cu R clasa tuturor cardinalelor regulare.
Considerăm o categorie cocompletă A care este o reuniune

A =
⋃
λ∈R

Aλ,

a unui şir de subcategorii {Aλ | λ ∈ R} astfel ı̂ncât Aκ ⊆ Aλ pentru orice κ ≤ λ,
subcategoria Aλ este local λ–presentabilă, iar functorul de incluziune Iλ : Aλ →
A are un adjunct la dreapta Rλ : A → Aλ, pentru orice λ ∈ R. Numim quasi-
local presentabilă o categorie A ca mai sus, care satisface de asemenea condiţia
că Rλ păstrează colimitele, pentru orice λ ∈ R.
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Teoremă 4.1.5. Fie A o categorie abeliană, quasi-local presentabilă care satis-
face nişte condiţii tehnice adiţionale. Atunci orice functor contravariant, exact
F : A → Ab care aplică coprodusele ı̂n produse este reprezentabil (̂ın mod nece-
sar printr-un obiect injectiv).

4.2 Abelianizarea unei categorii triangulate bine–generate
este quasi-local presentabilă

Propoziţie 4.2.2. Considerăm un cardinal regular κ > ℵ0. Dacă T o categorie
traingulată bine–generată, mai precis compact κ–generată, atunci mod(T ) este
o categorie abeliană, quasi-local presentabilă, care satisface condiţiile adiţionale
din Teorema 4.1.5.

5 Categoria homotopică a complexelor

5.1 Categorii homotopice care satisfac reprezentabilitatea
Brown

Categoria T este numită local bine–generată dacă pentru orice mulţime S (care
nu este o clasă proprie) de obiecte ale lui T , categoria Loc(S) este bine–generată.

Teoremă 5.1.3. Fie T o categorie triangulată local bine–generată. Atunci T
satisface reprezentabilitatea Brown dacă şi numai dacă T este bine–generată. În
particular, dacă R este un inel care nu este pur semisimplu, de exemplu R = Z,
atunci K(Mod(R)) nu satisface reprezentabilitatea Brown.

5.2 Reprezentabilitatea Brown pentru duala unei cate-
gorii homotopice

Spunem că A are un produs generator dacă există un obiect G ∈ A astfel ı̂ncât
A = Prod(G).

Teoremă 5.2.6. Fie A o categorie additivă cu produse. Dacă K(A)o satis-
face reprezentabilitatea Brown, atunci A are un produs generator. În particular
K(Ab)o nu satisface reprezentabilitatea Brown.

Teoremă 5.2.10. Fie A o categorie additivă cu produse şi cu idempotenţi scind-
abili, care are imagini sau nuclee. Atunci K(A)o satisface reprezentabilitatea
Brown dacă şi numai dacă A are un produs generator. În particular, dacă R
este un inel, atunci K(Mod(R))o satisface reprezentabilitatea Brown dacă şi
numai dacă Mod(R) are un produs generator.

5.3 Functori fără adjuncţi

Teoremă 5.3.1. Fie R un inel numărabil şi fie D clasa tuturor R-modulelor
Mittag–Leffler plate, ı̂n sensul din [71]. Atunci K(D) este ı̂ntotdeauna ı̂nchisă
la coproduse ı̂n K(Mod(R)), dar functorul incluziune K(D)→ K(Mod(R)) are
un adjunct la drapta dacă şi numai dacă R este un inel perfect. În particular,
un astfel de adjunct la dreapta nu există pentru R = Z.
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6 Reprezentabilitatea Brown duală

6.1 Reprezentabilitatea Brown pentru duala unor cate-
gorii derivate

Pentru un complex X• considerăm turnul invers

X≥0 ← X≥−1 ← X≥−2 ← · · · .

obţinut din aşa numitele truncări “isteţe” ale lui X•.
Ca şi ı̂n [65], numim completă la stânga categoria D(A) dacă are produse şi,

cu notaţiile de mai sus, avem X• ∼= holim←−−−X
≥−n.

Teoremă 6.1.1. Fie A o categorie abeliana completă cu un cogenerator injectiv
şi fie D(A) categoria ei derivată. Dacă D(A) este completă la stânga, atunci
D(A)(X,Y ) este o mulţime pentru orice X,Y ∈ D(A) şi D(A)o satisface re-
prezentabilitatea Brown.

Corolar 6.1.2. Fie A o categorie abeliana completă cu un cogenerator injectiv.
Dacă A este AB4∗-n, pentru un anumit n ∈ N şi D(A) are produse, atunci
D(A)(X,Y ) este o mulţime pentru orice X,Y ∈ D(A) şi D(A)o satisface re-
prezentabilitatea Brown.

Corolar 6.1.4. Fie A o categorie abeliana completă cu un cogenerator injectiv.
Dacă A are dimensiunea globală finită şi D(A) are produse, atunci D(A)(X,Y )
este o mulţime pentru orice X,Y ∈ D(A) şi D(A)o satisface reprezentabilitatea
Brown.

Corolar 6.1.5. Fie A categoria fasciculelor quasi-coerente peste o schemă quasi-
compactă şi separată. Atunci D(A)(X,Y ) este o mulţime pentru orice X,Y ∈
D(A) şi D(A)o satisface reprezentabilitatea Brown. În particular, concluzia este
adevărată pentru categoria A a fasciculelor quasi-coerente peste PdR, unde PdR
este d-spaţiul proiectiv, d ∈ N∗, peste un inel comutativ arbitar cu unitate R.

6.3 Reprezentabilitatea Brown pentru duala categoriei ho-
motopice de module proiective

Teoremă 6.3.2. Dacă R este un inel cu mai multe obiecte, atunci K(Proj(R))o

satisface reprezentabilitatea Brown.

Corolar 6.3.4. Dacă R este un inel, atunci duala categoriei homotopice a
modulelor pur–proiective satisface reprezentabilitatea Brown.

Teoremă 6.3.8. Pentru o tolbă Q şi un inel R notăm cu Mod(R,Q) categoria
reprezentarilor lui Q prin R-module şi cu Proj(R,Q) subcategoria obiectelor
proiective din Mod(R,Q). Atunci K(Proj(R,Q))o satisface reprezentabilitatea
Brown.

Bibliografie

[1] J. Adámek and J. Rosický Locally presentable and accessible categories,
Cambridge University Press, 1994.

6
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[5] S. Bazzoni, J. Šťov́ıček. Flat Mittag–Leffler modules over countable rings,
Proc. Amer. Math. Soc., 140 (2012), 1527–1533

[6] A. Beligiannis, Relative homological algebra and purity in triangulated cat-
egories, J. Algebra, 227 (2000), 268–361.

[7] A. Beilinson, J. Bernstein, P. Deligne, Faisceaux Pervers, in Analysis and
topology on singular spaces, Soc. Math. France, Paris, Asterisque, 100
(1982), 5–171.

[8] S. Breaz, Σ–pure injectivity and Brown representability, Proc. Amer. Math.
Soc. 143 (2015), 2789–2794.

[9] S. Breaz, G. C. Modoi, A reformulation of Brown representability theorem,
Mathematica(Cluj), 51(2009), 129–133.

[10] S. Breaz, G. C. Modoi, Ideal cotorsion theories in triangulated categories,
preprint, arXiv:1501.06810 [math.CT].

[11] S. Breaz, G. C. Modoi, Equivalences induced by infinitely generated silting
modules, preprint, arXiv:1705.10981 [math.RT].

[12] S. Breaz, G. C. Modoi, Derived equivalences induced by good silting com-
plexes, preprint, arXiv:1707.07353 [math.RT].

[13] S. Brenner, M. C. R. Butler, Generalizations of the Bernstein-Gelfand-
Ponomarev reflection functors, in Representation Theory, II (Proc. Second
Internat. Conf., Carleton Univ., Ottawa, Ont., 1979), volume 832 of Lecture
Notes in Math., 103–169. Springer, Berlin, 1980.

[14] E. H. Brown, Cohomology theories, Annals Math., 75 (1962) 467–484.
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