FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA
UNIVERSITATEA BABES-BOLYAL
CLUJ-NAPOCA, ROMANIA

SOBOLU RODICA CRISTINA
OPERATORI LINIARI SI ANALIZA WAVELETS CU APLICATII

REZUMATUL TEZEI DE DOCTORAT

Conducator stiintific:
Prof. Univ. Dr. OCTAVIAN AGRATINI

CLUJ-NAPOCA, 2011



Cuprins

Introducere

1 Elemente de statistica si de analiza wavelets
1.1 Preliminarii . . . . . . . . . . ...
1.1.1 Notatii si spatii de functii utilizate . . . . .. ... ... ...
1.2 Modelul matematic al regresiei . . . . . . . .. .. ... ... ... ..
1.2.1  Modelul liniar. Criterii de performanta . . . . .. .. ... ..
1.2.2  Estimatori ai criteriilor de performanta . . . . . . . .. .. ..
1.3 Convergenta statistica . . . . . . . .. ... ... ... ... ...,
1.3.1 Operatori liniari i pozitivi . . . . . . . . ... ... ... ...
1.3.2 Metode de sumare . . . . .. .. ...
1.3.3 Notiuni de baza ale convergentei statistice . . . . .. ... ..
1.3.4 Teoreme de aproximare de tip Bohman-Korovkin . . . . . ..
1.4 Studiul convergentei statistice a unor clase de operatori . . . . . . . .
1.5 Introducere in analiza wavelets . . . . . . . .. .. .. ... ... ..
1.5.1 Sistemul Haar . . . . . .. .. ... ... 0oL
1.5.2  Analiza de rezolutie multipla . . . . . . . ... ... ... ...
1.5.3 Functia wavelet mama . . . . . .. .. ... ... ... ....
1.5.4 Descompunere si reconstructie wavelet . . . . .. .. ... ..

1.5.5 Transformarea wavelet directa si inversa . . . . . . ... . ..

2 Regresia neparametrica
2.1 Estimarea unui semnal perturbat de zgomot . . . . . . ... ... ..
2.1.1  Analiza pragurilor . . . . . .. ..o
2.1.2  Metode de selectie a pragului . . . . ... ... 0L
2.1.3 Estimatori wavelets de cele mai mici patrate penalizate . . . .
2.2 Un studiu comparativ a doua metode de inlaturare a zgomotului . . .

2.3 Analiza unor metode de reconstructie bazate pe tehnica wavelets . . .

20
20
21
22
23
24
26



24 Aplicatie . . . . .. 28

2.5 Implementarea algoritmului corespunzator Transformarii wavelet

rapide de tip Daubechies folosind VBA in Microsoft Excel . . . . .. 30

3 Estimatori de tip wavelets 32
3.1 Rezultate preliminare . . . . . . . . . . ... ... L. 32
3.2 Un model abstract de inlaturare a zgomotului . . . . . . . ... ... 32
3.2.1 Tehnica Soft Thresholding si reconstructia optimala . . . . . . 33

3.3 Tehnica Soft thresholding si estimarea statistica . . . . .. ... ... 34
3.3.1 FEroarea medie patratica aproape optimala . . . . .. ... .. 34

3.3.2 Contractia aproape minimala . . . . . . .. ... ... . ... 34

3.4 Transformari wavelets de interpolare . . . . . . . .. ... ... ... 35
3.4.1 Metoda transformarilor empirice . . . . . . . ... ... ... 35

3.4.2 Date de selectie, interpolare si netezire . . . . . . ... .. .. 35

3.5 Scheme de subdiviziune . . . . . . . .. ... 36
3.5.1 Transformari neliniare bazate pe scheme de diviziune . . . . . 36

3.5.2 O schema noua instudiu . . . . . ... ... ... ....... 36
Bibliografie 39

Cuvinte cheie

Operatori liniari si pozitivi, convergenta A-statistica, teoreme de aproximare de
tip Korovkin, analiza wavelets, semnal, zgomot alb, regresia neparametrica, estima-
tori de tip wavelets neliniari, analiza pragurilor, schema de subdiviziune, operator

de subdiviziune.



Introducere

Desi aparuta destul de recent in matematica aplicata, analiza wavelets are un
impact remarcabil fiind utilizata intr-o multitudine de situatii. Definita in sens larg,
notiunea de wavelets (small waves) inseamna o functie de tip unda, construita astfel
incat sa posede anumite proprietati. Pornind de la o functie de baza numita wavelet
mama, se genereaza o intreaga multime de wavelets-uri utile in descrierea unor clase
extinse de functii. Analiza wavelets reprezinta de fapt o rafinare a analizei Fourier
care descrie un semnal (o functie) cu ajutorul componentelor de tip frecventa. Daca
semnalul analizat prezinta schimbari rapide in timp, analiza Fourier este ineficienta
in surpriderea detaliilor, fiind necesara analiza semnalului cu o fereastra flexibila
timp-freventa care sa se ingusteze pentru frevente inalte si sa se largeasca pentru
frecvente joase. Acest studiu il va face cu succes analiza wavelets, localizarea timp-
frecventa fiind cel mai important avantaj pe care il au wavelets-urile comparativ
cu alte metode. De exemplu, in statistica matematica, estimarea functiilor in con-
textul regresiei prin metodele standard: aproximarea prin nuclee, metoda seriilor
ortogonale, metoda functiilor spline de netezire, necesita anumite cerinte legate de
netezimea functiei care va fi estimata. Cu ajutorul analizei wavelets, aceste cerinte
sunt reduse considerabil deoarece wavelets-urile poseda proprietatea de adaptabili-
tate spatiala, ceea ce permite o estimare eficienta a functiilor discontinue, a functiilor
cu discontinuitati ale derivatelor sau a functiilor cu variatii rapide, bruste.

Wavelets-urile se afla in stransa legatura cu analiza multirezolutie. Astfel, sem-
nalele pot fi examinate la diferite nivele de rezolutie folosind tehnica zoom-in si
zoom-out.

Wavelets-urile prezinta un puternic caracter interdisciplinar. Multi dintre fonda-
torii acestui concept apartin unor domenii diferite de interes. Astfel Y. Meyer, J.
Morlet si A. Grosmann au studiat analiza wavelets respectiv in contextul matema-
ticii, al geofizicii si al fizicii teoretice.

Lucrarea de fata a prezinta avantajele analizei wavelets in contextul statisticii

matematice, aceasta abordare fiind sustinuta de urmatoarele proprietati remarcabile



ale wavelets-urilor: o buna localizare in domeniul timp-frecventa, algoritmi rapizi in
sensul ca un numar mare de date poate fi reprezentat cu ajutorul unui numar redus
de coeficienti wavelets precum si simplitatea formei acestora. De asemenea, teza
include constructia unor clase de operatori liniari si pozitivi si studiaza proprietatile
de aproximare statistica ale acestora.

Teza este structurata in trei capitole: Elemente de statistica si analiza wavelets,
Regresia neparametrica si Estimatori de tip wavelet, situandu-se la granita mai mul-
tor domenii de cercetare, cum ar fi: analiza numerica, statistica, analiza functionala,
modelarea matematica, algebra liniara, unitatea realizandu-se prin intermediul
functiior wavelets ca instrument al regresiei neparametrice.

Primul capitol prezinta cateva aspecte generale legate de modelul matematic al
regresiei, de conceptul de convergenta statistica si de notiunea de analiza wavelets,
fiind structurat in cinci paragrafe.

Primul paragraf al acestui capitol cuprinde notiunile de baza si spatiile de functii
care vor fi folosite pe parcursul intregii lucrari precum si rezultate importante care
se presupun a fi cunoscute.

Al doilea paragraf prezinta modelul matematic al regresiei in contextul regresiei
parametrice. Aici se descrie, de asemenea, modelul liniar al regresiei precum si eva-
luarea estimatorilor unui model liniar. Estimatorii sunt evaluati din punct de vedere
statistic atat prin prisma studierii calitatilor acestora, cat si prin prisma inferentelor
care se pot realiza asupra lor, in ipoteza ca erorile sunt normale, de medie zero,
independente gi identic distribuite.

Urmatoarele doua paragrafe introduc notiunea de operator liniar i pozitiv
prezentata in contextul aproximarii functiilor, notiunea de matrice de sumabilitate,
conceptul de convergenta statistica si teoreme de aproximare de tipul Bohman-
Korovkin in spatiul Cfa,b]. Scopul acestora este de a construi diferite clase de ope-
ratori liniari gi pozitivi, de tip discret sau integral si de a studia proprietatile lor de
aproximare statistica.

Ultimul paragraf al acestui capitol este dedicat in Intregime introducerii concep-
tului de analiza wavelets. Aici sunt descrise elementele esentiale legate de notiunea de
wavelets: baze wavelets ortonormate, analiza de rezolutie multipla, descompunerea
si reconstructia wavelet, transformarea wavelet directa si inversa.

Al doilea capitol trateaza modelul regresiei utilizand tehnici ale regresiei nepara-
metrice bazate pe functii wavelets. Capitolul este impartit in cinci paragrafe, ultimele
patru avand caracter aplicativ. Regresia neparametrica bazata pe metode wavelets
constitue o arie semnificativa a statisticii moderne fiind tratata in monografii remar-
cabile: Hardle (1992), Green si Silverman (1993), Wand si Jones (1994), Donoho si



Johnstone (1994), Fan (1996), Bowman si Azzalini (1997), Eubank (1999), Wasser-
man (2005), Antoniadis (2007).

Primul paragraf descrie modelul matematic al unui semnal perturbat de zgomot
si introduce cateva metode de eliminare a zgomotului prin intermediul estimato-
rilor wavelets neliniari. Aceste metode se bazeaza pe tehnica thresholding (analiza
pragurilor) si pe metoda celor mai mici patrate penalizate.

Paragraful Un studiu comparativ a doua metode de inlaturare a zgomotului
prezinta o analiza comparativa axata pe doua metode wavelets de inlaturare a zgo-
motului: metoda Minimaz si metoda VisuShrink. Metodele se aplica asupra unui
semnal reprezentat de umiditatea relativa si se evalueaza riscul in ficare caz consi-
derat.

In cadrul paragrafului Analiza unor metode de reconstructie bazate pe tehnica
wavelets se estimeaza o functie discontinua, afectata de zgomot alb considerat la
nivele SNR = 4 si SNR = 10 aplicand metoda celor mai mici patrate penalizate,
metoda validarii incrucisate si metoda SureShrink. De asemenea, se efectueaza o
analiza comparativa in scopul evaluarii erorii comise in cazul fiecarei reconstructii.

In paragraful Aplicatie se prelucreaza trei semnale reprezentate respectiv de: rit-
mul respirator, ritmul cardiac si nivelul enzimelor antioxidante din sange prin inter-
mediul a doua transformari wavelet rapide de tip Haar. Semnalele analizate au fost
inregistrate in cadrul unui lot format din opt bovine expuse radiatiei solare calorice.
Algoritmii corespunzatori transformarilor wavelet utilizate au fost implementati in
Microsoft Excel folosind macrouri VBA.

In cadrul ultimului paragraf din acest capitol se implementeaza algoritmul core-
spunzator Transformarii wavelet rapide de tip Daubechies in Microsoft Excel folosind
macrouri scrise iIn VBA, iar apoi, cu ajutorul acestora, se proceseaza un semnal real
reprezentat de temperatura atmosferica.

Ultimul capitol prezinta mai detaliat estimatorii de tip wavelets. Cu scopul de a
sublinia modul in care functiile wavelets intervin ca estimatori in regresia nepara-
metrica vom considera urmatoarele spatii de functii: L?(R), Hélder C%, 0 < § < 1,
spatiul Sobolev, dar si spatiul Besovsi Triebel. Acestea din urma modeleaza notiunea
de "grade diferite de netezime” in locatii diferite mai eficient decat clasele de functii
netede, avand o importanta statistica ridicata. Estimatorii wavelets neliniari stu-
diaza regresia neparametrica din punct de vedere minimax avand un caracter asimp-
totic optimal, In timp ce estimatorii liniari clasici sunt suboptimali in cazul es-
timarilor din spatiile particulare Besov sau Triebel. Acest capitol este structurat
in cinci paragrafe. Primele trei paragrafe cuprind o abordare mai generala a ter-

menului denoising considerand aspectele: netezimea si adaptabilitatea estimatorului
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reconstruit cu tehnica soft thresholding.

Cel de-al patrulea paragraf descrie un anumit tip de transformari wavelets ce
caracterizeaza netezimea din diferite spatii de functii.

Ultimul paragraf al capitolului prezinta un tip de transformari wavelets neliniare
bazate pe scheme de subdiviziune. Aceste transformari sunt in stransa legatura
cu constructia functiilor wavelets prin intermediul analizei de rezolutie multipla.
In cadrul acestui paragraf se construieste si o noua schema de subdiviziune care

genereaza multimea polinoamelor quadratice.



Capitolul 1

Elemente de statistica si de

analiza wavelets

1.1 Preliminarii

Scopul acestei sectiuni este de a colecta informatii despre spatiile de functii uti-

lizate pe parcursul tezei.

1.1.1 Notatii si spatii de functii utilizate

Aceasta subsectiune prezinta notiunile, notatiile si rezultatele cunoscute ce se
folosesc in lucrarea de fata astfel incat sa se realizeze o tratare unitara a tuturor

subiectelor ce constitue subiectul tezei.

1.2 Modelul matematic al regresiei

Analiza regresionala isi are originile in diverse probleme practice care apar atunci
cand dorim sa intelegem aspectul cauza-efect in studiul unor fenomene. Presupunem
ca fiecare element al unei populatii statistice poseda o caracteristica numerica X si
o alta Y. Pentru a stabili modul in care valorile lui X afecteaza realizarile variabilei
Y, este necesara studierea posibilei corelatii existente intre cele doua variabile.

Vom considera, aga cum se intampla in practica, mai multe variabile cauza
(variabile exogene, predictori, regresori), Xi, Xs,...X,, pentru variabila efect,

Y (variabila endogena). Modelul matematic al regresiei se va scrie atunci sub forma

Y:f(Xl,XQ,...Xp)+€,



unde € reprezinta o variabila aleatoare, care este de dorit sa satisfaca urmatoarele

proprietati relativ la medie si varianta: E(¢) = 0 gi Var(e) mica.

1.2.1 Modelul liniar. Criterii de performanta

Definitia 1.2.1 Se numeste model regresional liniar intre variabila Y si variabilele
X1, Xs,... X, modelul

p
Y = Z Xy + €. (1.2.1)
k=1

Problema regresiei liniare consta in studiul comportarii variabilei ¥ in raport cu
factorii Xy, Xs, ..., X,, In ipoteza (1.2.1).

In aceasta lucrare vom considera modelul observational, y; = f(x;)+¢;, i =1,

unde, (z;,y;), @ = 1,n, sunt datele de selectie, n = 27, J intreg pozitiv, z; =

I3

sunt puncte echidistante, f(z;) sunt valorile unei functii necunoscute f, iar e
T 9 .

(e1,€2, ..., €,) este eroarea sau zgomotul alb. Presupunem ca erorile sunt normale,

identic distribuite, de medie nula si independente. In contextul teoriei semnalelor,

f(z;) va fi semnalul considerat iar y; va reprezenta semnalul perturbat de zgomot.

Cu ajutorul tehnicii regresiei vom estima functia f. Estimatorul lui f se va nota cu

Dintre criteriile de performanta cel mai des utilizate, vom aminti aici cele bazate

pe pierdere (loss), risc si riscul previziunii.

Definitia 1.2.2 Pierderea (loss) in estimarea lui f este patratul distantei euclidiene

intre f si f inmultit cu factorul n=1,

L(f, g =nt||f - f Z(Z) — ! Z <f(aci) _ f(xi))Q. (1.2.2)
~ R +oo
L D= =1 = [ (Fe)-s@) e a2

Definitia 1.2.3 Se numeste risc, valoarea medie a pierderii

R(f.f)=E(LU.0). (1.2.4)

Definitia 1.2.4 Se numeste risc de previziune sau eroarea medie patratica a pre-
VIZIUNLL,

P(f.0) =n B - 1), (129
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unde y* = (yi, ... y%) sunt n observatii noi, pe care intentionam sa le facem, de

forma y* = f 4 &%, tar * este vectorul aleator al erorilor necorelate, de medie zero

2

st vartanta comuna o, care sunt de asemenea, necorelate cu erorile din €.

1.2.2 Estimatori ai criteriilor de performanta

Definitia 1.2.5 Un estimatorf al functier f se numeste nedeplasat daca
E(f) =1

Definitia 1.2.6 Se numeste functie de validare incrucisata C'V a estimatorului f,

functia

CV(f)=n"" i E (y - f;(:cz-))2 , (1.2.6)

unde f; este estimatorul esantionului de ordin i, i = 1,n, obtinut eliminand punctul

(x;,y;) din cadrul selectiei.

Definitia 1.2.7 Un estz’matorf este consistent daca

~

gijEOP<fn—f <e):1, Ve >0, (1.2.7)

unde notalia fn arata ca estimatorul depinde de volumul selectiet, n.

Definitia 1.2.8 Un estimator f/ este minimax in raport cu riscul R(f, f) daca

atinge cel mar mic risc mazxim dintre tofi estimatorii, adica

supR(f’,f):iqfsupR<f,f), VfelF, (1.2.8)
fer f feF

unde F reprezinta o anumitd clasa de functii. Riscul minimaz se noteaza R (n,F).

1.3 Convergenta statistica

Conceptul de convergenta statistica a fost introdus in stransa legatura cu pro-
blema sumarii seriilor. Ideea de baza a convergentei statistice a unui sir (z,)nen este
ca majoritatea elementelor sale converg. In acelagi timp, se stie ca girurile de valori
numerice provenite din viata reala, cum ar fi masuratorile gi calculele, nu permit
testarea convergentei clasice in sens strict matematic. Din aceasta cauza, inlocuirea

conceptului de convergenta clasica cu cel de convergenta statistica prezinta avantaje
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in ceea ce priveste modelarea si tehnica de prelucrare a semnalelor in diferite spatii
de functii.

Termenul de convergenta statistica isi are originile in prima editie a monografiei
lui Zygmund [117]. Formal, conceptul a fost introdus independent de Steinhaus
[111] si Fast [49], iar mai tarziu reintrodus de Schéenberg [98]. De-a lungul anilor,
conceptul de convergenta statistica a fost inclus si aplicat in diverse arii de cercetare,
cum ar fi: teoria masurii [82, 83], teroria numerelor [25], teoria aproximarii [45], teoria
seriilor Fourier [117], teoria spatiilor Banach [24]. De asemenea, aceasta teorie a fost
investigata din punct de vedere al spatiilor de siruri si pusa in legatura cu teoria
sumabilitatii [55].

In ceea ce priveste girurile de operatori liniari gi pozitivi, primele cercetari ale
convergentei statistice au fost efectuate in 2002 de catre matematicienii A.D. Gadjiev
si C. Orhan [57]. In anii urmatori acest domeniu de cercetare a fost imbunatatit
considerabil, dovedindu-se a fi foarte fertil. Urmand aceasta directie de cercetare,
scopul nostru este de a obtine diferite clase de operatori liniari pozitivi, de tip discret
sau integral si de a studia proprietatile lor de aproximare statistica. Se stie ca orice
sir convergent este si statistic convergent, dar reciproc nu este adevarat. Din acest
motiv, scopul este sa construim giruri de operatori care aproximeaza functiile in sens

statistic, dar nu in sens clasic.

1.3.1 Operatori liniari si pozitivi

Fie X o multime nevida. Consideram spatiul
B(X):={f: X — R| f marginita}

Inzestrat cu norma

£ = sup £ f € B(X),

numita norma uniforma sau sup-norma.
Multimea B(X) este un subspatiu liniar al spatiului R¥.

Daca X este un spatiu topologic, consideram spatiul
C(X):={f: X —=R| f continua pe X}.
Fie Cp(X) := C(X) N B(X).

Daca X este un spatiu topologic, atunci spatiile B(X) si Cp(X) inzestrate cu

sup-norma definita anterior sunt spatii Banach.
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Daca X este un spatiu topologic compact, atunci C'(X) = Cg(X).

Definitia 1.3.1 Fie X,Y doua spatii vectoriale de functii cu wvalori reale. O

aplicatie L : X — 'Y se numeste operator liniar daca si numai daca

L(af + Bg) = aL(f) + BL(g), Vf.g€ X, si a,f€R.
Operatorul L se numeste pozitiv daca st numai daca¥Vf € X, f >0 rezulta Lf > 0.

Observatia 1.3.2 Multimea £ := {L: X — Y| L este operator liniar} formeaza

un spatiu lintar real.

Propozitia 1.3.3 Fie L : X — Y wun operator liniar $i pozitiv.
(1) daca f,g € X astfel incat f < g atunci Lf < Lg;
(13) Vf € X are loc |[Lf| < L|f].

Urmatorul rezultat furnizeaza o conditie necesara si suficienta pentru convergenta
unui sir de operatori liniari gi pozitivi spre operatorul identitate in spatiul C([a, ]),
fiind stabilit si demonstrat, in mod independent, de trei matematicieni, in trei ani
consecutivi: T. Popoviciu [94] in 1951, H. Bohman [18] in 1952 si P.P. Korovkin [71]
in 1953. Acest rezultat clasic din teoria aproximarii este cunoscut sub numele de
teorema lui Bohman-Korovkin deoarece contributia lui T. Popoviciu din lucrarea

[94] a ramas necunoscuta o perioada indelungata.

Teorema 1.3.4 Fien € N gi L, : C([a,b]) — C([a,b]) un sir de operatori liniari
st pozitivi. Presupunem ca sirul (Lnej)n>1 converge uniform spre e; pentru j €
{0,1,2}, unde eg = 1, ei(x) = x, ex(x) = 2%, @ € [a,b]. Atunci sirul (Lnf),>

converge uniform spre f pe intervalul |a,b], ¥Vf € C([a,]).

1.3.2 Metode de sumare

Definitia 1.3.5 Fie A = (aj,n)j nen 0 matrice cu elemente reale. Sirul (x,), oy este

A-sumabil spre valoarea s € R daca

o
19 Vj e N, seria Y, aj,x, converge; fie s; limita sa;
n=1

20 lim s; = s.
n—oo

Definitia 1.3.6 O matrice A de sumabilitate este requlara daca orice gir convergent

este A-sumabil spre limita sa.
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1.3.3 Notiuni de baza ale convergentei statistice

Definitia 1.3.7 Spunem ca sirul x := (x,)nen este statistic convergent spre limita

L daca, pentru orice € > 0,
d{neN: |z, —L| >¢e})=0,
unde
5(S) ggr;Nsz ,

este densitatea multimit S C N, iar x este functia caracteristica asociata multimii

S.
Aceasta limita se noteaza st — lim,, z,, = L ([57]).

Observatia 1.3.8 Orice sir convergent este statistic convergent. Reciproca nu este

adevarata, ceea ce este ilustrat prin exemplul urmator.

Exemplul 1.3.9 Consideram sirul (x,)nen,

i, pentru  i=n> n=1,2,3 ...
Ty = 1 . y
2y [nrest
Sirul (x,) este divergent, dar st — limz, = 0 deoarece §(S) = 0, unde S =

n3 n=12.3,...}.

Definitia 1.3.10 Fie A = (am)j nen 0 matrice de sumabilitate, regulard, nenega-
tiva. Spunem ca sirul de numere reale (x,)nen este A-statistic convergent spre limita

L daca, pentru orice € > 0,

lim g ajn =0.
j—00

n:lxp—L|>e

Aceasta limita se noteaza st — lim, x,, = L ([45]).

1.3.4 Teoreme de aproximare de tip Bohman-Korovkin

In acest paragraf enuntam doua teoreme de aproximare statistica de tipul
Bohman-Korovkin demonstrate in 2005 de A.D. Gadjiev si C. Orhan [57].
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1.4 Studiul convergentei statistice a unor clase de

operatori

Consideram urmatorul sir de operatori liniari gi pozitivi definit in [93]

u > v
T, == ™) (t)2" b 1.4.1
T = ey S F () 70 Fecon,
unde u,, > 0 pentru orice n € N si
sty —limu, =1, (1.4.2)

x € [0,b], t € (—00,0] si {F,.(z,t)} este o multime de functii generatoare pentru
sirul de functii {C5™ (¢) }oen,, de forma,

F(z,t) = i O™ (1), (1.4.3)

si O (¢) > 0 pentru ¢ € (—o0, 0).

Presupunem, de asemenea, ca sunt indeplinite urmatoarele conditii
(1) Foi1(z,t) = p(x)Fu(z,t), plx) < M < oo, z € (0,1), (1.4.4)

(i) BLCU (1) = a,(0)C™(£) — vC (1), B € [0,a], CS(t) = 0 pentru v €
Z-={...,—3,-2—1},

(17i) max{v,n} < a,(v) < a,(v+1).

Pe baza relatiei (1.4.3) deducem

(Theo)(x) = uy, cu ep(y) = 1. (1.4.5)

Vom studia convergenta A-statistica a sirului de operatori liniari si pozitivi
definit prin relatia (1.4.1). Rezultatele obtinute au fost publicate in lucrarea R.
Sobolu [100].

Teorema 1.4.1 (R. Sobolu, [100]) Fie A = (ajn)jnen 0 matrice de sumabilitate,

requlara, nenegativa. Atunci are loc relatia

StA — lgn HTnel — 61”0[01,] = O, (146)
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unde operatorul T, este definit in relatia (1.4.1).

Teorema 1.4.2 (R. Sobolu, [100]) Fie A = (ajn)jnen 0 matrice de sumabilitate,

requlara, nenegativa. Atunci are loc relatia
StA — lgn HTneg — 62HC[O,b] = O, (147)
unde operatorul T, este definit in relatia (1.4.1).

Aplicind Teorema 1.4.1 si Teorema 1.4.2 deducem pentru sirul de operatori liniari
si pozitivi (77,),,cy definit prin relatia (1.4.1) urmatoarea teorema de aproximare A-

statistica.

Teorema 1.4.3 (R. Sobolu, [100]) Fie A = (a;n)jnen 0 matrice de sumabilitate,

requlara, nenegativa. Atunci pentru orice functie f € C[0,b] avem
sty — ligbn T f — fllciog = 0. (1.4.8)

In continuare se prezinta o generalizare de tip integral a operatorului definit prin
relatia (1.4.1). Relativ la acest tip de operator, vom enunta gi vom demonstra o teo-
rema de aproximare A-statistica. Rezultatele obtinute sunt mentionate in lucrarea
R. Sobolu [101].

Introducem sirul de operatori liniari si pozitivi, (71};),, . astfel

o0 vtcn,v
TiN) = s SO / f( ¢ )dg, neN,  (149)
n\4, =0 v

(V)

unde f este o functie integrabild pe intervalul (0,1) iar(cy,)nven €ste un sir care
satisface conditiile
0< ey <1 (1.4.10)

pentru orice n,v € N.
De asemenea, are loc u,, > 0 pentru orice n € N si relatia

sty —limu, = 1. (1.4.11)

{F,(z,t)} este o multime de functii generatoare pentru sgirul de functii
{CS(#) Yoeny, de forma

Fy(x,t) =Y CM(t)a", (1.4.12)
v=0
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CM(t) > 0 pentru t € (—o0,0].

Presupunem ca ne incadram in conditiile
(i) Fnia(z,t) = p(x)F(z,t), p(z) < M < oo, z € (0,1), (1.4.13)

(i) BLCU (1) = a,(v)C™, (1) — vC (1), B € [0,a], C”(t) = 0 pentru v €
7~ =1{...,=3,-2,—1},
(171) max{v,n} < a,(v) < a,(v+1).

Teorema 1.4.4 (R. Sobolu, [101]) Fie (T}), oy sirul de operatori liniari i pozitivi
definit in relatia (1.4.9). Atunci, pentru fiecare x € [0,0], t € (—00,0] sin € N avem

* Up, Un
|1Taer = erlleps < 5+ abMlt|—= + bluy — 1],
n n
unde M este stabilit in (1.4.13).

Teorema 1.4.5 (R. Sobolu, [101]) Pentru fiecare z € [0,b], t € (—00,0] sin € N

avem
T es — esllcpn <~ + abMIt| = + “b(abM]t| + aM]t| + 2) + b|un — 1|
unde sirul (1)), cn 1 M sunt definite in Teorema 1.4.4.

n

Teorema 1.4.6 (R. Sobolu, [101]) Fie A = (aj,)jnen 0 matrice de sumabilitate

requlara, nenegativa. Atunci avem
StA — le HT:€1 — 61“0[07[]} = 0,
unde operatorul T)F este definit prin relatia (1.4.9).

Teorema 1.4.7 (R. Sobolu, [101]) Fie A = (aj,)jnen 0 matrice de sumabilitate

requlara, nenegativa. Atunci avem
StA — 117rln HT:€2 — 62“0[07[]} = 0,
unde operatorul T)F este definit prin relatia (1.4.9).

In continuare vom enunta si vom demonstra o teorema de aproximare de tip
Korovkin pentru sirul de operatori (7)),en definit in relatia (1.4.9), cu ajutorul

conceptului de convergenta A-statistica.
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Teorema 1.4.8 (R. Sobolu, [101]) Fie A = (aj,)jnen 0 matrice de sumabilitate

reqularda, nenegativa. Atunci, pentru orice f € C|0,b], avem

sta—lim||T;f — fllews = 0.

1.5 Introducere in analiza wavelets

Analiza wavelets descompune un semnal (un sunet, un cutremur seismic, vocea
umana, trepidatiile unui motor, date financiare, etc...) in componente de tipul small
waves, de durata variabila, numite wavelets. Wavelets-urile permit analiza locala
a unui semnal cu ajutorul unor regiuni (ferestre de dimensiune variabila) de tipul
timp-frecventa. Ferestrele pot analiza intervale mai mari de timp de unde se pot
extrage informatii exacte de freventa joasa cu caracteristici grosiere, care variaza
lent, sau intervale de durata mai scurta de unde obtinem informatii de frecventa
inalta cu detalii care se schimba foarte rapid.

Cuvantul wavelets este folosit in matematica pentru a descrie o categorie de baze
ortonormate din spatiul L?(R), cu proprietdti de aproximare remarcabile. Bazele
ortonormate din analiza Fourier sunt alcatuite din unde de tip sinusoida, iar scopul

teoriei wavelets este de a construi baze ortonormate compuse din unde wavelets.

1.5.1 Sistemul Haar

Aceasta subsectiune prezinta cel mai simplu exemplu de functie wavelet ortogo-

nala, functia lui Haar.

1.5.2 Analiza de rezolutie multipla

Analiza de rezolutie multipla constituie nucleul analizei wavelets. Aceasta pre-
supune descompunerea unui semnal in subsemnale la diferite nivele de rezolutie.

In prezentarea acestei sectiuni au fost folosite monografiile 6, pag. 65-76] si [29,
I. Daubechies, pages 129-156].

Analiza wavelets se bazeaza pe descompunerea unei aproximante, constanta pe
portiuni, a unei functii f € L*(R) intr-o aproximata grosiera gi o functie de detaliere.
La fiecare nivel j, aproximanta f; a functiei date f, f € L*(R), se poate scrie ca o
suma dintre o aproximanta grosiera f;_; situata la urmatorul nivel de aproximare
si functia de detaliere, g;_;, adica f; = fj—1 + gj—1. Fiecare functie de detaliere

se poate scrie ca o combinatie liniard a functilor wavelet mama v, ¥;i(x) =
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21/2)(27x — k), = € R, unde j € 7Z, reprezinti indicele de dilatare, iar k € 7Z,
reprezinta indicele de translatie. Cand indicele 7 ia valori tot mai mari, aproximantele
corespunzatoare devin tot mai fine. Pentru fiecare nivel de rezolutie j avem un spatiu
de functii de baza, (v )kez. Prin urmare, vom lucra cu mai multe spatii la diferite
rezolutii, aceasta insemnand multirezolufie. Conceptul de analiza multirezolutie este
in stransa legatura cu studiul semnalelor f la diferite nivele de rezolutie, fiecare
dintre ele fiind o versiune mai fina a lui f.

Definim un sir (V}),cz de subspatii ale lui L*(R) prin
V= {f € L*(R) : f este constanta pe intervalele [k277, (k 4+ 1)277], j € Z} )

Acest gir de subspatii poseda urmatoarele proprietati:

(P)...CcVoCcVyicVocWVicW ..oy

(P) N V;=0, UV;=L*R);

JEL JEZ

(P3) f € V; dacd si numai daca f(2 ) € Vj41, unde j € Z;

(Py) f € Vp implica f(- — k) € Vg, oricare ar fi k € Z;

(Ps) Exista o functie ¢ € V; astfel incat multimea por = {@(- — k) : k € Z} sa
constituie o baza ortonormata pentru Vj.

De aici deducem ca, daca spatiul central Vj este generat de o singura functie

w € Vo, Vo = sp{por: k € Z}, atunci fiecare subspatiu V; este generat de aceeasi
functie ¢, V; = sp{pjr: k€ Z}, j € Z.

Functia ¢ care indeplinegte conditia (Ps) se numeste functie de scard sau wavelet
tata.

Situandu-ne in V;, putem avea acces la orice spatiu V; urcand (j > 0) sau

coborand (7 < 0) cu ajutorul scarii ¢. Pe fiecare nivel V;, elementele acestuia pot fi

evaluate prin intermediul sirului (¢;x)kez generat de ¢ si definit astfel
oip(x) = 2%p(2x — k), x €R, (j,k) €Z x Z. (1.5.1)
Definitia 1.5.1 Un sir de subspatii inchise V;, j € Z, ale lui L*(R) care satisface

proprietatile (Py), (P2), (P3), (Pi), (P5) formeaza o analiza de rezolutie multipla
(MRA) a spatiului L*(R) generatd de functia .
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1.5.3 Functia wavelet mama

Fie (V});ez 0 analiza de rezolutie multipla a spatiului L?(R). Deoarece V; C Vj41,

vom defini complementul ortogonal al lui V; in V4, deci
Vim=V,@eW,, j€Z. (1.5.2)

Definim

Yin =222 — k), v €R, (j,k) € Z x Z. (1.5.3)

Asa cum functia wavelet tata ¢ genereaza baze ortonormate in subspatiile V;, j € Z

si functia wavelet mama 1 genereaza baze ortonormate in W;, j € Z.

1.5.4 Descompunere si reconstructie wavelet

Orice semnal f € L*(R) se descompune in mod unic sub forma

F@) =D (fn)tin(n), v €R, (1.5.4)

JEZ k€eZ

unde (f,v;x) = /f(x)wﬂ(x)dx.

R

1.5.5 Transformarea wavelet directa si inversa

Fie f € L*(R) si (V})jez o analizd de rezolutie multipla a spatiului L*(R) ge-
nerata de functia ¢, iar ¥ functia wavelet mama ce genereaza baze ortonormate
in subspatiile W;, unde j € Z. Deoarece (¢ i)kez formeaza o baza ortonormata
pentru V;, proiectia ortogonala f; a functiei f pe Vj se exprima prin f;(z) =

Yoagppse(x), x € R, unde ay, = (f,psk). Deoarece V; @ W; = V,i; avem

kEZ

V; = @ W;, deci pornind de la nivelul J si continudnd procesul de descompunere
J<j’

pana la un anumit nivel j/, are loc relatia

J-1
fr(z) = Zoéj/,k%r,k(x) + Z ij,k¢j,k($)a z €R. (1.5.5)

keZ Jj=j! kEZ

Coeficientil (ajx)rez se numesc coeficientii de aprovimare, iar coeficientii

(W) k) (jk)ezxz S€ numesc coeficientis wavelets.
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Capitolul 2

Regresia neparametrica

Regresia neparametrica va aproxima o functie de regresie fara a impune o forma
analitica particulara asupra acesteia. Se va presupune ca functia f apartine unei

anumite clase de functii si ca are anumite proprietati, cum ar fi netezimea.

2.1 Estimarea unui semnal perturbat de zgomot

Problema estimarii unui semnal perturbat de zgomot constitue o problema stan-
dard in statistica si in teoria semnalelor. Termenul zgomot (noise) se refera la orice
schimbare nedorita care altereaza valorile semnalului original. Modelul semnalului
perturbat de zgomot se scrie sub forma: semnal perturbat=semnal original+zgomot.

Consideram modelul de regresie simpla, ¥ = f(X) + ¢, respectiv. modelul

observational corespunzator

yi = f(xi) +og;, i=1,n, (2.1.1)

cu e = (€1,€9, ... £,)7, unde g; sunt variabile aleatoare, independente, distribuite
dupa legea normala N(0, 1), iar o este nivelul de zgomot care poate fi cunoscut sau
necunoscut. Presupunem, fara a pierde din generalitate cd punctele x; sunt puncte
echidistante in intervalul [0, 1], de forma %, unde n = 27 este volumul selectiei, .J
intreg pozitiv.

Scopul urmarit este sa construim functia f pornind de la datele perturbate de
zgomot, y = (Y1,%2, ... Yn)! fard a presupune o formd parametrici particulard
pentru f.

Algoritmul regresiei neparametrice bazat pe transformari wavelets consta in

etapele:
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1. Calculul transformarii wavelet a semnalului original perturbat de zgomot.

2. Modificarea coeficientilor wavelet perturbati de zgomot in conformitate cu
anumite reguli.

3. Calculul transformarii wavelet inverse folosind coeficientii modificati.

Etapa a doua a acestui algoritm presupune doua tipuri de tehnici: liniare si
neliniare. Desi simple si ieftin de implementat, metodele liniare nu sunt modelate
pentru a trata functiile cu grad scazut de netezime. Pentru asemenea clase de functii
sunt eficiente tehnicile neliniare de tip prag (thresholding) sau tehnicile neliniare
de contractie (shrinkage). Prima abordare matematica riguroasa a acestor tehnici
apartine lui Donoho si colaboratorilor sai (1994, 1995, 1998, [35], [36], [37]). Acestia
au analizat metodele de tip thresholding si shrinkage in contextul estimarii minimax
si au aratat ca aceste metode genereaza estimari asimptotic optimale pentru datele
perturbate de zgomot, care depasesc ca si performanta orice estimator liniar.

Matematic, coeficientii wavelets sunt estimati cu ajutorul unor reguli de
tip thresholding (prag), care modifica valorile w la valorile w, prin inlaturarea
coeficientilor w; j, cu valoare absoluta mica, considerati a reprezenta zgomotul respec-
tiv prin pastrarea coeficientilor wj;j cu valoare absoluta mare, acestia fiind utilizati
pentru reconstructia estimatorului f . Valoarea care stabilegte coeficientii cu valoare
absoluta mare se numeste prag (threshold). Alegerea valorii de prag reprezinta o
problema fundamentald. Donoho si Johnstone [36], [37], [38], Nason si Silverman [85],
[86] au stabilit o multitudine de metode de tip prag. Acestea se divid in doua categorii
principale: metode de tip prag globale care se aplica tuturor coeficientilor wavelets
empirici §i metode de tip prag care depind de nivelul de rezolutie. A doua categorie

propune pentru fiecare nivel de rezolutie j valoarea de prag corespunzatoare A;.

2.1.1 Analiza pragurilor

Fie w coeficientii wavelets corespunzatori valorii de prag A. Atunci functia hard

thresholding se defineste astfel
Nhard(W; A) = wl(|w| > N), (2.1.2)
iar functia soft thresholding se exprima prin relatia

Nsofe(w; A) = sign(w)(jw] = NI (Jw| > A) (2.1.3)
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wHA, w< =,
=¢ 0 ;o w] <A
w— A, w > \.

Tehnica firm thresholding se bazeaza pe o functie continua de forma

0 ) "LU| < )\1a
, Ao(|Jw| — A
nr(w; A1, A2) = Slgn(w)M , AL <w < A,
2 — Al
w, lw| > As.

Tehnica SCAD thresholding include o functie segmentar liniara de forma

sign(w) maz(0, |w| —A) , |w| <2\,
— 1w —alsi
nscap(w; A) = (a= 1w a2 sign(w) . 2h <w < a),
a/ p—
w, lw| > aA.

2.1.2 Metode de selectie a pragului

Donoho si Johnstone au stabilit in [36] pragul universal. Acesta constituie un

prag global, iar valoarea sa este stabilita la

A =0+/2logn,

unde n este volumul selectiei, iar ¢ este un estimator al nivelului de zgomot o.
Determinarea valorii estimatorului 6 se bazeaza pe coeficientii wavelets empirici co-
respunzatori nivelului de rezolutie J — 1 deoarece acestia inglobeaza cea mai mare
parte a zgomotului. Cazul particular A = y/2Iogn corespunde procedurii VisuShrink.

Pragul minimaz reprezinta o alta metoda globala stabilita de Donoho in [36].

Considerand modelul observational
w;=0;+¢ez, i=1, ... n, (2.1.4)

unde z; ~ N(0,1), ¢ > 0, iar w = (w;), ¢ = 1, ... n, reprezinta sirul observatiilor.

Se urmareste estimarea riscului

2

A~

RO.0)=FE|6—0 (2.1.5)

2(z)

Fie ng(w, \) functia soft thresholding definita in (2.1.3). Presupunem ca avem o
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singura observatie y ~ N(0, 1), € > 0. Definim functia

ps(\ 1) = B {ns(y, p) — n}* (2.1.6)
si expresiile de tipul minimaz

A
A} = infsup T ps - ) )
A nTt 4 man(p?, 1)

(2.1.7)

A; fiind cea mai mare valoare a lui A din expresia de mai sus.

Teorema 2.1.1 Presupunem cd ne incadram in modelele (2.1.4) si (2.1.5). Pragul

minimax X, definit prin relatiile (2.1.7) genereazd estimatorul

care satisface relatia

d

b — eHj < AX {52 +Z;min (93,52)},

pentru orice 8 € R™, unde

Ay <2logn+1 g lim A} =2logn,
n—oo

Ar < +/2logn si lim ) = +/2logn.
n—oo

Comparativ cu pragul universal, pragul minimax este mai conservator si mai
potrivit in cazul in care detaliile functiei f sunt raspandite in zona afectata de
Zgomot.

Tehnica SureShrink alege valoarea de prag A; corespunzatoare fiecarui nivel de

rezolutie j prin minimizarea erorii aleatoare (Stein Unbiased Error) [36], [38].

2.1.3 Estimatori wavelets de cele mai mici patrate penali-

zate

Cand estimam un semnal perturbat de zgomot prin metode wavelets, problema

clasica a netezirii datelor poate fi formulata in domeniul wavelet prin aflarea mini-
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mului € a functionalei de penalitate {(f) definita astfel

1(0) = [[Wy = 6]1% +2X > p(/6:]), (2.1.8)

1>10

unde 6 este vectorul coeficientilor wavelets ai functiei de regresie necunoscuta f, iar
p este o functie de penalitate data. Valoarea iy reprezinta un numar intreg dat, co-
respunzator coeficientilor wavelets penalizati situati deasupra unui nivel de rezolutie
Jo dat.

Performanta estimatorului wavelet rezultat depinde de functia de penalitate si

de parametrul de netezire \.

2.2 Un studiu comparativ a doua metode de

inlaturare a zgomotului

In acest paragraf vom analiza un semnal perturbat de zgomot alb utilizand
tehnica Minimaz si tehnica VisuShrink. Semnalul este reprezentat de umiditatea
relativa si are lungimea n = 256. Datele au fost obtinute de la statia meteorologica
Adcon Telemetry a Facultatii de Horticultura din cadrul USAMYV Cluj-Napoca si
au fost prelucrate cu mediul Matlab folosind toolbox-ul WaveLab850. Rezultatele
acestui studiu au fost publicate in lucrarea Sobolu R. [108].

Pentru a compara eficienta celor doua tehnici aplicate am calculat in ambele
situatii riscul, urmarind ca acesta sa aiba cea mai mica valoare posibila.

In prelucrarea semnalului cu ajutorul celor doua tehnici am parcurs etapele:

1. Aplicarea unei transformari wavelet de tip Daubechies, N = 8, semnalului
initial.

2. Dintre coeficientii wavelets perturbati de zgomot obtinuti in etapa precedenta
au fost selectati aceia care depasesc valoarea de prag \; respectiv aceia care depa
sesc pragul \V = /2logn.

3. Pornind de la coeficientii wavelets determinati in etapa a doua s-a reconstruit

semnalul initial cu ajutorul transformarii wavelet inverse.

Pragul ales Riscul
Pragul A}, 0.0119
Pragul \V = \/2logn 0.0040

Pragul AV furnizeazi si o calitate vizuald mai bund a semnalului reconstruit

decét procedura bazata pe tehnica Minimaz (vezi Figura 2.3 si Figura 2.4).
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The original signal: Relative Humidity; n=256

0.95
0.9
0.85
0.8
0.78
0.7

065
0.6
0.55
0.5

Figura 2.1: Semnalul original

The original signal with white noise superposed

Figura 2.2: Semnalul perturbat de zgomot alb

DeMoised Data
15 T T T T T

= 1 1 1 I 1
0 50 100 150 200 250

Figura 2.3: Semnalul reconstruit cu tehnica Minimaz
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DeMoised Data

1 | 1 1
a al 100 180 200 250

Figura 2.4: Semnalul reconstruit cu tehnica VisuShrink

2.3 Analiza unor metode de reconstructie bazate

pe tehnica wavelets

In aceasta sectiune vom ilustra performanta urmatoarelor metode de inlaturare
a zgomotului: metoda celor mai mici patrate penalizate, metoda validarii incrucisate
(varianta hard si soft) si metoda SureShrink, prin intermediul unei multimi de date

simulate constituita din functia test
f:00,1] =R, f(z)=2z+exp(=39(z — 0.5)%) — I(z > 0.5).

Aceasta functie prezinta o discontinuitate in punctul x = 0.5. Semnalul a fost per-
turbat de zgomot Gaussian, considerandu-se doua nivele de zgomot, corespunzatoare
valorii SIVR = 4 respectiv SN R = 10. Pentru fiecare simulare s-a utilizat o selectie
de 512 valori din intervalul [0, 1], astfel incat datele perturbate de zgomot se pot

reprezenta sub forma
Y = f(tz)+€za L= 1,2,3,..., 512,

unde ¢; = 5%, iar e; sunt erorile distribuite dupa legea normala N(0, 1).
Procesarile au fost efectuate cu ajutorul unor functii implementate in mediul
Matlab.
Figura 2.5 arata performanta tehnicilor aplicate. Tabelul urmator afiseaza
eroarea medie patratica evaluata pentru fiecare metoda si pentru setarea SN R co-

respunzatoare.
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Figura 2.5: Metodee)de tip thresholding aplicate functiei f(x)f): x + exp(—39(z —
0.5)%) — I(x > 0.5) perturbata de zgomot alb

a) Functia initiala

b) Functia perturbata de zgomot alb, SNR = 4

c) Reconstructie bazata pe metoda celor mai mici patrate penalizate

d) Reconstructie prin metoda validarii incrucisate (hard)

e) Reconstructie prin metoda validarii incrucisate (soft)

f) Reconstructie prin metoda SureShrink (soft).
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Metoda SNR=4| SNR=10
Metoda celor mai mici patrate penalizate 0.9512 0.9049
Metoda validarii incrucisate (hard thresholding) 0.9200 0.8900
Metoda validarii incrucigate (soft thresholding) 0.9306 0.8955
Metoda SureShrink (soft thresholding) 0.9562 0.8855

2.4 Aplicatie

Acest paragraf include rezultate practice proprii publicate in lucrarile Sobolu R.
[104], Sobolu R. [105], Sobolu R. [110]. Vom prezenta un studiu in cadrul caruia
analizam variatia ritmului respirator, a ritmului cardiac si nivelul enzimelor care
caracterizeaza sistemele antioxidante ale organismului (SOD, catalaza si peroxidaza)
in cadrul unui lot format din 8 bovine expuse raditiei solare calorice. Studiul se
realizeaza comparativ pe lotul expus radiatiei solare calorice respectiv pe acelasi lot
mentinut la adapost, in perioada mai-octombrie, 2006.

Datele inregistrate (semnalele) au fost procesate cu ajutorul unor transformari
de tip wavelet: Transformarea wavelet rapida Haar de tipul I (The Ordered Fast
Haar Wavelet Transform - OFHWT) i Transformarea wavelet rapida Haar de tipul
IT (The In Place Fast Haar Wavelet Transform - PEHWT) [89]. Algoritmii cores-
punzatori acestor tipuri de transformari au fost implementati in Microsoft Excel cu
ajutorul macrourilor scrise in VBA.

Pentru analiza semnalului reprezentat de ritmul respirator dispunem de 32 = 2°
valori numerice. Aceste date initiale sunt incluse in sirul s(5 — 0) iar rezultatele
obtinute In urma procesarii semnalului cu ajutorul transformarii wavelet rapide Haar
de tipul 11, adica coeficientii wavelets se afigeaza in cadrul girului s(5—5) din Figura
2.6.

Figura 2.6 a) afigeaza coeficientii wavelets obtinuti in cazul mentinerii lotului
analizat sub actiunea radiatiei solare. Primul coeficient, 49.776 reprezinta valoarea
medie a ritmului respirator pe intreaga perioada considerata. Al doilea coeficient,
—5.969 arata variatia globala a ritmului respirator in perioada mai-octombrie, adica
o cregtere cu (—5.969) % (—2) = 11.938 ~ 12 batai/minut din luna mai in luna
octombrie. Urmatorii doi coeficienti, —11.021 si 10.416 exprima o crestere medie cu
aproximativ (—11.021) - (—2) = 22.0142 ~ 22 batai/minut din luna mai in luna iulie
(prima jumatate a perioadei considerate) respectiv o scadere medie cu aproximativ
10.416 - (—2) = —20.832 ~ 21 batai/minut din luna august in luna octombrie (a
doua jumatate a perioadei considerate).

In concluzie, procesarea semnalului asociat ritmului respirator cu transformarea
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wavelet rapida Haar de tipul I in lucrarea Sobolu R. [105] pune in evidenta, in cadrul

lotului expus radiatiei solare, o crestere a ritmului respirator cu 22 batai/minut

in perioada mai-iulie, respectiv o scadere a ritmului respirator cu aproximativ 21

batai/minut in perioada august-octombrie.

In mod analog se analizeaza coeficientii wavelets rezultati la procesarea semnalu-

lui reprezentat de ritmul respirator in cazul mentinerii lotului de bovine in adapost

si se constata ca nu exista

variatii semnificative ale ritmului respirator in aceasta

situatie.

n 5

={5-0)|s{5-1)(s{5-2)|s{5-3)|s{5-4)|s{5-5)
31.660] 30.995| 32.078| 32.786| 43.807| 49.776
30.330] 33.160] 33.495| 54.828| 55.745 5.969
29.660| 34.660| 53.328| 66.161| -11.021] -11.021
36.660] 32.330] 56.328| 45.329] 10.416] 10.416
35.660] 54.160] 66.413] 0.709] 0.709] 0.709
33.660] 52.495| 65.910] -1.500] -1.500] -1.500
33.330] 59.660] 45.245| 0.251| 0.251] 0.251
31.330] 52.995] 45.413| 0.084| 0.084] 10.084
58.660] 66.330] -1.083| -1.083| -1.083| -1.083
49.660] 66.495 1.165] 1.165] 1.165] 1.165
46.660] 66.660| 0.833] 0.833] 0.833] 0.833
58.330] 65.160] 3.333| 3.333| 3.333] 3.333
63.660| 43.995] 0.083] 0.083] 0.083] 0.083
55.660] 46.495 0.750] 0.750 0.750] 0.750
50.660] 46.330] 1.250] 1.250] -1.250] -1.250
55.330] 44.495] 0.918] 0.918] 0.918] 0.918
72.000] 0.665 0.665] 0.665] 0.665] 0.665
60.660] -3.500| 3500 -3.500 -3.500| -3.500
64.660] 1.000] 1.000] 1.000[ 1.000] 1.000
68.330] 1.000] 1.000] 1.000[ 1.000[ 1.000
70.660| 4.500] 4.500] 4500 4.500[ 4.500
62.660] 5835 5.835 5.835 5.835 5.835
60.660 2.000] 4.000[ 4.000[ 4.000[ 4.000
69.660| 2335 2335 2335 2.335] 2.335
45330 5.670] 5.670] 5.670] 5.670] 5.670
42.660] 1835 1.835 -1.835 -1.835 -1.835
44.330] 4.000] 4.000] 4.000[ 24.000[ 4.000
48.660] 4.500] 4.500] 4.500] 4.500] 4.500
50.330] 1.335] 1.335| 1.335| 1.335] 1.335
42330 2.165 2.165 -2.165 2.165] -2.165
10.660 _4.000] 1.000[ 4.000[ 4.000[ 4.000
48.330] 3835 3.835 3.835 3.835 3.835

a)
Figura 2.6:

n 5
s(5-0)|={5-1)|s{3-2})|=s{5-3)|s{5H-4)|s{5H-5)
28.660] 27.495] 26.995] 26.495]) 29.641] 30.662
26.330| 26.495| 25.995| 32.788| 31.683] -1.021
27.660] 25.995] 32.495] 34.536) -3.146] -3.146
25.330| 25.995| 33.080| 28.629] 2.854| 2.854
26.330] 33.495| 36078 0.500] 0.500] 0.500
25660 31.495] 32.995] 0.293] 0.293] 0.293
26.330] 30.665] 29498 1.541] 1541 1541
25.660| 35495 28.160] 0.669) 0.669] 0.669
36.330] 36.495] 0.500( 05000 0.500] 0.500
30.660| 33.660] 0.000( 0.000] 0.000] 0.000
32.660| 32.495) 1000 1.000] 1.000] 1.000
30.330] 33.495| 2415 2415 2415 2.415
31.330) 20.830] 2418 2418 2.418] 2.418
30.000] 20.165] 0.500( 0.500[ 0.500] 0.500
31.660| 28.660| 0.333( 0.333] 0.333] 0333
39.330| 27.660] 0.500( 0500 05000 0.500
42.330]  1.165]  1L165]  1.165]  1.165] 1165
J4.660) 1165 1.165[ 1165 1.165] 1.165
35.660) 0.335] 0.335] 0.335] 0.335] 0.335
31.660) 0.335] 0.335] 0.335] 0.335] 0.335
33.660| 2.835| 2.835] 2.835| 2.835| 2.835
31.330) 1165 1165 1165 1.165] 1.165
35.330] 0.665| 0.665( 0665 0.665| 0.665
31.660| -3.835| -3.835( -3.835| -3.835| 3.835
30.330) 3.835| 3.835( 3.835 3.835| 3.835
29.330] 2.000] 20000 2.000) 2.000] 2.000
30.000) 1165 1.165[ 1.165] 1.165] 1.165
28330 1.835] 1.835] 1.835] 1.835] 1.835
28660 05000 0500 0.500] 0.500] 0.500
28660 0835 0835 0.835] 0.835] 0.835
266600 0.000[ 0.000] 0.000] 0.000] 0.000
28,660 -1.000f -1000( -1.000( -1.000| -1.000
b)

a) Coeficientii wavelets obtinuti aplicand Transformarea wavelet rapida Haar de
tipul II ritmului respirator in cazul mentinerii lotului sub actiunea radiatiei solare
b) Coeficientii wavelets obtinuti aplicind Transformarea wavelet rapida Haar de
tipul II ritmului respirator in cazul mentinerii lotului in adapost

Folosind metode similare s-au efectuat studii comparative ale semmalelor
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reprezentate de ritmul cardiac si de nivelul enzimelor antioxidante din sange in cazul
expunerii lotului de bovine la radiatii solare calorice i in cazul mentinerii acestuia in
adapost. In zilele recoltarii valorilor ce caracterizeaza parametrii ce vor fi analizati:
ritmul cardiac, respiratia i nivelul enzimelor s-au inregistrat si principalii indicatori
meteorologici ce influenteaza acest studiu: temperatura aerului, umiditatea relativa,
intensitatea radiatiei solare si s-a determinat indicele temperatura-umiditate, I'TU.

Rezultatele procesarilor arata ca, in zilele calduroase de vara, cand indicele tem-
peratura-umiditate depaseste valorea superioara de prag 72 apare o crestere sem-
nificativa a principalilor indici fiziologici, in special a ritmului respirator si cardiac,
urmata de modificari la nivel sanguin si tisular, ceea ce demonstreaza ca stresul
caloric indus de radiatiile solare calorice determina transformari profunde ale starii
de sanatate la vacile de lapte. Aceste modificari se reflecta atat in scaderea productiei
de lapte cat gi in modificarea calitativa a acesteia (scaderea proteinelor si a lactozei).

Concluziile studiilor efectuate scot in evidenta modificarile semnificative ce apar
la vacile de lapte expuse actiunii directe a radiatiilor solare calorice pe timpul verii,
iar din punct de vedere practic stabilesc masurile ce trebuie luate in scopul prevenirii

efectelor nocive ale acestor radiatii in vederea asigurarii bunastarii taurinelor.

2.5 Implementarea algoritmului corespunzator
Transformarii wavelet rapide de tip
Daubechies folosind VBA in Microsoft Excel

Aceasta aplicatie descrie implementarea algoritmului corespunzator Trans-
formarii wavelet rapide de tip Daubechies in mediul VBA din cadrul Microsoft FExcel
folosind macrouri precum si prelucrarea unui semnal cu ajutorul macroului scris in
VBA. Rezultatele aferente acestei aplicatii sunt publicate in lucrarea Sobolu R. [106].

Algoritmul corespunzator transformarii wavelet a fost implementat in Microsoft
Excel folosind macrouri scrise in VBA. Cu ajutorul macroului s-a procesat un semnal
reprezentat de valorile temperaturii inregistrate in perioada februarie 2008 - martie
2008 la statia meteorologica a USAMYV Cluj-Napoca. Sirul s contine datele initiale,
iar girurile a-Step0, respectiv c-Step0, c-Stepl, c-Step?2, c-Step3,c-Steps afiseaza
rezultatele, adica coeficientii wavelets de tip Daubechies, Figura 2.7.

In cele ce urmeaza descriem semnificatia practica a coeficientilor wavelets
obtinuti. Coeficientul a — Step0 = aé"fs’) = 7.993°C reprezintd temperatura me-

die pe intreaga perioada considerata.
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Coeficientul ¢ — Step0 = 08"75) = 1.105 semnifica o crestere a temperaturii cu

1.105 - 2 = 2.210°C din februarie in martie.

Coeficientul ¢ — Stepl = c(()n_4) = 1.214 corespunde unei schimbari cu 1.214 -2 =
2.428°C, adica o crestere cu aproximativ 2.428°C' din prima decada a lunii februarie
pana in a doua decada a lunii februarie. Coeficientul 05"74) = —1.045 arata o scadere
a temperaturii cu aproximativ (—1.045) - 2 = —2.09°C' din prima decadd a lunii
martie spre a doua decada lunii martie.

Fiecare din urmatorii patru coeficienti, 0.538, —0.057, —3.546, —2.874 semnifica
variatii ale temperaturii la fiecare doua saptamani. Astfel, —0.057 arata o scadere
a temperaturii cu aproximativ (—0.057) -2 = —0.114°C' din a treia siptdmana lunii
februarie in a patra saptamana a lunii februarie.

Urmitorii  opt  coeficienti, —1.201, —1.598, —1.455, —2.400, —2.043,
0.751,1.359,3.205 exprima variatii saptamanale ale temperaturii. De exemplu,
coeficientul 0.751 semnifica o crestere a temperaturii cu 0.751 - 2 = 1.502°C pe

parcursul celei de-a doua saptamani a lunii martie.

il 4

h 0.683 1.183 0.317 0.183

S 7.730 8770 6.800 3.850 0330 3.750 8.770 10170 11.200 7.750 8.360 12.670 10.000 7.000 10.270 11.130 ..
a 9.491 7.880 5380 -1.823 1913 8.258 9.793 12.463 7.527 6.782 13.647 11.098 5.803 9.955 11.130 11.445

a-Stepd  8.922 0.306 5.949 11.288 7.730 11.234 8.587 11.848 7.533 12.276 7.626 11.474 6.176 1.130 8.041 7.770
a-Stepd 3,138 8.906 9.562 10,011 9.993 10.267 3.341 8.728

a-Step? 6,939 9831 9216 5.986

a-Stepl  9.098 6.888

a-Stepd 7.993

c-Stepd 1,688 -1.892 0.053 0.736 2.51% 2,975 0.566 1.935 -1.513 0.222 1.386 1.731 3.848 0.202 0.056 1.051
c-Stepd -1.201 -1.598 -1.455 2,400 2,043 0.751 1.359  3.205

c-Step?  0.538 0.057 3.546 -2.874

c-Stepl 1.214 -1.045

c-Stepd 1,105

Figura 2.7: Coeficientii wavelets ai transformarii de tip Daubechies
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Capitolul 3

Estimatori de tip wavelets

3.1 Rezultate preliminare

Estimatorii wavelets neliniari studiaza regresia neparametrica din punct de
vedere minimaz utilizand clase de functii neconsiderate in studiul estimatorilor
liniari: spatii Holder sau Sobolev, dar si spatii de functii neregulate sau cu variatie
marginita. Matematic, aceste clase de functii pot fi sintetizate in termeni de spatii
Besovsau spatii Triebel. Meyer [80] a dezvoltat ideea de analiza de rezolutie multipla
si aplicarea ei in studiul unor spatii de functii gi al unor operatori de tip integral.
Cercetarile lui I. Daubechies [30], Mallat [78] si monografia lui Frazier, Jawerth si
Weiss [50], [51] furnizeaza o conexiune intre bazele wavelet ortonormate si estimarea

de tipul minimaz in spatiile Besow.

3.2 Un model abstract de inlaturare a zgomotului

Conceptul denoising are drept scop optimizarea erorii medii patratice

; = n: E (f <%) —f (%))2 (3.2.1)

1=

nlE f—f

cu respectarea conditiei ca estimatorul f al functiei f este, cu probabilitate suficient
de mare, cel putin la fel de neted ca si functia f. Aceasta cerinta pastreaza un echili-
bru intre eroarea de masurare si varianta, mentinand aceste valori in jurul aceleiasi
magnitudini. Estimatorii optimali din punct de vedere al erorii medii patratice
prezinta structuri oscilatorii, afectate intens de zgomot. Metodele de reconstructie

sunt gandite astfel incat sa elimine aceste oscilatii false, cerand, in acelasi timp ca
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estimatorul reconstruit sa nu oscileze semnificativ mai mult decat functia f.

In acest scop, Donoho si Johnstone [36] au propus o procedura de tip thresholding,
(prag) pentru reconstrutia functiei f. Aceasta procedura considera aspectele:

1.[Netezimea] Estimatorul f* este cel putin la fel de neted ca si functia f, cu
o probabilitate suficient de mare, netezimea masurandu-se intr-o varietate larga de
spatii de functii.

2.[Adaptabilitatea) Estimatorul fA;; detine eroarea medie patratica de tipul mini-
max intr-o varietate mare de clase de functii unde estimatorii liniari traditionali nu
ating aceasta rata.

Teoria statistica se axeaza pe urmatorul model abstract de eliminare a zgomo-
tului

yr=6r+e-z;, 1 €1, (3.2.2)

unde z; ~ N(0, 1) reprezinta zgomotul alb, ¢ este nivelul de zgomot iar Z este o

multime de indici, |Z,| = n.

3.2.1 Tehnica Soft Thresholding si reconstructia optimala

Consideram un model, in care zgomotul are caracter deterministic, sub forma
yr=0;+6-ur, I €L, iar T este o multime de indici. (3.2.3)

In acest caz § > 0 reprezinta un nivel cunoscut de zgomot, iar (u;) este un termen
perturbat de zgomot care satisface |u;| < 1, VI € Z. Presupunem ca zgomotul este

minimal si genereaza cele mai mici oscilatii posibile. Vom evalua performanta

A 2

Es(0,0) = sup

lur|<1

O(y) — 0

(3.2.4)

2

Se urmareste ca eroarea din formula (3.2.4) sa fie cat mai mica posibil gi sa se

indeplineasca conditia de contractie uniforma
)9}’ <|0,], I eT. (3.2.5)
Se considera o formula de reconstructie bazata pe tehnica neliniara soft thresholding

m(y) = sgn(y)(lyl — 1)+ (3.2.6)
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Se alege pragul A = ¢ si se defineste estimatorul
09 = n\(yr), I €. (3.2.7)

Teorema 3.2.1 ([35, Theorem 3.1]) Estimatorul de tip soft thresholding satisface
conditia de contractie (3.2.5).

3.3 Tehnica Soft thresholding si estimarea statistica

Fie (z7) zgomotul alb, i.i.d., corespunzator modelului abstract (3.2.2). Atunci

T = P{H(ZI)HZOQ < \/210gn} — 1, n — 0. (3.3.1)

Relatia de mai sus ne motiveaza sa privim modelul (3.2.2) drept o instanta a mo-
delului deterministic (3.2.3), cu nivelul de zgomot 6, = /2logn - €.

3.3.1 Eroarea medie patratica aproape optimala

Teorema de marginire de mai jos pune in evidenta faptul ca estimarea statistica
la acelagi nivel de zgomot ¢ nu este mai eficienta decat reconstructia optimala la

nivelul de zgomot ,,.

Teorema 3.3.1 ([35, Theorem 4.2]) Fie© solid si ortosimetric. Atunci estimatorul

6 este aproape minimaz $i satisface relatia
M, <é<n>, 9) < n(2log(n) + 1)(e2 + 2.22M*(0)), 0 € O, (3.3.2)

adicd 0™ este uniform in factorul 4.441log(n) din cadrul abordarii minimazx, pentru

orice solid ortosimetric.

3.3.2 Contractia aproape minimala

Fie Y o variabila aleatoare cu distributia normald N(u,1). Consideram U,
clasa functionalelor neliniare, monotone si impare, u(y) care satisfac proprietatea
de contractie probabilistica, cu probabilitatea cel putin 1 — a.

P{lu(Y)| <|ul >1-a}, VueR.
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Functia soft thresholding 1) apartine acestei clase, valoarea de prag fiind A(«)
o1 (1 — g) , unde ®(y) este distributia normala standard. Vectorul estimat 0

(u(yr))1, u € U,, satisface conditia

P{’@}‘ <61, VIeIn} >1-(1—a)™

3.4 Transformari wavelets de interpolare

In aceasta sectiune vom descrie un anumit tip de transformari wavelets ce ca-
racterizeaza netezimea din diferite spatii de functii, iar apoi, cu ajutorul lor vom
reinterpreta transformarile wavelets empirice aplicand algoritmul piramidal de fil-

trare a unei selectii constituita din functii.

3.4.1 Metoda transformarilor empirice

Coeficientii wavelets empirici care provin exclusiv din aplicarea operatorilor de
filtrare, reprezinta, intr-adevar primii n coeficienti teoretici ai unei transformari din
spatiul functiilor continue. Aceasta interpretare ne arata, ca, in cazul coeficientilor
wavelets empirici ai unei functii suficient de netede, acestia se supun aceluiasi tip
de estimare ca si coeficientii wavelets ai transformarior ortogonale teoretice. De
asemenea, procedeul de contractie, shrinking, spre zero al coeficientilor wavelets
empirici actioneaza ca un operator de netezire intr-o mare varietate de clase de
netezime, iar un procedeu de selectie urmat de o interpolare corespunzatoare a valo-
rilor de selectie are aceeasi calitate de operator de netezire. Prin urmare, coeficientii
wavelets teoretici sunt in stransa legatura cu coeficientii wavelets empirici. Acest
fapt prezinta o importanta deosebita in studiul unor metode neliniare de netezire,
in studiul tehnicii de inlaturare a zgomotului aplicata unor tipuri diferite de date de

selectie.

3.4.2 Date de selectie, interpolare si netezire

Presupunem c& avem datele de selectie (2771 f(k/271))zez. Doar cu ajutorul aces-
tor date vom obtine coeficientii wavelets de interpolare ai functiei f la toate nivelele,
inclusiv j; — 1.

Daca functia wavelet de interpolare este o functie spline fundamentala, atunci
se genereaza o interpolare de tip spline, iar daca functia wavelet de interpolare este

o functie fundamentala Deslauriers-Dubuc, atunci se obtine o interpolare de tipul
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Deslauriers-Dubuc.

3.5 Scheme de subdiviziune

In sens larg, subdiviziunea este o metoda de prelucrare a datelor disponibile la o
scara grosiera prin generarea recursiva a acestor date, mai netezite, la rezolutii tot
mai fine. Aceasta metoda este utila in generarea curbelor si suprafetelor, dar este
si in stransa legatura cu constructia functiilor wavelets prin intermediul analizei de

rezolutie multipla.

3.5.1 Transformari neliniare bazate pe scheme de diviziune

Schemele uniforme de subdiviziune sunt definite drept operatori ce actioneaza
pe axa numerelor intregi, multidimensionala. In anumite conditii, o schema uni-
forma de subdiviziune, defineste o functie rafinabila, care poate fi exprimata ca
o suma de dilatari si translatii ale ei insasi. O asemenea schema consta in apli-
carea repetata a unui operator de rafinare unei multimi date de puncte de control,

= {Py, P, P;...}. Fie S acest operator. Punctele de control determina forma
curbei limita. Fiecare punct de control al curbei este calculat considerand o suma
ponderata a unui anumit numar de puncte de control, in conformitate cu anumite
reguli de diviziune. Multimea ponderilor constituie masca schemei de subdiviziune.

Punctele de control la nivelul &k se calculeaza cu ajutorul regulii de subdiviziune,

PF=(SP*1); = (S*P%); =Y ol PF' i€z, k=1,2,3,.
JEL
Multimea coeficientilor a¥) = {agk)] i € Z} se numeste masca schemei de diviziune
la nivelul k. Presupunem ca masca schemei este intotdeauna de suport finit, deci
multimea {i € Z : agk) # 0}, este finita pentru fiecare k = 1,2,.... Punctele de
control situate la anumite nivele de rafinare converg spre curba limita. Daca regula

de rafinare este aceeasi pentru toate nivelele, atunci schema este stationara.

3.5.2 O schema noua in studiu

Vom construi o noua schema de subdiviziune prezentata in lucrarea Sobolu R.

[109]. Schema s-a obtinut prin combinarea schemei ternare interpolatoare descrisa

2
in [63], cazul b = g cu schema lui Chaikin [68], [69].
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Scopul nostru este de a defini operatorul S : [(Z) — [(Z) care genereaza multimea
tuturor polinoamelor quadratice, m(RR).

Conform rezultatelor stabilite de Levin in [74], este suficient sa aratam ca pentru
operatorul @ : m(R) — I(Z), avem SQ = Qo, si apoi sa determinam operatorul S
corespunzator.

Consideram @ : m(R) — I[(Z), V¥ f € m(R), Vi € Z, astfel,

or) f@@), i <0, )
i) = 1 1., /. 1\ . 5.1
f(l—é)—gf (2—5),Z>0,

si apoi rezolvam ecuatia SQ) = Qo.
Pentru P € [(Z) dat, definim operatorul de subdiviziune conform schemei lui

Chaikin, adica
_ Pi+3P

(SP)Zi = ? g (SP)QiJrl =

3P+ P4

1 , pentrui =2,3,4,..., (3.5.2)

si conform schemei ternare interpolatoare descrisa prin relatia

(Sp)itt = Z asp—jpy, pentrui = 0,—2, -3, —4,.. ., (3.5.3)
K

unde a = (a;) este masca schemei iar P* = (p}) este multimea punctelor punctelor
de control dupa pasul ¢ al subdiviziunii.

Avem SQf(i) = Qo f(i), Yf € m(R), i € Z~{—1, 1}. Este necesar sa definim
SP(—1), SP(1), pentru un P arbitrar, astfel incat S sa satisfaca relatia SQ = Qo

pentru f € m(R). Deci vom cauta operatorul S care sa satisfaca conditiile

SP(—1) = agP(—2) + a; P(—1) + ay P(0),

SP(1) =byP(—1) 4+ b, P(0) + by P(1). (3.5.4)

Parametrii ag, ay,ay se calculeaza conform relatiei SQf(—1) = Qof(—1),V f €
m(R). Fie f(z) = 2%, k € {0,1,2}. Rezulta sistemul

SQlZQl — aqo+ta+ay=1,

1
SQx = éQx — —2a0—a; =

)

1
SQz? = ZQ:)&Z =  dag+a; =

=~ =N =
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Similar, din conditia SQf(1) = Qo f(1) pentru orice f € m(R), obtinem

SQlZQl - b0+b1+b2:1,
1 1 1
SQx = §Qx =  —by+ 552 L

1
SQz? = ZQxQ =  by+by=0.

Sistemele de ecuatii descrise anterior au solutia unica,

3515\ ., 11
a=|{=,—>,— i b=(-—=,1,-].
8 178 ) ¢ 6" 6

Regulile stabilite in relatiile (3.5.1) si (3.5.4) definesc noua shema S.
Operatorul de subdiviziune de subdiviziune () definit anterior poate fi extins la
un operator local si marginit definit pe C'(R) cu valori in [(Z*) astfel

Q:CR)—1(Z), VY feCR), VieZ,

Qi) = o=l - (3.5.5)
= f(z.)_f(Hl;—f(l)’DO 5.

Exemple numerice

Vom testa aceasta noua schema prin intermediul functiilor fi, fo : R — R,
fi(z) = cosz, fa(r) = 5%, masurand eroarea [0~ "S*Q0" f(x) — f(2)][co-

Erorile maximale obtinute sunt evidentiate in continuare

‘ eroarea maximala pentru f; ‘ eroarea maximala pentru f, ‘

E
0 0.47 0.05
1 0.38 0.19996 - 10~7
2 0.09 0.799679 - 108
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