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Obiectivul acestei teze este acela de a descrie contributiile autorului in teoria punctelor
fixe pentru operatori definiti pe spatii metrice si are ca baza rezultatele obtinute si pub-
licate de autor dupa obtinerea titlului de doctor in 2006. Teza este organizata in cinci
capitole.

Capitolul 1 contine patru sectiuni si are doua obiective: primul este acela de a descrie
notiuni si rezultate din teoria operatorilor Picard si slab Picard iar al doilea este de a
descrie notiunile si conceptele noi introduse de autor. Astfel prima sectiune este dedicata
prezentarii notiunilor gi rezultatelor legate de operatorii Picard si slab Picard. A doua
sectiune scoate in evidenta notiunea de spatiu D*— quasi metric, sir convergent respectiv

sir Cauchy intr-o astfel de structura.

Definitia 1. Fie X o multime nevida st D* : X x X x X — R,. Spunem ca D* este o

quasimetrica pe X daca pentru orice x,y, z,t € X urmatoarele conditii sunt verificate:
(D7) D*(z,y,z) =0 daca st numai daca x =y = z;

(D3) D*(z,y,2) = D*(p{x,y, z}), unde p este o functie de permutare;

(D3) D*(x,y,2) < a[D*(z,y,t) + D*(t, 2, 2)],

unde a > 1 este un numar real dat. Perechea (X, D*) se numeste spativ D*—quasimetric.

Definitia 2. (a) Un sir de puncte (x,)nen C X converge la x € X dacd i numai daca

pentru orice € > 0 exista N € N astfel incit D*(x,, xp,x) < &, ¥Yn > N;

(b) Un gir de puncte (x,)nen C X se numeste sir Cauchy dacd pentru orice € > 0 existd
N € N astfel incit D*(xy,, Tn, Ty) < €, pentru orice n,m > N. Spatiul (X, D*) se

numeste complet daca orice sir Cauchy este convergent.

Sectiunea 2 se continua cu introducerea notiunilor de spatiu metric, spatiu metric

dislocat, sir convergent, sir Cauchy respectiv A—Cauchy peste un modul topologic.

Definitia 3. Fie X o mulfime nevida, (E,+,-,7g) un modul topologic peste un inel R,
<p relatia de ordine partiala definita de un con P C E sid: X x X — E. Spunem ca d

este o metrica vectoriala daca urmdatoarele conditii sunt verificate:
(dy) Op <p d(z,y) pentru orice x,y € X, si d(x,y) = 0 daca si numai dacd x = y;
(dy) d(z,y) = d(y, ) pentru orice x,y € X;
(d3) d(z,y) <p d(z,z)+d(z,y) pentru orice z,y,z € X.
(X,d) se numeste spatiu metric vectorial peste modulul topologic E.
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Definitia 4. Fie X o mulfime nevida, (E,+,-,7g) un modul topologic peste un inel R,
<p relatia de ordine partiala definita de un con P C E sid: X x X — E. Spunem ca d

este o metrica vectoriala dislocata daca urmatoarele conditii sunt verificate:
(dy) O <p d(z,y) pentru orice z,y € X;
(dy) d(z,y) € Fr(P) implica x = y;
(d3) d(x,y) = d(y,x) pentru orice x,y € X;
(dy) d(z,y) <p d(z,z)+d(z,y) pentru orice z,y,z € X.
Perechea (X, d) se numeste spatiu metric vectorial dislocat peste modulul topologic E.

Definitia 5. (1) Sirul {x;}ren C X, se numeste convergent daca exista x € X astfel
incat pentru orice Op <p c exista k(c) € N cu proprietatea ca k > k(c) implica

d(zy, ) <p ¢;

(2) Sirul {z}ren C X se numeste sir A—Cauchy daca exista A C P+ Fr(P) astfel
incat pentru orice ¢ € A+int(P) exista k(c) € N cu proprietatea ca d(zg,x;) <p c,
oricare ar fi k,l > k(c);

(3) Sirul {zx}ren C X se numeste sir Cauchy daca pentru orice ¢ € int(P) existd
k(c) € N astfel incat d(xg, x;) <p ¢ pentru orice k,l > n(c).

Sectiunea 3 a capitolului unu pune in evidenta definitia si proprietatile functiei de

comparatie vectoriala definita pe un con P al unui spatiu vectorial topologic E .

Definitia 6. Aplicatia ¢ : P — P se numeste functie de comparatie vectoriald daca

urmatoarele conditic sunt tndeplinite:
(1) k1 <p kg implica (k1) <p o(ks);
(ca) @(r-e) <pr-e pentru orice r > 0;
(c3) Vto > 0 si Ve > 0, exista 6 > 0 astfel incdt
p(t-e)—p(tg-e) <pe-e, ViteE (tyg,to+9).
Capitolul 2 descrie contributii ale autorului cu privire la teoria punctelor fixe pe spatiile
metrice generalizate. Astfel prima sectiune evidentiaza rezultate de punct fix pe spatii

metrice scalare in care functia distanta este alterata de o aplicatie v : Ry — R, care

satisface:



e 1) este continua;
e 1) este monoton crescatoare;
e ¢(t) =0 daca si numai daca ¢t = 0.
Rezultatul principal al acestei sectiuni este:
Teorema 1. Fie ¢ : R, — R, astfel incat:
(1) ¢(0) = 0;
(2) ¢ este semicontinud superior la dreapta;
(3) @(t) <t pentru orice t > 0.
Daca (X, d) este un spatiu metric complet st T : X — X un operator astfel incat:
W(d(T(x), T(y))) < e@(d(z,y))), Yo,y € X,

atunca:

(i) T verifica
d(T(x), T(y)) < ¢(d(z,y)), Yo,y € X,

unde ¢ : Ry — R, este definita prin
¢(t) = sup{s € Ry [ ¥(s) < (¥(t))}:

(ii) T este un operator Picard.

Sectiune 2 este dedicata prezentarii rezultatelor de existenta si unicitate a punctelor
fixe comune respectiv de coincidenta pentru doi operatori S, T : X — X definiti pe un

spatiu D*— quasimetric care satisfac una din urmatoarele conditii metrice:
e exista a, 5,7,0 >0, ala+ S+ v+ ) < 1 astfel incat
D*(Tx, Ty, Tz) < aD*(Sx,Sy,Sz) + 8D*(Sz, Tz, Tx)+
+vyD*(Sy, Ty, Ty) + dD*(Sz,Tz,Tz),
pentru orice x,y,z € X;
o existd a, 8,7 > 0, a*(2a + 28 + 27) < 1, astfel incat
D*(Tx, Ty, Tz) < a[D*(Sx, Ty, Ty) + D*(Sy, Tx, Tx)|+
+B[D*(Sy, Tz, Tz)+ D*(Sz, Ty, Ty)| + y[D*(Sz,Tz,Tz) + D*(Sz, Tz, Tx)],

pentru orice x,y,z € X;



Sectiunea 3 are scopul de a prezenta o extensie a principiului lui Banach de punct
fix(Teorema 2.3.2.1) pe spatii metrice vectoriale peste un modul topologic. In ultima
sectiune a capitolului 2 se prezinta o aplicatie a principiului lui Banach pe spatii metrice
vectoriale la o ecuatie de tip Voltera.

Capitolul 3 prezinta contributia autorului cu privire la teoria punctelor fixe pentru
operatori care satisfac conditii metrice generalizate. Astfel prima sectiune este consacrata
operatorilor 7" definiti pe un spatiu metric vectorial peste un spatiu liniar topologic Y
care verifca o conditie metrica de tipul d(Tz,Ty) < ¢(d(z,y)) unde ¢ este o functie de
comparatie vectoriala. In aceastd sectiune se arata ca pornind de la functia de scalarizare
&Y =R &(y) =inf{r e R| r-e—y € P} se poate construi o functie scalara de
comparatie b : Ry — Ry, () = &(p(t-e)) si o metrica scalara p = €. od care transforma
conditia metrica vectoriala intr-una scalara de forma p(Tx,Ty) < ¥ (p(x,y)). Sectiunea
se incheie cu o aplicatie la studiul sistemelor iterative de functii. Sectiunea 2 a acestui
capitol are ca scop studiul operatorilor T' care satisfac conditii scalare respectiv vectoriale
de tipul ¢(d(Tz, Ty)) < p(d(z,y)). Mai exact in prima parte a sectiunii se defineste clasa
G a perechilor de functii G, H : (0,00) — R care satisfac conditiile:

e multimea punctelor de continuitate a lui G este densa (0, co);
e pentru orice r >t > 0, avem G(r) > H(t);

. lim\jtnf (G(s) — H(s)) > 0 pentru orice t > 0.

Definitia 7. Spunem ca F : (0,00) — R satisface proprietatea (P) daca pentru orice gir

descrescator de numere pozitive (ty) pentru care F(ty) — —00, avem klim t, = 0.
—00

Primul rezultat principal al acestei sectiuni este:

Teorema 2. Fie (X,d) un spatiu metric complet, (G, H) € G astfel incat una dintre ele

sa satisfaca proprietatea (P) si operatorul T : X — X wverifica urmdatoarea conditie:
G(d(Tz,Ty)) < H(d(z,y)), Yo,y € X, Tx # Ty.
Atunci T este un operator Picard.

Sectiunea 2 se continua prin considerarea conditiilor contractive de tipul ¢ (d(T'z, T'y)) <
o(d(z,y)) pentru cazul spatiilor metrice vectoriale cu metrica dislocata. Pentru a putea
obtine un rezultat de existenta si unicitate pentru punctul fix al operatorului 7' care satis-
face conditia metrica mai sus mentionata sunt necesare sa fie impuse urmatoarele ipoteze

asupra conului P din modulul topologic E:



(H1). P= | K;, unde

i€T
(a) VieZ, K; C P este o submultime secvential compacta
alui E;

(b) pentru orice gir marginit {x,},en C P exista ig € Z i
N(ip) € N astfel incat x,, € K;,, Yn > N(i).
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(H2). exista B; C E, j € J, astfel incat pentru orice J; C J familia

(Bj)jes, este sumabila in F si

(a) 2. B; C Fr(P);

Jj€J1
NS JjeS1 JjeS1 JjeS1

Analog cu cazul scalar vom defini clasa G ca fiind multimea perechilor G, H : int(P) — E

care verifica urmatoarele conditii:

e (G §i H sunt secvential continue pe int(P);

daca {d,}nen C P este astfel incat d, 1 < d,, Vn € N gi pentru orice ¢ € int(P)

dN(c) e NVn > N(c) avem G(d,) + ¢ <p O, atuncid, = 20 € |J (> Bj);

J1CJ jeJ1

Vr,t € P, r #t, satisfacand G(r) <p H(t), avem r <p t;
Vr,t € P,r <pt,avem H(r) <p H(t);

daca {d, }nen C P este un sir cu proprietatea ca d,y; < d, pentru orice n € N si
n

¢ € int(P) atunci AN (c) € N astfel incat G(do)+ > (H(dg_1) —G(dr_1))+¢ <p Op,
k=1

Vn > N(c).

Al doilea rezultat principal al acestei sectiuni este:

Teorema 3. Fie (R, ®,®, g, =) un inel topologic partial ordonat , (E,+, -, Tr) un modul

topologic Hausdorff, P C E un con solid, (X,d) un spatiu metric vectorial cu metrica

dislocata A— complet si T : X — X astfel incat:

(i) ipotezele (Hy) si (Hs) sunt indeplinite;

(it) D ={d(T(z),T(y)) | x,y € X} este marginita;

(iii) O € Fr(P);



() exista (G, H) € G astfel incdt

Gd(Tz,Ty)) <p H(d(z,y))), V)z,y € X,d(Tz,Ty) € int(P).

Atunci T este un operator Picard.

In ultima sectiune a acestui capitol se prezinta contributia autorului la studiul ecuatiei

integrale

x(t) = /K1 (t,s,2(s))ds) - (g2t /K2 (t,s,2z(s))ds), t € [a,b],

in contextul laticelor Banach.

Capitolul 4 este dedicat studiului unor ecuatii integrale i operatoriale si are la baza
rezultatele publicate de autor gi mentionate in referintele bibliografice ale tezei. Struc-
tura acestui capitol este urmatoarea: Sectiunile 1 gi 2 prezinta o generalizare a unui
model epidemic(imprastiere unei boli infectioase care nu induce o imunitate permanenta)
si analizeaza, din punct de vedere al existentei si unicitatii si al dependentei de date,

solutia urmatoarelor ecuatii:

x(t) = /Kl (t,s,2(s))ds] - [g2(t /K2 (t,s,x(s))ds], t € |a,b],

m

w(t) = [ [ Ai(z)(t).t € [a,b].

i=1
Scopul Sectiunii 3 este de a studia in contextul structurilor gauge existenta si unicitatea

solutiei pentru urmatoarea ecuatie integrala:
x(t) = g(t, x(t)) + h(t, z(t /K (t,s,2(s))ds, t >0

Capitolul 5 descrie proiectele autorului din viitorul apropiat legate de dezvoltarea
carierei academice si are doua directii principale: proiecte de cercetare stiintifica respectiv
proiecte de dezvoltare didactica. Sectiunea 1 a acestui capitol pune in evidenta cateva

proiecte de cercetare stiintifica dupa cum urmeaza:
e Generalizarea conditiei metrice ¥(d(T(z),T(y))) < w(d(z,y))

(A) Se considera clasa Gy a perechilor de functii G, H : (0,00) — R care satisfac

conditiile:



(a) pentru orice r >t > 0, avem G(r) > H(t);
(b) lim\itnf (G(s) — H(s)) > 0 pentru orice ¢ > 0.
Definitia 8. Fie (X, d) un spatiu metric si T : X — X un operator. Spunem
caT este o (F,G)-contractie perturbata daca ezista (F,G) € Gy si g : (0,00) —
(0,00) o functie strict crescatoare, astfel incat:

F(g(6(T(B)))) < G(g(6(B))), for all B € Py(X),5(T(B)) # 0,
unde ¢ : P(X) — Ry U{oo} este definit prin

d(A) :=sup{d(a,b) | a,b € A}

0
Py(X):={Y C X | Y este marginita}.

Un prim rezultat propus este
Teorema 4. Fie (X, d) un spatiu metric complet, (F,G) € Gy i T : X — X
un operator astfel incat:
(i) exista xo € X astfel incat sirul {T"(xo) }nen este marginit;
(i1) F wverifica proprietatea (P) si G este monoton crescatoare;
(111) T este o (F,G)-contractie perturbata.
Atunci T este un operator Picard.

(B) Se considera un operator f :Y C X — X pe un spatiu Kasahara pentru care
se propune un principiu de punct fix.
Teorema 5. Fie (X, £>, d) un spativ Kasahara, Y C X o submultime inchisa
a lui (X, E)) si f:Y — X un operator. Presupunem ca:
(a1) existd un sir mdrginit (y,)nen € Y astfel incdt f'(y,) este definit pentru
orice i = 1,n, n € N*;
(ag) f este un operator continuu in (X, E)),
(a3) exista G, H : (0,00) — R astfel incat:
(i) G(O(f(B))) < H(6(B)), pentru orice B € By(Y), 6(f(B)) #0;
(i1) Yr >t >0 avem G(r) > H(t);
(iii) existd g : Ry — Ry bijectivd, g~*
astfel incat 12% g(t)G(t) =0 si

este crescatoare pe R, 11&1} g(t)y=0




VM € (0,00) si{t;}jen un gir descrescator de numere pozitive conver-

gent la zero;

(iv) G are proprietatea (P) si H este monoton crescatoare;

(v) hjrgiogf((}’(tj) — H(sj+1 +1t;)) > 0 pentru orice siruri {t;}jen, {sj}jen
de numere pozitive, s; — 0 sit; =1t >0, j — 00 .

Atunci
by) exista x* € X astfel incatt f™(yy) 52", n— oo;
by) Fy={z"};
b3) f"(yn) % 2%, asn — oo

)

(
(
(
(ba

daca aplicatia ¢ : Ry — R, definita prin
p(t) =sup{s > 0| G(s) < H(t)}

este subaditiva, G este inferior semicontinud la stanga §i {z, tnen C Y este

A y . d
astfel incat d(z,11, f(2n)) converge catre zero, n — oo atunci z, — x*,
n — oo.

e Studiul unei ecuatii operatoriale in raport cu o metrica si o relatie de ordine

Se considera ecuatia operatoriala

m

2(t) = [ Ai(x)(t).t € [a, 1]

i=1

unde A4; : C([a,b],R;) — C([a,b],R;). Consideram
X :=C(la,b],Ry) :=={x: [a,b] — R, | x este continua},

inzestrat cu norma lui Cebisev ||z, = m[a)bc] |z(t)] si relatia de ordine
te|a,

xRy <= z(t) <y(t), (V)t € la,b.

Definim A : X™ — X prin
Ay, ap) = HA’L('TZ)

unde A; : X — X, i = 1, m. Remarcam faptul ca solutia ecuatiei operatoriale mai

sus mentionata este un punct fix al operatorului
A: X > X,
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A(z) = Az, -, ).

Proiectul de cercetare isi propune sa stabileasca un rezultat de existenta si unicitate
a punctului fix pentru operatorul A in Y := B(0,R) cu R < 1. Un prim rezultat

propus este
Teorema 6. Presupunem ca:

(i) exista ¢; : Ry — Ry crescator astfel incat:

(@) [Ai(z)(t) — Ai(w)(D)] < willz(t) —y(D)]), VE € [a,0], v,y € YV cux =2y,

1=1,m;
(B) ¢ :=>_ @ este o functie de comparatie tare;
i=1
(i1) Y este o multime invariantd pentru A;, i = 1, m;

(iii)) Y; # 0 si A:Y — Y este orbital continuu;.

(iv) A; este un operator monoton, pentru orice i = 1, m.
Atunci

(a) A, are in'Y un punct fix unic x*;
(b) daca x €Y este astfel incat v < A(zx,--- ,x) atunci x < x*;

(c) daca x € Y este astfel incat A(z,--- ,z) <z atunci x* < x;

e Un studiu asupra unor ecuatii integrale utilizand conceptele introduse

Scopul acestui proiect de cercetare este acela de a considera urmatoarele ecuatii:

x(t) = [g1(t) + /Kl(t,s,x(s))ds] lga(t) + /KQ(t,s,x(s))ds}, t € la,bl,

2(t) = [T A@)(t).t € [a,B] As = C([a,B]. Ry) — C([a, B Ry)

i=1

x(t) = g(t, x(t)) + h(t,z(t)) - /K(t, s,x(s))ds, t >0

si de a furniza rezultate de existenta si unicitatea a punctului fix pentru operatorul

asociat T': X — X care verifica una din urmatoarele conditii :

— conditie metrica de tipul ¥(d(T(z),T(y))) < ¢(d(z,y)), Vz,y € X;
— conditie metrica de tipul ¥(d(T(z),T(y)),d(z,y)) <0, Vz,y € X,
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— Xeste organizat ca un spatiu D* quasimetric ori ca un spatiu metric vectorial

peste un modul topologic.

Sectiunile 2 si 3 ale acestui capitol sunt dedicate aspectelor legate de intentiile autorului
cu privire la activitatea de publicare sau reeditare a unor carti respectiv cursuri avute in

vedere 1n viitorul apropiat. Teza se incheie cu referintele bibliografice utilizate.
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