Rezumatul tezei de abilitare:
Aplicatit ale disciminantulut de Distanta Fuclidiana

Aceasta teza de abilitare se incadreaza in domeniul ”Geometrie algebricd metrica”. Acest termen
este un neologism care uneste denumirile de geometrie metrica si geometrie algebrica. Aceasta notiune
a aparut prima data in titlul disertatiei lui M. Weinstein. Bazandu-se pe teorii clasice, acest domeniu se
imbarca spre o noua paradigma care combina concepte din geometria algebrica si geometrie diferentiala,
cu scopul de a dezvolta instrumente practice pentru secolul XXI. Un pas important in disertatia lui
Weinstein este un articol scris impreund cu autorul acestei teze (si anume [12]). Acest articol se afla
la baza Capitolului 2, iar Capitolul 3 este o continuare si o concluzie a acestuia.

Teza cuprinde sase capitole, primul este un capitol introductiv care prezintd domeniul general de
cercetare a acestel lucrari prin reamintirea notiunilor de baza a Gradului de Distantd Euclidiand (pe
baza articolului fundamental al autorului [4]), acesta fiind necesar pentru ca aceasta teza sa fie o lectura
de sine statatoare. Ultimul capitol contine cateva potentiale directii si perspective de dezvoltare in
domeniul de cercetare prezentat. Iar capitole ramase sunt fiecare structurate in jurul uneia dintre
articolele [8 7,11l [12], toate scrise de autor dupa terminarea studiilor doctorale.

Aceasta lucrare se incadreaza mai exact la tema diferitelor aplicatii ale Discriminantului de Distanta
Euclidiana (DE), de aici provine titlul, si are doud parti. Prima parte constd din Capitolul 2 si 3
care analizeaza legatura discriminantului DE cu notiuni topologice, cum ar fi varietatile offset, reach-ul,
axa mediala, hipersuprafetele bisectoarelor, centrele si razele de curbura a varietatii subiacente.

Partea a doua este formata din Capitolul 4 si 5, unde este introdusa o problema inversa a problemei
Gradului de Distanta Euclidiana din punctul de vedere a locusului de date speciale, si anume multimi de
parametri speciali, astfel incat o problema data de optimizare parametrica va avea unele solutii critice
intr-o varietate predeterminatd. De exemplu, cineva poate fi interesat daca solutia va fi singulari, va
avea simetrii, va avea coordonatele insumate la unu etc. Notiunea de locus de date a fost dezvoltata
de echipa de cercetare coordonata de autor in cei sase ani dintre 2017 — 2023. Cercetarea respectiva
s-a concretizat in articolele [7] al autorului, [I0] al autorului si lui Rodriguez, articolul [I1] al autorului
si lui Rodriguez care st la baza Capitolului 4 si articolul [9] al autorului si lui Turatti care sta la baza
Capitolului 5. Deoarece acest ultim articol raspunde la o intrebare deschisa importanta in domeniul
descompunerilor de rang scazut a tensorilor, este punctul primordial al unui proiect de cercetare de
peste sase ani. De asemenea, remarcdm ci locusul de date speciale (de exemplu, locusul de date
singulare si izotropi) sunt subvarietéiti ale discriminantului DE si de aici vine conexiunea cu subiectul
din titlul tezei.

Urmeaza un scurt rezumat al fiecarui capitol.

Capitolul 2: Discriminantul DE si offset, cu aplicatii in omologie persistenta

Cercetarea experimentala se bazeaza pe colectarea si analiza datelor. Este foarte important sa intelegem
modelul matematic de fundal care defineste un anumit fenomen. Una dintre posibilitati este ca datele
sd fie directionate de un model geometric, sa zicem o varietate algebrica. In acest caz, am dori sa
yinvatam obiectul geometric” din date. De exemplu, am dori sa intelegem caracteristicile topologice
ale modelului de baza. O modalitate obisnuita de a face acest lucru este prin omologie persistentd,
care studiazd omologia multimii de puncte la o distantd datd (dintr-un interval) fatd de multimea de



date originala si considera caracteristicile a fi de interes daca aceste caracterestici persista pentru un
interval larg a parametrului distantei.

Acest capitol se bazeaza pe articolul E. Horobet, M. Weinstein, Offset Hypersurfaces and Persistent
Homology of Algebraic Varieties, Computer Aided Geometric Design, Vol. 74 (2019), Pag. 101767.
Studiul de fata se afla la intersectia dintre geometrie computationald, design geometric, topologie
si geometrie algebrica, si leaga toate aceste subiecte Impreuna. In acest capitol studiem omologia
persistentd a filtrarii offset a unei varietati algebrice, pe care o definim ca fiind omologia offset-urilor
sale.

Ardtdm cd indicatorii (codurile de bare) omologiei persistente a filtrarii offset a unei varietati
definite peste numerele rationale sunt algebrici si astfel pot fi calculati exact (prima teoremé principald
a acestui capitol). Mai mult, conectdm omologia persistentd si optimizarea algebrica (prin Gradul de
Distantd Euclidiand) prin teoria offset-urilor, aducéand perspective de la fiecare domeniu la altul. Si
anume, exprimam gradul corespunzator variabilei distanta a hipersuprafetei offset in termeni de Gradul
de Distanta Euclidiana a varietatii originale (a doua teoremd principala a acestui capitol), obtinand o
noua modalitate de a calcula aceste grade. O consecinta a acestui rezultat este o limitare a gradului
Discriminantului DE si a gradului inchiderii algebrice a axei mediale. Descriem locul de non-properness
a constructiei offset (Subsectiunea 2.1) si folosim acesta pentru a descrie multimea de puncte (a treia
teorema principald a acestui capitol) din spatiul ambiental care sunt interesante din punct de vedere
topologic si relevante pentru calculul omologiei persistente. In cele din urma, aratam ca reach-ul unei
varietati, o cantitate utilizatd pentru a asigura corectitudinea calculelor de omologie persistenta, este
algebrica (a patra teorema principald a acestui capitol).

Capitolul 3: Discriminantul DE si gradul de curbura criticd a unei varietati algebrice

Am vazut In capitolul anterior ca esantionarea unui obiect este o problema importanta atunci cand
se Incearca recuperarea informatiilor despre structura acestuia. Folosind informatii geometrice, cum
ar fi bottlenecks (blocaje) si reach-ul din articolul [3], autorii oferd praguri asupra densititii probei
necesare pentru a garanta ca omologia varietatii sa poate sa fie recuperata folosind numai de proba
data. Daca proba este mai find decat acest prag, atunci omologia poate fi recuperata.

Daca datele noastre esantion provin de la un model geometric, sa spunem o varietate algebrica X,
atunci reach-ul poate fi calculat ca minimul a doua cantitati, mai precis, una dintre acestea fiind raza
celui mai ingust bottleneck (blocaj) a lui X, iar cealalta este raza minima de curburd sfericd a lui X.
Vom numi curbura sferica pur si simplu curbura.

In acest capitol ne ocupam de complexitatea implicata in calculul reach-ului si in special calculul
punctelor de curbura local minime, maxime etc. O analiza a gradului de bottlenecks (blocaje) a unei
varietati a fost facutd in [2, B], dar intelegerea punctelor de curburd criticd in dimensiune arbitrara
a fost o probelma deschisa pana acum. In acest capitol vom analiza multimea tuturor punctelor de
pe Discriminatorul DE a unei varietat reale X care corespund centrelor de curbura in punctele cu
curburd criticd (local minim, maxim, tip sa etc.). Construim o varietate care contine aceste puncte
si gradul acestei varietati 11 vom numi gradul de Curburd Criticd a lui X. Mai mult, In acest capitol
oferim un algoritm pentru a construi varietatea punctelor de curbura critica si analizam legatura lor cu
locusul singular al discriminantului DE. Acest capitol se bazeaza pe articolul E. Horobet, The critical
curvature degree of an algebraic variety, Journal of Symbolic Computation, Volume 121, March—April
2024, 102259.



Capitolul 4: Discriminantul de date: o metoda de a descrie subvarietati a Disciminantului
DE

In multe tipuri de probleme de optimizare (optimizarea distantei, optimizarea ratei de comunicare
etc.) este interesant s ne punem intrebarea dacd solutia indeplineste anumite conditii (polinomiale)
semnificative. De exemplu, cineva poate fi interesat daca solutia va fi singulard, va avea simetrii,
va avea coordonatele Insumate la unu etc. La fel de interesant este sa punem aceeasi Intrebare nu
numai despre minimizatorul problemei de optimizare, ci si despre toate minimele si maximele locale.
Adica vrem sa impunem anumite conditii pentru toate punctele critice ale problemei. Cu alte cuvinte,
avem in vedere o generalizare a problemei inverse de determinarea multii parametrilor problemei de
optimizare astfel incat pentru parametrii respectivi s avem un anumit tip de punct critic a functiei
obiectiv. In acest capitol oferim exemple, metode si algoritmi pentru a testa astfel de proprietati a
unor probleme de optimizare parametrica.

Exemplul nostru motivant pentru a face generalizarea este functia de distanta scalata. O functie
de distanta scalatd pe R™ este prescrisa de un parametru de date u € R™ si un vector de scalare fix
w € R™ ca

n
2
dy R" >R, z— E wi(u; — x;)°.
i=1
Pentru acest caz special, principala noastra problema este sa rezolvam

min d¥ (z)

(1)

avand constrangerea z € Xg,

unde Xp este o varietate in R™. Dorim sa furnizam multimea de parametri v € R™ pentru care cel
putin unul dintre punctele critice a Problemei [1| satisface niste conditiile (polinomiale) prescrise.

Principalul rezultat al acestui capitol oferd o descriere a acestui loc special de parametri, pre-
cum si un algoritm pentru calcularea acestuia si aplicam constatarile noastre la optimizarea clasica a
distantei referitoare la aproximari de rang scazut si de rang scazut structurat ale matricelor si ten-
sorilor, acoperim optimizarea distantei scalate, facem conexiuni la Gradul Maximum-Likelihood, din
statistica algebrica si in cele din urma aratam ca optimizarea ratei de comunicare se potriveste, de
asemenea, cu setarea problemei noastre. Acest capitol se bazeaza pe articolul E. Horobet, J. I. Ro-
driguez, Data loci in algebraic optimization, Journal of Pure and Applied Algebra, Vol. 226 (2022),
Nr. 12, Pag. 107144.

Capitolul 5: In ce caz scdderea unui tensor de rang-unu critic scade si rangul tensorului
original?

Aproximarea de rang scizut a matricelor este utilizatd pentru modelarea matematica si compresia
datelor, mai precis in analiza componentelor principale, analiza factoriala, regresia ortogonald etc.
Pentru a obtine toate aproximarile critice de rang-unu a unei matrice, se pot gasi toate punctele
critice ale functiei de distanta de la respectiva matrice la varietatea matricelor de rang-unu. Prin
teorema Eckhart-Young, acest lucru se realizeaza prin calculul descompunerii la valori singulare, iar
numarul acestor aproximari critice de rang-unu este intotdeauna minimul dimensiunilor matricei. In
plus, prin scaderea oricarei astfel de aproximari critice de rang-unu din matricea respectiva, obtinem
o scadere a rangului matricei care se rezulta, obtinand astfel un algoritm adecvat pentru a construi
orice aproximare de rang scazut a matricei.

Aproximarile de rang scazut a tensorilor au si mai mult potential de aplicare, dar sunt mult mai
dificile atat din punct de vedere matematic, cat si din punct de vedere computational (rangul tensorului
si multe probleme asociate sunt NP-grele). In ciuda acestui fapt, exista multi algoritmi pentru gasirea
aproximarilor de rang-unu pentru tensori. O modalitate de a face acest lucru, in mod similar cu



cazul matricelor, este gasirea tuturor punctelor critice ale functiei de distanta de la respectivul tensor
la varietatea tensorilor de rang-unu (din fericire, aceasta este o multime inchisa algebric). Numé&rul
genric a acestor aproximari critice a fost calculata in [6] si aratd cd gradul de complexitate al acestei
probleme pentru tensori este substantial mai ridicat decat pentru matrici.

Pentru aproximari de rang superior, totusi, avem faptul ca tensorii de rang mai mic sau egal cu un
numar fix nu formeaza o submultime inchisa, astfel incat cea mai buna aproximare de rang scazut a
unui tensor nu exista (vezi [I]). Din aceasta rezulta ca scaderea unei aproximatii de rang-unu dintr-un
tensor ar putea chiar si cresca rangul acestuia (vezi [13]).

In acest capitol, pentru a depasi acest obstacol pentru aproximarile de rang superior, ne indreptam
atentia catre definitia rangului marginit a tensorilor si ne punem intrebarea: care este inchiderea
algebrica a multimii acelor tensori pentru care scazand o aproximare de rang-unu are ca rezultat
scaderea rangului (marginit)?

Abordam aceasta problema construind varietatea DL, de tensori pentru care sciderea unei aproximari
critice de rangu-unu rezultd un tensor de rangu-unu. Apoi construim varietatea DLy de tensori pentru
care scaderea unei aproximatii critice de rang-unu produce un element din DL; si asa mai departe.
Principalul rezultat din acest capitol poate fi formulat dupa cum urmeaza.

Teorema 0.1. Fie X C SIC" canul supra varietatic Veronese de tensori simetrici de rang-unu si
considerdm produsul scalar Bombieri-Weyl definit pe SYC™. Avem ca lantul

X=DL,c---CDL, C...

se stabilizeazd. Aceastd limitd DLy (pentru un N suficient de mare) este inchiderea algbericd a tuturor
tensorilor simetrici T, pentru care prin scaderea unei aprorimari critice de rang-unu din T si repetand
acest proces vom ajunge in cele din urmda la zero.

Mai mult, studiem in profunzime varietatea DLy. Vom vedea ca aceasta varietate este determi-
natd de punctele de bottleneck (blocaj) ale varietdtii de tensori de rang-unu si este legatd de singu-
laritatile nodale ale hiperdeterminantului. De asemenea, aratam relatia dintre DL; si tensorii care pot
fii descompusi in factori ortogonali.

Acest capitol se bazeaza pe articolul recent E. Horobet, E. T. Turatti, When does subtracting a rank-
one approximation decrease tensor rank?, arXiv:2303.14985, 2023. Deoarece acest articol raspunde la
o intrebare deschisd importanta in domeniul descompunerilor de rang scazut a tensororilor, este astfel
punctul primordial al unui proiect de cercetare cu o derulare de sase ani care a fost coordonat de autor.
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