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Aceasta teza de abilitare reprezinta o contributie in domeniul teoriei metrice a punctului fix,
concentrandu-se pe cateva probleme tipice privind anumite clase particulare de operatori. In
general am fost preocupati de stabilirea conditiilor care asigura existenta gi eventual unicitatea
punctului fix pentru operatorii studiati. Sunt obtinute si teoreme constructive, care ofera
metode iterative de aproximare a punctului fix, insotite de informatii privind estimarea erorii de
aproximare. In cazul operatorilor ciclici si r-ciclici, punctele fixe sunt obtinute folosind iteratia
de tip Picard, in timp ce pentru operatorii imbogatiti am folosit iteratia de tip Krasnoselskij.
Problemele studiate sunt usor diferite pentru fiecare clasa in parte, aga incat vom prezenta in
continuare principalele contributii si rezultate din fiecare capitol.

Operatorii ciclici carora le este dedicat Capitolul 1 nu sunt de mai bine de un deceniu o
noutate, lor fiindu-le dedicat un numar destul de mare de lucrari publicate de diversi autori. In
acest context s-a facut simtita necesitatea de a inventaria rezultatele deja publicate, pentru a
delimita zonele care mai necesita explorare. Un asemenea demers e sintetizat in acest capitol,
in care am prezentat cateva directii noi de cercetare si am demonstrat cel putin cate o teorema
de punct fix in fiecare caz. Dintre acestea mentionam rezultate de existenta pentru operatori
ciclici progresivi, respectiv crescatori, in multimi ordonate; variante saturate (completate cu
informatii privind stabilitatea, bine-punerea problemei etc.) ale unor teoreme de punct fix
cunoscute, pentru cateva clase de operatori ciclici contractivi, in spatii metrice; teoreme de tip
Maia pentru [-contractii ciclice, respectiv operatori ciclici Kannan, pe multimi inzestrate cu
doua metrici; teoreme de punct fix pentru [-contractii ciclice in cateva tipuri de spatii metrice
generalizate; o teorema de punct fix comun pentru o pereche de operatori ciclici de tip Kannan;
variante ciclice ale celor doua teoreme de punct fix Rutten-Smyth in spatii distanta ordonate.
In toate aceste cazuri cercetarea poate continua pentru a stabili rezultate asemanatoare pentru
alte clase de operatori ciclici.

Desi operatorii r-ciclici despre care este vorba in Capitolul 2 sunt o generalizare a operato-
rilor ciclici din capitolul precedent, in sensul ca orice operator ciclic este un operator 1-ciclic,
am ales sa-i prezentam separat deoarece sunt o contributie relativ noua, iar definitia si pro-
prietatile de baza implica mai multe aspecte noi. Am introdus notiunea de acoperire r-ciclica
in raport cu un operator, respectiv de operator r-ciclic in raport cu o acoperire, si am inclus
cateva exemple relevante. Specific acestei tematici este faptul ca un rol important il joaca
aga-numitele reprezentari vizuale, folosite destul de mult pentru ilustrarea unor cazuri partic-
ulare, Intrucat in cazurile generale notatia riguroasa devine destul de stufoasa. Majoritatea



rezultatelor sunt conditionate de relatia dintre m, numarul submultimilor din acoperirea ci-
clica, si r, "pasul” operatorului ciclic, cel care indica "peste” cate submultimi ale acoperirii
se gaseste imaginea fiecarui element prin respectivul operator. O alta particularitate a oper-
atorilor r-ciclici, atunci cand dorim sa impunem o conditie de tip contractie (noi am abordat
deocamdata doar cazul unei conditii de tip Banach), este faptul ca studiul continua pe doua
directii: atunci cand conditia e respectata pentru oricare doua elemente incluse in submultimi
aflate la o distanta de r submultimi in acoperire, numite contractii r-ciclice sincrone, respectiv
atunci cand conditia e respectata pentru oricare doua elemente apartinand unor multimi con-
secutive in acoperire, numite contractii r-ciclice asincrone. Am stabilit rezultate de punct fix
pentru ambele tipuri de operatori si am inclus o discutie despre comportamentul lor pe alocuri
diferit. Ceea ce am prezentat este doar inceputul unei directii de cercetare care se arata cel
putin la fel de promitatoare in ceea ce priveste rezultatele teoretice si aplicative, ca si in cazul
operatorilor ciclici.

Capitolul 3 este dedicat operatorilor agsa-numit imbogatiti. Ideea de a iImbogati o clasa
cunoscuta de operatori se bazeaza pe faptul ca, in cazul unui operator 7' avand anumite
proprietati, intr-un anumit cadru, iteratia Picard nu converge, in schimb se poate demonstra
convergenta unei iteratii de tip Krasnoselskij la un punct fix, posibil unic. Aceasta este de
fapt iteratia Picard a operatorului de mediere asociat, Ty = (1 — A\)I + AT, A € (0, 1], care are
proprietatea importanta ca detine exact aceleasi puncte fixe ca si T. Aceasta tematica a trezit
interesul mai multor autori in ultimii ani, astfel incat ar fi binevenita si inventarierea lucrarilor
publicate deja. Am inclus in acest capitol mai multe teoreme de existenta si in general si
de unicitate pentru contractii imbogatite (in spatii Banach gi in spac tii metrice convexe in
sensul lui Takahashi), contractii imbogatite de tip Kannan, Bianchini, Chatterjea, Ciri¢-Reich-
Rus, Berinde (aproape contractii), respectiv operatori imbogatiti de tip Presi¢. O notiune
importanta pe care am introdus-o este aceea de clasa de operatori saturata/nesaturata relativ
la operatorul de mediere T\. Am identificat asemenea clase saturate, respectiv nesaturate de
operatori. Folosind faptul ca o clasa saturata nu mai poate fi imbogatita, am aratat ca pentru
anumite clase importante de operatori tehnica imbogatirii nu ar duce la rezultate noi.

In cele din urma, in Capitolul 4, am trasat principalele directii de cercetare viitoare, care se
desprind din rezultatele prezentate in primele trei capitole.



