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1 Rezumat

1.1 Rezumat in romana

Analiza complexa este unul dintre domeniile in care Scoala romaneascad de matematica
a adus contributii substantiale. Aceasta constituie o ramurd a matematicii cu aplicatii largi
in diverse domenii ale stiintei si tehnologiei.
Teoria geometrica a functiilor de variabild complexa reprezintd o ramura distincta a analizei
complexe. Fundamentele acestei teorii au fost puse la inceputul secolului trecut prin
lucririle lui P. Koebe, T.H. Gronwall si L. Bieberbach. In anul 1916, L. Bieberbach a
formulat celebra conjecturd care i poartd numele, ramasa nedemonstratda pana in anul
1984, cand a fost in cele din urmd demonstrata de Louis de Branges. Functiile analitice
de variabild complexa servesc drept model ideal pentru transformarile geometrice 1n plan.
Matematicienii romani au jucat, de asemenea, un rol semnificativ in dezvoltarea acestui
domeniu al matematicii. G. Calugdreanu este recunoscut ca fondatorul scolii romanesti de
Teoria functiilor univalente, fiind cel care a stabilit primele conditii necesare si suficiente
pentru univalentd. P.T. Mocanu a introdus clasa functiilor a-convexe, a abordat problema
injectivitdtii pentru functii neanalitice si impreund cu S.S. Miller a dezvoltat binecunoscuta
metoda de studiere a claselor de functii univalente cunoscutd sub denumirea de ,,metoda
functiilor admisibile” sau metoda subordondrilor diferentiale. Mai recent, aceasta a fost
extinsd la teoria superordondrilor diferentiale.
Metoda subordonarilor diferenjale joaca un rol esential atat in simplificarea semnificativa
a demonstratiilor rezultatelor deja cunoscute si in organizarea lor sistematicd, cat si in
obtinerea unui numar considerabil de rezultate noi.
Printre lucrdrile de referintd majora dedicate Teoriei functiilor univalente se numéra cele
semnate de P. Duren, A.W. Goodman, S.S. Miller si P. Mocanu, P. Montel si C. Pommerenke.
Aceastd lucrare este structuratd pe patru capitole si include o bibliografie cu 171 de
referinte.
Capitolul I, intitulat "Rezultate preliminare”, contine doar un subcapitol numit ’Definitii,

Notatii si Rezultate” si oferd o prezentare generald a conceptelor fundamentale si a rezultatelor



consacrate necesare pentru dezvoltarea ulterioara a tezei.

Capitolul al II-lea intitulat ”Asupra proprietdtilor de monotonie, stelaritate si convexitate

ale functiilor speciale” este structurat pe cinci subcapitole.

Primul subcapitol este intitulat ,,Despre monotonia functiilor Bessel de speta Tntai”.

Se crede cd functiile Bessel au fost introduse pentru prima datd de D. Bernoulli in 1732
si au fost denumite ulterior dupd astronomul F. W. Bessel (1784-1846). De-a lungul
timpului, importanta lor a fost demonstratd in diverse domenii stiintifice, inclusiv in
astronomie, mecanicd, electricitate, hidrodinamica si fizica.”

Functia Bessel de speta intai este notatd prin J, si este definitd n lucrarea [109], p.217,

prin

= (_1)n 2n+p
To(z) = ; nT(n+p+ 1) (2/2)"

Ne vom ocupa de urmdtoarea normare a functiei Bessel
Tp(2) =2PT (1 + p)2z7PJ,(2) =

1 e (_1)712271
=1—- — 2—|—:1—|— .
4(p+1)z ;2Q”n!(p+1)(]9+2)...(p+n)

In lucrarea [A. Baricz, S. Andrds, Monotony property of generalized and normalized
Bessel functions of complex order, Complex Var. Elliptic Equ. Vol. 54, No. 7, (2009),
pp-689-696] autorii au dedus un tip de monotonie pentru o formd normatd a functiei
Bessel J,,.

In lucrarea de fatd se demonstreaza folosind reprezentdri integrale ca inegalitdtile —i <
q < p implicd jp(]D) C Jq (D), unde 7, este forma normatd a lui J,,.

In aceasti sectiune, vom ariita cii 0 abordare bazati pe siruri factor de subordonare conduce
la rezultatul dorit.

Rezultatele prezentate aici fac parte din lucrarea

L.I. Cotirla, R. Szasz, On the monotony of Bessel functions of the first kind, Comput.



Methods Funct. Theory, vol.24, (2024), pp.747-752.
Subcapitolul cuprinde doud leme, o teorema si o remarca.

Lema 2.1.1[42] Dacid p > ¢ > —1, atunci sirul (b,),>1 definit prin

p = @t Da+2). (gtn)

(p+1)(p+2)...(p+n)

este un sir factor de subordonare.

o0

Remarca 2.1.2[42] Daca f este o functie analiticd de forma f(z) = > >~ a,2" cu
aq 7é 0 §1
f//(z) 1
1.1.1 ( <: zeD,
(LD oy~
atunci f € K.

Lema 2.1.3[42] Dacd ¢ > —1si H,(z) = 1 — J,(\/%), atunci aplicatia H, apartine
clasei K.

Teorema 2.1.4[42] Daca —1 < ¢ < p, atunci urmatoarea incluziune are loc:

Jp(D) € 7,(D).

Al doilea subcapitol este intitulat ,,Monotonia functiilor Lommel”.

In lucrarea [A. Baricz, S. Andrds, Monotony property of generalized and normalized
Bessel functions of complex order, Complex Var. Elliptic Equ. Vol. 54, No. 7, (2009),
pp.689-696] s-a demonstrat un tip de monotonie pentru functiile Bessel, utilizand reprezentari
integrale.

Lucrarea noastra stabileste o proprietate de monotonie pentru functia Lommel normata de
speta 1ntai, folosind metoda sirurilor factor de subordonare.

Considerdm functia Lommel de speta intai s, ,,, care este o solutie particulard a ecuatiei

diferentiale neomogene Bessel

ZQy” + zg/ + (22 _ VZ)y — Zl+y,
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si poate fi exprimatd in termeni de serii hipergeometrice

. (z):ZH“ oo(—l)" F(p—v+1)/2)T((p+v+1)/2) <E>2n

" Sl P((p—v+2n+3)/2)I((k+v+2n+3)/2)\2
_ il <_,u—l/+3 /L+V—}—3._z_2>
T (p—v+ D)+ 2 2 )

unde ;1 + v nu este un numadr intreg impar negativ.

Consideram urméitoarea normare a functiei Lommel de prima speta:

_ v _ = _1\n—1 Zn
(1.1.2) Hyy =27 5,,(V2) =Y (1) P ()b
n=1
unde @ = L= p = LIS g (), este simbolul Pochhammer definit in termenii
functiei Gamma prin (c),, = F(I?(t )" ),

Scopul nostru este sd demonstram incluziunea: H, (D) C H, (D) in anumite conditii
impuse parametrilor «, 3, i, v.

Acesta este un rezultat analog celui prezentat n lucrdrile [17] si [42] pentru functii normate
Bessel de prima speta.

Rezultatele prezentate aici fac parte din lucrarea

L.I. Cotirla, R. Szasz, The monotony of the Lommel functions, Results Math., Vol.78,
No. 127, (2023).

Subcapitolul cuprinde doud leme si o teorema.

Lema 2.2.1[44] Dacd a > ¢ > 0si b > d > 0, atunci sirul (b,,),>1 definit prin

_ (C)n(d)n
o= (@a®)

este un sir factor de subordonare.

, ne{l,2,3,...},

Lema2.22[44]Dacip,v € R, p—v+1> 2, p+v+1> 2 a= (u—v+1)/2, b=
(p+v+1)/2si

o0 Zn

H,,(2) = Z(—U"—lm,vz €D,

n=1

atunci aplicatia H,, , este o functie convexa.
Teorema 2.2.3.[44] Daca o, B, i, v €e Rsip—v+1>a—F+1> %, pw+v+1>

a+p+1> %, atunci urmatoarea incluziune are loc:
(1.1.3) H,,(D) C Hap(D).
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Al treilea subcapitol este intitulat ,,Teoreme privind stelaritatea si convexitatea”.

In aceast subcapitol demonstrim versiunea exactd (sharp) a unei conditii de stelaritate.
Instrumentul de baza al studiului nostru este teoria convolutiei.

In teoremele prezentate in aceasti sectiune toate rezultatele exacte sunt demonstrate prin
metoda convolutiei.

Teorema 1.25 este un exemplu care a fost demonstrat prin subordonare diferentiald si
considerdm ca aceastd metoda este cea mai eficientd 1n acest caz.

Ca directie de cercetare ar fi interesant sd se dea versiunea exactd a unei implicatii din

Teorema 1.25.

Teorema 1.25[103] Daca f € A, atunci urmitoarele implicatii au loc:

(1.1.4) Re [f’(z) + zf”(z)} >0,zeD= )arg Z]J:(S)‘ <3

(1.1.5) arg[f'(z) + zf”(z)]‘ 2; ze€D= Re f(,<§) >0, z € D

(1.1.6) Re [f’(z) - gf”(z)] >0, €D = |arg ))‘ ?ﬁ e D;
/ " 57T f( )

(1.1.7) arg[f'(z) + zf"(2)]| < o z €D = Re B >0, z € D.

Rezultatele prezentate aici fac parte din lucrarea

L.I. Cotirla, O. Engel, R. Szasz, Theorems regarding starlikeness and convexity, Stud.
Univ. Babes-Bolyai Math., Vol.68, No.3, (2023), 517-526.

Acest subcapitol cuprinde trei teoreme, un corolar si o remarca.

Teorema 2.3.1[40] Dacid F' € A este o functie cu proprietatea
22 2
(1.1.8) Re <zF”(z) + 5F’”(z)) >—2, z€D,

atunci F' apartine clasei K.
Teorema 2.3.2[40] Fie f € A. Daci
2
(1.1.9) Re[zf"(z) + % ()] > —c, z €D,
unde ¢ = ————, atunci avem f € S*. Rezultatul este exact.

4(2In2—1)
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Corolarul 2.3.3[40] Dacd f € Asi Re(zf"(z)) > —c,z € D, unde ¢ = 2(2T12—1)’

atunci imaginea functiei £’ definitd prin operatorul Alexander
= f(t
F(z)=A(f)(2) = / th,z eD
0

apartine clasei S*.

Teorema 2.3.4[40] Daca ¢; > m, atunci exista functiile f € A care verifica
conditia
52
(1.1.10) 2f"(2) + Ef”’(z) > —c, z€D

si care nu sunt univalente.

Remarca 2.3.5[40] Metoda convolutiei conduce la rezultate precise in cazul conditiilor
de stelaritate liniard si convexitate.
Rezultate interesante privind stelaritatea si convexitatea pot fi gdsite si in lucrdrile:
E. Deniz, A. Kiziltepe, L.I. Cotirla, Radii of Lemniscate starlikeness and convexity of
the functions including derivatives of Bessel functions, J. Math. Inequal., (2024), 18/3,
971-982;
E.A. Adegani, T. Bulboacd and A. Motamednezhad, Sufficient Condition for p-Valent
Strongly Starlike Functions., Contemp. Math. 55(2020), pp.213-223.

Al patrulea subcapitol este intitulat ,,Rezultate privind raza de convexitate si convexitatea
uniforma a functiilor Bessel”.

In aceast subcapitol vom determina rezultate privind raza de convexitate uniformi pentru
doud tipuri de normdri ale functiei Bessel J, in cazul v € (—2,—1) si vom oferi o
demonstratie alternativa pentru raza de convexitate de ordin ov. Compardm rezultate referitoare
la convexitatea si convexitatea uniforma a functiilor considerate si evidentiem conexiuni
interesante intre acestea.

Rezultatele din aceastd sectiune pot fi considerate o continuare a celor prezentate in
lucrdrile

E. Deniz, R. Szasz, The radius of uniform convexity of Bessel functions, J.Math. Anal.

Appl., (2017), 453/1, 572-588;



R. Szasz, About the radius of starlikeness of Bessel functions of the first kind, Monatsh.
Math., (2015), 176/2, 323-330,

care abordeazd proprietdti geometrice ale functiilor Bessel.

Problema existentei rddacinilor reale ale produsului si produsului incrucisat a functiilor
Bessel si a functiilor Bessel modificate de speta intai este studiatd in lucrarea

A. Baricz,; A. Szakdl, R. Szasz, N. Yagmur, Radii of starlikeness and convexity of a
product and cross-product of Bessel functions, Results Math., (2018), 73/62.

Ca o consecintd se obtine problema existentei raddcinilor reale a doud polinoame hipergeometrice,
impreund cu numdrul punctelor critice Fourier ale formelor normalizate ale functiilor
Bessel. Ca aplicatie, sunt studiate unele proprietdti geometrice ale formelor normate ale
produsului si produsului incrucisat al functiilor Bessel si a functiilor Bessel modificate de
speta 1ntai. Sunt date, de asemenea, conditii necesare si suficiente pentru parametri astfel
incat patru dintre cele sase functii normate sa fie convexe 1n discul unitate deschis (a se
vedea si lucrarea

A. Baricz,; A. Szakdl, R. Szdsz, N. Yagmur, Radii of starlikeness and convexity of a
product and cross-product of Bessel functions, Results Math., (2018), 73/62).
Rezultatele prezentate aici fac parte din lucrarea

L.L. Cotirla, P.A. Kupan, R. Szasz, New results about radius of convexity and uniform
convexity of Bessel functions, Axioms, 11, (2022), 380.

Acest subcapitol cuprinde patru leme, patru teoreme si doua corolarii.

Lema 2.4.1[41] Daciv € C, 0,y,pe R,y > 0> p > |v

, atunci

2 2

‘ <

O+v)(y—0)|~ (6=p)(y+0p)

Lema 2.4.2[41] Daciv € C, 0,y,pERsivy>d>p>|v

20%(296 + (v = O)v) | _ 2p*(296 — (v = 0)p)
(v —0)?(0 +v)? (v +£)?(0 = p)?

Lema 2.4.3[41] Daccéd functiile g, si h, sunt definite prin (1.1.29) si (1.1.30) din

(1.1.11)

, atunci

(1.1.12)

Capitolul 1, atunci

Zgzl//(z) _ ZZJV+2<Z) - 3Ju+1<z>
grlx(z) JV(’Z) - ZJqul(Z) ‘
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(1.1.14) fo,,(z) _ ZJu+2(f§) — 4f§JV+1(f§).
h(2) 4, (27) = 222J,4.(27)

Reamintesc relatiile (1.1.29) si (1.1.30) din Capitolul 1:

1 )
=2"T'(1 I=v e — R
gv(2) 14+v)z7"J,(2) == IO 1)z +...,
si
1 1
h,,(Z) = ZVF(l + V)ZI_V/ZJV<Z§) =z — mZQ + ... s

unde v este un numdir real, — 2 < v < —15i g, si h, sunt functii intregi.

Teorema 2.4.4[41] Dacci o € [0,1) si v € (—2,—1), atunci functia Bessel J,(z)
are doud zerouri pur imaginare +a si oricare alt zerou este real. Raza de convexitate de
ordinul « pentru aplicatia g, este 7¢(a) = r1, unde r este unica radécind a ecuatiei

Iyo(r) 4+ 31,44 (7) _

(1.1.15) L ) L)

in intervalul (0, a).
Teorema 2.4.5[41] Daca v € (—2, —1), atunci raza de uniform convexitate a aplicatiei

g este r*(a) = ry, unde 7, este cea mai mica ridicind a ecuatiei

1 Io(r) + 31,41 (r)
1.1.16 -+ =
( ) 2 " L (r)+rL(r)

din intervalul (0, 7}).

Corolarul 2.4.6[41] Aplicatia g, este uniform convexi in discul D(r) dacd si numai
daca este convexa de ordinul %

Teorema 2.4.7[41] Dacd o € [0,1) si v € (—2,—1), atunci raza de convexitate de
ordinul o pentru aplicatia h,, este rj;, () = r3, unde 73 este cea mai micd raddcind reald a

ecuatiei

(1.1.17) 1+

din intervalul (0,7}, ).



Teorema 2.4.8[41] Dacd v € [0, 1) siv € (—2, —1), atunci raza de uniform convexitate

alui h, este ry (o) = ry, unde 74 este cea mai mici raddcind pozitivd a ecuatiei

N|=

1
(1.1.18) 1y o(r )+47” I, (r2) _

1
AL(r2) + 2rz L, (r2) 2

din intervalul (0, 7 ).

Corolarul 2.4.9[41] Functia h, este uniform convexa in discul D(r) dacd si numai
daci este convexd de ordin 1.
In lucrarea [41] vom da o alti demonstratie a Lemei 1.34 si vom redenumi aceastd lema
caLema 2.4.10.

Lema 2.4.10[41] Daciv € C, §,p € Rsi d > p > |v|, atunci

p
0—p

p
~(6-p)*

<

v
o —wv

and ‘

(0 —v)?
Subcapitolul cinci este intitulat ,,Stelaritatea operatorului integral Bernardi”.

In lucrarea prezentati aici demonstrim versiunea exacti a unei conditii de stelaritate
pentru operatorul integral Bernardi. Metoda convolutiei este utilizatd Tn demonstratie.
Rezultatele prezentate aici fac parte din lucrarea
L.I. Cotirla, Starlikeness of the Bernardi integral operator, submitted in Rendiconti del
Circolo Matematico di Palermo, in reviewer, (2025);

Acest subcapitol cuprinde patru leme, doud teoreme, un corolar si o remarca.
Lema 2.5.1[39] Existd un numdr pozitiv oy € (0, 1) astfel incit daca o € < —1, ao} ,

atunci urmdtoarea inegalitate are loc

1.1.1 .
( 2 /0/01+tutu_2//1—t2u2tu

Rezultatele numerice sugereaza ca oy ~ 0.618. ..

Lema 2.5.2[39] Egalitatea are loc

o0 o0

6in0 (_1)n
1.1.20 in R _ = _
( ) eg[%)l,glw] e; nn+a-+1) ;n(n+a+1)
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Lema 2.5.3[39] Urmatoarele reprezentiri integrale sunt valabile cu conditia ca 6 €

(0,27) :

ein@ —tu
1.1.21 tu' e dtd
( ) Z (n+1)(n+1+a) // " 1—|—t2u2—2tu0056’ “

o eind 1,1 . e _
1.1.22 - = to dtdu.
( ) ;n(n—i-lea) /0/0 YT e — 2tucosd

Lema 2.5.4[39] Urmadtoarea inegalitate are loc

(1.1.23)

Ly(0,T) = (14 cosb) // w1 — tu) dtdu+
1+ tu)(1 + t?u? — 2tucos )

1,1 tulJra )
T'sin6 dtdu +T
s /0/0 1+ t?u? — 2tu cos 0 ut /0 0

Vo el0,2n], T eR.
Teorema 2.5.5[39] Fie f € A. Dacd a € (—1, ag, <a0 € (0,1), g este definit in
Lema 2.5.1 ) si

2

2
(1.1.24) Re(lisz”(z)%—lj_—af"’(zw >—c, z€D
unde ¢ = > 7, %, atunci avem f € S*. Valoarea lui ¢ nu poate fi Inlocuitd

printr-un numar mai mare.

Corolarul 2.5.6[39] Dacd f € A, a € (—1, o] si

1
(1.1.25) Re(zf"(z)) > —— 7= ,2 €D,
2 fafo T dtdu
atunci functia F' definitd prin F'(z) = ”‘H fo (t)t*~'dt, z € D apartine clasei S*.

Remarca 2.5.7[39] Egalitatea are loc

// 1+tudtd ; (7i+)1”+1&)

11




(-1

Teorema 2.5.8[39] Daci o € (—1, ] sico <> oo, At TTa)”

atunci existd functiile

f € A care verifici

2 2
(1.1.26) Re(lisz”(z)—l—lj_—af"'(z)) > —cy, 2€D

si nu sunt univalente.

Capitolul al Ill-lea "Rezultate asupra conjecturilor clasice ale lui: Brannan, Sendov
si Schmeisser” este structurat pe trei subcapitole si este dedicat studiului unor conjecturi

clasice.

Primul subcapitol este intitulat ,,Asupra cazului general al conjecturii Brannan”.

In aceasti sectiune vom demonstra conjectura lui Brannan cu conditia ca parametrii o si
B verifica conditiile % <a<pg<l.

Instrumentul de baza al studiului este o noud reprezentare integrald dedusd in aceastd
lucrare. Vom demonstra un rezultat partial al cazului general, care sugereaza ca conjectura
lui Brannan este valabila si in formd generald.

Rezultatele prezentate aici fac parte din lucrarea

L.L Cotirla, R. Szasz, On the general case of Brannan conjecture, J. Math. Inequal., Vol.
18, No.3, (2024), 953-969.

Acest subcapitol cuprinde noud leme, o teorema si 0 remarca.

Conjectura lui Brannan:

Dacd o, € (0,1] si € C, |z| = 1, atunci inegalitatea urmitoare are loc
‘A2n+1<a767x)| S A2n+1<a767 1)7 YIS Ca |ZE| =1

pentru orice numdr natural n, unde A, («, 3, x) este definit prin

Ana, B, x) =
_BB+DEB+2) . (Brn—1) BE+DE+2). (B+n=2) a
n! (n—1)! 1!
_ﬁ@+&ﬂﬁ+@“(6+n—$‘aﬂ—azg+
(n—2)! 2!
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Lema 3.1.1[45] Urmétoarea egalitate are loc:

(1.1.27) 1-a)y (p(j‘_)i)! =1

p=0

Lema 3.1.2[45] Daci o, € (0,1),k,n e Nyn >k > 2si 1, = fol th-l-a(] —

t)"~F=1+8d¢, atunci urmitoarea egalitate are loc:

(1.1.28) [nk:k—l—a k—2—a« k—3—a 11—« I
Toon—k+fBn—k+1+pn—k+2+ n—-2+p5"
si
(1.1.29) By(a, B,2) =
o 1
=1+ /t‘l_o‘l—t_““ﬁ 1—t)" — (1 —t—at)"|dt.
=1+ s ), (1=t =" —( )"]
Lema 3.1.3[45] Dacd o, f € (0,1), « < B si n € N, atunci urmitoarea egalitate are
loc:
o ! 1 1+8
(1.1.30) 1-— /to‘l—t 1—(1—¢t)"dt > 0.
TR ) T )

Lema 3.1.4[45] Fie x € C un numir complex cu |z| = 1. Daci0 < a < g <1,

atunci conditia

1 1+a—p
(1.1.31) /( 2 ) Tn(|x+u|>du§
o \1+u 1—u
1 1+a—p
)
o \1+u 1—u

(1.1.32) | Bons1(, B, 2)| < Bapyr (e, 8, 1).

implicd inegalitatea:

13



Definim sirul (D,,(a, 8, z)),>1 astfel:

1 9 1+O¢ﬂ 1
Dn(oz,ﬁ,x)—/ < ) ( +u)du—
o \1+u 1—-u
9 1+aﬁ
J ) (-
_/1 o=p 1+u lu+ 2]\ 1—u2”+1+
Jo \1+u 1—u 1—u 1—u
1—u T—au \? 1+ 2t
+ du
1+u lu + z| 1+u

Lema 3.1.5[45] Dacd 0 < o < § < 1i |z| = 1 atunci avem

(1133) Dn+1(a757x) 2 Dn(aaﬁ7x>'

Lema 3.1.6[45] Fie k, A : [a,b] — R doud functii continue. Daci x este crescitoare,
k(a) > 0 si existd un punct zy € (a, b) astfel incat A\(z) > 0, = € [x¢,b] si M(z) <0, z €

la, zo], atunci

/a bm(x)A(a;)da; > k() / bA(a:)da:.

=
W=

Lema 3.1.7[45] Functia ) : [0, 1] — R, unde \(u) = (g) 1 (\/li—%) +

el
v

T2 are o radicind unicd ug € (0,1) pentru care A(u) < 0, u € [0,uo] si A(u)
0, u € [Uo, 1}
Lema 3.1.8[45] Daci 2 < o < 3 < 1, |z| = 1siarg(z) € [arccos(—7), 7|, atunci

urmatoarea inegalitate are loc:
(1134) J2n+1(a757]—) Z |J2n+1(a7/67I>|7 TLEN*,
unde

G /01 = )T = (L= (1 4 @)t
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Lema 3.1.9[45] Ecuatia

3 1—u)?
(1.1.35) 3w —LT% o eo]
4 (1+u2 = Ju)i
1
.... 3 (1—u)2 - 4
are o unicd radicind uy € (0,1), 3 — (1 +u) et <0, ue (Ou)sis—(1+

1
(1—u)2
Tt >0, u € (up, 1).

Teorema 3.1.10[45] Dacﬁ% <a<fB<1lsize Cculz| =1, atunci inegalitatea

urmatoare are loc:
| Aonta (e, B, 2)| < Agnya(, B,1), ¥VneN.

Remarca 3.1.11[45] Aproximarea numerici sugereazi ci inegalitatea ¢'(t) > 0, ¢t €
[ — }1, 1} are loc pentru % < a < 8 < 1. Tinand cont de acest fapt vom demonstra Lema
3.1.8 in cazul % < a < < 1. Consideram cd abordarea prezentatd ar putea conduce la
urmadtorul rezultat imbunatatit:

Daci % <a<p<1sizeCeculx|=1,atunci inegalitatea are loc
|A2n+1(a76ax)| S A2n+1(a76a ]-)7 VTL S N

Rezultate interesante pe aceastd tema se pot gasi si in lucrarile:

R.W. Barnard, Brannan’s coefficient conjecture for certain power series, Open problems
and conjectures in complex analysis, Computational Methods and Function Theory, 1-26.
Lecture notes in Math. 1435, Springer, Berlin, 1990;

R.W. Barnard, U.C. Jayatilake, A.Y. Solynin, Brannan’s conjecture and trigonometric
sums, Proc. Amer. Math. Soc. Volume 143, Number 5, May (2015), Pages 2117-2128;
U.C. Jayatilake, Brannan’s conjecture for initial coefficients, Complex Var. Elliptic Equ.
58 (2013), no. 5, 685-694;

J.G. Milcetich, On a coefficient conjecture of Brannan, J. Math. Anal. Appl. 139 (1989),
no. 2, 515-522;

R. Széasz, A sharp criterion for starlikeness, Mathematica (Cluj), Tome 48 (71), No 1,
(2006,) pp- 89-98.
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Al doilea subcapitol este intitulat ,,Asupra conjecturii lui Sendov”.

Aici sunt prezentate conditii suficiente care implica validitatea conjecturii lui Sendov.
Pentru demonstrarea rezultatului principal vom utiliza metode din teoria convexitdtii.

In lucrarea

T. Tao, Sendov’s conjecture for sufficiently high degree polynomials, arXiv:2012.04125
este demonstrat cd existd un numar natural ny pentru care conditia grad(P) > ng, P € P
implicd conjectura lui Sendov.

Rezultatele prezentate aici fac parte din lucrarile:

L.L Cotirla, R. Szasz, On Sendov’s conjecture, Filomat, Vol. 37, No.16, (2023), 5283-
5286.

L.1. Cotirla, New results regarding Sendov’s conjecture, submitted in Result Math. (in
reviewer), (2025).

Aici sunt prezentate cinci corolarii, trei teoreme si un exemplu.

Conjectura lui Sendov([73]

Dacd polinomul

Pz)=(z—21)(z—22)...(z —2,),n >2

are radacinile zq, 23, . . ., 2, In interiorul discului unitate inchis D = {z € C : |z| < 1},
atunci pentru fiecare radacind z; € {z1, 29, ..., 2, }, discul |z; — z| < 1 contine un punct
critic al lui P.

Corolarul 3.2.1[43] Fie z, k € {1,2,3,...,n — 1} afixele varfurilor unui n gon
regulat inscris in cercul |z| = 1.
Daci z este un punct arbitrar in D, atunci in cazul polinomului Q(z) = (z—2¢) [[_, (2 —
z1,) conjectura lui Sendov are loc.
Rezultate interesante despre conjectura lui Sendov au fost obginute de Kumar, vezi lucrarea
[89].
Scopul lucrdrii noastre este de a deduce noi conditii cu privire la radicinile polinomului
P care implica conjectura lui Sendov.

Teorema 3.2.2[43] Fie P € C|z], P(z) = 2"+a12" ' +...+a, un polinom complex.

Presupunem cd toate rddicinile polinomului P sunt in discul unitate D. Presupunem ca
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2* este o radicind a lui P si cercul |z — 2*| = 1 intersecteazd 0D in punctele A si B. Fie
multimea inchisd /C limitatd de arcul AB din cercul |z — z*| = 1, care nu apartine lui D
si segmentul [AB] iar €2 definit prin Q@ = D\ K.

Daci in cazul lui k € {1,2,3,...,n — 1} fixat, ecuatia P*)(2) = 0 are o ridicini in K,

atunci discul |z — 2*| < 1 contine o radédcind a lui P'(z) = 0.

l21\ %

1 0/

A
B P\NK

.
L

> X

Luéand cazuri particulare ale rezultatului anterior obfinem condifii interesante referitoare
la rddacinile unui polinom, care implicd conjectura lui Sendov.

Corolarul 3.2.3[43] Presupunem cd gradul polinomului () € C[z] este mai mic decét

n — 2 si toate raddcinile polinomului

P(2) = 2"+ a;2" " +ap2" 2+ Q(2)

17



sunt in discul D. Dacd z* este o rdddcind a polinomului P care satisface una dintre

urmatoarele doud inegalitati

—ay + y/a? — 2ay "
(1.1.36) ‘ L z‘ < %l
n
sau
—ay — y/a? — 2ay R
(1.1.37) ‘ -2 <5
n

atunci conjectura lui Sendov are loc pentru z*, ceea ce inseamnd ca |z — z*| < 1 contine
un punct critic.

Corolarul 3.2.4[43] Presupunem ci gradul polinomului () € C|z] este mai mic decét
n— 1 si toate rddicinile polinomului P(z) = 2" —naz" ' +Q(z) sunt in discul unitate D.
Dacid z* este o rddécind a polinomului P care satisface |a — 2*| < %, atunci conjectura
lui Sendov are loc in cazul lui z*, ceea ce inseamni cd discul |z — z*| < 1 contine un

punct critic.

Exemplul 3.2.5[43] Fie P(z) = 2%+ a12% + az2 + a3 polinomul monic cu radicinile

sl

1 i1 _ 1 1 _ 5 ;
21 =35 t13, 22 =3 t1l5, 23 =+

Folosim notatiile Corolarului 3.2.1: o = 242458 — 3 4 12 i 2* = 23 = 2 4 i75. Avem

x| _ 19 1 /143 _ |2*] A sy . . R .
la — 2% = 55 < 51/ 15 = 5 $i in consecintd conjectura lui Sendov are loc in cazul lui
Z* = z3.

Un simplu calcul aratd cd 3 > |P'(z1)| §i 3 > |P'(22)

, prin urmare, conform Teoremei
1.10, conjectura lui Sendov este valabild n cazul z; si 25.
Reamintesc si aici

Teorema 1.10[124] Fie P € C[z], P(z) = 2" + a12" ' + ... + a,,. Dacd P(z) =0
si |P'(z1)| < n, atunci discul |z — 2| < 1 contine cel putin un punct critic al lui P.

Teorema 3.2.6[38] Fie n un numdr natural cu proprietatea can > 2i {z1, 29, 23, .. . 2} C
D multimea de rddicini a polinomului P(2) = 2" +a;2" ' +...4a, € C[z]. Daci existd

o raddcind zj, € {21, 22, 23, . . . 2, } pentru care z; # 0 si inegalitatea

(1.1.38) Re (21+22+Z3+”'+Z”> >%

nzi
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are loc, atunci discul |z — z;| < 1 contine un punct critic al lui P.
Corolarul 3.2.7[38] Presupunemcd P € Clz|, P(z) = 2"+ a12" ' +ax2" 2 +... +

a.,,. Fie toate rddacinile ecuatiei
a2 a4 +a, =0

elemente din discul D. Dacd a € (0,1) si (n—1)a+2Rea; < 0, atunci discul |z —a| < 1
contine o raddcind a ecuatiei )'(z) = 0, unde Q(2) = (z — a) P(2).
Urmatorul rezultat este o consecintd simpla a Teoremei 3.2.2.

Teorema 3.2.8[38] Fie P(z) = (z — z1)(2 — 22)(2 — 23) ... (2 — z,) un polinom din

clasa P. Dacd existd o riaddcind z;, € {z1, 29, 23, . . . 2, } astfel incét

21+ 2+2z3+...+ 2,
n

2k
i

(1.1.39)

atunci discul |z — zj;| < 1 contine o riddcind a lui P'(z) = 0.
Corolarul 3.2.9[38] Fie z; si 2o doud numere complexe cu |z1| = |z3] = 1, 21 # — 22

$i 0 < |27 — 29| < 1. Presupunem cd

|
(1.1.40) b= Zl+22<

1y . 1
5 +—)§10<|a|<—<1—’

21+ 22 D
|21+ 20| 2 2 )

2

Fie D; = KND si Dy = ). Presupunem ci toate ridacinile polinomului P, € C|z], sunt
D, Pi(z) =2"+a12" ' +.. . +a,, Po(z) = (2=b)P—aP §i Q(z) = Py(z)- Py(2). Daci

p este un numar natural suficient de mare astfel ca urmédtoarea inegalitate sa fie indeplinitd

A )

atunci in cazul polinomului () conjectura lui Sendov are loc pentru fiecare raddcind a

nb + a;
n+p

Z1+ 29
2

(1.1.41)

polinomului £.

Rezultate interesante privind aceastd conjectura pot fi gasite si in lucrarile:

Q.I. Rahman, Ge. Schmeisser, Analytic Theory of Polynomials, Oxford University Press,
(2002);

B. Bojanov, Q. Rahman, J. Szynal, On a conjecture of Sendov about the critical points of
a polynomial. Math. Z. 190, (1985), 281-285;

I. Borcea, On the Sendov conjecture for polynomials with at most six distinct roots, J.
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Math. Anal. Appl. 200, (1996), p.182-206;

J. Dégot, Sendov’s conjecture for high degree polynomials, Proc. Amer. Math. Soc. 142
(4), (2014), p.1337-1349;

M. Miller, Maximal Polynomials and the Illieff-Sendov Conjecture, Trans. Am. Math.
Soc. 321 (1), (1990), p.285-303.

Al treilea subcapitol este intitulat ,,Asupra conjecturilor lui Sendov si Schmeisser”.
Conjectura lui Sendov se referd la punctele critice ale polinoamelor, iar conjectura lui
Schmeisser reprezintd o afirmatie mai puternicad decat cea a lui Sendov.

In aceasti sectiune vom prezenta citeva conditii care implici validitatea ambelor conjecturi.
Pentru demonstrarea rezultatelor principale vom utiliza transformari geometrice.

Rezultatele prezentate aici fac parte din lucrarea

L.L Cotirla, R. Szasz, On Sendov’s and Schmeisser’s conjecture, submitted in Mathematische
Zeitschrift, in reviewer, (2025).

Aici sunt prezentate patru leme, doud teoreme, doud corolarii si doud remarci.

Conjectura lui Sendov [73] Dacd polinomul
Pz)=(z—21)(z—22)...(z —2,),n >2

are radacinile zq, 23, . . ., 2, In interiorul discului unitate inchis D = {z € C : |z| < 1},
atunci pentru fiecare radacina z; € {z1, 29, ..., 2, }, discul |z; — z| < 1 contine un punct
critic al lui P.

Profesorul G. Schmeisser a extins conjectura lui Sendov in [131] astfel:

Conjectura lui Schmeisser[131] Daci polinomul P(z) = (z — z1)(z — 22) ... (2 —
Zn),m > 2, are radicinile 21, 29, . . ., 2, In interiorul discului unitate inchis |z| < 1, atunci
pentru fiecare punct ( € KCH(P) discul inchis |z — (| < 1 contine cel putin un punct critic
al lui P.

Notém prin JCH (P) invelitoarea convexd inchisd a multimii radacinilor {21, 29, 23, .. ., 2, }
alui P si fie EXH(P) multimea punctelor de extrem ale lui H(P).
Lema 3.3.1[46] Fie P(z) = (2 — z1)(2 — 22)(2 — 23) . . . (2 — 2,,) un polinom cu toate

rddicinile in discul unitate |z| < 1. Daca toate punctele de extrem ale invelitorii convexe
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inchise KH(P) sunt pe cercul |z| = 1, atunci conjectura lui Schmeisser are loc in cazul
polinomului P.

Lema 3.3.2[46] Fie P(z) = (z —21)(2 — 22)(2 — 23) .. . (2 — 2,,) un polinom complex
arbitrar §i P'(z) =n(z — (1)(z — () (2 — (3) ... (2 — (,—1) derivata sa.

Daca F,, este polinomul definit prin
P(z)=z—2zw)(z—2 w(z—23-w)...(2 — 2z, - w)

si P (2) =n(z—&)(z2—&)(2—&) ... (2—&,—1) derivata sa, atunci egalitatea urmétoare

are loc
{61,86,86, .. &1} = {0 w, G w, 3w, ..., (o1 - W}

Lema 3.3.3[46] Fie P un polinom cu toate radécinile in discul |z| < p, p € (0, 1].
Daci toate punctele de extrem ale invelitorii convexe inchise JCH (P) sunt pe cercul |z| =
p, atunci conjectura lui Schmeisser are loc pentru fiecare ¢ € KXH (P) sicercul [z—(| < 1
contine un punct critic.

Lema 3.3.4[46] Fie P(z) = (z—21)(2—22)(2—23) ... (2 — 2,) un polinom complex
arbitrar §i P'(z) =n(z — (1)(z — (&) (2 — (3) ... (2 — (1) derivata sa.

Daca P, este un polinom definit prin
P,2)=(z—(a14+w)(z—(2+w))(z—(z3+w))...(z = (2n + w))

siP(2) =n(z—§&)(z2—&)(2—&3) ... (2 —&,—1) derivata sa, atunci urmétoarea egalitate

are loc

{{1,52,53,...,§n_1}:{Cl+w,Cg+w,C3+w,...,Cn_1+w}

Rezultatul principal privind conjectura lui Sendov

Teorema 3.3.5[46] Fie P(z) = (2 — z1)(z — 22)(2 — z3) ... (2 — z,) un polinom
complex cu toate ridicinile in discul unitate inchis |z| < 1. Daci existd o rddécind a lui
P notatd prin z; pentru care multimea {2, — 2k, 22 — 2k, 23 — 2k, ..., 2, — 2k} €Ste O
submultime a discului unitate inchis |z| < 1, atunci conjectura lui Sendov are loc in cazul

polinomului P.
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Corolarul 3.3.6[46] Fie P(z) = (z — z1)(z — 29)(2 — 23) ... (2 — 2,) un polinom
complex cu toate radécinile in discul unitate inchis |z| < 1. Dacd ridicinile verifica

conditia

(1.1.42) égéln\zp] < 12}?”(1 — |2p])s

atunci conjectura lui Sendov are loc in cazul polinomului P.
Remarca 3.3.7[46] Corolarul 3.3.6 reprezintd o imbunatatire a Lemei 1.17

Intr-adevir, in cazul P(0) = 0, conditia (1.1.42) este echivalenti cu

0< 11;)1;111(1 — |z|)-

Aceasta inegalitate este conditia din conjectura lui Sendov.
Reamintesc si aici
Lema 1.17[130] Daca un polinom complex P are toate raddcinile in discul unitate

inchis |z| < 1si P(0) = 0, atunci conjectura lui Sendov are loc in cazul acestui polinom.

Rezultatul principal privind conjectura lui Schmeisser
Urmatoarea teoremd este o imbunatatire a rezultatului demonstrat tn [130].

Teorema 3.3.8[46] Fie P(z) = (2 — z1)(z — 22)(2 — 23) ... (2 — z,) un polinom
cu toate radécinile in discul unitate |z| < 1. Daci toate punctele de extrem ale invelitorii
convexe inchise JCH (P) sunt pe cercul C cu razd care nu depégeste 1, (centrul cercului
poate fi oriunde) atunci conjectura lui Schmeisser are loc, ceea ce Tnseamna cd, Tn cazul
fiecdrui punct z* € KH(P) discul |z* — z| < 1 contine cel putin un punct critic.

Corolarul 3.3.9[46] Fie P(z) = (z — z1)(z — 22)(2 — 23) . .. (2 — 2,,) un polinom cu
toate raddcinile in discul unitate |z| < 1. Dacd invelitoarea convexd inchisd JCH (P) este
un triunghi ale cdrui unghiuri nu depdsesc 7, atunci conjectura lui Schmeisser are loc.

Profesorul G. Schmeisser a demonstrat un rezultat analog Corolarului 3.3.9, in legdtura
cu conjectura lui Sendov.

El a demonstrat in [131] cd dacd invelitoarea convexa inchisd KH (P) este o regiune

triunghiulard, atunci conjectura lui Sendov este valabild in cazul polinomului P.
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Capitolul al I'V-lea este intitulat ’Studii asupra functiilor analitice, univalente si bi-univalente”

si este structurat pe patru subcapitole.

Primul subcapitol este intitulat ,,Rezultate de incluziune implicand functiile hipergeometrice
gaussiene pentru functii univalente cu derivate univalente”.
Clasele de functii analitice pentru care atat f cit si f’ sunt univalente in discul unitate
deschis D au fost studiate de Silverman in anul 1987. Totusi, aplicarea functiilor hipergeometrice
gaussiene asupra acestor clase de functii analitice, pentru care atat f catsi f’ sunt univalente
in discul unitate deschis ID, nu a fost studiata pe larg in literaturd.
Explorand aceasta directie, in aceasta sectiune investigdm conditiile necesare si suficiente,
precum si relatiile de incluziune pentru anumite functii care implica functii hipergeometrice
gaussiene, astfel Tncat acestea sd apartind unor subclase de functii analitice pentru care
atdt f cat si f’ sunt univalente in discul unitate deschis ID. De asemenea, considerim
un operator integral legat de functiile hipergeometrice gaussiene, discutim mai multe
proprietdti ale acestor functii i subliniem anumite corolare si consecinte ale rezultatelor
principale. In final am determinat conditii pentru ca un operator integral si apartini
claselor mentionate anterior. Vom da conditii suficiente pentru ca functia hipergeometrica
Gaussiana (GHF) si fie in clasele 71,73 si 7.
Rezultatele din acest subcapitol fac parte din lucrarea
V. Prakash, S. Sivasubramanian, G. Murugusundaramoorthy, D. Breaz, L.I. Cotirla,
Inclusion results involving Gaussian hypergeometric functions for univalent functions
having univalent derivatives, accepted in Rev. Roumaine Math. Pures Appl., (2025).
Aici sunt prezentate noud teoreme $i zece corolarii.

Teorema 4.1.1[116] Dacd a,b > 0 si ¢ > a + b+ 2, atunci o condifie necesard pentru
ca zF(a,b; c; z) sé fie in S, unde S; este definit in Capitolul 1 (Definitia 1.19), este ca
urmdtoarea inegalitate sd aibd loc

e+ DlN(c—a—b—1) [ (a+1)(b+1)

(1.1.43) Tle—alc—b) |lc—a—b—2)

+2| < 4.

c ) .. N e .
Daca 0 < ab < 3’ atunci conditia (1.1.43) este atat necesara cat si suficienta pentru ca

Fi(a,b;c; z) si fie in clasa T;.
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Reamintesc si aici
Definitia 1.19[137] Definim S, ca o subclasd a lui .S alcituita din toate functiile f care
sunt analitice si univalente in discul unitate D pentru care atit f cat si f’ sunt univalente

n D.

Fuctia hipergeometrica Gaussian este definitd pentru |z| < 1 prin seria hipergeometrica

F(a,b;c;2) =2 Fi(a,b;c;2) = Z (C)n<1)nz

si este o solutie a ecuatiei diferentiale hipergeometrice
2(1 = 2)w"(z)+ (c— (a+ b+ 1)z)w — abw(z) = 0.
Functia F}(a, b; c; z) este forma normata a functiei hipergeometrice F'(a, b; ¢; z) datd prin
Fi(a,b;c;2) = 2(2— F(a,b;c;2)) = 2z —
Clasa T contine toate functiile analitice din ID date prin
f(z)=2— ianz", a, >0,
n=2

normate prin conditiile f(0) = f/(0) — 1 = 0, vezi [139].
Fixand b = a in Teorema 4.1.1 obtinem urmatorul rezultat.
Corolarul 4.1.2[116] Dacd a > 0 si ¢ > 2a + 2, atunci o conditie necesard pentru ca

2F(a,b;c; z) sd fie in S este ca urmitoarea inegalitate sd aiba loc:

Lle+ DI'(e —2a—1) [ (a+ 1)
(

(1.1.44) T(e—aP 20 9)

r2| <

Daci 0 < a < g, atunci conditia (1.1.44) atat necesara cat si suficienta pentru ca
Fi(a,b;c; z) sd fie in clasa 77, unde 77 este o subfamilie a lui 7 alcétuitd din toate functiile
f pentru care atit f cit si f’ sunt univalente in D.

Teorema 4.1.3[116] Dacd a,b > 0si ¢ > a+ b+ 3, atunci o conditie suficientd pentru
ca Fi(a,b; c; z) sé fie in clasa T este ca:

Plet+e—a—b-2) [([@+(+2) I _

(1.1.45) F(c—a)F(c—b) (C_a_b—?)) >
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O functie f de forma

fz)=2z— Zanz”, a, > 0,

n=2

este 1n clasa 7,,, m > 1 dacd f si primele m derivate sunt univalente in . Daci f € 7,,,
atunci f este in 7.
Presupunénd cd b = a in Teorema 4.1.3 obtinem urmatorul rezultat.

Corolarul 4.1.4[116] Dacd a > 0 i ¢ > 2a + 3, atunci o conditie suficientd pentru ca

Fi(a,b;c; 2) sé fie in clasa T3 este ca

(1.1.46)

I'(c+2)(c —2a—2) [ (a+ 2)?
(

Te—ap c_2a_3>+3]§6.

Teorema 4.1.5[116] Dacd a,b > 0si ¢ > a+ b+ (k + 1), atunci o conditie suficienta

pentru ca F (a, b; ¢; z) sé fie in T, este ca

(1.147) F(c+k)F(c—a—b—k)[ (a+k)(b+ k)

E+1)] <2(k+1).
Te—ale—b)  |fcca-b-(hiiny T ¢+ )}— (k+1)
Observand cd dacd f € 7T, pentru orice numar intreg m, atunci f € 7., si avem urmatorul
corolar.

Corolarul 4.1.6[116] Daca

> Q)p—1 b n—1 n
Fi(a,bjc;z) =z — ZQ <—Ec))n—1(<1§n—l) e T,
(a)n-1(b)n—1
a7
"o (@) (0 (a)e(b)
a)n—1 b n—1 a)g b k
nzzk;2(n Ak 1)n(c)n—l(l)ml <1 (@)r(L)x’
unde k = 1,2, -- ,m, are loc pentru orice k, atunci Fi(a, b; c; z) € Ts.

Luind b = a 1n Teorema 4.1.5 obtinem urmadtorul corolar.
Corolarul 4.1.7[116] Daci a > 0 i ¢ > 2a + (k + 1), atunci o conditie suficientd
pentru ca Fi(a, b; ¢; z) si fie in clasa S, este ca

L(c+ k)'(c—2a— k) (a+ k)?

(1.1.48) T(c—a) (c—2a— (k+1))

+(k+1)| <20k+1).
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O functie f de forma f(z) = 2z + Y oo, ax2” este in S,,,m > 1 dacd f si primele m
derivate sunt univalente in D, (a se vedea [137]).

Vom da acum conditii suficiente pentru forma integrald a functiei hipergeometrice Gaussiene
(GHF).

Considerim functiile G(a, b; ¢; z) and G1(a, b; ¢; z) date prin

G(a,b;¢;2) :/ F(a,b;C;t)dt:erZ@Lz
0 — _

n=2

Gi(a, b 2) = /0 (2 — F(a,b;c;t)) dt = 2 — Z%y

Teorema 4.1.8[116] Daca a,b > 0 si ¢ > a + b+ 1, atunci o conditie necesard pentru
ca G(a,b; c; z) sd apartind lui S este ca urmitoarea inegalitate sd aiba loc

Fle+DlN(c—a—-b—1) <o

(1.1.49) Tle—aTle—t) <

Daca 0 < ab < g, atunci conditia (1.1.49) este atat necesard cat si suficientd pentru ca
G1(a,b; ¢; z) sd apartind lui 7;.
Fixand b = a in Teorema 4.1.8 obtinem urmadtorul rezultat.

Corolarul 4.1.9[116] Fie a > 0 si ¢ > 2a + 1, atunci o conditie necesard pentru ca

G(a,a;c; z) sd fie in clasa S; este ca urmitoarea inegalitate si aiba loc

e+ 1DI'(c—2a—1) .

(1.1.50) Tle—ar <

Dacd 0 < a < \/g , atunci conditia (1.1.50) este atit necesard cat si suficienta pentru ca
G1(a, b; c; z) sd apartini clasei 7;.

Teorema 4.1.10[116] Dacd a,b > 0, ¢ > a + b+ 1, atunci o conditie suficientd
pentru ca G1(a, b; ¢; z) sd apartind clasei 7 este ca

Fle+2)I(c—a—b—2)
I(c—a)l'(c—0)

(1.1.51) <2.

Fixand b = a in Teorema 4.1.10 obtinem urmaétorul corolar.

26



Corolarul 4.1.11[116] Dacd a > 0 si ¢ > 2a + 2, atunci o conditie suficientd pentru
ca G1(a, a; c; z) sd fie In clasa 7 este ca urmitoarea inegalitate s aibd loc

['(c+2)'(¢c —2a —2) <9
INCROI -

(1.1.52)

Vom da acum cateva rezultate pentru H, ; .(f).
Teorema 4.1.12[116] Fie a,b > 0 si ¢ > |a| + |b] + 3. Mai mult, fie f care satisface

la,| <n pentru n=1,23.... Dacd inegalitatea

L+ D(e— |a| —|b] = 1)

e R RE T
FEIRTIES TUER VRS RNMUEAITES)
(o= Tl =l =8)(c—lal ~ BT~ 2) " *e~Tal -2

este satisficutd, atunci H,p.(f) € S1, unde H,; .( f) este definit in Capitolul 1 prin

r1) <5

Hopel ) =2+ %

n=2
Fixand |b| = |a| in Teorema 4.1.12 obtinem urmétorul corolar.
Corolarul 4.1.13[116] Dacd a > 0, ¢ > 2|a| + 3 si f € S atunci o conditie suficientd

pentru H,,.(f) € S este ca urmitoarea inegalitate

(1.1.54)
[(c+ 1)(c—2la| — 1) (la] + 1)%(Ja| + 2)? (la| + 1)?
(e — |a])? ((c—zya\ “3)(c—2/a| —2) " (c—2a| - 2) +4> <8

sa aibd loc.
In cazul in care b = 1 in Teorema 4.1.12 obtinem un rezultat legat de operatorul Carlson-
Shaffer £(a, c), operator definit in [35].

Corolarul 4.1.14[116] Fiea > 0, ¢ > |a| +4 i f € S. Atunci o conditie suficientd
pentru ca H, 1 .(f) = L(a,c) € Sy este ca urmitoarea inegalitate si fie adevirata

(1.1.55)

(e~ 1) 3(Ja] + 1)(Ja] +2) (Ja] + 1)
(c—Jal - 2)(c —Ja| — 1) ((a— a—D(c—Jal—3) " e—la]—3) ”) =4
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Teorema 4.1.15[116] Fie a,b € C\ {0}. Fie ¢ un numar real pentru care ¢ > |a| +

|b| + 1. Daca f € R™(A, B) si dacd urmitoarea inegalitate este satisficutd

Fc+1)I'(c—la|— 0] —1

(1130 e e <
atunci H,p.(f) € S1.
Fixand |b| = |a| putem formula afirmatia Teoremei 4.1.15 dupd cum urmeaza.

Corolarul 4.1.16[116] Fie a € C \ {0}. Fie de asemenea ¢ un numdr real pentru care
c > 2|a| + 1. Dacd f € R7(A, B) si inegalitatea
F(c+ DI'(e —2|al — 1)

INCRRTI -

(1.1.57)

este satisfacutd, atunci H, ,.(f) € Si.
In cazul special cind b = 1 Teorema 4.1.15 duce imediat la un rezultat referitor la
operatorul Carlson—Shaffer £(a, c).

Corolarul 4.1.17[116] Fie a € C\ {0}. Fie de asemenea ¢ un numdr real pentru care
¢ > la] + 2. Dacd f € R™(A, B) si dacd inegalitatea

c—1
(1.1.58) ﬁ <2
este satisfacutd, atunci H, 1 .(f) = L(a,c) € S;.
Teorema 4.1.18[116] Fie a,b € C\ {0}. Fie de asemenea ¢ un numdr real pentru care
¢ > |a| + |b| + Py, unde P, = P;(k) este dat prin relatia

( 8(arccos k)?

_ <
21—k 0<k<1
8
Pl(k): F, ]{]:1 )
2
n , k>1
AVl + u) (k2 = 1)h?(u)

unde ¢ € (0,1) este determinat prin k& = cosh (7h'(u)/4h(u)), h este integrala eliptica

completd de ordinul intai a lui Legendre

! dx
i = N
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si h'(u) = h(v/1 — u?) este integrala complementard a lui ~(u). Daca pentru k(0 < k <
), f € k — UKV, inegalitatea

(1.1.59) sFy(la|+ 1, 10| + 1, P+ 1;¢+1,2) <2

este satisfacutd, atunci H,; .(f) € S;.
Teorema 4.1.19[116] Fie a,b € C\ {0}. Fie de asemenea ¢ un numdr real pentru
care ¢ > |a| + |b| + Pi, unde P, = Py(k). Dacd pentru k(0 < k < o0),f € k— ST,

inegalitatea
(1.1.60) sF5(|al+1,|b|+1, Pi+1;¢+1,1; 2)+ s Fy(|al+1, [b|+1, Pi+1;¢+1,2;2) < 4

este satisfacutd, atunci H, ;. € 5.

Al doilea subcapitol este intitulat "Noi conditii pentru ca seria distributiei Pascal sa apartind
unei anumite clase de functii analitice”.

Studiile asupra operatorului diferential Sdldgean D* in legéturd cu numerele Stirling sunt
relativ noi.

In aceasti sectiune se consideri operatorul diferential D* care implici numerele Stirling.
Se discutd noi conditii necesare si suficiente care implicd numere Stirling pentru seria
T7(z), exprimatd prin distributia Pascal, in cazul subclasei Tk (¢, cv).

De asemenea, sunt analizate proprietdtile operatorului integral legat de seria distributiei
Pascal.

Vom obtine conditii necesare si suficiente pentru ca T(z) sa fie in T (e, «).

Definitiile lui D*, Z f, R™(A, B), C(e, ), C(a), T5(2), T'(k, ) si Ty(e, ) sunt date in
Capitolul 1 (a se vedea si [129], [14], [12], [137], [78], [137]).

Vom considera peste tot in acest subcapitol ca0 < a <1, 0<e<1,s>1510<6 < 1.
Rezultatele prezentate aici fac parte din lucrarea

B.A. Frasin, L.I. Cotirla, New conditions for Pascal distribution series to be in a certain
class of analytic functions, Heliyon, 10(2024).

Aici sunt prezentate trei teoreme, opt corolarii si o remarca.
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Teorema 4.2.1[64] Seria T} (2) € Ty(€, ), k > 1, dacd si numai daca

(1 — ae)(k + 1)!9’““%
e )
+ J; [(1 =€) Skray — (@ — @€)Sppa ] ((] —1)l¢ W) <

<1-oa.
Luand k£ = 1 in Teorema 4.2.1, obtinem urmatorul corolar.
Corolarul 4.2.2[64] Seria T} (z) € C(¢, o) dacd i numai daci

5 S(s+1) s W
(1—&6)9 W—F(S—Q—Qaﬁ) (0—(1_9)s+1) Sl .

Luand £ = 2 in Teorema 4.2.1, obtinem urmatorul corolar.

Corolarul 4.2.3[64] Seria T3 (z) € Ty(¢, o) dacd si numai daca

#3s(s+1)(s+2) e a 0?s(s+1)
(1-ae) a_o™® (6-5 ) (1—0)"
Os
+(7—4a€—3&>m S 1— .

Luand ¢ = 0 in Corolarul 4.2.2, obtinem urmatorul corolar.

Corolarul 4.2.4[64] Seria T;(z) € C'(«) dacd si numai daca

92 8<8 + 1)

S
m+(3—0&)9—<1—0z.

(1 . 6)s+1 —
Luand € = 0 in Teorema 4.2.1, obtinem urmdtorul corolar.

Corolarul 4.2.5[64] Seria T3 (z) € T'(k,a), k > 1 daca si numai daci

e G0
(k+ )10 1_g
k41 , (Sﬂ;z)
+ Z (Skt2,j — Sks1,5) (U - 1)!9]_1%)
i-0
< 1—-a.

Teorema 4.2.6[64] Fie f € R™(A, B). Atunci Z; f(z) € Ty(e, ), k > 2 dacd

s-l—k—l)

(1-— ae)k!&k(s;l

1.1.61 A-B
(1.1.61) (A= B)Ir T

+
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- . L ()
+j22 (1 — ae) Skt1,; — (@ — e) Sk ) ((] — 1)le’ lm> +
+(1—-a)(1—-(1-6)")]

<1-—cq.

Luand k£ = 2 in Teorema 4.2.6, obtinem urmatorul corolar.

Corolarul 4.2.7[64] Fie f € R™(A — B). Atunci Z; f(z) € Ty(e, ) dacd

5s(s+1) s
(A= B)|7| [(1 — e)b W—F(B—Qae—a)ﬁ(l_e)
HI—a) (1= (1-6))]

< 1-—a.
Luind € = 0 in Teorema 4.2.6, obtinem urmdtorul corolar

Corolarul 4.2.8[64] Fie f € R"(A — B). Atunci Z f(z) € T'(k,«), k > 2 daca

(s+k—1)
(A—B)|7| |kloF——2 +
(1-0)
k (s-s-jIQ)
. i—1 s—
"‘;(Smu —aS;) | (G — D m +
+(1—a) (1= (1-20)")]
< 11—«
Operatorul integral G; este definit in lucrarea [58] prin
S ()
(1.1.62) Gof(2) = " dt, fe A,;s>1,0<60<1,z¢€D.
0

Teorema 4.2.9[64] Operatorul integral G f(z) este in clasa Ty (¢, ), k > 2 daca si

numai daca

iy
— ae)klgF ==L 2
(1.1.63) (1— ae)kld T
+ ; (1 — a€)Skt1; — (o — ae)Si ] ('—1)'9j_1ﬁ +
“ k+1,5 k,j J : (1 _ H)j_l
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Fl-a)(1-(1-0)) <1—a.

Luand £ = 2 in Teorema 4.2.9 obtinem urmadtorul corolar.
Corolarul 4.2.10[64] Operatorul integral G f(z) este in clasa T5(e, o) dacd si numai

dacd
(1 — ae)f?s(s+ 1) 0s
(1_9)s+2 +(3-2C¥€-@)m§1—0{

Luand € = 0 in Teorema 4.2.9, obtinem urmdtorul corolar.

Corolarul 4.2.11[64] Operatorul integral G; f(z) este in clasa T'(k, «), k > 2 daci si
numai daca
s+k—1) k

k!@k((ls_—le)k + ; (Sk+15 — aSky) ((J - 1)!«9j_1—(1(_391)j)_1> +

+1l-a)(1—(1-0)<1-a.

Remark 4.2.12[64] Alegand valori diferite pentru £ € N, se pot determina conditii
necesare si suficiente, impreuna cu relatii de incluziune, pentru ca seriile de tip distributie

Pascal sd apartina clasei Ty (€, o).

Subcapitolul al treilea este intitulat “Inegalitdti de tipul Fekete - Szego si studii asupra
determinantului Hankel de ordinul trei pentru anumite clase de functii analitice”.

In prima parte a acestui subcapitol ne-am concentrat pe inegalitati Fekete-Szego asociate
cu transformari de ordinul m folosind domenii conice, pentru valori particulare ale lui k.
Rezultatele prezentate aici fac parte din lucrarea

P. Gurusamy, M. Caglar, S. Sivasubramanian, L.I. Cotirla, The Fekete-Szego functional
associated with the m-th root transformation using conical domains, Ukrainean Math. J.,
Vol.76, No.7, (2024).

Aici sunt prezentate o definitie, patru teoreme, opt corolarii si cinci remarci.

Fie R, operatorul definit pe A prin R, = f(2) * — 55,0 < a < 1,z € D, (ase

(1—2)
vedea lucrarea [99]).
Functia f din A este in clasa k - SP,, dacd R, (f) este o functie k - parabolica stelatd,

unde functia k - parabolicd stelatd este definita in Capitolul 1 (vezi si [146]).
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Definitia 4.3.1[72] Functia f € A datd prin relagia f(z) = z + >, axz" este In
clasa k - SP, (0 < k < 00) dacd R, (f) € k — SP sau echivalent

D)), [ Ealr) 1
arenre (20 ) = kR
Teorema 4.3.2[72] Fie functia f € A datd prin relatia f(z) = 2z + >, axz" din

-1, 0<a<1l,z€eD.

clasa k-SP,, 0 < k < co. Daca F este a-m-a radacina a transformarii lui f, atunci

(1.1.65) [ —
( Q 2p+m—1) (3 —2a) @
2m(1—a)(3—2a)( am (1 —a) _Ql_D)’ w0
(1
: 2m (1 — o) (3 — 2a)’ 02 S S O
@ (2p+m—1) (3 —20) Q,
[ 2m (1 -a)(3 - 2a) <Q1+D_ im(1—- a) ) B0
_2m(l—o) (m—1)(3—2a)Q
7 (3—2a)Q1<1+Q1+D_ am (1 —a) )
_2m(1-a) (m—1) (3 — 2a) s
02—(3—2a)Q1(Q1+D_1_ Am (1 — a) )

si (1 si D sunt date ca in Lema 1.51 (Capitolul 1).
Reamintesc aici Lema 1.51:

Lema 1.51[83] Fie k € [0, c0) fixat si fie gx (z) aplicatia Riemann din D in €, care
satisface qx (0) = 1, ¢}, (0) > 0. Dacd

G (2)=1+Q1 (k) 2+ Qo (k)2 +Qs(k)2° +--- 2z €D,

atunci
( 2A2 Eo 1
Sl <
2 0<k<
LI
Q1=Q1 (k) = m
2
T ., k>1,
42 (t) (K2 —=1) (1 —1) Vit
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Q2 = Qo (k) = D(k?) 1 (k)a

unde ) 2o
+ , 0<k<1
2
D=D (k)= 3 k=1 ,
4% (t) (2 + 6t + 1) — 72
H()(++)W,k>1,
[ 24r2(t) (14+1)V1
2
A= - arccosk §i k (t) = fol m, t € (0, 1), este integrala elipticd completd

de prima spetd, pentru detalii vezi si ([6], [15], [147]) .
Daca m = 1 in Teorema 4.3.2, atunci obtinem urmatorul corolar:

Corolarul 4.3.3[72] Fie functia f € A datd prin f(z) = z + ) -, ax2" din clasa k -
SP, (0 <k < o00). Atunci

( Q1 (3 —2a)Qy
2(1—a)(3—2a){ 2(1—a) _Ql—D} o> a
[bs — pb3| < 2(1_;;223_2&), a<pu<ao
Qi p (3 —2a) Qq
unde
(e} :M“—f—Q +D)
1 (3—2a)Ch ! ’
. 2(1-a)
=By, @tP L.

iar ()1 si D sunt date ca in Lema 1.51.

Dacd m = 1 s1 @ = 0 in Teorema 4.3.2 atunci avem urmatorul corolar:
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Corolarul 4.3.4[72] Fie functia f € A datd prin f(z) = z + Y -, ax2" din clasa k -
SP, (0 <k < 00). Atunci

( Ql 3,&@1 2
F(QH‘D— 5 )7 SSTBI(QH-D—U
@1 2 2
|b3—,ub§‘§ R 3T)1(Q1+D—1)§/~L§ 3721(1—1-Q1+D),
Q1 (3uC: 2
\?( 5 —Ql—D), ,uerl(l"{'Ql‘i‘D)

unde ()7 si D sunt date ca in Lema 1.51.
Inlocuind valorile ui Q; = Q; (k) si D = D (k) din Lema 1.51 in Teorema 4.3.2 pentru
0<k<1,k=1sik > 1, obtinem urmitoarea teorema:

Teorema 4.3.5[72] Fie functia f € A datd prin f(z) = z + Y -, axz" din clasa k -
SP,si0 <k < 1. Atunci

(1.1.66) Bom 1 — b2y, | <

( 1 A2 242 A242 (3—20)(2u+m—1) [ A2

m(l—a)(3—2a) (1—k2> [l—k2 + < 3 ) - 2m(1u_a) (1_k2>]7 2 < P2
1 A2
< m(l—a)(3-2a) (1—k2>’ p2 < < prs
1 A2 (3—2a)(2u+m—1) A2 2A2 A%242

\ m(l—a)(3—2a) (17k2> |: 2m(1ﬁia) (17k2> - (m) - ( 3+ )]7 = p1

unde

ol ()25 (£2) gt (2
si

B (1) (25 (£57) - nghloza () )

unde A este dat cain Lema 1.51.

Daca m = 1 1n Teorema 4.3.5, atunci avem urmatorul corolar:
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Corolarul 4.3.6[72] Fie functia f € A datd prin f(z) = z + Y -, ax2" din clasa k -
SP,si0<k< 1. Atunci

( 1 A2 2A2 A242 (3—20) A2
(1—a)(3—2a) (1—1#) [1—k2 + ( 3+ ) - (1_a)u (1_;92)}, < py
2 2
1bs—pb3| < EEETR s pa < S p3

1 A2 (3—2a) A2 2A2 A242
| T3 2a) (14@2) [ (ka)ﬂ (14{2) - (14{2) - ( 3Jr ﬂ’ B ps

22 ()2 (5
o ()25 (459 ]

si A este dat cain Lema 1.51.

unde

Daca m = 1 si @« = 0 1n Teorema 4.3.5 atunci obtinem urmadtorul corolar:
Corolarul 4.3.7[72] Fie functia f € A datd prin f(z) = z + -, ax2" din clasa k -
SP,si0<k<1. Atunci

(1 2A? 2
L) [ () - (=) wsa
2 1 A2
|bs — b3 | < g(m); Pe < S pP5 o
1 A2 3/LA2 A2 A2
\ 5(1_k2> |:<1—]€2 - <12—k2> - ( 3+2> ) /’LZPEJ

unde

m= () e (25) + (522)],
w1 (5 [(25) + (552) -1].

iar A este dat cain Lema 1.51.

Teorema 4.3.8[72] Fie functia f € A datd prin f(z) = 2z + > -, ax2" din clasa k -
SP, si k =0. Atunci

(1.1.67) |boms1 — b2 | <

36



( 4 8 | 2 2(3-2a)(2u+m—1)
m(l—a)(3—2a)7m? [F + 3 m(lfs)ﬂ-Q ) < 52

4
m(l—a)(3—2a)m2’

IA
&
IA
=
IA
S

2(3—2a)(2pu+m—1)
L m(l—oz)(43—2a)7r2 [ m(1_Z)7r2 - % - %}, p= P
unde
3 - m(l-—a)m*[8 5 2(3—2a)(m—1)
T 4(3-20) |7 3 m (1l —a)mn? ’
si
6_m(1—a)7r2 8 1 2(3B-2a)(m-1)
T 43-2a) |7 3 m (1l —a)m?

Dacda m = 1 in Teorema 4.3.8, atunci avem urmaétorul corolar:
Corolarul 4.3.9[72] Fie functia f € A datd prin f(z) = z + Y -, ax2" din clasa k -
SP, stk =0. Atunci

' 1 8 2 4(3-2a)p
(1—a)(3—2a)n? [P+§_m}a p< Ba
4
|b3_,ubg}§ (1—04)(3—205)7'(2’ 54§,u§ﬁ3’
4 4(3—-20)pp 8 2
\ (1_05)(3_206)77'2[(1—04)71'2 _P_g]’ :uzﬁ&

unde

et ()

Daca m = 1 si @ = 0 1n Teorema 4.3.8, atunci obtinem urmatorul corolar:

Corolarul 4.3.10[72] Fie functia f € A datd prin f(z) = z + Y -, axz" din clasa k
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-SSP, stk =0. Atunci

(4 (8 2 12u

S T it o <

32 (71'2 3 7r2)’ H<bs

2 4
|bs — ub3| < 3.2 Be <pu<pPs

4 (124 8 2

S e B >

L 37?2(71'2 2 3)’ w2 Ps

unde

Teorema 4.3.11[72] Fie functia f € A datd prin f(z) = 2z + Y -, ax2" din clasa k -
SP,sik > 0. Atunci

(1.1.68) |bomi1 — /ibil+1|
( 1 71_2
2m(l—a)(3—2a) |:4K2(t)(k271)(17t)\/£i| A (t)7 2 < 52
1 2
= 2m(1—a)(3—20) [4n2(t)(k271)(17t)\/i}’ 0y S <o,
1 72
\ 2m(l—a)(3—2a) [452(75)(]{2_1)(1_@\/{} (_A (t))> 2 > 51
unde
2 4% (8) (2 + 6t + 1) — 72
A(t) = LU )7

42 (t) (K2 = 1) (1 —t) V1t 24K2 (t) (1 + )Vt

B (3 —2a)(2u+m —1) 72
16m (1 —a) k2 (t) (k2 —1) (1 —t) v/t

C8m(l—a)Rr?(t) (K2 —1)(1—t)Vi
01 = (3 —2a) 72 Ar(®),
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72 4k% (1) (12 + 6t + 1) — 72

A () =1+ +
1) A2 () (k2 —1) (1 —t) V1 2452 (t) (1 +t) Vi
(3=20)(m—-1) 2
dm(l—a)  [42@t) (2 =11 —t)Vt]’
e 8m (1 —a)r?(t) (k> —1)(1 —t)\/EA 0
2 (3 — 2a) 72 2
si
. 2 4;42(t)(1%2—|—6t—',-1)—7r2 (3—2a)(m—1) 2
A2 () = mmmna—yvi 22OV dm(l—a) 4,@2(15)(1@271)(14)\&] -1

Daca m = 1 in Teorema 4.3.11, atunci obtinem urmatorul corolar:
Corolarul 4.3.12[72] Fie functia f € A datd prin f(z) = z + Y -, axz" din clasa k
-SSP, stk > 0. Atunci

( 1 2
2(1-a)(3—2a) |:4ﬁ2(t)(k271)(17t)\/5:| As (1), p< 04
’b:} - ,Ub2| < 2(1—a)(3—2a) [452(15)(]6271)(1715)%], 0y < <03,
1 2 A > 5
\ 2(1-0)(3-20) [4@(1:)(162—1)(1—:&)\/2] (=45 (1)), H= 03
unde
i AR2 (1) (2 4+ 6t + 1) — 72
Ay (t) = T L AR (46t + 1) — 7
A2 (t) (k2 = 1) (1 =)Vt 24K2 (£) (1 + ) V1
_ (3 —2a)7°u
8(1—a)r2(t) (k2 —1)(1—t)Vt’
8(1—@)/{2(t)(k2—1)(1_t)\/{5 2
03 = 5 1+ +
(8= 2a)m 4k2 (t) (k2 = 1) (1 — 1) V2
4k% (t) (8 + 6t + 1) — 7
AR () (1L +t)VE
sl

2

8(1—a)r?(t) (k> —1)(1 —1t)\/t s

0= (3 — 2a) 72 {4/432 () (k2= 1) (1-1t)Vt

+
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4% (t) (2 4+ 6t + 1) — 72
24k2 () (1 +t) /1

Dacam = 1si a = 0 In Teorema 4.3.11, atunci avem urmatorul corolar:
Corolarul 4.3.13[72] Fie functia f € A datd prin f(z) = 2z + Y o, axz* din clasa k
-SSP, stk > 0. Atunci

2

( s

1
6 {4,@ (t) (k2 — 1) (1 —¢) \/g} (As (1)), i< dg
2 1 7'('2
}bS_,ubQ‘S 6[4H2(t)(k2—1)(1—t)ﬂ:|’ 56§:U’§55 ,
1 2
L 6 {452 O (k2 —1) (1 —1) \/;J (=44 (1)), p> 0
unde 2
Ay (t) = 4&2@)(1{2—1)(1_15)\/5*
4k% (t) (2 + 6t + 1) — 72 - 372
24k2 (1) (1 + 1)Vt 8k2(t) (k2 — 1) (1 —t)vE’
82 (K -1)(1—t)Vi 2
05 = 72 {1 + W (1) (1= 1) \/E—i-
AR% () (2 + 6t + 1) — 7
242 (1) (L+ )Vt
si
B2t (K2 —1)(1—t) Vit 2
" 32 Lm? (t) (k2 —1) (1 —1) \/fr

4% (t) (2 4+ 6t + 1) — 72
2412 () (1 + 1) /1

Remarca 4.3.14[72] Pentru 0 < o < 1, ultima inegalitate din (1.1.65) poate fi

imbunatdtitd astfel:

> O
(1.1.69)  |bamyr — bl ir| + (1 = 02) [bmia|” < o) (3 _2a) 2 SH S0
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si

9 2 Ql
(LLT70)  |bamrr = by | + (01 = 1) [ |” < 2m (1 — ) (3 —2a)

,03 < < o,

unde
(m—1) (3 —2a) @
dm (1 — «)

2m (1 — «)
O3 =
(3 = 20) 1
si 1 si D sunt date ca in Lema 1.51.

Q1+ D —

Remarca 4.3.15[72] Daca m = 1, atunci pentru 0 < o < 1 ultima inegalitate din

(1.1.65) poate fi imbundtdtita astfel:

1.1.71 — ub? — 2 < <

( ) |bs — ub3| + (1 — a2) [bo] S TR
si

1.1.72 — ub? — 2 < @ <u<

( ) |b3 Mb2‘+(a1 Iu)|b2| _2(1—04)(3—2 )7()53—”—0417
unde

2(1-a) (@1 + D)
(3 —20) Qs 7

g3 —

iar ()1 si D sunt date cain Lema 1.51.
Remarca 4.3.16[72] Introducénd valorile lui @y (k) si D (k) pentru 0 < k < 1 in
(1.1.69) 51 (1.1.70), cu 0 < @ < 1, putem imbundtdti a doua parte a estimarii din (1.1.66)

dupd cum urmeaza:

AQ
— b2 - 2 < <u<
‘62m+1 Mbm—i—l‘ + (ILL p2) ‘berl‘ = m(l _ Oé) (3 _ 2@) (1 — k2)7p2 S U= pr
si
2 2 A?
_ _ < <<
‘b2m+1 Mbm+1’+(pl ) b1 |” < m(l—a)(3—2a) (1_k2),P7_M_P1,
unde
~2m (1 - ) 1+(A2—|—2)(1—k2)_(m—l)(3—2oz)
7= (3= 20) GA?2 im(1— a)

Remarca 4.3.17[72] Inlocuind valorile lui Q, (k) si D (k) pentruk = 15i0 < o < 1
in (1.1.69) si (1.1.70), putem Tmbundtdti ultima parte a estimarii din relatia (1.1.67) astfel:

4
1—a)3—2a)

‘b2m+l_ﬂb,2n+1|+(,u_52) ’bm+l|2§ m Wzvﬁzﬁliﬁﬂ?
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si

4
m(l—a)(3—2a)

bom+1 — Mb3n+1’ + (81— ) ’bmH’Q < 7T2>ﬁ7 < p < B,

unde
~2m (1 - ) ™ (m—1)(3-2a)

br = (3 —2a) 1+E_ dm (1 — «)

Remarca 4.3.18[72] Inlocuind valorile lui Q; (k)si D (k)pentru0 <a <1, k>1,
t € (0,1)in (1.1.69) si (1.1.70), putem imbundtiti ultima parte a estimérii din (1.1.68)
dupd cum urmeaza:

‘meJrl - /“ngn+1‘ + (1= 83) [ba|* <
2

S8m(1—Oé)(3—204)/f2(t)(k;2_1)(1_”\/%752§N§57
si
‘b2m+1 - /Lb?n_,_l’ + (01 — p) |bm+1’2 <
S8m(1—a)(3—2a)/~c2(t)(k2_1)(1_15)\/%»57SH§51,
unde
_2m(1 -«
"= a1
+(4m2(t)(t2+6t+1)—72)4/12@)(]{;2—1)(1—t)\/f_(m—l)(3—2a)]
24m2k2 (t) (1 + 1)Vt m(l—a)

In cea de a doua parte a acestui subcapitol am investigat determinantul Hankel de ordinul
trei H3(1) pentru o anumiti clasi de functii analitice f in discul unitate deschis, normate
prin conditiile f(0) = f’(0) — 1 = 0, asociate cu functia exponentiald, obtinand astfel
limita superioard a dereminantului H3(1), dar si inegalitati de tipul Fekete-Szego.
Rezultatele prezentate aici sunt continute in lucrarea:

D. Breaz, A. Catas, L.I. Cotirla, On the upper bound of the third Hankel determinant

for certain class of analytic functions related with exponential function, An. Stiint. Univ.
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”Ovidius” Constanta Ser. Mat., Vol.30(1), (2022), 75-89.
Aici sunt prezentate o definitie, patru teoreme si o remarca.
Definitia 4.3.19[27] O functie f € S este in clasa SC*, a € [0,1], daci satisface

urmatoarea conditie:

27 (2) SN
=757 *“(“ ) ) <

Remarca 4.3.20[27] Pentru a = 0, familia SCj := S = §* (¢*) a fost introdusa de
Mediratta et al. Tn [94] si pentru o = 1 obtinem clasa SCT := C..
Teorema 4.3.21[27] Daci functia f € SCY¥, unde f este datd prin relatia f(z) =

00 k .
2+ Y i o ap2”, atunci avem

1
1.1.73 —dl < —
(1.1.73) a2 — a3 < 2(1 + 2a)

Teorema 4.3.22[27] Daci functia f € SC!, unde f este datd prin f(2) = 2z +
2;022 apz*, z € C, atunci avem

4—P)C 3(4-R)F 4-2 Belp)

1.1.74 — <
(1.1.74) (205 —aa] < o T T T
unde
9\/4993312 _ 23;%40 508 — 108
= ~ 1.507 € [0, 2]

2984/298 — 6236
sie(p) = —20° — Mo’ + 17Ta+5, p = /2149 - L.
Teorema 4.3.23[27] Daci functia f € SC!, unde f este datd prin f(z) = 2z +

> oo apz*, z € C, atunci avem
(1.1.75) lasas — a2 < 2.
Teorema 4.3.24[27] Daci functia f € SC?, atunci avem

(1.1.76) |H3 (1)] < 18,001.

Subcapitolul patru este intitulat ” Clase de functii analitice si bi-univalente definite printr-

un operator diferential.”
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= [2)=flez) .

In prima parte a acestui subcapitol, folosind operatorul diferential D, .f(z) =)z

D*, 0 < ¢ < p < 1 din Capitolul 1 (Definitia 1.41), introducem noi subclase de functii
analitice si bi-univalente, obtinem estimari pentru coeficienti si inegalitdti de tipul Fekete-
Szego.
Ideea acestei lucrdri a fost extinsd la functiile bi-univalente m-simetrice definite prin
acelasi operator diferential in lucrarea
D. Breaz, L.I. Cotirla, The study of coefficient estimates and Fekete-Szego inequalities
for the new classes of m-fold symmetric bi-univalent functions defined using an operator,
J. Inequal. Appl., (2023).
Rezultatele prezentate Tn acest subcapitol fac parte din lucrarea
L.I. Cotirla, New classes of analytic and bi-univalent functions, AIMS Math., 6(10),
(2021), 10642-10651.
Aici sunt prezentate trei definitii, cinci teoreme si doud remarci.

Definitia 4.4.1[37] O functie f € A datd prin relatia f(z) = z + > _,, axz" se spune

cd este in clasa HYY*(0 < ¢ < p < 1,0 < a < 1), dacd urmdtoarele conditii sunt

indeplinite:
fex
(1.1.77)
arg(Dpof ()| < .2 €D
si
(1.1.78) larg(D,,9(w))] < — w € D,

2
unde functia g este dati prin relatia g(w) = f~1(w) = w — asw? + (2a3 — a3)w> — (5a3 —
Sasaz + ag)wt + ...
Remarca 4.4.2[37] Cand p = 1 si ¢ — 17, se obtine clasa Hs introdusd In lucrarea
[148].
In urmitoarea teoremi determinim limite pentru coeficientii functiilor din clasa HZ*“.
Teorema 4.4.3[37] Fie functia f € A datd prin f(z) = 2z + Y -, ax2" din clasa

HX*(0<qg<p<1,0<a<l). Atunci

(1.1.79) las| < 20
\/2[3]p,q04 + (1 - O‘)[Q]g,q
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si
402 2

1.1.80 < —— + ——.
(1.1.80) ol < G- T g,

Definitia 4.4.4[37] O functie f € A datd prin f(z) = 2+ > _p, axz" se spune c# este

in clasa Hg’q’ﬁ (0 <qg<p<1,0<<1)dacd urmitoarele conditii sunt satisfacute:

fex
(1.1.81)

Re{D,,f(2)} > B,z €D
(1.1.82) Re{D,,9(w)} > B,w € D,

unde functia g este datd prin g(w) = f~H(w) = w — ayw? + (243 — az)w?® — (5a3 —
Sagas + ag)w* + ...

Remarca 4.4.5[37] Cand p = 1 si ¢ — 1~ obtinem clasa Hx () introdusa in [148].
In teorema urmitoare determinim limite pentru coeficientii functiilor apartinand clasei
HEP,

Teorema 4.4.6[37] Fie functia f € A datd prin f(z) = 2z + Y -, axz" din clasa
HEZYP(0 < ¢ < p < 1). Atunci

2(1—-p) [2(1-5)

1.1.83 < mi ,

(1159 = G B
201 5)

1.1.84 < —"

(L1859 = 7,

Definitia 4.4.7[37] Fie b,t : D — C functii analitice si

min{Re(b(2)), Re(t(z))} > 0,z € D,

Spunem ci f € A dati prin relatia f(z) = z + 3.5, ax2* este in clasa H%*™" daci

urmatoarele conditii sunt satisfacute:
(1.1.85) D, .f(z) € b(D)
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si
(1.1.86) D, ,9(w) € t(D),

unde z,w € D si functia g este datd prin relatia g(w) = [~ (w) = w — ayw? + (2a3 —
az)w?® — (5a3 — basaz + ag)w* + ...
In teorema care urmeazi, determiniim limite pentru coeficientii functiilor din aceasti clasi
HEO

Teorema 4.4.8[37] Fie f € A datd prin relatia f(z) = z + > -, a;2" din clasa

bt -
HY™" . Atunci

b/ 2 t/ b// t//
(1.1.87) \a2|<mm{\/| |+| \/| |+| Ol

si

PO+ PO, 1O+ (0] 1#(0)
oEe, T aBh. 2Bl

In urmitoarea teoremi vom determina functionala Fekete-Szego pentru functiile din clasa
HZ®e,
Teorema 4.4.9[37] Fie f € A de forma f(z) = z + > r, arz" din clasa HE?®,

(1.1.88) las| < min

Atunci

a 1
[3} , 7|T(lu)| S 2[3} ,
(1.1.89) lag — pa2| < {7 “

2alr(p)l, [r(p)] = 2[3]pq
In urméitoarea teoremi vom determina functionala Fekete-Szegd pentru functiile din clasa
HEP,

Teorema 4.4.10[37] Fie f € A de forma f(z) = z + Y 5o, az2* din clasa HZ’.

Atunci

(1.1.90) las — paj| <
2(1 = B)lr(w)], Ir(w)] > 55—

Cadirectie noua de cercetare, folosind acelasi operator diferential, putem studia proprietati

de stelaritate, convexitate si aproape convexitate pentru clase de functii deja introduse.
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In cea de-a doua parte a acestui subcapitol am introdus si studiat subclase de functii bi-
univalente Tn discul unitate deschis 1D, definite printr-un operator diferential, asociate cu
polinoamele Horadam.
Pentru functiile apartindnd claselor recent stabilite obtinem estiméri pentru primii doi
coeficienti. De asemenea, este furnizatd o estimare a problemei Fekete-Szego pentru
functiile din aceste clase. Totodatd, oferim cateva observatii si stabilim conexiuni relevante
cu cercetarile anterioare. Pe baza aceluiagi concept si al lucrdrii
H.M. Srivastava, Some formulas for the Bernoulli and Euler polynomials at rational
arguments, Math. Proc. Camb. Philos. Soc. (2000), 129, 77-84.
in lucrarea
A. Amourah, L.I. Cotirla, D. Breaz, S.M. El-Deeb, M. Al-hobied, M. Cojocnean, Euler
Polynomials coefficient estimates for bi-univalent functions defined by subordinations,
Journal of Mathematics and Computer science(JMCS), (2025)
au fost introduse noi clase de functii bi-univalente definite in termeni de polinoame Euler.
Rezultatele prezentate Tn aceastd sectiune fac parte din lucrarea
S.R. Swamy, D. Breaz, L.I. Cotirla, K. Venugopal, Bi-univalent Function Subclasses
with (p, q)-derivative Operator linked to Horadam Polynomials, Kragujevac J. Math.,
Volume 50(8), (2026), 1279-1296.
Aici sunt prezentate doud definitii, doua teoreme, opt corolarii si cinci remarci.

Definitia 4.4.11[154] O functie f din ¥ datd prin f(z) = 2+, ax2" este din clasa

Vo4 (v k), v >1,0<d<1gi7>1,daci

L {V[Dp,q(sz,qf(ZW U (ADaalDg ]+ 021 i}

2 Dy ef(2) Dy f(2)

< 1—u+H(k,2),

s

1
2

v[Dyo(wDyg(w))]” + (1= v) [ v[Dyy(wDy,g(w))]” + (1 —v)\
{ Dy a(w) *( Dy q(w) ) }

< 1—u+H(k,w).
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In cazul unor selectii particulare ale p, ¢, v si 7, familia Yg”i ,(V; k) cuprinde atat subfamilii
noi, cat si subfamilii existente din X2, asa cum putem vedea mai jos:

1. HS (v, k) =Y,

S qu(u k),v > 1,0 < d < 1 este multimea functiilor f din ¥

care satisface

L V%AA%J@»+U—W+<}%AA%JW»+0—W)5
2 Dyqf(2) Dyqf(2)

< 1—u+H(k,2),

si

1 VD, q(wDp49(w)) + (1 —v) i <VDp,q(IUDp7qg(w)) +(1 - V)) a

2 Dp,qg(w) Dp,qg(w)

< 1—u+H(kw).

2. I;iq(k) Yggq(l, k),0 <d < 1siT > 1, este familia de functii f din ¥ care
verifica

L[ [Dpal2Dypaf ()" Ca@u%mevi

- , ’ + ’ ’ <1—u+H(k, 2),

2 { Dy qf(2) Dy f(2)
si

1 [Dy(wDyg(@)]” . ( [Dpg(wDygg(w))]\ *
5 { D, g(w) + ( D, g(w) ) } <1—u+H(k,w).

3.Dacip=1sig— 1 1n Ygﬁq(y, k), atunci obtinem o submultime Y3% (v, k) (T >

1,0 < d < 1,v > 1), care este o colectie de functii f din X care satisface

%{[@f(»] u—u»+(Kzf@WL)ﬂ—vvd}<1_u+wax

f'(2) f!(
s
1 [ vl(wg ()] +(1=v) | (v[wg @) +(1-v)) o w
2{ gw + (T )}*1 F ).
4.735 (v k) = Y;;q(y, k),v > 1siT > 1 este multimea functiilor f din X care
satisfac
V[Dpg(2Dpgf ()] + (1 —v) —u .
{ Dyl (] 1o bn,
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si

{V[Dp,q(WDp,qg(w))]T + (1 —v)
Dp,qg(w)
Remarca 4.4.12[154] Avem

i HE (1,k) =15 (k),ii. HY

3,p,q 3,09

}< 1 —u+H(k,w).

(v, k)= 23, (v k) siiii. 25, (1, k) = 1T, (k).
Definitia 4.4.13[154] O functie f din ¥ de forma f(z) = z + > oo, ax2" este din

clasa 7% (7,k),0 <y <1,0<d < 1si7 > 1,dacd

1 2(Dpgf(2))" 2(Dyqf(2))"
2{7f@>+<1—7p**(wf@>+<1—vw)

Pq

=

}<1—u+H(/{,z),

si

2

1 w(Dpqgg(w))” w(D,9(w))™ 1 . .
{’}/g(w)—l—(l—fy)w (79<w)+(1_7)w) } =<1 + H(k,w).

Pentru valori particulare ale Iui v, 7 i d, familia Tg’i ,(7, k) include atat subfamilii noi,
cat si subfamilii preexistente de functii din 32, dupa cum putem vedea:

1. 0

pq(k) = T2 (0,k),0 < d < 1siT > 1, este multimea functiilor f din X

2.9
care satisfac

(D () + (Dyaf(2))7) < 1 — Mk, 2),
si
5 ((Dy0(0))" + Dygg(w)7) <1+ H(k,w).
2. Dgiyq(:v) = T;:Z,q(l, k),0 <d < 1siT > 1, este familia de functii f din X care
satisfac )
: {Z<D§;§£§ZW (APl } <1 ut Mk, 2),
si

1

1 D T D ™\ 4

- w(Dp,qeg(w)) 4 <w( pa9(W)) ) <1 —u+Hk,w).
2 g(w) g(w)

3. Dacip =1siq — 1 inclasa Tgi;iq(y, k), atunci avem submultimea T2 (v, k) (7 >

1,0<d<1,0<~vy<1)alui f € X care satisface
_ar (s )
2 |1+ A =7z \1f(z)+ (1 =7)2
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si

L wlg(w)” wg @) N o
{ + ( 7)w> } <1 + H(k, w).

2 | v9(w) + (L =yw  \vg(w)+ (1 -
4.0%, (7, k) = T;;q(%k:),o < v < 1siT > 1, este grupul de functii f € ¥ care
satisfac
2(Dpof(2))7

< 1—u+H(k, 2),

() + (1 =7)z

si
w(Dypqg(w))”
’ <1—-u+H(kw).
Y9(w) + (1 = yw (k)
Remarca 4.4.14[154]Avem:
i D;i) q( ) ng q(17 k) §1 ii. I‘;l(V’ k) = Og,pzl,q—ﬂ* (77 k)

Vom giisi estimdri ale lui |as|, |as| §i |as — pa3], u € R pentru functiile € Yy z Vs k) s
L. . .. . 5

estimdri ale |as|, |as] §i |as — pa3], p € R pentru functiile din 73, (v, k).

Rezultate pentru clasa Yy’ i (VoK)

Mai intai vom determina estimari ale coeficientilor pentru o anumita functie f € QJZ P (v, k),

unde aceastd clasd este introdusd n Definitia 4.4.11.

Teorema 4.4.15[154] Fie0 <d < 1,v>1 si 7 > 1. Dacid f € yod (v, k),

DIN N
atunci
(1.1.91)  |ag| < 2d|okl /Ivk ,
\/|(2d(d+ DX + (1= d)W2[2]2 ) (vk)* — (d+ 1)*W2[2]2  Z]
Ad?(vk)? 2d|vk|
(1.1.92) <
ol < eweee, o,

sipentru p € R

__2dvk| -
’ pl < J
(1193) |CL3 — ,UCL§| S (d+1)U[3]p,q
4d?|vk|? [1—p] | B | S

[(2d(d+1) X+(1—d)2W?2[2]2 ) (vk)?>—(d+1)2W?2[2]2 2]’ > J,

unde
2d(d + )X + (1 = d)W?[2]] )o*k* — (d + 1)*W?[2*Z
(1.1.94) 5 |@dd+ D)X + (1 - dW2[2],,)v*k* — (d+ 1)*W2[2] |
2d(1 + d)U|[3],,,v2k?

(1199 X = Ul + V2L,
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(1.1.96) U=wvr3,, — 1,

(1.1.97) V=1-uvr[2,,+

(1.1.98) W =vr2],, — 1,

si Z dat prin relaia H3(k) = rvk? + su = Z din Capitolul 1.

Corolarul 4.4.16[154] Presupunem cd 7 = 1 in Teorema 4.4.15. Atunci pentru orice
functie f € H{ (v, k) limitele superioare ale |as|, |as| si |ag — pa3|, p € R, sunt
date prin (1.1.91),(1.1.92) si (1.1.93), respectiv U = U; = v[3],, — 1,V =V =
1= v2yg W=Wi==Vi si X=X =U[3],,+ W22,

Corolarul 4.4.17[154] Sa presupunem cd v = 1 in Teorema 4.4.15. Atunci pentru
f e Igiq( ) marginile superioare ale |as|, |as| si |az — pa3|, p € R, sunt date prin
(1.1.91), (1.1.92) i (1.1.93), cu U = Uy = 78y — L,V = Vo = 1 — 7[2],, +
%,W =Wy = 72— 1 §i X = Xy = Us3],4 + V2[2]2,. Pentru .J din
(1.1.94), Us, Vo, Wy si X, pot fi folosite in locul lui U,V, W si X si Z dat prin
relatia H3(k) = rvk? + su = Z din Capitolul 1.

Luand p = 1si ¢ — 1~ 1n Theorem 4.4.15, obtinem urmatorul corolar.

Corolarul 4.4.18[154] Fie 0 < d < 1,7 >1 si v > 1. Daci f € T3, k)

atunci

d|vk|+\/2|vk]

la2] < VIA(d+ 1Y +2(1 — d)(2vr — 1)2)(vk)? — 2(d + 1)2(2vT — 1)2Z]

as] < dvok 2 2d|vk|
= \d+1D)@2vr —1) 3(d+1)(3vr — 1)
sipentru p € R

2d|vk|
s — | < | T L= ul <
2 2ok f? |1 >
(d(drD)Y +2(1—d)(2vr—1)%) (vk)2—2(d+ D)2 (207 —1)2Z]’ 11—y 1
unde
7 (d(d+1)Y +2(1 —d)(2vr — 1)?)(vk)? — 2(d + 1)*(2vT — 1)2Z
1= 9

d(d+1)(8vr? — TvT + 1)v2k?
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Y = 8vr? — Tvr + 1 i Z dat prin relatia H3(k) = rvk? + su = Z din Capitolul 1.
Remarca 4.4.19[154] 1). In Corolarul 4.4.18, d = 1 determind Teorema 2.2 din
lucrarea [155]. Mai mult, obtinem Corolarul 2.3 si Corolarul 2.4 din lucrarea [155],
pentru 7 = 1 si v = 1. ii). Folosind 6 = 7 = v = 1 in Corolarul 4.4.18 obtinem
Corolarul 1 din [112].
Luand d = 1 1n teorema de mai sus, obtinem urmatorul corolar.
Corolarul 4.4.20[154] Dacd f € Z3,, (v,k)v > 1 si 7 > 1, atunci

2
L UL
VIX @R = W22 2] 23 [3lp.q

si pentru p € R

ok - ‘Xw@ _ W2[2]2Z‘

Ul3lpg W= =5 [3],qv?k?
o PV
lag — paz| < bl 1] . Xv2k? — W2[2]2Z
xowr-weEz,zr L H 2 | Blpqvk? |

unde X, U,V si W sunt definite in (1.1.95), (1.1.96), (1.1.97) si (1.1.98).

Remarca 4.4.21[154] In Corolarul 4.4.20,q — 17 si p =1 determinad Teorema 2.2
din lucrarea [155]. Mai mult, obtinem Corolarul 2.3 si Corolarul 2.4 din lucrarea [155],
pentru 7 = 1 siv = 1. ii. Folosind v =7 = 1,¢ — 1~ si p = 1 in Corolarul 4.4.20
obtinem Corolarul 1 din lucrarea [112].

Rezultate pentru T;:Z, [ F)
Pentru inceput, determinim estimirile coeficientilor pentru o functie f € T;:Z,q(% k),

clasd definitd in Definitia 4.4.3.

Teorema 4.4.22[154] Fie0 < d <1,7>1 si 0<v <1.DacifeT%% (v,k),

¥,p.q
atunci —
(1.1.99) |as| < v
= VIRI@ DA+ 5) + (1 - B)RE — [+ 2B
Ad2(vk)? 2d|vk|
1.1.100 <
( ) |as| < (d+1)2B2  (d+1)A
si pentru u € R
2d|vk| 1 —p| <
) = Q
(1.L101)  ag — pad| < { 94 o
4d?|vk| [1—p] ‘1 — ,U’ > Q7

[(2d(d+1)(A+S)+(1—d) B2)(vk)2—(d+1)2B2Z] *
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unde

2d(d+1)(A+ S) + (1 — d)B?*|v*k* — (d + 1)*B*Z

(1.1.102) Q= 2d(1 + d) Av?k? ’
(1.1.103) A=1[3q—7,

(1.1.104) S = T(T_#U[QE”—VT[Z]@#%

(1.1.105) B=7[2],,—",

iar Z definit prin relatia H3(k) = rvk? + su = Z din Capitolul 1.

Corolarul 4.4.23[154] Fie v = 0 1n teorema de mai sus. Atunci marginile superioare
pentru |as|, |as| si |ag — pa3|, p € R, pentru orice functie f € H , (k) sunt date prin
(1.1.99), (1.1.100) si (1.1.101), unde A = Ay = 7[3],4, S = 51 = % si B =
By = 7(2],4. A1, S1 si By pot fi folosite in locul lui A, S si B, pentru () dat in (1.1.102)
si Z dat prin relaia H3(k) = rvk? + su = Z din Capitolul 1.

Corolarul 4.4.24[154] Fie v = 1 in teorema de mai sus. Atunci marginile superioare

ale lui |ay|, |as|, si |as — pal|, p € R, pentru orice functie f € IZ? (k) datd prin

2,p,q
(1.1.99), (1.1.100) si (1.1.101),cu A = Ay = 7[3],,— 1, S = Sy = 14 7P _
T2,y $i B = By=7[2],, — 1. A3, Ss si Bs pot fi folosite in locul lui A, S si B,
pentru ) dat in (1.1.102) iar Z dat prin relatia H3(k) = rvk® 4+ su = Z din Capitolul 1.
Luind p = 1si ¢ — 1~ din Teorema 4.4.22, obtinem

Corolarul 4.4.25[154] Fie 0 <d < 1,7>1 si 0<~<1.Dacif e %y, k),

2d|vk|+\/2|vk|

N Y RSV (T e R By

atunci

4] < < 2dvk >2+ 2d|vk|
=N+ D2 —9) (d+1)(37 — )’
sipentru p € R
2d|vk
m7 1 —pf <

2d2|vk|® [1—p|
[2d(d+1)F (vk)2—(d+1)2(27—)2Z]’ 11— pl > Q1

|ag — paj| <
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unde
_|2d(d+ 1)F (vk)? — (d+ 1)*(2r — 7)*Z
1= d(d +1)(37 — 7)v2k? ’

F=0@2r+1)T -7+ + 1 —-d)(2r—n)%

iar Z dat prin H3(k) = rvk? + su = Z din Capitolul 1.

Remarca 4.4.26[154] i). In Corolarul 4.4.25, v = 1 si 7 = 1 obtinem Teorema 2 din
Srivastava et al. [145]. ii). Din corolarul 4.4.25, unde d = 1, obtinem Corolarul 3.3 din
[152]. Mai mult, Teorema 2.1 din [2] este obtinutd cand v = 1. iii). In Corolarul 4.4.25,
d=1,7 =11~y = 0 obtinem Corolarul 2 din Horan et al. [112].

Corolarul 4.4.27[154] Dacd f € OF , (7,k)0 <y <1, 7> 1, atunci

as] < "”W‘”_k jay] < WEE | Ikl
V(A + 9 (k)2 - B2Z| B A

sipentru p € R

(A+ S)v’k? — B*Z

k| 1—pl <
, A | pl < Av2k2
lag — pas| < 27.2 2
‘kaS |1_N| ‘1 _ ’ > (A -+ S)U k — B Z
[(A+S)(vk)Z—B2Z]’ Kl = Av2)2 g

unde A,S si B suntdatein (1.1.103), (1.1.104) si  (1.1.105), si Z este dat prin
relatia Hz(k) = rvk? 4+ su = Z din Capitolul 1.

Remarca 4.4.28[154] i). Din Corolarul 4.4.27, luand p = 1 si ¢ — 17, obtinem
Corolarul 4.4.25, care este demonstrat in [152]. Mai mult, Teorema 2.1 din [2] este
obtinutd cand v = 1. ii) Obtinem Corolarul 2 din Horan et al. [112], dacd ludm p = 1

q— 17,7 =0s1t7=11n Corolarul 4.4.27.

Rezultatele originale prezentate in aceastd tezd sunt actuale si constituie subiectul unor
articole stiintifice publicate sau acceptate in reviste de prestigiu, dintre care mentionez:
Results in Mathematics, Journal of Mathematics and Computer Science, Journal of Inequalities
and Applications, AIMS Mathematics, Computational Methods and Function Theory,
Filomat, Studia Universitatis Babes-Bolyai Mathematica, Journal of Mathematical Inequalities,
Heliyon, Ukrainian Mathematical Journal, Revue Roumaine de Mathématiques Pures et

Appliquées, Kragujevac Journal of Mathematics, Boundary Value Problems, Rendiconti

54



del Circolo Matematico di Palermo, Mathematische Zeitschrift si Demonstratio Mathematica.
In dezvoltarea acestor articole am colaborat cu matematicieni din Romania si din striiinitate,
dupd cum se poate observa si in bibliografie.

Rezultatele obtinute au fost citate de autori atat din fard, cét si din strainatate.

Intentionez sa continui colabordrile cu matematicieni de renume din tara si din strdindtate,

in vederea dezvoltdrii si extinderii ulterioare a rezultatelor obtinute.
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